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Resune.

Nous tentons, dans ce Survol, de pesenter une structuregaoonnue :

I'algebre de Lie ARI et son groupe GARI. Puis nous montrons gels proges
elle a cep permis de ealiser dans letude arithrretic o-algebrique desvaleurs
zéta multipleset aussi quelles possibilies elle ouvre pour I'explorain du
phenorrene plus gereral de dimorphie nunerique.

Abstract.

This Survey presents a novel structure: the Lie algebra ARI

along with its group GARI. It then goes on to sketch some of thadvances
which ARI/GARI made possible in the eld of MZV (multiple zet a values)
arithmetics, and what promises it holds for the investigatin of the related,
but much broader phenomenon ofumerical dimorphy.
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1 Importance et ubiquie des multizétas.

Pour tout r, la fonction z&ta multiple pure est ¢ nie par la srie
..... . St e.py S1 —- (25 0y
(S1;::058) = N, S iiing St = Zets e s (1)

O<n(< <ni

et son analoguemoduk (sous-entendu: moduk par des racines de l'unie
g :=exp(2i j)) estcenipar:
x i
(S1;::::8;€1;:::,€) = n e iiing

O<n(< <ng

Bien que ces sries ne convergent absolument que sur le dama
<(s1) > 15 <(s1+s2)> 2500 <(s1+ +§)>T 3)

nous verrons que leurs sommes possdent un prolongemergramorphe a
C" tout entier, mais avec des valeurs aux points d&" qui se ramenent
toutes, rationnellement aux valeurs prises aux points d&". Du point de
vue arithnmetique, seules ces derneres { ditesaleurs multizétaou multizétas
pour faire bref { meritent donc d'étre retenues, mais ells le neritent superla-
tivement, du fait de leur réle :

1) en theorie de la esurgence et des invariants holomor@s (depuis 1975)
2) en theorie des n uds (depuis 1987)

3) en theorie des nombres (depuis 1985)

4) dans letude des diagrammes de Feynman (depuis 1985)

5) en relation avec le groupe de Grothendieck-Teichmallddepuis 1991)
mais surtout pour ces deux raisons-ci:

(i) dans tout processus naturel de gereration des consta@s transcendantes
(qu'il s'agisse degeriodes de Kontsevich ou { constructiona mon avis plus
acequate { du corpsNa desnaturels, etc) les multiz&tas sont parmi les toutes
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premeres constantesa apparatre

(ii) elles sont les plus simples a manifester le fascinanthpnonene de la

“dimorphie' ou du “double produit' . Les plus simplesnais non les seules
loin de A ! C'est justement par rapporta ce pkenonene nmeconnu mais Si

cereral de la dimorphie ! que les multiz&tas prennent toute leur valeur de
paradigme. Et c'estegalement ce vaste horizon d'appliceins futures qui,

pensons-nous, justi e l'introduction de tout l'appareil dgebrico-moulien es-

gise ici et cevelope dans [E5].

2 La fonction zéta de Riemann, modkle et
point de cpart.

Puisque c'est elle qu'il s'agit de gereraliser, commerens par nous rememorer
ses proprees les plus saillantes, puis demandons-nogselles sont celles qui
ont des chances raisonnables de survivre a la multiplicath des variables.
Ces proprees sont:

P1: I'existence d'un prolongement meromorpheaC tout entier.
P2: lequation de e exion , quirelie (s)a (1 ).

P3: lequation de translation, qui exprime (s) en fonction des translates
droites (s+1), (s+2), ::: avec des coe cients essentiellement polyndmiaux
ens. ?

P4: la premere factorisation, en produit eulerien: (s) szp(l ps)1?
P5: la seconde factorisationmoins connue et moins utile :
Y X Y
(s) (n:'s) avec P(s):= p S ( (n:s)) ™M
n2N? p2P n2N?

P6: l'apparente localisation des zros de(:) sur I'axe vertical <(s) =1=2,
ou hypothese de Riemann

P7: la dichotomie entre les entiers positifs pairs, ai (s)= ° est rationnel,
et les entiers positifs impairs, ai la nature arithnetique de (s) et (s)= °
est myserieuse (a noter que cette dichotomie se retrouyenais sensiblement
modiee, du coe regatif).

Lqui semble ne pouvoir etre conceptualise de manere adguate que dans le cadre des
algebres de fonctions biesurgentes avec, pour pendant nunerique, la herarchie des an-
neaux de naturels cf [E4],[E5].

2C'est d'ailleurs cette equation de translation, plus que lequation de e exion, qui
neriterait le nom d'equation fonctionnelle de (:).
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P8: la tes probable independance algebrique de (3); (5); (7);:::
P9: le role ‘compktementa part' de (2) = 2=6.

3 Le passage aux multizetas : ce qui demeure,
ce qui disparat, ce qui apparat .

Des factorisations P4 et P5, trop lees a l'unidimensionéie, nous devons
faire notre deuil. On doit en revanche s'attendrea ce que suve l'equation
de translation ainsi que sa congquence directe: I'existence d'ymolonge-
ment meromorphe avec lieu singuliereementaire et esidus remarquables.
Nous verrons que tel est bien le cas. Mémeduation de e exion, on le
sent bien, n'est pas volee a disparatre sans trace; toefois nous ne nous
ineresserons qua sa restriction' aux points entiers.De I'hypothese de Rie-
mann, egalement, quelque chose doit survivre, pas directenta propos des
multizétas (1) ou (2), mais de variantes adaptes.

Mais ce sontevidemment les proprees arithnetiques qui promettent le
plus. De fait, il n'y aura pas ici appauvrissement mais speatulaire en-
richissement, en raison surtout du pkrenonmene delimorphie, compktement
absent en dimension 1, mais peponcerant en dimensions @rieures. De
guoi s'agit-il au juste? De l'existence sur les multizétad'un double codage
par le moule Ze et le moule Wa , et, attaches a ces deux codages, de
deux proeckes distincts pour la multiplication scalaire permettant chacun
d'exprimer tout produit de deux multiz&tas comme combinaon lireaire a
coe cients rationnels d'un nombre variable mais ni d'autres multizétas. De
plus, les tes abondantes donrees nuneriques dont on giese aujourd'hui
suggerent que ces deux familles de relations { diteelations quadratiques
{ epuisent e ectivement toutes les relations possibles. [u l'icce de tra-
vailler non pas sur lesnultizétas nuneriques dont lelucidation arithretique
compkte est encore hors de poree, mais sur lenultizétas symboliquesu
formels c'esta-dire lesZe et lesWa , ce nis modulo les relations de con-
version, qui permettent de traduire un codage en l'autre, et leselations
guadratiques qui ¢k nissent, doublement, la structure multiplicativ e.

4 Principaux objectifs.

G1: Recherche de fonctions gereratrices idoines { ce serotig et Zag
{ permettant d'exprimer d'une manere plus compacte les poprees (con-
version et multiplication) des scalairesZe et Wa et surtout de borner le
nombre de termes gurant dans la lirearisation des produs
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G2: Montrer la libre gereration , autrement ditetablir que les Q-anneaux de
multiz&tas (purs ou moduks) sont des anneaux de polynéesa une in nie
d'incetermirees, les ireductibles.

G3: Enunerer et cecrire ces ireductibles et examiner ce quieur epond du
coe des fonctions gereratrices.

G4: Rechercher une base d'ireductibles qui somaturelle et “impartiale’, i.e.
aegale distance des deux codages duauke et Wa .

G5: Regarder ce que devient la dichotomie pair/impair et cecre la cependance
en 2 des multizétas, ainsi que ce qui lui correspond du coe deonctions
gereratrices : ce seront les moulepal =pil et tal =til .

G6: Rechercher sysematiquement toutes les familles de reiahs d'arie
nie entre multizétas, tant du coe scalaire que du coe dedonctions gereratrices.

G7: Puisque les relations quadratiques sont pesunees exhstives, tenter
d'en ceduire, par voie algebrique, toutes les autres farfies de relations con-
nuesa ce jour : involution de Ho man, relations hexagonakeet pentagonales,
etc.

G8: Calcul sysematique des dimensionsdditives(dimension duQ-module
des multiz&tas de poids et de longueur donres, etc) atultiplicatives ( nom-
bres d'ireductibles de poids et de longueur donres, etc)

G9: Decomposition canonico-explicite des multizétas en @ductibles {etant
entendu qu'il existe des deges dans I'explicite et qu'ileste parfois une cer-
taine latitude dans la cetermination du canonique

5 Deux mots sur les moules, les bimoules et
leurs synetries.

Abeviations :
Dans toute la suite nous poseronB(t) := 1=t ; Q(t) := c=tan(ct) et nous
abrégerons comme suit les sommes/dierences de nos varies:

U2 = Up+ Uz Ugpz= U+ Up+ Uz 1105 Vipi= Vi Vo, etc  (4)

Moules :
Les moules sont defonctions d'un nombre variable de variabledls cependent
de quenced :=(!4;:::;!,) de longueurr quelconque. Ces quences sont
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nokees en gras, avec indexation superieure. Le produit desequences cenote
la simple concaenation: e.g.! =1 2, Lesekments ! ; de ces ®quences
sont noes en caraceres ordinaires, avec indexation grieure. Les squences
sonta leur tour a ees aux moules en indices superieursA = fA' g, vu que
les moules sont destiresa étre contraces:

X
A:B 7l<A B >:= A' B,

avec des objets duaux (souvent des operateurs dierentls oueements d'une
algebre associative), ditscomoules B = fB, g, qui portent leurs propres
indices en position inkrieure.

Principales ogerations sur les moules:

Les moules peuvent étredditionres, multiples, composes.

L'addition se fait composante par composante.

La multiplication (muou ) est associative, mais non-commutative :

X
C=mu(A;B)=A B () C'= A''B'’ (5)

1 =112

( ne pas oublier les deux cecompositions triviales = !. ; et! = ;:I ).
Nous aurons aussi, quoique plus rarement, recours a k@mposition des
moules, nokee et ainsi  nie:

C =A I§( (avec B =0) ,

C!= Ak!lk ..... k!SkB.

I = 11la s 1ig;

(6)

Principaux types de synetrie pour les moules:
La plupart des moules utiles pesentent dessynetries' simples.
Un moule A est dit synetral (resp. alternal) ssi :

X | 11,12
= A ’ resp: ! ; yo! ;
A= ANAY ( 0) 8!'ls;:812%6 (7)

I 2sha(! 1;! ?)

Un moule A est dit synetrel (resp. alternel) ssi :

X 1 11,12
A" = A'"A'" (resp:0) 8!11'6:;:8126; (8)
I 2she(t 1;1 2)

Ici sha(! ;! 2) (resp. she(! ;! 2 ) cenote I'ensemble des squences
obtenuesa partir de! ! et ! 2 par battage simple (resp. contractant). Dans
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un battage contractant, deux indices adjacent$; et ! ; mais provenant I'un
de! ! et l'autre de ! 2 peuvent se fondre en o=t

Les bimoules et les contracteurs.
Les bimoulessont des moules qui cependent d'une squence double:

..... uq ;g

A :AWZAwl ..... W :A(vl;:::;tj/:)

et { c'est b l'essentiel { qu'on soumeta diverses operatons, unaires ou bi-
naires, qui mélent intimement les deux squences sont de nature “symplec-
tigue' # et s'expriment aux moyen de quatre “contractions' de basef (ofra).
L'une de ces operations unaires est lswap:

(Ulffff fcr) (VP Voo V2 ivig)
A = Swap(A ) 0 A 1o V00 = A Ugoop s Uy 1550 5 Ug2 5 Ug (9)
Une autre est lepush:
(grizeuh) ( Ylir U Uz pmgoupog
A = pUSh(A ) 0 A L A ViS5 Var Vair 5o s Ve Ly (10)
rele au swappar :
neg push:=anti swap anti swap (11)

a l'involution anti (resp. neg inverse les £quencew (resp. change le signe
de tous leursekmentsw; 7! w;).

Nous entreverrons dans la suite quelques unes des operasobinaires.
Toutes impliquent descontractions, denokees par les symboless; d; c; b
et toujours relatives a une factorisation doment sgeciee w = wlw?:::ws
de la ®quence totale. Les quatre egles de contraction oimmediatement
apparentes sur I'exemple qui suit. Relativementa la factasation :

W= athiii= riiusiuaiUsyupiuziug gy

V3 i V4 ; V57t Vg ; V7 1 Vg Vg

les symbolese; d; c; b signalent les changements:

ae = (Ysiuaiusersy ) db ;= (Ysase 1u7iusiugy 12)
V3 Vg Vg Ve V7 Vg, Vg
ac:= (JUs it i Us) bb := (6 i 7 i vs i us) (13)

V3:6 V46 + V56 Ve:5 5 V75 2 V85 Vo5

avec les abeviations usuelles pour les sommes/dierers.
On voit que le contracteure ajoutea lekment sugerieur-droit de a tous
les eements superieurs de la quence voising, tandis que le contracteur

3sinon ce seraient de balgals moules aux indices; 5 ( t‘,' ) dans C? au lieu de C.
“i.e. respectent la forme  du; ~ dv; et le produit  du;dv;
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c soustrait de chaquesement inkrieur de a I' eement inkrieur-gauche de
la 'quence voisineb. Et vice versapour d et b. De fait, les variablesu
sont volees a etre additionrees les unes aux autres etdevariablesv a étre
soustraites les unes des autres.

Principaux types de synetrie pour les bimoules.

La ck nition de synetral/alternal reste inchangee. Celle dsynetrel/alternel

aussi, avec la contraction additivew; + w; a ectant simultarement les vari-

ablesu et v. Mais il apparat de nouvelles synetries propres aux bimdes.

Ce sont les typessynetril/alternil  (resp. symetrul/alternul) qui sont e nis

commesynetral/alternal mais avec chaque contraction additivey; + w; rem-

place par:

Pwig) A i1y )AE Y ) respr P(u) AG M ) puals o)
Ainsi pour un bimoulesynetral A et deux £quences-facteurs de longueur

1 et 2 nous avons:

u2;U3) 1;U2:U3) (l\llg;ui_;ug)

A(ci)A(Vz;Vs A(cl? vai vz’ 4+ A

u2; LJ3; LJl
+ A(Vzi vaivi)

mais siA estsynetrel (resp. symnetril ou synetrul) nous devons ajouter au
membre de droite des termes contraces, qui valent respéament:

ugp;ug up;ugg
+A(V12? va) + A(Vzi vi3)
uzi U1z

+P (Vi) AL vs) 4 P (V) AL v3) + P (vpg) AL )+ P(vgg) Az s
ulZ;US) ulZ;US) U2;Ul3) U2;U13)

Pu) AT ) Puy) AN ) puy) ALz ) Pug) Al v

Il'y a en n quatre autres types (synetriil/alterniil, symetruul/alternuul ) qui
sont essentiellement les “periodies' des peedentsavec Q a la place de
P, mais aussi des termes correctifs en ¢ et des c nitions tement plus
complexes.

A chacun des types ensym-' correspond une loi de multiplication com-
mutative (c'est manifeste) mais aussi associative (ce ltemoins).

6 Prolongement neromorphe des multizétas :
aspects arithnetiques.

Dans toute la suite, les; 2 Q=Z cenoteront des rationnels ce nis modulo
1 etlesg :=exp(2i ;) cesigneront les racines de l'unie correspondantes.
Quant aux s;, ce seront des entierss 0, sauf dans cette section, ai nous
laissons less; parcourir tout C.



Au mouleZe ¢k ni en (2) et manifestement synetrel, associons un moule
Zea , tes proche mais manifestementsynetral et surtout mieux adapt a
letude du prolongement nmeromorphe :

n,Steft i, e (14)

1 n>0

avec des iregalies larges entre leg; et un facteur de multiplicie 1=k;!::: si
la suite f n;g se decompose en paquets da, puis k,, etc, termes consecutifs
egaux. Zea se ceduit par postcompositionZea = Ze Exp deZe par
le mouleebmentaire Exp dont les composantes de longueurvalent 1=r! °.

Pour unr et des ; »es, les ®ries qui e nissent Ze et Zea ne sont
absolument convergentes que sur le domaifie (s;) > 1; <(S12) > 2;:::
<(S1:r) > r g mais leurs sommesdmettent un prolongement meromorphe
sur C" tout entier et un prolongenent holomorphe uniforme su€" Z'. La
cemonstration prend une ligne, puisqu'elle tient tout enere dans la banale
identie

X (s+k)
S k s k
N T

(15)

qui, injecee dans les sries (1)(2)(14), permet imnedatement d'exprimer
tout multizéta en fonction des multizétasconvergents par une formule qui
cereralise directement lequation de translation de la fonction de zéta clas-
sique (cfx2, P3).

De plus, on observe une ageable sparation des partiesngulere et
egulere: pour tout k > 0 il y a factorisation des moules multizéta

Ze
Zea

Zesing, Zereg (16)
Zeasing, Zeareg (17)

avec des facteurs droits holomorphes sur tout le domaife(s;) > kg et
des facteurs gauches meromorphes sur ce méme domaine eteuos de sin-
gulares toutes rationnelles . Par \singularies rationnelles”, il faut entendre
ici des sommes nies de multipdles de la forme:

(d1 rJ'n||) 1
(51:::j 1 my)::: (Sliiih m;)

avec des esidue eux-meémes rationnels.

°la egle de composition (6) conduit icia contracter simul tarement les s; et les
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Mais on peut peciser encore davantage : les somm®gs;, = s;+ +5j,
gurant dans les multipbles epondent toujours du coe des racines de l'unie
a des sommes nullesy.;, = 1+ + j, = 0 et les entiers relatifsm;
assoces parcourent l'intervalle ] 1 ; p).
Le cas le plus simple est celui des multizétas synetrals muZea ",
dont le lieu singulier est tes exactement:

[ [
f S1 = 1 g f S1:::j = J 2n g (18)

j=2:r n=0;1;2;3;::

Non-enrichissement arithnetique et non-enrichissement algebrique.
Appelons longueur-positived'une squences = (S;;:::;s). le plus grand
entier := (s) donnant lieua une factorisation en squences-facteurs de

somme strictement positive :
s=s's?:::ss’ avec kstk>0;::::ks k>0 mais ks’k 0 (19)

seul le dernier facteurs’ pouvant etre vide. Ainsi pour une méme longueur
r =2 on peut avoir les longueurs-positives :

(3 5= (53=0 (35= (6 3= @ 5=1 (35=2

Tout multizeta “entier' et de longueur-positive © est combinaison lireaire
nie ,a coe cients rationnels, de multizétas “entiers-posiifs' et de longueurs
ro En particulier, les multizétas “entiers-regatifs' (ca = 0) sont
tous rationnels. A condition d'ajouter aux divers Q-anneaux de multizétas
la constante d'Euler et ses puissances, lenone pedent setenda toutes les
valeurs ’lisibles' aux pointss 2 Z", apes retrait deseventuels poles qui s'y
trouvent .

On ne perd donc rien, sur le plan arithnetique, a oublier |s multizétas
“entiers-relatifs’. Mais on ne perd rien non plus sur le plaalgbrique. En
e et: par prolongement analytique, la synetelie de Ze et la synetralie de
Zea setendenta C' tout entier & et en particuliera Z" mais les relations ap-
paremment “nouvelles' ainsi obtenues se deduisent toutpar voie algebrique
des relations "anciennes' entre les seuls multiz&tas ierg-positifs.'

Equation de e exion et moules bernoulliens.

bi.e. epondanta une ®quences?2 Z" avec (s)=

"operation kgitime, car leseventuels péles en questiin ont des esidus qui, d'apes ce
qui peede, sont eux-mémes des multizetas “entiers'.La soustraction des poOlesest donc
ici un geste bien plus anodin que Igrise de cerives partielles { que I'on s'interdit.

8plus exactement, toute relation de symetelie/ symet ralie quievite les poles sera
automatiqguement \eriee.
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Les moules bernoullienSe ; Sesing ; Sereg serventa decrire les singularies
des multizétas, porees comme on a vu par les facteufesing, et Zeasing,
de (16),(17). Leurs indices q) parcourent C  (Q=Z) et ils sont ¢k nisa

partir des facteurs:

(1) ._ &  ._ 1
J i o= & & e TR (20)
j 1 . j :
pli) = g ;=0 (ite: g =1) et p'i):=0 sinon (21)
i
au moyen des relations:
Sl D = (D3R gCE DL 3EDy (22
Sesing i P o= g(Dg(B)..gUE DplED) 23)
Se = Sesing Sereg (24)
avec bien s0r:
Se :=0 ; Sesing :=0 ; Sereg =0 (25)

On leur associe egalement les trois mouleSea ; Seasing ; Seareg deduits
en postcomposant paExp :

Sea :=Se Exp ; Seasing:=Sesing Exp ; Seareg:=Sereg Exp
et qui donnent lieua la m&éme factorisation:
Sea = Seasing Seareg (26)

Le mouleSe est synetrel, mais pas ses facteurSesing ni Sereg .

Le mouleSea est synetral, mais pas ses facteurSeasing ni Seareg .
Pour unr et des ; »es, les fonctions Sereg et Seareg sont holomorphes
en les ; au-dessus d&" : ces moules repesentent donc la partie egulere de
Se et Sea, tandis queSesing et Seasing repesentent la partie singulere
pure.

En n, le facteur singulier Seasing \eri e la relation d'imparie:

Seasiné e ( 1) Seasiné e (27)

et Sesing \eri e une relation analogue, quoiqu'un peu moins simpleC'est
h, semble-t-il, a peu pes tout ce qui survit de lequat ion de e exion (dite
abusivement equation fonctionnelle") de la fonction classique.
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Quanta I' hypotrese de Riemannsi elle a un analogue, seule une ex-
ploration nurrerique { qui restea faire { pourrait permett re de le formuler
sengement. Il devrait en toutetat de cause porter non suZe mais surZea ,
puisque les varees al Zea s'annule @ l'encontre de celles aZe s'annule)
‘passent’ par les zros des analogues classiquest L .

En esune, les multizétas \entiers" :

(i) restent ce nis pour les s; entiers relatifs { en dehors des singularies, ou
méme en celles-ci, apes soustraction canonique des niphles

(i) conservent leurs synetries d'origine

(iii) s'expriment comme combinaisons rationnelles des ntidétas “entiers-
positifs'

(iv) les "nouvelles relations' de synetelie portant sur les "nouveaux mul-
tizeétas' n'induisent, apeselimination de ces dernies, aucune relation "nou-
velle' sur les "anciens multizétas'.

Cesenoncas vont tous dans le méme sens: ils incitenta redoccuper que
des multizétas “entiers positifs'.

7 Multizétas nunerigues et multizétas sym-
boliques.

Le premier codagedes multizétasentiers (d'indices s; entiers 1) et moduks
est donre par la formule familere :

""" Stiiin, et (28)

avecs; 2 N ; 2Q=Z; ¢ :=exp(2i ;) etavec un indice qui signale
qu'on se limite provisoirement au cas ‘convergent'si() 6 ( ‘l’), qui correspond
a la convergence ou semi-convergence de la srie (28).

Le second codagest lui-aussi susceptible d'une ce nition directe, via ls
polylogarithmes, mais mieux vaut ici, pour aller vite, le driver du premier
codage, moyennant les formules de conversion:

Wa eriolst Humecsolsr 1. o (g M o) (29)

Ze (12t o) — Wa eerior Hiisere0ls2 g0 U (30)

Ici O 1 cenote une quence ds 1 zros conecutifs (elle est vide s = 1).
Pour ; O0(, g 1), nous retrouvons les multizétas usuels.

Les multizétas sont le prototype des familles de constamtedimorphes:
ils sont doublement clos pour la multiplication, puisquachacun des codages
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correspond une manere distincte de calculer leurs prodsi Ce sont les
deux sysemes classiques delations quadratiquesqui en language moulien
sénoncent comme suit:

() Le mouleZe est synetrel partout ai il est ce ni et il posede une exten-
. . . 0
sion synetele unique Ze au cas ereral (s; 1) qui assureZzer) = 0.

(i) Le mouleWa est synetral partout au il est & ni et il posede une ex-
tension synetrale uniqueWa au cas gereral qui assureWa® =0 .

Mais ces deux extensions { synetele et synetrale { ne se arespondent
plus exactement par (30). SoiMono le mouleekmentaire, dont toutes les

0 0 .
composantes sont nulles, sauf les composantes de la fovhano(: = 1) | qui
s'expriment simplement en fonction des monozétas:

; X th
1+Mono¥ t +Monot ) t2+  :=exp ( D (k) M (31)
k 2

et soit le mouleZee cduit exactementdu moule Wa selon la correspon-
dance (30). Alors la correspondance rigoureuge $ Wa skcrit:

Ze =mu(Mono ;Zee) (32)

Une masse de donrees nuneriques et d'indices treoriqug8ro],[Bor],[MP])
sugeerent gue ce double syseme de ‘relations quadratigs’ epuise e ective-
ment les contraintes algebriques reliant entre eux les “ais' multizétas, i.e.
les multizétasnuneriques. Il est donc raisonnable de remplacer ces derniers
{ dont letude arithnetique semble pour l'instant hors de poree °{ par les
multizétas formels ou symboliques noes ze ;wa avec des minuscules et
soumis pour toute contrainte :

()a la synetelie de ze

(ia la synetralie de wa

(iia la egle de conversion (32)

puis de tacher delucider toutes les consquences algaques de (i)+(ii)+(iii).

Relations "gonales'.

Outre les deux familles deelations quadratiquesjui sous-tendent la formal-
isation ci-dessus, les vrais multiz&tas \eri ent une fole de relations remar-
quables. En particulier:

®malge les travaux d'Agery ([A],[C]) et aussi ceux, tout r ecents et tes prometteurs,
de T.Rivoal ([R])

14



(i) la relation digonalg °a 2 termes, egalement connue comménvolution
de Ho man

(i) la relation pentagonalea 5 termes, duea Drinfel'd

(iii) la relation hexagonale 6 termes, elle aussi duea Drinfel'd

L'importance de ce syseme deelations "gonalesvient de ce qu'il sous-
tend la construction desassociateurs de Drinfel'd Il vaudrait donc la peine
de montrer sonequivalence avec le syseme de relations agratiques, mais
pour l'instant seule est acquise l'implication:

frelations quadratiquesg =)f relation digonaleg

8 Sries gpreratrices zag =zig et reformula-
tion du probéme.

Pris sous formescalaire les multiz&tas sont assez peu maniables. Il convient
donc de remplacer les “scalairese ; wa par dessries gereratrices choisies,
si faire se peut, de manerea peserver la simplicie des deux synetries et la
transparence de la egle de conversion. Les bonnes ¢ s sont celles-ci:

_____ X
L1 r 1 r
Z|g(vl wovp ) = ZE s1 sy ) Vil 1 - :VrSr 1 (33)
1 s
ug o oury X o051 U:veocolsr U 05y 1005, 1 s 1
zad 1o r) o= waty o r Uy “upp iU (34)

Nous avons alors lesequivalences:

ze symetrel () zig symetril (35)
wa symetral () zag symetral (36)

et la egle de conversion (32) devient :

zig = mu(mini ;swap(zag)) (37)
(0 swap(zig) = mu(zag ; mana)) (38)

pour des mouleseementairesnana =mini dont les seules composantes non-
nulles valent:

ur L0 0 0 .
mand ¢ == o) mini‘i o v) mondi 1) (r fois) (39)

digonale et non pasdiagonale
cf Addition 4, x31, infra.
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Ainsi, etudier les multizétas formels revienta cherche et decrire toutes
les paireszag =zig qui sont
{ de type synetral/synetril,
{ lees essentiellement (i.e. modulo des constantes) pag $wap
{a valeurs dans l'anneau des sries formelles em ou v.

Remarque. Alors que les mouleszag =zig fabriques a partir des mul-
tizétas formels ont pour composantes de simples wriesrfwelles, les moules
Zag =Zig correspondant aux ‘vrais' multizétas ont pour composansede
\eritables fonctions meromorphes aux proprees interessantes: elles \eri ent
par exemple des sysemes dequations aux dierences suequels se lisent non
seulement leur type de synetrie (synetral/synetril) mais encore la egle de
conversion (37) qui fait passer des unes aux autres.

9 [erivations et automorphismes sur l'algebre
des bimoules: ARI/GARI et les structures
annexes.

Il s'agit ici d'introduire de manere naturelle la structure dont nous avons be-
soin: celle ai vivent, se factorisent et s'analysent nos miteszag =zig ; celle
surtout qui permet de construire, comprendre et cecnombrefes bialternals
en quoizag =zig se cecompose en dernere analyse .

Dans toute la suite, BIMU designera l'algebre des bimouls avec son pro-
duit associatifmu et le crochet de Lie assoc#imu 2. Le groupe multiplicatif
BIMU (resp. l'algebre de Lie BIMU ) rassemblera tous les bimoules tels
queM: =1 (resp. 0).

Les majuscules cursived = (A ;Ag) etc ::: designeront des paires
deements de BIMU (L pour left , R pour right). A ces paires seront as-
soces des operateursaxit (A ) et gaxit(A ) que nous ferons agir sur BIMU.

Cerivations/automorphismes de BIMU.

Cherchons toutes les cerivations et automorphismes de BIM qui soient
‘symplectiques' i.e. exprimables au moyen des seul@sntractions 3 e;b
et c;d ainsi apparees.

Pour tout A 2 BIMU, BIMU , , lI'application

axit(A ) : BIMU ! BIMU ; M 7!'N :=axit(A ):M

2limu(A ;B ):=mu(A ;B ) mu(B ;A)
Btechniqguement qualiees de ~ exions': cf [E6].

16



avec

Xt b X bb
NY = MaeA e+ Ma€AZ (40)
w=abc;b6;;c6; w=abc;a6;;b6;

est une cerivation de BIMU .

P, P
Pour unw de longueur 1, les sommes *; 2 sont nulles; pour une longueur
r, elles comportent chacune(r 1)=2 termes.

Pour tout A 2 BIMU ? BIMU ?, I' application :

gaxit(A ) : BIMU I BIMU ; M 7! N :=gaxit(A ):M
avec

X doled?e:dbs alc, a2c asc bcl 5 bc? bcs

NY = M Predme®me AT EAT T AT AR AR TIAR (41)
et avec une sommeetenduea toutes les factorisations

w = alblcta?b?c?:::a°bh%c® pour s 1; b'6;:; ca*le;
est un automorphisme de BIMU

La somme dans (41) comporte toujours le termd V. Pour unw de longueur
1, elle se eduita ce seul terme.

L'algbre AXI .
Les cerivations axit sont stables pour le crochet de Lie des operateurs. Plus
peciement, on a identiquement

[axit(B );axit(A )]=axit( C) avec C =axi(A ;B)
pour une loi axi donree par:

G = axit(B ):A_ axit(A ):B_ +limu( A ;B,)
G = axit(B ):Ag  axit(A ):Bg limu(Ag;Bg) (42)

On note AXI l'algebre de Lie fornee des pairesA 2 BIMU, BIMU - et
munie de cette loi axi °.

Mautrement dit deux ®quences-facteurs consecutives' et a*! ne peuvent etre simul-
tarement vides, mais les squences-facteurs extréemea’ et ¢S peuvent I'étre, spaement
ou simultarement. Bien entendu, si b' est peed (resp. suivi) d'un facteur a' (resp. c')
vide, la contraction correspondanteb’ 7! db' (resp.b’e) devient inogerante.

15qui se trouve automatiquement \eri er l'identie de Jaco bi.
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Le groupe GAXI .
Les automorphismegaxit sont stables pour le crochet de Lie des operateurs.
Plus peciement, on a identiquement

gaxit(B ):gaxit(A ) =gaxit(C) avec C =gaxi(A ;B)
pour une loi associative gaxi donree par:

G = mu(gaxit(B ):A_ ; B))
G = mu(Bg ; gaxit(B ):AR) (43)

On note GAXI le groupe de Lie forme des paire®\ 2 BIMU® BIMU? et
muni de cette loi gaxi.

Sous-structures de AXI/GAXI.

Pour se donner unekement de AXI ou GAXI, il faut se donner ure paire
A ;Ag deements de BIMU. Mais nous aurons surtout a airea des sous-
algebres/sous-groupes de AXI/GAXI ai les paires en quesbn se eduisent en
faita un seuleEment, l'autreetant soit nul, soit cetermire par le premier au
moyen d'une involution. Voici le tableau de ces sous-algeds/sous-groupes :

Algebres Groupes

AXI : Ag;AL 2 BIMU » GAXI . AR;A 2BIMU?
AMI : AR =0 GAMI  Ag =1

ANI AL =0 GANI AL =1

ARI c Ag= A GARI . Ag =invmu(A,)
ALl . Ag =antar(A,) GALI . Ag =antar(A))

AXl iwol AR = invoI(AL) GAXl ol - AR = invoI(AL)

Les paires AMI/GAMI et ANI/GANI correspondenta I'annulat ion de la com-
posante droite ou gauche dé . Elles nous serviront beaucoup { surtout la
seconde { mais indirectement, comme auxiliaires pour leidde de ARI/GARI.

Les quatre choix AXk.o =GAXliwe Correspondent aux quatre involutions
lireaires:

invol 2 f anti ; anti pari ; anti neg; anti pari neg (44)

lesquelles agissent de la méme manere dans l'algebre @dins le groupe. De
ces quatre choix, seul nous servira celui qui correspondamVolution antar :=
anti pari, al pari cesigne la multiplication par ( 1) de la composante de
longueurr. La paire assocee sera noee ALI/GALI.
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La paire ARI/GARI, fondamentale pour la suite, correspond l'involution
minu (multiplication par -1) dans l'algebre eta l'involution fortement non-
lireaire invmu (prise de l'inverse relativementa la multiplication mouienne
mu) dans le groupe.

Parmi les 16 involutions engendees paminu (multiplication par -1) et
par anti, pari, neg, cing seulement,a savoirminu et les quatre involutions
enumreees en (44), correspondenta des sous-algebrede AXI de la la forme
A =invol( A ). On a le mémeenone pourGAXI, avecinvmua la place
de minu.

Il est remarquable queid, neg, pari ne soient pas parmi ces cing involu-
tions licites.

Sur les cing algebres/groupes ainsi construits, deux seahent, a savoir
ARI/GARI et ALI/GALI respectent les synetries alternal/synmetral, mais
ils les respectent totalement, non seulement par leur loistérnes ari/gari et
ali/gali, mais aussi par leur actionsarit/garit et alit/galit dansBIMU.

Comme justement nous avons besoin d'une structure qui respeles types
alternal/synetral , le choix semble se eduire a ARI/GARI et ALI/GALI.
Mais en ealik il n'y a pas \eritablementa choisir, pui squ'un bimoulealternal
(resp. synetral) est automatiquent invariant par

mantar :=minu anti pari (45)
resp: sSmantar :=invmu anti pari (46)

et appartient par suite a l'intersection ARI\ ALI (resp. GARI\ GALI), a
justement les deux structuresoncident.

En fait, le paralelisme va encore plus loin : les bimoulesujnous ineressent
le plus possdent unedouble synetrie lls sont par exemple alternals et de
swappe alternal, ce qui les rend invariants non seulement par:

swap mantar swap mantar =neg push 47)

mais aussi pameg et push spaement, tout au moins pour les composantes
de longueurr 2.

Or la plus grande sous-algebre dARI (resp. ALI) ai l'involution swap
agisse comme isomorphisme est peciment l'algeb®RIP'S" (resp. ALI"9)
des bimoulespush-invariants (resp. neginvariants) .

Mais il faut tout de méme xer un cadre pour les occasions amous au-
ronsa manipuler des bimoules quelconques, et A plusiesiraisons poussent
a choisir ARI/GARI de petrencea ALI/GALI. Pecison s donc les lois cor-
respondantes.

En d'autres termes, non seulementneg et push se £parent, mais ils se epartissent
entre ALI et ARI.
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Le groupe GARI et son algbre ARI.
Le crochetari de ARI est donre par la formule:

ari(A ;B):=arit(B )A arit(A )B +Ilimu(A ;B) (48)
qui sous forme dceveloppee sécrit :

X
C =ari(A:B) 0 c" = (APB¢  BPA°)
X w=b:c
+ (AbCBbed BbcAbed)+ (AadCBbC BadCAbC)
w=b:c:d w=ab:c
avecb 6 ;;c 6 ; dans chacune des trois sommes (maiset d peuvent &tre
vides) .
La loi gari de GARI est donree par la formule:

gari(A ;B ):=mu(garit(B )A ;B) (49)
qui sous forme dceveloppee sécrit:

C =gari(A ;B) 0 Cc% =
Adble:::dbSeBalc P BaScBaS"ch’l?)c1 P B? s

w=al:bl:cl::as:bs:cs:ast!

X

avec une sommeetenduea tous les 2 et des quences-facteurs sujettes
seulementab' 6 ; etc:a'*! 6 ;. Les facteursc' et a*! peuvent etre vides
mais sepaementet les facteurs extrémes!,cs,a%" ! aussi peuvent &tre vides,
£paement ou méme simultarement

Ici B, cenote l'inverse invmu (B ) de B pour le produit moulienmu. La
loi binaire gari est donc a ne en A mais violemment non-lireaire inB .

Sous-structures de ARI/GARI. Synetries simples, synetr ies dou-
bles et entre-deux.

Les plus ineressantes sous-structures de ARI/GARI sontaraceriees
par des restrictions sur lav-cependance des bimoulesefitere, polaire, plate,
etc) et/ou par des contraintes algebriques du type

X X
ar 8w AWy (50)
w=(wyiiw) 2C* 2C 2GI(2r; 2) (1)

avec une premere somme impliquant un noqpbre ni de squates (w)
fonctions lireaires dew et une seconde somme ::: n'impliquant que des
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equencesw de longueur strictement moindre. Les coe cients sont sou-
vent entiers et tes simples (par exemple 1).

Les groupesS$“® engendes par les 7 sont dits sous-jacents la sous-
structure envisagee. Selon qu'ils sonhis ouin nis , celle-ci est diteprimaire
ou secondaire

Les principalessous-structures primairecontiennent les bimoules \eri ant
I'une des 5 synetries de base : alternal/il/iil/ul/uul ou s ynetral/il/iil/ul/uul.

Les groupes sous-jacents sont alors tout simplement les gpes synetriques
Sa ou Si;, agissant par permutation des composantes de la quence
ou de saswappee

Les principalessous-structures secondairesontiennent les bimoules \eri ant
l'une des 5 synetries de base et dswappes\eri ant eux-aussi l'une de ces
synetries { la méme ou une autre. Les groupes sous-jacentsrrespon-
dants, < Sa,;Si, >, bien qu'engendes par deux groupes nis (le groupe
Sa des permutations de la squence et le groupeSi, des permutations de
la £quence swappee) sont alors in nis es que 3.

On doit donc s'attendre a ce que les algebres secondairesui nous
ineressent plus directement, car c'est A que vivent totes les fonctions
cereratrices de nos multizétas { soient d'une complext bien superieure a
celle des primaires, et tel est bien le cas.

Toutefois, et fort heureusement, entre ces deux types egtrfes s'inerent
des algebresinternmediaires ou pesecondaires qui tout en gardant la sim-
plicie des primaires (elles ont un groupe sous-jacent nilu type < Sa,; neg >
ou < Si,; push > ), s'apparentent reanmoins de tes pes aux secondaires
(comme celles-ci, elles possdent une involution non trate { le swapou
l'une de ses variantes) et en facilitent grandement letud.

Enunerons quelques exemples.

L'espace ARl 4= de tous les bimoules alternals est une sous-algebre de
ARI et I'espaceGARI < de tous les bimoules synetrals est un sous-groupe
de GARI.

Ce sont les deux exemples-type de sous-structure primaicesrespondant
a la stabilie pour une synetrie simple.

L'espace ARl 4= de tous les bimoules pairs et bialternals (i.e. alternals
et de swape alternal ) est une sous-algebre déRI. Pareillement, I'espace
GARI ,s55s de tous les bimoules pairs et bisynetrals est un sous-greuge
GARI.

Ce sont les deux exemples-type de sous-structure seconglagorrespon-
danta la stabilie pour une synetrie double.

7ou par leurs quotients si I'on n'a pas pris gardea normaliser en prenant l'un d'eux
egala l'identie.
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Ici, \pair" signi e neginvariant: pour tout r, on imposea la composante
AWr=Wr o d'stre une fonction paire dew. En fait, comme on l'a dit, cette
parie est presqueune congqguence de la double synetrie: on montre que,
chez tout bimoule bialternal, les composantes de longueur 2 sont au-
tomatiqguement paires. La composante de longueur 1 peut nepketre mais
pour avoir stabilie pour le crochet ari il faut lui imposera elle aussi d'étre
paire. On signale cette condition subsidiaire de parie paun soulignement:
par exemple afal ou as-as
Cette parie subsidiaire, assez anodine sur les algebres, ne I'est plus du tout
sur les groupes. Ainsi les groupes GARl.s et GARI .sis dierent-ils radi-
calement de GAR}ess et GARI ,is (qui ne sont pas des groupes).

Nous avons egalement entrevu une deuxeme congquence ¢th double
synetrie,a savoir l'invariance pour une transformation de type idempotent:
() le push sur ARl 4=y
(i) le spushsur GARIzsas

(iii) diverses variantes depush/spushsur ARla=i, GARlasis, €tc.

La double synetrie a une troiseme consquence: lswap qui n'est pas
un isomorphisme d'algebre/groupe quand on I'envisage sW&RI/GARI tout
entier, en devient un ces qu'on le restreinta ARLjzy =GARI gas.

Entre ces sous-structures ce nies par une synetrie taraf simple tantot
double, existe la cakgorie intermediaire, evoqlee pus haut. Ce sont des
sous-algebres/sous-groupes tels que:

h. h. h. h
ARIBE", ARIPSY GARIZS" GARI

qui regroupent les bimoules possdant pleinemenine synetrie plus des
“traces'd'une seconde synetrie,a savoir Igpush/spushinvariance ou quelque
variante. Tout en restant primaires, ces sous-structures se rapprochent des
secondaires et en facilitent letude. Par exemple, la therie hilbertienne des
invariants leur est applicable, mais cesse de I'ttre, du ing directement, des
gu'on passe au secondaire.

10 Origine et vocation de ARI/GARI.

Origine de ARI/GARI.

La structure ARI/GARI aek introduite vers la n des anre es 80, mais dans
un cadre tout dierent { letude des perturbations singul eres { et par le biais
d'une transformation moulienne tes particulere : le scramble
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Le scrambleopere de la manere suivante :

X
A 7' B = scramble(A) avec B = (w;w ) A" (52)

w 2 scram(w)

al scram(w) cesigne I'ensemble de toutes les sequenoms = (U1 7 ) de
1

..... v,

méme longueurr que w = (31 o 3:) et caracterises par la propree que

X X
UVy + UV, + 1iU Ve = ( Up) Vg (53)
i j pi 1<p B

relativementa une certaine pairef p;x g; f g« g de squences imbrigwees :
O0=p0o<Ui1 P1<0i2 Pi2< <Qj By <T

Il existe exactementr!! := 1:3:::(2r 1) ®quencesv de ce type. Chaquey;
est somme d'un ou plusieursi; congecutifs et chaquey; est soit de la forme
vj,, auquel cas on pose(w;w ;j) := 1, soit de la formev;, v;,,, auquel
cas on pose(w;w ;j) := signe(j»» j»). (Notez I'inversi@_). Le produit
de tous ces signes donne le facteur-signe glob@l;w ) := jjlr (w;w ;j)
dans la & nition du scramble.

Par exemple, pourr = 2 on obtient :

BWi2(x)  A'T(x)+ A'T(x) A'(x) (54)

avec ! 1= (uviiuavo); ! 2= (UVasUuivig) s ! 3= (Ugavy; Uupvag)

Dans la & nition (52), on a pris pour A un bimoule, mais on pourrait
tout aussi bien prendre un moule,a condition d'interpréer lesAY comme
At1Vi==UeVe - On voit ainsi que lescramblechange indieremment moules et
bimoules en bimoules.

L'importance du scrambletient en grande parta ce qu'il peserve les deux
principaux types de synetrie : si un moule ou bimouleA est alternal (resp.
synetral), le bimoule B = scramble(A ) I'est aussi

Les (bi)moules remarquables ont souvent descrambgs' remarquables.
Ainsi le moule synetral V (z), qui joue un r6le central dans letude de
la esurgence equationnelleet des sysemes singuliers devient le bimoule
S (x) := scramble(V (x)), indispensable en treorie de laesurgence co-
equationnelle et dessysemes singulerement perturkes voir [E3], [E4], x1 X2.
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Comme epondant scalaire des mondtmes de esurgence stnals V (2)
on a les moniques hyperlogarithmiques alternalés =V, qui gurent dans
lesequations de esurgence?:

LWV @)=V, V (9 (55)

Sous l'action duscramble le moule hyperlogarithmiqueV devient le bimoule
tes := scramblgV ), dit de tesselation ([E3]) , qui egit la geometrie de la
esurgence caeguationelle et possede nombre de propgs curieuses, comme
celle d'ttre localement constant en sa double sries de variablesv;, bien
quetes se pesente comme superposition de fonctions tes compkes.

Originalie de ARI/GARI.

S'il est vrai que ARI contient, comme cas tes particuliers, une sous-structure
isomorphe a l'algebre d'lhara et une autre isomorphe a lalgebre dite de
renormalisation, il serait absurde de parler ici dyuivalence!®. Outre son
aneriorie, ARI est incomparablement plus vaste que cesdeux algebres?°
et elle en diere radicalement par son double jeit* de variablesu;;v; et ses
multiples involutions, par quoi elle se préte si biena &tude de la dimorphie.

Quelques particularies de ARI/GARI et de la structure amb iante
AXI/GAXI.

1) Abondance d'ogerations (binaires et unaires) authentjuement incependantes
{ contrairementa ce qui se passe dans beaucoup de structsreputees ‘dou-
bles’, par exemple les bigebres usuelles, ai le co-prodlest en fait rigidement
induit par le produit.

2) Abondance d'involutions non-triviales éwap, slap, claprespectantari/gari ,
tout au moins sur des sous-algebres/sous-groupes adagpe

3) Cléture nie des operations: bien qu'authentiquementincependantes, ces
operations engendrent une famille nie. Exemple importat: méme b ai le
swapn'est pas un isomorphisme exact, le cefaut d'isomorphie pése mesurer
par des operations qui ne font pas sortir de la structuré?.

4) Melange de structures libres et lees: les principalesous-structures (e.g.

80n omet souvent l'indice inkrieur vu que V' 15+ Osily+ il 81

9Comme le fait l'auteur d'une ecente causerie Bourbaki (Mars 2001). Le méme auteur,
dans la méme causerie, se demande gravement si la fonctiorutizéta admet vraiment un
prolongement neromorphea C' tout entier :::

2Osurtout l'algebre d'lhara, dans laquelle il est impossible de c nir ne fot-ce qu' un seul
des quelque soixante moules speciaux indispensablesa ldescription des multizétas.

2lfaute de ce double jeu, ni l'algebre d'lhara ni l'algebre de renormalisation ne permet-
tent d'aborder letude des multizétas moduks, par exempleeuleriens

22¢f les formules (72)-(76)
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polaires ou enteres etc) de ARI/GARI mélent typiquement une partie libre
et une partie fortementlee, en gereral bien moindre. 2

5) Parmi toutes les operatons AXI/GAXI passes en revueala sectionx9 et
qui, ensemble, constituent lechamp closde ce que jappelle lastructure de
exion (cf [E6]), trois seulement,a savoir I'actionarit et les crochetdimu et
ari , conservent unesynetrie simple { lI'alternalie { et sur ces trois, seule la
dernere, le crochetari, conserve une double synetrie : la bialternalieal=al
ou sa varianteal=il.>4. C'est cette propree qui, en dernere analyse, fait de
ARI/GARI l'instrument incontournable dans letude des mu ltizétas.

Vocation de ARI/GARI.

Méme si 'on manque encore de recul, il semble bien que la aban \eritable
de ARI/GARI soit, contrairementa ce que suggre la chrondogie, d'abord
letude de la dimorphie (nunerique et fonctionnelle, cfx25) et ensuite celle
des perturbations singuleres. L'opposition est d'aillars moins tranckee qu'il
n'y paraX, car la plupart des mondmes/moniques qui servea la descrip-
tion des perturbations singuleres s'inerent naturelement dans des familles
de mondtmes/moniques dimorphes.

Complexie de ARI/GARI.

La complexie de ARI/GARI (qu'il s'agisse des operationsde base, des struc-
tures satellites, des bimoules fondamentaux, etc) est caksable. Ainsi,
pour une longueurr donree, la formule qui donne linverseinvgari dans
GARI ou l'exponentielle de Lieexparide ARI dans GARI comporte un nom-
bre de termes (nok # ) en augmentation tes rapide et dont diacun remplit
a lui seul une ligne ou demie-ligne:

longueur r 12 3 4 5 6 7 8:::
#(invgari) 1 4 20 112 672 4224 27459 183 040::
#(expari) 1 4 21 126 818 5594 39693 289 510::

Pour r = 8, on obtient ccp des nombres a six chires et il faudrait une
centaine de pages pour ecrire les formules correspondaste Cette com-
plexie force souventa recourir au calcul sur ordinateurpour I'exploration
de ARI/GARI. Tout au moins est-ce une tentation constante::: Mais il y
a cette contrepartie: le domaine ARI/GARI est si fortement guctue qu'il
donne beaucoup de prisea lintuition et que toute loi ou fanule nouvelle,
sitdt obsenee ou intuiee, ede tes vitea la camon stration.

23et souvent isomorphe a une algbre d'ogerateurs diere ntiels oua un groupe de
dieomorphismes formels

24du moins au niveau des algebres, mais la méme situation mvaut au niveau des
groupes, avecsynetral a la place de alternal et synetril a la place de alternil .
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11 Application aux multiztas : les trois niveaux
de di cule.

Les multizétas et surtout leurs fonctions gereratricesse pesentent sous la
forme demouleset m&éme debimoules puisque ces fonctions cependent en
fait de deux sries de variables, les; et lesv;, en interaction etroite. Or
les bimoules et les operations qui cecrivent l'interacton desu; et v; con-
stituent peciement la structure ARI/GARI, qui se trouv ait ainsi comme
pe-adapeea la probematique des multizétas et de ladimorphie en gereral.
Son irruption, en Ao0t 1999, dans un domaine ai I'on ne digpsait d'aucun
outil comparable et ai la recherche marquait le pas, a ausst ceblogle la
situation, nous donnant tes vite la libre gereration , la cependance en 2, et
nous orientant vers le sujet, plus ardu et plus ramie, de lacdecomposition
canonique en ireductibles.

On peut sans trop d'arti ce distinguer trois niveaux de comfexie dans
letude des multizétas .

Niveau 1: C'est en gros celui ai I'on prend en compte l'une ou l'autre ek
familles de relations quadratiques, maisokement, avec tout au plus quelques
“traces' de l'autre famille (proprees faibles d'invariance ou de parie). En
termes de structure, on a ici a airea des sous-algebres osous-groupegpri-
mairesde ARI/GARI, carackriges chacun par un syseme de contraintes { le
\groupe sous-jacent" { qui ici est toujours ni . Quant aux bimoules primaires
gue I'on maniea ce niveau, ils sont tes nombreux mais resht relativement
ebmentaires.

Niveau 2: Ici, les deux familles de relations quadratiques interagisnt a
plein avec, au niveau des fonctions gereratrices, un "p8rgui les relie: c'est
l'involution swap, quiechange lesu; et lesv;, les sommes et les dierences,
Zag et Zig , etc. Des lors, la plupart de nos objets vont aller par paire
(marqees par l'alternance vocalique a/i, parfois u/i) etvont aussi setudier
par paires. Ce serait plutdt une source de simplication, s toute rel-
ative, car on doit maintenant aronter des sous-structuressecondairesde
ARI/GARI, aux groupes sous-jacentgde contraintes) in nis , ce qui bien
sOr engendre un tout autre niveau de complexie et interdien particulier
d'appliquer le treoeme de Hilbert sur les bases d'invaants. Quant aux
bimoules secondairequi régnenta ce niveau,a commencer par la paire po-
laire' pal =pil et la paire ‘trigononetrique’ tal =til , tous cumulent deux
\synretries” ( ils sont par exemple de typesynetral et leur swappe est aussi
de type synetral ou d'un type apparent ) qui justement \ont du mala co-
exister", ce qui les determine assez rigidement et surtodiait d'eux des objets
extrémement riches ({ riches en structure, en proprets, en \lieux naturels
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de manifestation” {) mais aussi, relas, tes complexes. Bureusement, ces
bimoules secondaires n'interviennent presque jamaigectement avec toute
leur ireductible complexie, mais le plus souvent par lebiais de bimoules
cerives (qui mesurent leur cefaut de parie, ou de commuation, ou leur in-
teraction avec leswap etc) et qui, eux, sont de tout autre nature :primaires
etebmentaires. Parmi les faits qui se cemontrenta ce \niveau 2" citons le
treoeme de ‘libre gereration’ (quia vrai dire n'util ise qu'une in me partie
de l'appareil) et le theoeme sur les “dimensions' (qui emequiert davantage).

Niveau 3: Les moulegal =pil ettal =til contiennent presque toute l'information
sur la cependance des multizétas en? , mais lorsqu'on aborde leur cecomposition
canonico-explicite en ireductibles (autres que 2) la complexie augmente
encore d'un cran. On voit ainsi s'introduire des moules “dhinetiques’ d'un

type bien particulier: ils ont des indiced; entiers et cependent fortement des
ceveloppements ( nis) en fraction continue des rapports;=n;. Appara’ssent
aussi d'autres prenonenes iredits, comme la “synetriecentrale’polaire-plat
signake dans [E5]. Méme si l'existence, que rien ne gatiasait a priori,
d'une basecanoniqued'ireductibles est aujourd’hui acquise et qu'on dis-
pose méme de formules passablement explicites pour ceqoreer les mul-
tizétas dans cette base, il existe bien des deges danpédicite et I'optimum

est sans doute loin d'étre atteint. La plupart des interrogtions se concen-
trent actuellement®® sur un bimoule particulier,loma =lomi ,a valeurs dans
I'espace des fonctions multimeromorphes, et plus spedement sur ses mul-
tiesidus, qui devraient pouvoir s'exprimer par une formile close.Voirx22.

12 Les bimoules bisynetrals pal =pil et tal =til

Rappelons queP(t) .= 1=t et Q(t) := c=tan(ct) pourunc2 C »e.

Les bimoules alternalpa, ; pi, ; ta, ; ti, ont toutes leurs composantes nulles,
sauf celle de longueur. lls sont tous les quatre ¢ nis par la méme ecurrence

M, :=garit(M, ;):M; (56)

garit designant bien sor l'action de GARI dans BIMU. Vu l'extréme sim-
plicie de M,, chacune de ces relations se eduita deux termes:

i up nnoou
(U ury (M w1

- Mr‘/]ir ----- 1r M](_

ary ) (e vy

MLME T (6T)

25en fait, ces interrogations ont entretemps trouve eponse: cf x28x32 infra et [E6].
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Toute la dierence est donc dans le choix du bimoule initial

MJ" = P(u1); P(vy); Q(u1); Q(v1) respectivement (58)

MW =0 sir 61 (59)

Le mode de construction garantit l'alternalie de ces quate famillesM,
mais conduita des esultats nettement dierents selon les cas.

Primo, les bimoulespa, ;ta, dependent des seules variables; et pi,;ti,
cependent des seules variableg .

Secundog lespa, et pi, sont fortement les dans ARI, puisqu'ils \eri ent

an(par1’ pafz) = ( rl r2) par1+r2 (60)
ari(pirl; pirz) = (rl r2) pir1+r2 (61)

alors que leda, etti, ne \eri ent ces relations quemodulo & mais que, pris
exactement, ils sontlibres dans ARI.

Tertio, bien que les fonctionspa" et pi)’ soient evidemment chacune
homogenes de dege total r en leurs variables ; ouv;) et se correspondent
par une involution speciale propre aux bimoules polairede slap , comme
fonctions rationnelles elles sont de deges tes dierats (respectivementr?
etr +2) et seule piyY admet une expression directe simple:

piftWr = (v + Vo + 1) P(vy) P(veo) P(Vai) i iiP(vr 14) P(V) (62)

Quarto, seuls trois des quatre famillega, ; pi,; ti,, mais pasta, , possdent
I'importante propree de parativie , qui signi e que sous l'action de l'operateur

separ@ ) :=swap(A ) +anti swap@ ) (63)

leurs variables se “sparent'. Ainsi:

separ(pa)" "t = (r +1) P(vy) :::P(v) (64)

separ(pj)"tr = (r +1) P(u1) :::P(uy) (65)

Les relations (60),(61) signi ent que les sous-algebresR, et ARl de
ARl  ARI engendees par lespa, ou lespa, sont isomorphes entre elles
et avec l'algebre ORO engendee par les operateurs digentiels ordinaires
t"*1 @ Par exponentiation de Lie, ces isomorphismes d'algebraduisent des
iIsomorphismes entre les sous-groupes:

() GARI pq := expari(ARl ;a)  GARls  GARI,
(i) GARI i := expari(ARl ;) GARIl,;s GARI
et le groupe:
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(iif) GORO := exp(ORO) P
des dieomorphismes formels tangentsa l'identie t 7! t + i ¢t deC,
dans lui-meéme?®

Particulerement importantes pour notre propos sont lesmagespar 2
GARlI,, et pil 2 GARIp; du dieomorphisme f 2 GORO & ni par f(t) :=
1 e '. Comme tous lesekments de GARJ, ou GARI,; , les bimoulespar et
pil sontevidemment synetrals, mais ils posedent une propge remarquable
et inattendue: leurs swappespir = swap(par ) et pal := swap(pil ) sont
eux-aussi synetrals.

Les bimoules bisynetralgpal =pil et par =pir ainsi construits sont une
des clefs de volte de la treoriells ne \erient pas la condition subsidi-
aire de parie et donc nappartiennent pas a GARI ,<,s Mais seulement a
GARl,as. En fait, cette propree de bisynetralie et dimpari € les car-
acerise au sein de GAR}, et GARI, et méme, moyennant quelques condi-
tions suppkmentaires tes naturelles, dans I'absolu.

La pairepal =pil estau demeurant plus importante que la pairpar =pir .
Contrairementa celle-ci, elle possde un analogue “tragnorretrique’ tal =til
obtenu en remplacantP par Q et en ajoutant des termes correctifs pairs en
Le bimouletil est d'ailleurs I'exponentielle de Lie d'uneement de I'dgebre
ARI; engendee par ledi, .

Ces bimoules bisynetrals posedent un nombre inimagindéde proprees
remarguables et occupent le centre de tout un corege dbimoules spgeciaux’
qui sont cecrits dans [E5] et dont les applications cebordnt la theorie des
multiz&tas. A notre avis, they are there to stay!

Ajoutons que, méme si ces moules bisynetrals sont, pris @ux-mémes,
d'une redoutable complexit, leurs principales propries { celles qui impor-
tent directement pour les applications aux multizétas { stablissent facile-
ment et presque sans calculs a partir du prenonmene deeparativie et en
utilisant lequivalent multiplicatif ssepar de I'operateur separ.

sseparf ) := mu(anti swap@ );swap@A )) (66)

13 Isomorphie explicite des cing algebres sec-
ondaires.

Une premere congquence est celle-ci: les sous-espateA\RI noes
ARlgzal ; ARlasi ; ARlaizu 3 ARl asil 3 ARl aizuul (67)

2% proprement parler, ARI pa et ARI i sont anti-isomorphesa ORO, tandis que GARI 4
et GARI i sont directement isomorphesaGORO
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et constitles des bimoules

(i) alternals

(i) de swapperespectivement alternal/il/ul/iil/uul

(iii) eriant la  “condition de parie subsidiaire’ (i.e. de composante initiale
paire)

constituent cing sous-algebres isomorphes de ARI, rets par des isomor-
phismes canoniques et explicites, qui d'ailleurs valent ssi pour les sous-
groupes correspondants:

adari(pal ) : ARl =21 ) ARl (68)
adari(pil ) :  ARlgw) ARlaey (69)
adari(tal ) :  ARlge) ARlaai (70)
adari(til ) ©  ARlagm) ARlaow (71)

adgari(pal ) : GARIlasas) GARI assis
adgari(pil ) : GARlacas) GARIasus
adgari(tal ) : GARlaca) GARlacic
adgari(til ) : GARlacas) GARlasuus

al adari(B ) et adgari(B ) cesignent I'action ajointe de GARI dans ARI et
GARI respectivement’.

La stabilie par crochet de ARl est une congequence imnediate de la
pushinvariance des bialternals, mais la stabilie des quatreutres algebres
\secondaires" (i.e. a double synetrie) n'est pas directenentevidente: elle
esulte des isomorphies (68)-(71).

Celles-ci esultenta leur tour d'une formule gererale qui relie les quotients
dans GARIla leurs transmutes par le swap:

swafragari(A ;B ) := ganit(crash(B )):fragari(A ;B ) (72)

avec
fragari(A ;B ) := gari(A ;invgari(B )) (73)
swafragariA ;B ) := swap(fragari(swap(A );swap@® )) (74)
crash® ) := rash swap invgari swap@B ) (75)
rash(B ) := mu(push swap invmu swap(B);B ) (76)

Ici, ganit designe bien sOr I'action de GANI dans BIMU. Ces formules72)-
(76), assez complexes dans le cas gereral, deviennerggrfacilesaetablir eta

27 Aux deux premeres lignes, on pourrait prendre par et pir a la place de pal et pil
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utiliser lorsqu'on prend pourB I'un des quatre moules bisymnetralspal =pil
ou tal =til , car alorsrash(B ) et crash(B ) s'expriment immediatementa
partir des eparateurs de B , eux-mémesekmentaires. Par exemple

crash(pal ) = crash(par ) = pac (77
crash(pil ) = crash(pir ) = pic (78)
crash(tal ) = tac (79)

crash(til ) = tic (80)

(81)

avec des bimoulepac, pic ultraeementaires

pacVtWz e = P(uy)P(uy) i P(uy) (82)
picVt Wz We = P (y)P (Vo) i P(v) (83)

et des bimoulestac , tic a peine plus complexes, ce qui permet de \eri er
sans aucune peine que les actions correspondantes:

illa := ganit(crash(pal )) = ganit(pac ) (84)
ulla := ganit(crash(pil )) = ganit(pic ) (85)
iilla := ganit(crash(tal )) = ganit(tac ) (86)
uulla := ganit(crash(til )) = ganit(tic ) (87)
transforment la double synetrie al=al en al=il, al=ul, al=iil , al=uul respec-
tivement.
Vue d'ensemble .28
h h swap h h
AR|"PuS AR GPUs Jo, ARIEE AR| "ePus
[ [ [ [
swap
AR] nehush ARI gizq I ARlaz AR] [ePush
+ adari(pal ) + adari(pal ) + adari(pil ) + adari(pil )
AR nepushy ARlas i ARlam AR nepushi
\ \ \ \
ARI nepushu ARI nepushu US:V;/_apl ARI nepushi ARI nepushi
al= iS\Eve;pu =ul

28Dans ce tableau, les indicemepush(resp. nepushi, nepushii signalent l'invariance par
rapport au produit de neget push (resp. de variantes adapees).
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14 La libre greration' des multizétas.

Le Q-anneauZeta des multizétas formels, ainsi que les trois anneaux-fagte
LILIN en quoi il se esout (cf x15), sont des anneaux polyndmiaux: ils sont
librement engendes surQ par un syseme cenombrable d'ireductibles. Ceci
vaut tant pour les multiz&taspurs que pour les multizétasnoduks.

C'est le threoeme de libre gereration . S'il a longtemps esisk, c'est qu'on
cherchaita I'attaquer avec des outils inacequats (algbre d'lhara, etc). Mais
il s'agit en ealie d'un esultat tes simple 2°, le seul point un peu clicat
consistant a etablir la stabilie pour le crochet ari de I'espace AR} des
bimoules de type alternal/alternil (avec la condition de pdt subsidiaire,
cenoke par le soulignement: voir supra). La preuve la pls directe (mais il
en existe plusieurs variantes) consistea partir de la sotegebre ARl =, des
bialternals, (c'en est une, trivialement, du fait de lapushinvariance des bial-
ternals) puisa utiliser I'un ou l'autre des isomorphismesexplicites construits
a la section peedente :

adari(pal ) ou adari(par ) : ARI gi=al ) ARI al=il (88)

Mais prenons gardea ceci: bien que cet isomorphisme nousadisse que
ARISY, est bienune sous-subalgebre, comme intersection des sous-ahgsb

ARl 4= et ARI®™ (algebre des bimoules \entiers”, i.e. a valeurs dans l'aneau
des wries enteres), il nechange pas les sous-alghs AREL, et ARISY, . Et

al= al=il

d'ailleurs il ne le pourrait pas, car ces sous-algebrese sont pasisomorphes.

On obtient alors la paire symetrale/synetrile zag =zig la plus gererale
en partant d'une paire particulere (par exemple la paireZag =Zig con-
struitea partir des “vrais' multizétas) et en la postcommsant (dans GARI)
par lebment cereral de GARISY = expari(ARI S%7). Ici, ent signie
comme d'habitudea valeurs dans l'anneau des wries entereset # renvoie
a une condition suppementaire qui cepend de I'anneau demultiz&tas qu'on
etudie: ainsi, pour les multiz&tas purs, # signi e banalement: constant
en les variablesy, et donc de swappe constant en les variablas. Pour les
multiz&tas moduks, voir x16.

La factorisation ci-dessus a pour vertu de compktement reariser le
probeme et de montrer que leQ-anneauZeta des multizétas estibrement

engendepar 2 (attache au facteur gauche) et par une in nie cenombrable

29 meéme si ce genre de con dences peut para'tre ceplae, jsignalerai que le treoeme
de libre gereration m'a co0k environ cinquante fois moins de travail et de temps que
lelucidation compkte de la decomposition canonico-explicite en ireductibles. Je crois que
ceci re &te assez exactement le rapport des di cules.
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d'ireductibles, qui sont en correspondance biunivoque avec les gererats
lireaires de ARIE pris commeespace vectoriel

al=il
Mais en tant qu'algebre de Lie ARI ;”;T# porte beaucoup plus de structure

que leQ-anneauZeta des multizétas formels, ce qui permet d'analyser plus
avant sesgererateurs lireaires et de tout ramenera un nombre bien moindre
de gererateurs de Lie. Il faut donc quitter les scalaires “inertes' { qu'il s'agise
des scalaires nunreriques ou des formels { et se tourner vdes structures
(ARI/GARI etc) au vivent naturellement les fonctions generatrices fabriquees

a partir des scalaires. C'est avec ce changement d'optigyeet I'a nement

du seuil de “esolution' qu'il apporte { que commenceletude \eritable des
multizétas.

15 Bipartition imnediate et tripartition codteuse.

Comme eement de GARI, le moulezag se scinde en deux et méme trois
facteurs:

zag gari(zag,, ;zag, ) (zag, 2 GARI%L) (89)

gari(zag, ; zag, ; zag, ) (zag, 2 GARIZL,)  (90)

zag

Les facteurszag, zag, , zag,,K sont de type \e.l", i.e. leurs com-
posantes de longueur paire/impaire sont des fonctions paires/impaires de
w. Le facteur zag, est de type \o.l.", i.e. ses composantes de longueur
r paire/impaire sont des fonctions impaires/paires dev. L'isomorphisme
d'algebre (68) (ou plus exactement, son inverse) changesl®imoules de type
\e.l." (resp. \o.l."), qui ont de multiples composantes nonrnulles, en des bi-
moules bialternals, et donc recessairement pairs em , mais eduitsa une
unique composante non-nulle, non-entere, et de longueyraire (resp. im-
paire). *°. D'au les abeviations e.l. (even-lengthed) et o.l. (oddlengthed).

Mais il y a une dierence profonde entre (89) et (90). La prerere factori-
sation esteementaire, imnediate a obtenir et indiscutablement canonique,
avec un facteurzag, donre par:

gari(zag, ;zag, ) = gari(nepar(invgari(zag )); zag ) (91)

al nepar cesigne lI'automorphisme eementaire de ARI/GARI :

..... ug o

nepar := neg pari: AGLE W) 71 ( 1) AL ViR W) (92)

30¢ceci ne vaut bien sor que pour les facteurs zgget zag, et non pour le facteur zag,
qui est dans GARIEL:. . mais pas dans GAREL,

as=is
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TouteEment de GARI possdant exactement une racine caee, (91) cetermine
zag, puis (89) cetermine zag , par division.

La seconde factorisation (90), plus pecise, consiste akttacher' 2 ,
autrement dita cemeler le facteur zag , porteurs des seules puissances de
du facteurzag, , porteur d'une in nie d'ireductibles "de longueur paire'. Le
point celicat n'est d'ailleurs pas tant detablir I' existenced'une telle factori-
sation, mais d'assurer s@anonicie , gracea la notion dekwa-orthogonalie :
voir x19 infra.

Ces factorisations valent non seulement dans le cadimel, mais aussi
dans le cadrenunerique. Elles livrent donc deux decompositions duQ-
anneau des 'vrais' multizétas, I'une imnediate, la secole plus caclee:

Zeta
Zeta

Zeta,, Zeta, (93)
Zeta, Zeta, Zeta, avec Zeta = Q[ ?]  (94)

L'anneau Zeta, (resp. Zeta,, ) est engende par tous lesreductibles de
longueur impaire (resp. par ceux de longueur paire, a quol faut ajouter
lireductible ‘compktementa part'  (2) = 2=6).

Remarque: Formule de conversion.

La egle de conversion (38) pour passer deag a zig utilisait la multipli-
cation mu, tes simple maisetrangerea GARI. Cependant, le moule mana
est si special (il appartient au centre de GARI), que I'on pat reecrire (38)
en termes des seules operations de GARI :

swap(zig) = gari(zag ;mana) = gari(mana ;zag)

Remarque: Factorisations de invzag .
Le bimouleinvzag , inverse dezag dans GARI, est de type symnetral/synetriil
(attention au double i : synetril est le type de synetrie periodie’ de
symetril ; cf x5) et admet des factorisations analogues d'aspecta (891{R
mais en ealie fort dierentes et ne s'en deduisant pas par inversion dans
GARI :

invzag = gari(vizag , ;vizag,) (vizag, 2 GARIZL;

as=ls

invzag = gari(vizag, ;vizag, ;vizag, ) (vizag, 2 GARI &L

Ces factorisations jouent un grand r6le dans la syntteseanonique explicite.
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16 Decompte des ireductibles: les conjec-
tures de Broadhurst-Kreimer.

Les conjectures BK.

Consicerons conjointement lesnultizétas purs (sans racines de l'unie) et les
multizétas euleriens(i.e. moduks par les racines 1) { les premiersa cause
de leur importance manifeste; les seconds parce gu'en deges apparences
ils sont nettement plussimplesaetudier. Soit P, (resp. Es.) le plus petit
nombre d'ireductibles de longueurr et de poids totals (:= s;+:::+S;) requis
pour produire un syseme complet d'irreductibles pour lesnultiz&tas purs
(resp. euleriens).

Par une extrapolation theorique ingenieuse de donrees umreriques tes
pecises, Broadhurst et Kreimer ont conjectue que les ahensionsPs, and
Es. relatives aux "vrais' multiz&tas pouvaient se lire sur leenctions gereratrices
suivantes3!:

Y X3 12,,2 2
S\M\Psr 2 y Xy<(1 y9)
LT et a e e ©
Y 5 x3y
1 x%y)Es =1 96
- 1( y') T 1 %) (96)

Algebres autocoretes

Nous nous ineressons quanta nous aux ireductibles desultizétas formels
{ mais tout portea penser qu'ils concident avec ceux desnrais multizétas.
Les algebres pertinentes dans ce contexte sont les suivast Pour toutp 1
soit Z, le sous-groupe 0;1=p;:::;(p 1)=py de Q=Z et soit ARI*" |a
sous-algebre de ARI (c'en est une !) qui regroupe tous lesnbulesA

(i) de variablesu parcourant C

(i) de variables v parcourant Z,

(i) a valeurs dans l'espace des sries formelles an

(iv) sujets aux contraintes dites d'autocorelation’? :

A(qvl i quvrr) A ve (8CIJ p) (97)

Qv = qu

3lprises sous forme de produits d'un type fequemment utilis pour calculer les dimen-
sions des composantes homogenes des algebres de Lie

32qui ne font que transposer chez les fonctions gereratrice les relationsevidentes liant
les multizétas moduks par des racines de l'unie d'ordres divers.
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et donc en particulier (pour g=p):

A(UO o0 AV o vr (98)

4 ZZp

Les structuresa envisager pour letude des multizeétas iwduks par des
racines de l'unie d'ordre p sont:

. t=2 .
() la sous-algebre ARE=Z2 tendue par les alternals/alternils, lesquels sont

al=il
en relation directe avec les ireductibles

(i) la sous-algebre ARIZE;Zp tendue par les bialternals.Certains d'entre eux

(pas tous) se “prolongent’ en des alternals/alternils, maien sens inverstut
alternal/alternil ‘commence' par un bialternal. Ces bialernals sont beaucoup
plus simples, mais avec cette contrepartie que pour eux lar@spondance
avec les ireductibles se distend.

(iii) Iiceal ARl £™%* des bimoules nuls pouw = 0.

al=al
(iv) l'iceal ARI zr:t;z—p des bimoules de/-moyenne nulle , c'esta-dire \eri ant:
x (Ul v Ur )
0 Atvi v (8ui) (99)
Vi
(V) l'iceal ARI zTr:;Zi intersection des deux peedents.

Pour p = 1 ces sous-algebres (resp. ickaux) sont constittees dgmoules qui
sont banalement constants ew (resp. 0).

17 DBecompte des ireductibles pour les mul-
tizétas purs.

ent=Z1
al=il

Multizétas purs et gererateurs de ARI

(i) Pour tout d pair il existe une pairemay,=miy de type alternal/alternil, de
composante initialema"* := ud; ma"* := v{ et avec au totald composantes
non-nulles.

C'est une simple congquence de l'existence des multiaétnuneriques et
de la factorisation (89) relative a ceux-ci: prendre le faeur Ill; puis son
logarithme de Lie; puis pour chaquel regrouper tous les termes de longueur
r%et de deged®avecr®+ d°=1+ d= s ="poids' des multiztas nuneriques
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assocCes.
ent=Z1
al=il

(i) On conjecture que lesnay engendrent librementARI

Une conjecture analogue (mais portant sur des multiz&tasrimels a priori
dierents, puisque formali®s non pas a partir des relations quadratiques
comme ici, mais deselations gonalescomme chez Drinfel'd) circule depuis
au moins cing ans, mais elle o re assez peu de prise. On peutiteisement
lui en substituer une autre, plus pecise et en méme tempdys abordable,
en raisonnant sur les bialternals. En e et:

Multizétas simples et grerateurs de ARIZE;Zl.
Nous avons besoin de trois suites enteres ;  relees par (d) (d) +
(d 2):

dx?=x@@ x» @ xH'!? (100)

(dxd=xt@ x? @ x%'1? (101)

dx?=x2@ xH» @ xb!? (102)
et surtout de trois sries de bialternals:

ekmag,=ekmiy dpair 2
domay,=domig, dpair 1061 b (d)
carmgy,.=carmiy.. dpar 8 1 c (d)

de dege total d eta composante non-nulle unique, de longueur respective-
ment 1,2,4 . La & nition des deux premeres paires est tes simple:

ekma* := uf; ekmij? := v§ (103)
domaé";ng = fa(ug; uy) (ga(ug; up))® * (ha(ug; up))®2 2 (104)
domifp™ = (Vi Vo) (Qi(vi; V)P b (hi(vy;vp)) 9 (105)
avec
fa(ui;uz) = uux(ur  Uz)(up+ Uz)(2ug + Uz)(2uz + Uy)
ga(uy;up) = (ug+ Upx)?u?u3 ; ha(uy;up) == uf+ uup+ U3
(Vi;Vv2) = vava(ve Vo)(Vi+ Vo)(2vi  V2)(2v2 Vi)
gi(vi;vo) == (Vi Vo)2VAV3 5 hi(visvo) i= V2 ViV + V3
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La ce nition de la dernere paire, carma =carmi , est beaucoup plus
indirecte. Observons tout d'abord que leekma, ne sont padibresdans ARI,
mais les, pour chaque deged, par exactement (d) relations incependantes
de la forme:

RE“ [ekmay,;ekma,] = 0 (1 ¢ (d); Rg™ 2 Q) (106)
di+dy=d+2

qui esultent des cecompositions :

X
[ekmadl' ekmadz] = K(tj)l;dz domaj1+ d2;b (Kgl;dz 2 Q) (107)
1 b (di+dp)

Consicerons maintenant les bimoules:

X
vimag, := R$% [may ;may,] 6 0 (108)
di+do=d+2
avec les méme®&9:% qu'en (106). Par construction:
(a) vimay,. est de type alternal/alternil
(b) posede des composantes de longueur 1,2,3 identiquemaritas

(c) possede une premere composante non-nulle, de longueuy dui, isoke
des suivantes, fournit un bimoule bialternal: c'est peement le bimoule
carmg,. qu'il nous restaita ce nir.

Moyennant quoi la conjecture du pecdent alirea peut &re avantageusement
remplaee par ces deux-ci:

(i) Les bimoulesekmg,, doma,,, et carmg,, ne sont les dans ARI par aucune
autre contrainte que les relations (106) et toutes cellesiggien deduisent.

(i) Conjointement, les bimoulegkma, et carmg,;, engendrent l'algebre bial-

ternale ARIZE;Zl, librement modulo les contraintes (106). En consequence,

le nombre totalPs, de bialternals lireairement incependants de longueur,
dege d (et poids s:=d+r) est bien celui que donne la formule BK (cf(9)).

Les enones peedents n'‘ont ee cemontes que pour r 7 (8d) et
restent conjecturaux au-deb. Cependant, si I'on y tient vraiment, il existe
un moyen, colteux mais totalement algorithmique, pour legri er jusqua
toute longueurr, donree (et ceuniformement end!).

Quoi qu'il en soit, et en attendant une preuve pour toutr, les construc-
tions peedentes ont le nerite d'dter au terme correctf x*2y?(1  y?)=((1
x1)(1 x%)) de la formule BK son caracere myserieux et incongru : lexplication
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est simplement qua chaque bialternal ‘'manquant’ de longeur 2 (il y a \moins
de doma =domi qu'on ne s'y attendrait”) epond, par le mecanisme trans-
parent (106) + (107) + (108), un bialternal "bouche-trou' delongueur 4 @
savoir Ninattendu" carma =carmi ).

18 [ecompte des ireductibles pour les mul-
tizétas euleriens.

Beémentals.

Ce sont des bimoulebelam =belim bialternals, relativement eementaires,
mais qui su senta engendrer presquetous les autres. Il ne cependent que de
la longueurr de leur unigue composante non-nulle et d'une fonction de deu
variables xaxi (wy) := xa(uy) xi (v1) 33, ou plutot de la partie paire dexaxi .
Cette uniqgue composante non-nulle se eduita une simpleuperposition:

GEoi o)

belan’ ;""" = belam,. '}

X xaxi r; xaxi
bell '™ xa(u; + Uiz +  + Uj 1) Xi(Vy  Vp)
Gimin o 2Zp 49
<i m<j n<::
X 1, o _ :
é berr'J 1 Xa(ui:::j 1) Xl(Vm:n) +Xa( uj:::i 1) Xl(Vn:m) (109)

bpmin 27 4q
<i  mgj n<::

avec unswappe
belim,.,.q := swap(belam. ,.,;) belam. .. (110)
et des coe cients entiers

b(9|ir;j;m;n beF};i;n;m — ( 1)[m et 3 [I’ 1]r!

S oim g m oo g G

Ceci appelle quelques explications:

Les formules ci-dessus utilisent la notatiomugmente ou cyclique: on
indexe les variablesy;; v; de lar-eme composante d'un bimoule sSu,,; :=
Z=(r +1)Z apes addition de deux \fgriables ‘redondantedly (= U, et
Vp := 0 . Les iregalies sous le signe sontevidemment relativesa l'ordre

33avec des variablesu; v, parcourant deux groupes ateliens (pas recessairement &
mémes).
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cyclique surZ,,; et, pour tout kK 2 Z,,;1, [K], designe le repesentant dek
sitte dansf0;1;:::rg.

La formule (67) montre que l'involution swaplaisse les bekmentals in-
changes, a la permutation pes de xa et xi. Qui plus est:

(i) les bimoulesbelam.,,,; sont bialternals

(i) ils sont O pour toute fonctionxaxi impaire ou (ssir  2) semi-constante

(iii) ils sont & O pour toute fonction xaxi paire et cependant e ectivement
de ses deux variables.

(iv) ils engendrent presquetous les autres bialternals par le crochedri.

La propree essentielle { la bialternalie des bek mentals { peut se \eri er
directement sur les formules (109)(111) ou encore sktablsans calcul en
observant quebelam. .« est,a un facteur constant pes, egal au bimoule
trivialement bialternal belam...x crocheer 1 fois avec le bimoule encore
plus trivialement bialternal | , dont la seule composante non-nulle, celle de
longueur 1, est 1.

ent=Z,
al—al

Multizétas euleriens et grerateurs de ARI
Pourr =1 et d pair posons:

beld’y = uf (resp: (2 ¢ 1)uf)) si vi=0(resp: vy =1=2) (112)
et pourr 1 etd pair posons:
belg.q = belam,.,,; avec xa(t):= t%; xi(0):=0; xi(1=2):=1 (113)

() Les bimoulesbelg.y (r =1;2;3:::; d=2;4,6:::) sont tous non-nuls,
bialternals, et auto-coreks.

nt=Z; ent=Z;
(i) lls engendrent librement une sous-algebre AR = de ARIaI—aI

(i) Cette méme sous-algebre estegalement engendee pas Iseulsbela,
de longueurr =1 mais avec adjonction du bimoule exerieut .

Ce bimoulel est exerieura ARI S=—2 eta ARI S , car non-autocoreek.

aI -al al -al

Il correspond, chez les multiz&tas nurreriques, a l'ireductible log 2 = 7€ )

. . . . . 0
propre au cas eulerien. Mais la convention de normalisaticte'z) := 0 (au
lieu de la valeur attendue: 1 ) est incompatible avec la condition d'auto-
corelation, ce qui impose de recourir au gererateur “egrieur’ | .
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(iv)La dierence ARG~ ARISL-2 est contenue dans liccalARI S22 qui
lui-méme possde des gererateurs tes simples. -
Multizétas et grerateurs de ARI Z,ntllzz

(i) Tout bialternal belg., et par suite tout bialternal deA\RIaI_al possde une

contrepartie ou “extensionbema.,, de type alternal/alternil et autocorek,
avec une composante initiale (i.e. la premere composantn-nulle, celle de
longueurr)egalea l'uniqgue composante non-nulle déelg, .

ent=Z,
al=il

(i) Cesbema., engendrent liborement 'alggbre ARI

(i) Les irreductibles euleriens sont en correspondance biuoiue avec les
bialternals qui tendemARIa,_a, Plus preciment, le nombrets; d'ireductibles
incependants de p0|dss et de longueurr concide avec la dimension de
la cellule deARIS - contenant les bimoules de longueur de dege total
d=s .

aI -al

(iv) Cecietablit la conjecture de Broadhurst-Kreimer (96) poules multizétas
eueriens formels. 34

19 Les formes quadratiques distinguees et ce
qui les distingue.

Vraies et fausses ingtterminations.

La recherche d'une base canonique d'ireductibles danssl@nneaux de mul-
tizétas se ranmene toujours a la recherche d'une base camque dans des
algebres de type AREL,. Les inceterminations tiennenta la possibilie

qu'on a de modi er toute base donree en prenant un eementde la base,
qui est un alternal/alternil commercant par une composare bialternale de
longueurr et dege d, et en ajoutanta sa composante de longueur + 2k et
dege d 2k un bialternal arbitraire, lui-méme debut d'un alternal/ alternil.
Ces inceterminations ne se pesentent donc pas avant lahgueurr = 3 et
(tout au moins pour les multizétas purs) pas avant le degeel = 8 et le poids
s = d+ r = 11. En-dessous, les choix qui semblent se pesenter, quhn
on raisonne exclusivement sur lesutiz&tas scalairescomme par exemple :
\Faut-il retenir dans notre base d'ireductibles (2;6) plutét que (3;5) ou

34Broadhurst et Kreimer parlent de sommes d'Eulerh ai nous parlons de multizétas
euleriens
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autre chose ?"ne se posent pas en ealie. Il sut en e et de prendre en
consiceration lesfonctions gereratrices pour que ces choix factices disparais-
sent. Il se trouve qu'il n'existe qu'un seul bialern&P de longueur 2, dege 6 et
poids 8. C'est lecebut d'un alternal/alternil B devant obligatoirement gurer
dans toute base de AR, canonique ou non CeB intervient lireairement,
avec un facteur scalaire , dans le logarithme de Lie du facteuzag, et en
ceveloppant zag"*2 ou plutét zig¥+2 a I'origine on obtient I' ireductible
scalairea retenir, qui n'est ni exactement (2;6) ni exactement (3;5), mais
qui est parfaitement determire et qui vaut:

+1=2 (2;6)+ 3=2 (3) (5) 167680400 8
1=5 (3;5)+7=10 (3) (5) 173=1701000 8
+1=5 (5;3)+ 1=2 (3) (5) 13717010008

En somme, bien qu'il y ait des indeterminations \eritables, elles sont beau-
coup moins nhombreuses qu'il n'y parata ne consicerer gel les multizétas
scalaires.

Formes quadratiques distingwees.

Ces inceterminations \eritables, peut-on les lever d'ue manere canonique ?
La eponse ne va pas de soi, mais c'estui et le bon criere va nous &étre
fourni par une notion d'orthogonalie relativea une forme quadratique bien
choisie. Il n'y a glere ici qu'une (resp. deux) manere seme de contracter les
variables continues (resp. discetes). C'est la egle ;;: >, (resp. < :;:>
et <::>,) ci-dessous:

<xPnxpruyPiiye = RS sip g (:=0 sinon) (114)
< ()i )2,= 1 si p i (:= 0 sinon) (115)
<(um o)t )>,= 1 si i i=0 (:=0 sinon) (116)
Les formes bilireaireskya et kwa sont ¢ niesa partir de ces egles par:
1 X X
kya(A ;B ) = 2_ < (Ar); (Br) >o;1 (117)
Xr r 2
kwa(A ;B ) = <A,iswap@,)>,, (118)
X

< Swap@‘r);Br >o;2
r

pourvu que les sommes en convergent. Ici,A, et B, dsignent la r-eme
composante des bimouleA etB et , estle groupe aleliena 2 eements

3% coe cients entiers premiers entre eux
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engende par swap et push et agissant sur cetter-eme composante. Les
variables continues sont contracees selon la egle 0 e¢$ variables discetes
selon la egle 1 pourkya et 2 pour kwa.

Ces deux formes bilireaires, diteslistinglees, sont chacunes invariantes
pour anti, swap, push, mais alors quekwa est en quelgue sorte spontarement
invariante, kya ne I'est que parce qu'on I'a rendue telle, en moyennisant sur

r. Sous ce rapport et sous beaucoup d'autregwa est nettement plus
simple et naturelle quekya, mais elle possde un Eger inconwenient: la
forme quadratique assocee, bien que non-cegereeegst de signature mixte,
contrairementa la forme kya, qui est manifestement e nie-positive, ce qui
simpli e certaines constructions.

Par exemple, kya et kwa, qui sont manifestement non-cegereees, le
restent méme apes restriction aux algebres des bialteals. Mais pourkwa
cela demande cemonstration, alors que c'est immediat paukya.

Si donc un bialternal A est kya-cobialternal (resp. kwa-cobialternal),
c'esta-dire kya-orthogonal (resp. kwa-orthogonal)a tous les bialternals, il
est automatiquement 0.

Or toute incetermination rencontee dans la recherche dine decomposition
canonique des ireductibles correspond en dernere angdea un dege de lib-
ere dans l'espace des bialternals. Par suite, imposer laya-cobialternalie
ou, mieux encore, lskwa-cobialternalie aux alternals/alternils de notre basé?
suta lever cette incetermination { d'un seul coup, total ement, et aussi
(mais cela demande explication) d'une manere authentigmment canonique.

Qu'ont donc de si particulier ces deux formekya et kwa, et surtout
la seconde, par rapporta tous les autres choix possibles ?llds possdent
bien des avantages, mais surtout celui-ci, cecisif: ce doessentiellement les
seules pour lesquelles leobialternalie, I'orthogonaliea tous les bialternals,
s'exprime par une condition maniable et surtoutinique de la forme:

X
fA, cobialternalg () f (H)AM™M 0 2GI2r;2)g (119)

avec des coe cients ( ) entiers et des applications lireaires tes simples®”.
Voir [E5].

36apes soustractionevidemment de leur cebut ou preméere composante non-nulle

37Seule ombre au tableau: le nombre de sommandes cro't tesite avecr. La somme
(119) comporte cep 384 termes pour r = 3, qui est pourtant la plus petite longueur ai
I'on aita se servir du criere! On doit ensuite l'utiliser au cran d'apes pour r =5 et
h la somme (119) comporte presque 120000 termes. C'est jtmment cette complexie {
irevitable parce qu' interente au \niveau 3" { qui a longte mps entrawe (jusqu'en juillet
2002) letude du moule loma =lomi . Voir x22.
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20 La decomposition canonique en ireductibles.

Analyser les facteurszag et zag, , de type synetral/synetril, revienta
analyser leur logarithmes de Lie:

lozag, :=logari(zag ) ; lozag, :=logari(zag, ) (120)

lesquels sont de type alternal/alternil, respectivemene.l. et o.l. (cf x15)
et entiers, i.e. a valeurs dans l'anneau des polynémes (deur variables
continuesu). En fait, c'est le facteur Il qui prime, car il donne aussi& clef
du facteur Il (tandis que l'inverse n'est pas vrai).

Or analyser le facteur Il revient, dans le cas des multizas simples, a
construire pour chaqued pair le moule alternal/alternil ma,=mi,, a valeurs
polynbmiales, mentionre enx17. Comme on a vu, l'existence dune paire
mag=mi, est une simple conequence de 'existence des multizétasreriques.
Idem pour I'existence d'une pairea coe cients rationnels. En n, I'existence
de la solution canonique, a coe cients rationnels, esulte du criere de co-
bialternalie , evoqe au x19: on impose ama,=miy d'etre kya-orthogonal,
ou mieux encorekwa-orthogonala tous les bialternals.

Dans le cas des multizétas euleriens, tout revienta consiire pour chaque
dpairetr 1, unmoule alternal/alternil ema,, =emi,, a valeurs polynémiales
et de composante initiale (non-nulle) concidant avec legemental belg,, =bely;,
du x18. Ici, l'existence des multizétas euleriens nuneriggen'assure (directe-
ment) que l'existence desdelq,,=belj,. Mais par crochetage et (dans
ARI) de belg,,=bel};,, qui est de type alternal/il, avec le moulel qui, du
fait de son exttme simplicie est aussi bien alternal/al ge alternal/il, on ob-
tient des emg,,, =emiy., qui sont automatiquement de type alternal/il. Reste
I'unicie-canonicie. Elle est ici encore egie par le principe de cobialternalie,
mais, comme on a vu, la pesence de variables discetes (@aZ,) complique
un peu la e nition des formes quadratiques. Mais c'est stiout la partie
existence qui change.

Revenons aux multizétas purs pour xer les ickes. L'ingessant est de
construire explicitement, pour toute longueurr de 1a d, toutes les com-
posantes®® de mag=mi,. On dispose, pour ce faire, de deux cemarches
inductives distinctes, mais conduisant au méme eesultat Il vaut la peine
de les mentionner toutes deux, ne serait-ce que pour fairessertir la belle

% ma,=mi, etant de type alternal/alternil , sa composante de longueur r est de dege
d r+l
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synetrie u/v qui domine toutes ces questions . Les voici:

Induction | falternal = alternil g pour tout r 2r0 1
f alternal f alternil g pour tout r 2r°
f alternal f pushdinv'g pour tout r 2r%+1
f alternal f alternil g pour tout r 2r%+1
Induction |l falternal = alternil g pour tout r 2r% 1
f alternal f alternil g pour tout r 2r°
f pushdinvt i alternilg pour tout r 2r%+1
f alternal f alternil g pour tout r 2r%+1

Pour chacun des deux proe@ces, lesetapes un et deux (prare et deuxeme
eche descendante) sont ce nies par des formules assezntplexes, mais to-
talement explicites. Voir [E5]. La troiseme etape (troiseme €che descen-
dante) consistea ajouter un terme correctif pour retablila “seconde synetrie'
{ celle qui manque @lternil dans le premier proec, alternal dans le sec-
ond). Ce terme correctif esta priori de ni modulol'espace des bialternals,
mais en fait compketement >e ces qu'on imposea may=mi, la condition de
co-bialternalie . Cette troisemeetape est nettement plus complexe que les
peedentes, mais elle reste malge tout "explicite’ ence sens pecis qu'elle
ne recessite pas la esolution de sysemes lireaires dalus en plus complexes
au fur eta mesure quer augmente3® mais repose au contraire sur des for-
mules “directes', a la Plancherel, attacteesa lakwaorthogonalie. Qui plus
est, I'espoir demeure de leur donner un jour prochain une foe encore plus
explicite, par une meilleure connaissance du moulema =lomi . Voir x22.

21 Le facteur | et la cependance en 2,

Le premier facteurzag dans (90), est doublement iregulier. D'abord il ne
\eri e pas la condition de parie subsidiaire, ce qui I'enpéche { et ce qui
empéche lezag total { d'etre dans GARI asas. Ensuite il ne porte qu'un

%9Dans le pesent contexte, ceci semble etre une manere rigonnable de distinguer
I'explicite du simplement constructif.
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seul ireductible { ¢ dans le cas formel, 2 dans le cas nunerique. Il est
reanmoins tes complexe et se scinde lui-méme en troissefacteurs:

zag = gari(tal ; midfactor ;invgari(pal )) (121)

qui sont cecrits en long et en large dans [E5]. Contentonseus ici denunerer
quelques unes de leurs proprees.

Le facteur droit invgari (pal ) est le gari-inverse du bimoule bisynetral
pal de genre “polaire’ (voirx12). Mais commepal ne \erie pas la con-
dition de parie subsidiaire, son inverse n'est plus bisyaetral mais de type
synetral/synetril .

Le facteur gauchetal , est de genre "trigononetrique’. C'esgrosso modo
le “periodige’ (voir x12) de son homologue “polair@al , mais il est beaucoup
plus complexe. C'est indiscutablement le facteur dominantelui qui con-
tribue le plusa zag . Toutefois il n'est pas entier (il a des pblesa l'origine
0 dans l'espace des) alors quezag doit I'etre, et c'est ce qui obligea le
corriger par les deux autres facteurs.

Les trois facteurs sont de type.l.: leurs composantes de longueur paire/impaire
sont des polynébmes de dege total pair/impair. Pour le faeur nedian, les
composantes de longueur impaire sont en ealie 0, ce qui souligne son
caracere de “correction'.

Il va sans dire que ces bimoules possdent tous une doublewslyie, mais
pas la méme:pal , tal et le facteur median sont bisynetrals, tandis que
invgari (pal ) et zag lui-méme sont de type synetral/symetril.

En esune:
zag 2 GARISL,
invgari(pal ) 2 GARI s
pal et tal 2 GARI;sas
midfactor 2 GARl asas = expari(ARI ﬁ)

Comme pour la factorisation globale (90), la dicule ici n'est pas de
prouver l'existence d'une sous-factorisation (121) maiseth degager une qui
soit ‘canonique'. On a en e et uneenorme latitude dans le dix du facteur
median, qui a priori peut-etre postcompos (dans GARI) par n'importe quel
bimoule appartenant au groupe:

ent

gari(invgari(pal ); expari(ARIZZ,); pal ) (122)
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et porteur de coe cients tous rationnels (apes rescalingen ¢ ou 2).
Toutefois, il sut dimposera zag la condition de co-bialternalie pour
compktement rigidi er la situation et xer sans ambiguite le facteur median.
Cela conduit meémea des formules passablement expliciteinsi, la premere
composante non-nulle du facteur nmedian vaut:

midfactor’>¥2 = +1 =24Q(u1)P(u1) 1=24 Q(u12)P (uy)
1=24 Q(u1)P (u12) + 1 =24 Q(u,)P (u12)
1=24 Q(u,)P (u,) + 1 =24 Q(u,)P (uy)

Comme les composantes de longueur 1 et 3 sont nulles, cettende, injecee
dans (121), donne aussitézag pourr =1;2;3. Voir les tablesx27.

L'importance du facteur zag vient surtout de ce qu'il repesente la "par-
tie' de zag qui ne se laisse pas lireariser ni remplacer par son logédmhe de
Lie, mais qu'ondoitetudier directement, commeeement du groupe GARI.
Mais le facteurzag importe aussi pour la raison suivante: si, comme on
le conjecture, lesrelations quadratiquessur les multizétas sont vraiment ex-
haustives, elles impliquent en particulier leselations gonaleqdigonale, pen-
tagonale, hexagonale) et alors il sut de fairec = 1 dans zag pour obtenir
un associateur de Drinfel'dnon-seulementrationnel (on savait cep en con-
struire) mais aussicanonique(on ne savait pas).

22 Les facteurs I, Il et le bimoule arithnetico-
analytique loma =lomi : ce qu'on sait cep
de lui et ce gu'on voudrait savoir de plus.
Raisonnons sur les multizétas purs (i.e. sans racines denie) pour xer
les ickes. On a vu que tout se ramenaita la cetermination @s bimoules
alternals/alternils canoniquesmay=mi, (d pair), que l'on peut sans perte

d'information regrouper dans un bimoule unique:

X . X -
loma := ma,, ; lomi := Miy,
n 1 n 1

Il s'agit alors detudier le bimoule loma =lomi enterement caracerie par
les trois conditions:

P P
Wi — 2n W1 — 2n

1) loma™ = | ,uf" etdonclomi* = vi

2) loma =lomi est alternal/alternil

3) loma =slomi est cobialternal, ou plus exactement toutes ses composante
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de longueurr 2 le sont.

Pecisons un peu le troiseme point. La composante de lomgurr = 1 ne
peutevidemment pas &étre cobialternale. Les composantéle longueur paire
au contraire,etant recessairement de dege impair, le ent automatiquement.
Qui plus est, elles sont enterement dcetermirees par lesches 1 et 2 des in-
ductions | ou Il (cf x20). La condition de cobialternalie ne porte donc que
sur les composantes de longueur= 3;5;7::: . Celles-ci comportent a priori
une enorme incetermination, mais que la cobialternalie (relativea kya ou,
mieux, kwa) eve enterement.

Le mode méme de construction de notre moule fait que:

4) pour toutr les composantelma”* " ; lomi"*"'r sont des wries formelles
a coe cients tous rationnels des variablesu; et v;.

De plus, mais c'est moinsevident, ces sries formellesrogergenta l'origine
et la possibilie de traduire la cobialternale par desequations fonctionnelles
de la forme (119) a pour consequence que:

5) les composanteloma™* " ; lomi"****"* sont des fonctions multimeromorphes
des varialesu; et v; respectivement, avec des multipbles eementaires, por
teurs de multiesidus tous rationnels.

Malheureusement, la simplicie de ces fonctions multimomorphes est toute
relative. On montre en e et que:

6) pour toutr  3les fonctionsloma* " ; lomi"*"'r possdent recessairement
une in nie de multip6les.

Ce dernier point vaut d'ailleurs non seulement pour notre bioulesoma =somi
canonique (i.e. soumisa 1+2+3) mais pourtout bimoule rationnel \eri ant
seulement 1+2.

Les deux premeres composantes dema et de sonswappesont parfaitement
ebmentaires:

loma™ = 1=22P(1 u)+1=22P@+ uy)
loma"™2 = +1=4AP(1 up)P(l Uy 1=4P(1+ up)P(Ll+ uy)
+1=4AP(1+ up)P(Q1+u) 1=4P@A up)P@ u)
+1=4P(1 u)P(1l+u) 1HAPA+u)P(1 wu)

mais les di cules commencent ces la longueurr = 3, puis se epetent pour
chaque longueur impaire. Les multipbles restentebemeaires, i.e. continu-
enta ressembler a ceux deloma”*'"? eta n'impliquer que des sommes de
u; consecutifs. Il existe une "base priviegee' de multiples, dans lesquels ils
secrivent de manere unique. Tout revient donca calcuker les multiesidus
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(rationnels) dans cette base-h. La condition de cobialt@alie, prise sous
forme (119) fournit un proecde totalement algorithmique pour calculer ces
multiesidus, mais les calculs sont d'une complexit irérnale et n'ont pas en-
core live de formule closedonnant d'un coup tous les multiesidus. L'enjeu
parat de taille. Une telle formule existe sans doute et deait possder des
propretes arithnetiques tes curieuses. |l est egalanent plus que proba-
ble que les multiesidus pesentent de fortes proprees d'alternance qui ex-
pliquent pourquoi les fonctionsloma”, malge leurs in nie de multipbles,
ont reanmoins des coe cents de Taylor en 0 tous rationnelsPour chaque
r 3p ces multipbles devraient se regrouper en une rie inade paquets
nis |, ,Pol, seuls lesn premiers paquets contribuant aux coe cients
de Taylor d'ordre n. 4° Si tel est bien le cas, on aurait &, pour le calcul de
ces coe cients, un pro@c encore plus explicite que ceugont on disposea
pesent*! { sans parler de l'ineret propre que pesenterait la conmissance
des multiesidus. Il est frustrant de ne pas en savoir plus pour l'instant ! 4?

23 Redistributivie etelimination des "1'.

On a vu que les polyndmes bialternal® a.,=Pi.; (longueur r, dege d)
posedaient automatiqguement deux proprees suppenentaires:

(i) parie : ce sont des fonctions paires ds.

(i) push-invariance ils ne changent pas sous l'e et duush{ qui aet

ce ni en (10) et qui, en notation "augmenee’ ou "cycliqué (cf x18), appara’t
Mais ils posedent aussi une troiseme propree impotante, qui est la:

(iii) redistributivie .

Tout comme lepush la redistributivie est plus commodea exprimer en
notation "augmenee'. Elle concerne non pa® a4 directement, mais son
swappe Pi.q et signie gu' en cas de epetition d'une variable v;, dans la

40addition (ao0t 2003): en fait, il existe bel et bien un mecanisme pecis qui assue la
rationnalie des coe cients de Taylor de loma =lomi , mais il est autre. Il ne fait pas
intervenir de compensations nies entre multipoles. Il tient au contrairea la nature tes
speciale (\perinomale” ) des multiesidus qu'ils portent ; cf n du x28 et [E6].

41a savoir les inductions | ou 1.

42addition (ao0t 2003) : en fait, la question aetelucicee depuis; cf x28,27,29 et [E6].
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w CVig;w;w )Piy avec des coe cientsentiers et universelsc(vi,; w; w )
et avec de nouvelles quences = fvy;v;;:::;v,g de méme longueur
quew = fvg;vy;:ii:;v g et faites des mémesekements mais dans un ordre
dierent et surtout sans eetition dev;,. En d'autres termes, la multiplicie
de n'importe quelle indicev;, peut toujours etreredistribtee parmi les indices
v; autres quev,.

Tout comme lapushinvariance, la redistributivie est une propree pri-
maire' (voir x9, x11) et beaucoup plus faible que la bialternalie mais, tout
comme lapushinvariance, elle nerite d'étre isoke etetudee pour elle-méme.
De fait, toute une srie de sous-algebres de ARI peuvente ¢ nies en im-
posant diverses conditions dpushinvariance et/ou de redistributivie, et ces
sous-algebres sont d'un grand secours pour menera bien tacomposition
canonique des multizétas, parce que, tout en se ‘rapprootiade I'algebre
bialternale, elles sont, contairementa celle-ci, caraises par un "groupe
de contraintes' ni, ce qui permet de leur appliquer la treorie hilbertienne
des invariants et rend le calcul de leurs dimensions, pouruie cellule (;d),
sinon ai, du moins totalement algorithmique.

Le treoeme de redistributivie possdeevidemment une variante pour les
doubles synetries de typealternal/il et synetral/il . 1l est particulerement
ineressant de l'appliquera la valeur vo = 0, qui du cot “scalaire' correspond
aux valeurss; = 1 dans le ‘premier codage' (cfx8, x9)). Cela conduit au
treoeme d' eliminabilie de tous les "1' qui dit, dans le cas par exemple
des multizetas purs, que tout Z&8° (s; 1) peut s'exprimer,de manere
unique modulo les relations de synetelie de Ze , comme combinaison nie

eventuellement de longueur moindre. (ies;, 2; s, = Si;r r).

24 Passage aux superalgbres.

Letude des multizeétas est totalement domiree par des ausicerations de

parie/imparie: chez les longueurs r, les poidss, les dgesd, les facteurs
Zag,,, etZag, , etc. Une aussi sysematique dichotomie trahit souvent
I'existence d'une structure sous-jacente de super-algebde Lie.

Qu'en est-il ici? La plupart des structures et objets que n@ivenons de
passer en revue pos®dent e ectivement desuperanalogues, souvent plus
eguliers que les originaux et en tout cas dignes d'exameMais le lien avec
la dimorphie nunerique reste pour l'instant assez enu.
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Un fait central domine toutes ces constructions: pour obténdes super
analogues ineressants, il ne faut pas chercherplongernos diverses algebres
bimouliennes dans des super-algebres. Il faut bien plutées prendre telles
quelles, mais en attribuant aux bimoules de longueurpaire (resp. impaire)
le grade 02 Z=2Z (resp. 12 Z=27). |l s'agit donc k non pas d'extensions
mais deconstructions paralkles de taille inchangee mais de structure autre.

La construction commence avec BIMU, qui devient SUBIMU, awedes
supercerivations gererales SUAXI, qui agissent toujouis selon la formule (40)
mais avec, en face de chacun ddsuxtermes du membre de droite, un méme
facteur ( 1)"@r®),

Decrivons de plus pes la superalgebre de Lie SUARI quieponda ARI
et qui se cecompose selon SUARI :=°SUARI  SUARI

(i) °SUARI (resp. 1SUARI) regroupe tous les bimoules dont les composantes
non-nulles ont des longueurs paires (resp. impaires).

(ii) le super-crochet est la forme bilireairesuari:

X
C =suari(A:;B) c% = (APBC ( 1)'bregbpcy
X w=b:c
+ (( 1)r(c)r(b)Achbed ( 1)r(c)r(d)BbcAbed)
w=xp:cd
+ (( 1)r(c)r(b)Aachbc ( 1)r(a)r(b)BachbC) (123)

w=a:b:c

qui est modeke”® sur le crochetari de ARI mais qui \eri e la relation de
super-commutation et l'identie super-Jacobi :

0 suari(A,;A,,)+( 1) suari(A,,;

0 (1) suari(A, ;suari(A,; A,,))
+ (1) suari(A,,; suari(A, ; A,))
+( 1)="2 suari(A,,;suari(A, ;A,,))

AI']_)

rs?

Le swapet le pushagissent exactement comme dans ARI mais la synetrie
simple (resp. double) qu'il convient d'envisager maintemd est super-alternal
(resp. super-bialterna] autrement dit super-alternal et de swappe super-
alternal ). Un bimoule A est dit super-alternal ssi:
X
( 1)"WiwhwI) AW = g swl6 ; ;8w?6;  (124)

w=sha(w1l;w?2)

43r(w) designe bien sor la longueur de la squencev
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al l'entier n(w; wt;w?) cesigne le nombre d'inversions d'ordre au sein du
battage w des squencesv! et w?2.

Les bimoules pesentant cette simple/double synetrie sat stables pour le
crochetsuari. D'au le triplet de super-algebres embo’ees, avec desotations
qui s'expliquent d'elles-mémes::

SUARIsyai=sual SUARIgyq SUARI (125)

Tout comme leurs mockles bialternals, les super-bialteats se trouvent
ipso factoposseder trois fries de proprees suppkmentaires mais quelque
peu dierentes:

(i) au lieu de la parie des bialternals, ils pesentent ure parie alternante , i.e.
leurs composantes de longueur paire/impaire sont des foiwts paires/impaires
de w { sauf la composante de longueur 1, qui n'est pas recessaent im-
paire. Maison doit lui imposer de I'&tresi on veut avoir clbture poursuari.
C'est cette condition subsidiaire que cenote le souligneamt de sual/sual dans
(125)

(i) ils sont superpushinvariants, i.e. push@,) ( 1)'A,
(iii) ils sont redistributifs (voir x23)

Les beementals belam =belim de ARI (seex18) possdent un analogue
exact ,a savoir les super-beementalssubelam =subelim . Leur ce nition est
tees voisine,a ceci pes que les entiersi]; doivent étre partout remplaes par
la partie entere [K], du quotient [k],=2. La transposition exacte s'e ectue
comme suit:

LJl AAAAA ur
i)

(v
subelan{’}"" = subelam. '}

X o
subel ™" xa(u; + Uis1 +  + U 1) Xi(Vim V)

imn 224
S
5 subel) ™" xa(Uizj 1) Xi(Vm:n) (1) xa(Uji 1) Xi(Vom)
g R
avec unswapye:
subelim. .., := swap (subelam. ,,;) subelam .. (126)

et des coe cients entiers:

subell ™" (1) subel' ™M :=
O O R Y
m i} '[h jI'0 m 2}!'[ n 1]!
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qui comportent un ‘facteur de coterence' ifj ;m;n]; qui vaut tantbt 1
tantot O:

[:jiminl :=1+[m if +[n jl+[ m 1} +[i n 1} [r 1}

mais qui ne gurait pas dans la ¢ nition paralele de bel' ™" pour la bonne
raison que:

[;j;mn], :=1+[m i}, +[n j+[] m 1} +[i n 1} [ 1} 1

Pour une longueurr paire/impaire, le super-beemental subelam.
epend uniguement de la partie paire/impaire dexaxi. Mais le fait notable
est quedans tous les casubelam.,,,; est super-bialternal

Ces super-bebmentals sont en un sens plus “primitifs'wee les bekmentals,
dont on a vu qu'ils se ramenaient tous, par crochetage egavec | , aux
beementals de longueurr = 1. C'est h une complication, mais kenigne, et
toutes les autres dierences sont "en faveur' des objetsuper: les super-
bialternals sont plus simples a construire que les bialteals, plus faciles
aenunerer, et surtout leurs sysemes de grerateurs sont nettement plus
ebmentaires. Par exemple, les bialternals passablemerteviants' de la srie
carma =carmi n'ont pas de super-analogues.

25 La dimorphie et le corps des naturels.

Ce Survol, tout comme le livre [E5] qu'il survole, reprend po letude des
multizétas le point de vue le plus ancien (1975) qui est auss notre avis, le
plus £cond: celui de la gereration simultaree desfonctions specialeset des
constantes transcendantesCette approche n'a pas seulement pour elle d'étre
la plus naturelle ({ cela peut toujours se discuter {); elle aussi I'avantage,
indiscutable lui, de conduire sans e ort et presque nmecaguement au bon
cadre et aux bons choix: bons codages, bonnes fonctiongmgtrices; bonnes
relations de base; bonnes structures ambiantes. En n et dout, elleeclaire
les vrais ressorts de ldimorphie et aide biena comprendre qu'il s'agit &, non
d'une curiosie, encore moins d'une pathologie, mais d'uptenonene tes
epandu et méme, serait-on tene de dire, quasiment garique. Plusieurs
chapitres de [E5] et une section de [E4] tentent de sysemaér un peu cette
question de la dimorphie, mais on peut tenter ici d'en donneun premier
apercu, au moyen d'une enuneration suggestive des notits de base qui,
justement, vont toutes par paires.

On engendre, \partant de rien", par le simple jeu des operavpnsf+; ;@;9,
des fonctions speciales “primitives’, ounondmes de plus en plus hombreuses
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et qui vivent simultarement dans deux ‘moceles', x; ;?)et(; ; ), reles
par une variante de la transformation de Borel-Laplace: ondune part des
germesa I'in ni dans le plan desx; de l'autre des germes en 0 dans le plan des

, avec de chaque cotdeuxproduits distincts: la multiplication ponctuelle
(partout noee ) et une variante de la convolution ? chez lesx, chez
les ), avec bien sOr Borel-Laplaceechangeant multiplicatio et convolution.
Les mondbmes que I'on construit sont, dans leur ensemble utbbement stables
(ou si I'on petre, quadruplement) : pour la multiplication et la convolution,
et ce de chaque coe. A ces deux produits, se trouvent asees deux riches
in nies de ckerivations exotiques les |, et lesr,, pourvues d'une index-
ation continue (! 2 R ou C), ireductibles aux cerivations ordinaires, et
totalement inckependantes (libres de toute contrainte a pori). La cerivee
par , our, dun mondbmes'exprime en fonction de deux ingedients: des
monomes anerieurs i.e. tep construits et plus \simples"; et des constante
transcendantes, lesnoniques que ces relations determinent enterement. |l
existe, chez les monébmes, un codage adapta la multipiton dans le plan
desx eta la convolution dans le plan des , et un autre codage adapta
la convolution dans le plan des eta la multiplication dans le plan des .
Ces deux codages ont leur epondant chez les moniques, & donnent deux
expressions dierentes du produit. Mais bien que ladimorphie des mondtmes
soit indissociable de celle des moniques, elle possede Bnsscompétement
dierent pour les uns et pour les autres: chez les mondémegi sont des
germes), elle corresponda deux produits eellement derents (la multipli-
cation ponctuelle et la convolution), tandis que chez les m@ues (qui sont
des scalaires) elle corresponda deux maneres dieremis de calculer l'unique
produit (qui est celui des scalaires). En n, comme les cevations exotiques

et r,, mesurent, chacunea sa manere, leventuelle singulae pesente
au-dessus du pointl , et comme la convolutionadditionne les points sin-
guliers des deux facteurs, tandis que la multiplication ldaisse en placeon
doit s'attendrea ce que les deux codages dont il vient d'&¢ question se cor-
respondent sous une involution du typewap, i.e. echangeuse de dierences
et de sommes.

Les divers anneaux de multiz&tas ne sont que les tout premiedomaines
de dimorphie' deR et les plus simples aussi. Derrere s'en pro lent beaucoup
d'autres: hyperlogarithmiques; algebrico-dierentiels, etc. Voir [E4] et [E5].
Il semble en fait que le prenonene de la dimorphie se retreaa presque tous
les niveaux de complexie et setende a perte de vue' jugu‘aux con ns du
corps Na des "naturels’, méme si peu de gens semblent en avoir cogrisce
{ peut-etre parce que la treorie en vogue des ‘periodesenda occulter le
plenonene, mais peut-etre aussi pour les deux raisonsigantes :
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() les extensions successives n'ont rien de progressifachne d'elles forcant
a repoussertes loin la frontere du nouveau domaine, pour que la dimorphie
continue de s'y manifester

(ii) le prenonene tenda se diluer au fur eta mesure qu'onelargit les do-
maines, en ce sens gue les deux “produits' se mettenta irdgir de facon de
plus en plus “faible'.

Une autre curiosie consiste en ceci: alors que la dimorghfonctionnelle
ne préte pasa discussion, la dimorphie nunrerique est baaoup plus di cile
a enfermer dans une ¢ nition pecise. Intuitivement, p our neriter le qual-
i catif de “dimorphe’, un Q-anneauD doit possder deux basesaturelles
cenombrablesf ,getf ,g, avec une indexatiomaturelleenm et n 4, une
loi de conversion nie:

X X
m Hr n :  n KM m (127)

n m

et deux proedes distincts pour calculer lI'unique produi de D, qui est la
multiplication des eels:
X X
m n Arrn;n r l m n Br';'”n r (128)

r r

les sommesetant toutes nies et les constanteld; K; A; B rationnelles.

Mais comme il est toujours possible de construire, dans n'parte quel
anneau cenombrable, des basemd hocf .,g,f ,g, parfaitement arti cielles
mais remplissant les conditions ci-dessus, on voit que lagence dedimorphie
nunerique \eritable repose toute entere sur le caracerenaturel des deux
bases en question, en contraste avec le caracecacte du ‘noyau' de D,
lequel est gereralement un sysemef g d' ireductibles.

En pratique { songez aux multizétas { aucune hresitation rést possible:
les bases ,0,f g sont aussi manifestement ‘donrees’ que I'ensembile, g
est dicilea “extraire’. On n'est certes pas h en pesence d'une ck nition
mathematique, maisa notre avis cela ne retirea la notionde dimorphie rien
de sa pertinence®

4m et n parcourent en gereral non pas N lui-méme , mais des ensembles plus complexes,
tels le monode engende parN.

4% tout prendre, cette esistancea se laisser cerner, de & part d'un fait brut aussi massif
que la dimorphie, signalerait plutét son importance que sorevanescence Au fond, seules
les ealies secondaires ou super cielles peuvent &trece nies sans esidu.

55



26 Un premier bilan: ce qui est acquis et ce
qui restea faire.

Le pesent Survol se voulait une introductiona un texte densemble [E5], fort
long, qui sera mis prochainement sur la Toile et soumisadguentes evisions
et additions au cours des prochains mois et anree$® Ce nemoire [E5]
cherche avant touta pesenter une vue d'ensemble d'un doaine ecemment
ouverta l'exploration eta faire ressortir sa structure propre. De h vient
gu'il esta fois sysematique et schematique, surcharg et incomplet. Ainsi
ai-je inclus nombre de developpements (par exemple sur legnetries enu et
surtout en uu ) dont certains apportent assez peua letude des multizéas,
mais qui tous font indiscutablement partie de la galaxie ARGARI et sont
a ce titre indispensables a une vision equilibee du sugt. Inversement, j'ai
e\werement elagle la partie \niveau 3" (sur la cecomposition explicite en
ireductibles), car elle est excessivement riche en forries, encore inachewee
a certains egards (cf loma =lomi etc), et en tout cas trop ecente pour
autoriser le recul recessairea une mise en forme ck nitie.

S'il m'est permis d'ajouter une note personnelle, je diraiuwg si la par-
tie rechercheaet un pur ctlice, tant les nethodes nouvelles permetent
d'avancer vite, la partie edaction (de [E5]) fut, elle, franchement penible.
Il egne en e et dans ces tleories une “biodiversie trojcale' : pethore
de structures et d'ogerations; prolieration de "moulesspeciaux’, donnant
lieua un formulaire eephantesque; surabondance de syatries, e exions
et involutions entrecroiees, etc::: Il fallait donc ordonner cette matere
brute et forger pour tous ces objets une nomenclature satigfante, facile
a retenir, evocatrice des principales proprees et syretries. D'ai bien des
tatonnements et changements successifs { parfois dix deitsy{ entramant
chacun une reformulation partielle desenonaes et une refite totale du for-
mulaire. Mais ce travail me paraissait essentiel et j'ai teana dierer la
publication jusqua ce que les choses fussent su sammengtdanees.

Une dernere di cule nerite d'etre signake, car ell e est propre au cal-
cul moulien et risque de se pesenter a nouveau. |l s'agit & l'irevitable
schematisme des preuves. Un texte comme [E5] contient unelle masse de
formules que leurs preuves, totalement expliciees, pdteaient extrémement
epetitives, ennuyeuses et, bien qu'assez courtes danhague cas, d'une
longueur redhibitoire une fois mises bouta bout. On doit doc se contenter
d'indiquer la cemarche gererale, en signalant les poiné un peu cklicats.
Meéme si le scltematisme de ce premier texte [E5], qui par tains coes

46Cette formule du “texte evolutif', egulerement remis a jour, semble etre la formule
d'avenir. Elle s'impose en tout cas pour un sujet en plein ess comme celui-Ci
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s'apparente a un compendium de esultats, peut para'treexcessif, il n‘en
tient pas moinsa la nature du sujet. Et c'est A un mode de mFsentation
auquel il faudra s’habituera mesure que se epandra le call moulien.

Mais qu'on se rassure: cela n'entame ni la abilie ni la traasparence.
La abilie d'abord: toutes les formules mouliennes penees ici ontee
soigneusement cemontees, theoriquement, sur papierpuis \eriees sur or-
dinateur. 4’ Et si le lecteur est cesireux d'expliciter tel ou tel enchatement,
il ne tient qua lui de le faire. La transparence ensuite: Ig preuves ne
servent pas qua fonder des certitudes; elles ont une secenfonction, plus
essentielle encore : produire de la compehension. Or lesuates ont ce grand
avantage: laforme chez eux n'est jamais teseloigree dufond, ce qui garan-
tit presqu'automatiquement la lisibilie de tout texte dont ils constituent
l'armature. De fait, on s'aperoit vite, a l'usage, que les identies mouli-
ennes ont tendance a strire toutes seulesa se corriger toutes seules se
cereraliser toutes seules::: J'exagerea peine !

Ce qui est acquis.
Le cadre adape, qui est la riche structure ARI/GARI

Lequation fonctionnelle des fonctions multizéta, leur prolongement
meromorphe “8 et ses proprees arithnetiques

Le threoeme de libre gereration avec l'isomorphisme sas-jacent qui en
fait uneevidence.

La bi/tripartion des anneaux de multizétas.

Les quatre moules bisynetrals de base (polaires ou trigometriques)
lesa la 2-cependance, avec leurs innombrables propretes et la ise
antaine de moules primaires qui leur sont attacles.

Le decompte des ireductibles et la formule BK, tout au mons pour les
multizétas euleriens.

Le criere de decomposition canonique et le principe de dwalternalie.

La ceduction de la relation “digonale'a partir des relatons quadra-
tiques.

47parfois ce fut l'inverse: les formules furent d'abord devieesa partir de calculs sur
ordinateur, puis \eriees treoriquement. Seules de rar es formules, retenues a titre de
compkement ou d'illustration, comme certaines identie es enuu ou certaines estimations
de complexie, n'ontet \eriees que sur ordinateur.

48|| s'agit ha vrai dire d'un fait tesebmentaire mais  meconnu et méme parfois ne.
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Le pkenonrene de redistributivie et son corollaire, I'elimination canon-
ique des "1'.

Ce qui restea faire (mai 2002).

Trois axes principaux semblent se degager:

Multizétas:
Elucidation des multiesidus deloma =lomi .
Equivalence des relations quadratiques et des relationsngdes ?

Dimorphie gererale:
Exploration des autres domaines de dimorphie.
Que devient la dichotomierelations quadratiques/gonales ?
La dimorphie est-elle exhaustive ?

ARI/GARI:

Classi cation des diverses sous-algebres, surtogecondairegie. a
double synetri@ eta valeurs dans divers anneaux.

Calcul sysematique de toutes les dimensions correspondes.

Sysemes de gererateurs.

Etudier le nelange de structures lees et de structures libres qui
semble egner partout dans ARI/GARI.

Ce qui aee fait entretemps (aodt 2003).

Le pesent article, que j'avais remis en mai 2002, me fut retirre en juin ou
juillet 2003,a la demande du referee, pour retouches mines. Or entretemps
les choses avaient passablement progress, apportanp@nse aux deux tiers
des questions de la liste ci-dessus. Jenunere a la suitees principales
avanees, puis je les cecris plus en cetail dans cing seohs suppkementaires
(Additions 1,..,5 ; x28{x32) que j'annexea cet article.

La structure du mouleloma =lomi , clef des facteurszag, , zag, et
des ireductibles gu'ils portent, aet enteremente lucicee. La nature
nmeromorphe de ses composantes aet con rnee, leurs mtipbdles ex-
actement localies, et leurs multiesidus codies au mgen de la notion
nouvelle defonction perinomale.*®

49¢f x28.
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le mouleroma =romi , qui fait pendanta loma =lomi et qui, con-
jointementa pal =pil ettal =til , donne la clef du facteurzag , a fait
l'objet d'une description paralkle®™.

Ceci paracteve la cecomposition canonico-explicite emeductibles®! .
Ceci fournit un associateur de Drinfeld rationnel et canonb-explicite®?.

Ceci conduit au premier exemple nonekmentaire de “divation nunerique' >3,

27 Un apecu du formulaire.

Ce Survol d'une treorie typiguementa formules serait incomplet sans une
lection de quelques formules-clef. (Un formulaire tg volumineux est at-
tactea [E5] et il se double d'un logiciel Mapleen lignepermettant de “jouer’

avec les principales structures, ogerations et objets da kheorie.)

Lois de ARI/GARI.

Pour plus de clare, on mentionne (en indice inkrieur), pur chaque moule,
la longueurr des composantes envisagees.

SiC = ari(A ;B ), on trouve avec les notations habituelles et pour les
longueursr =1;2;3:

et = 0
clid) o 4 A (BB A CIB, L) + A, (DB, (D)
B, (VA (i) + B, (WA, ) B OA,GD)
STV o A IR LA L) A (BB, )
+A, 0BG B,OVE DA (i) 4+ B DA, (0h)
Bz(\u,i A )+ B A La) B v ALLs)
B, A s vad) + B A i) B DAL
+ALCE B k) ALY B, ) + AL VIR, ()
AL DIB, a) + A DB, )
50¢cf x30
Slef x29.
52¢f x30
53¢f x29

59



Pareillement, siC = gari(A ;B ), on trouve:

(vhH (vhH (vhH
Cl 1 - 4+ Al 174 Bl 1
ujq ;v ujg . vo ujg;up
Cit Y = 4 A gy
(") (1) ("22) _(,12) (v - (v2)
+A12 Bll.z All 8121 +A11 812
(Griviivg) (iivzivd) (ivzivd)
Cs = +A; + Bj
(y1iv2) _(33) (1i82) _(,22) (y1i82) (,12)
+A21szls Azlszlsz +A21'3812‘3
(2L A CE (L) Gh (R
A21~3812.1 +A22~3811.2 +A11822’3
u123 ug ; up u123 up ; up u12 ug ug
+A§_ V1 )Béva:l ?V2:1) + Afl. v3 )B;VLS ?V2:3) + Ag-Vz )Bivlzz)Biva)
("22) _(,22) _(v3) (“123) (1) (23)
Al 1 Bl 21 Bl 3 Al 2 Bl 12 Bl 32

Bimoules bisynetrals

Rappelons queP(t) := 1=t et Q(t) := c=tan(c:t). Nous ne tabulons ici que
les 5 premeres composantes du bimoule trigononetriqueal . Le bimoule

pal s'en ceduit en faisantc =0 et donc Q! P. Puis on tire de A til et

pil par application du swap.
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tal* =  1=2Q(u,)
tal"1"2 = +1 =12Q(u1)Q(u,) + 1=12Q(u1)Q(u1p) + 1 =24 ¢
tal™ %2 = 1=24Q(u1) Q(u12) Q(u3)
1=48 *Q(uy) + 1=247Q(uy)  1=242Q(us)
talr e Wels = 1=720Q(u1) Q(u2) Q(u3) Q(Ua)
+1=180Q(u1) Q(u12) Q(u3) Q(ua4)
1=240Q(u1) Q(u2)Q(u3) Q(U1234)
+1=120Q(u1)Q(u12) Q(u3)Q(U1234)
+1=2400Q(u1)Q(u2) Q(U4)Q(U1234)
+1=720Q(u1)Q(u12) Q(U4)Q(U1234)
5=288¢°Q(U1)Q(us) + 19=1440¢°Q(u;)Q(us)  17480¢°Q(u2)Q(us)
+1=1440¢°Q(u2) Q(ug) + 1 =288¢°Q(u3)Q(Ug) + 7 =1440¢°Q(u1) Q(U12)
+7=720Q(u1)Q(uz)  1=480¢°Q(U1)Q(U1z3s)  17288¢°Q(U2) Q(U1234)
+11=1440c°Q(u3)Q(U123s)  1=480¢*Q(u4)Q(U1234) + 7 =5760c"
tal"r e e e s = +1 =1440Q(u1) Q(U12) Q(u3) Q(ua) Q(Us)
+1=480Q(u1)Q(U2) Q(U3) Q(U1234) Q(Us)
1=240Q(u1)Q(u12) Q(u3)Q(U1234)Q(Us)
1=480Q(u1) Q(u2) Q(u4) Q(U1234) Q(Us)
1=1440Q(u1)Q(u12) Q(u4) Q(U1234) Q(Us)
+1=960c"Q(u1)Q(uz)Q(us)  1=2880¢°Q(u1) Q(u3)Q(us)
+1=64 " Q(U12) Q(U2)Q(U3)  11=2880¢°Q(U1234) Q(Uz) Q(Us)
+1=960¢"Q(U1234)Q(U4) Q(Us) + 7 =1440¢°Q(u12) Q(U3) Q(us)
+1=240°Q(U12) Q(U2)Q(Us)  1=1440¢°Q(u2)Q(Us) Q(Us)
+1=480c"Q(u2) Q(U3)Q(Us) + 1=1440¢°Q(u3) Q(u4) Q(Us)
+1=727Q(u12)Q(u1)Q(uz)  7=1440¢’Q(U12) Q(U1234)Q(Us)
17480¢*Q(u2) Q(U) Q(us) + 1 =960¢*Q(U1234) Q(U1) Q(Us)
+1=576C"Q(U1234)Q(U2)Q(Us)  7=1440¢°Q(U1234) Q(U3) Q(Us)
7=1440¢°Q(U12)Q(U1234) Q(Uz) 1760 ”Q(u1) Q(u2)Q(us)
1=288¢°Q(u12) Q(U2)Q(us)  17-2880c*Q(u1) Q(U2)Q(us)
+1=192¢*Q(u1) Q(U2)Q(Us)  17576cQ(u1) Q(U4) Q(Us)
+1=960c¢"Q(us)  7=1440¢*Q(uyo) + 7 =1440c¢*Q(U1234)
19=11520c¢*Q(u;) + 19=2880c*Q(us)
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Le facteur zag et la @pendance en 2,

Toutes les fonctions ci-dessous sont meromorphes, magguleres en l'origine,
car h les poles dedP(:) et desQ(:) se compensent. Elles livrent donc des co-
e cients de Taylor qui, apes changement dec en , cecrivent la cependance
canonique en 2 des multizetas (ici: purs), pour toute valeur du poidss et
(ici) des longueursr = 1;2; 3.

zag" = 1=2Q(uy) +1=2P(uy)
zag""? = +1=12Q(u1)Q(uUz) + 1=12Q(u1)Q(u12) + 1=24¢
+1=24Q(uz2)P(us)  5=24Q(u12)P (u1) +5=24Q(u12)P (uz)
7=24Q(ug)P(uz) 1724 Q(uy)P (us2) + 1 =24 Q(u2)P (us2)
+1=3P(u)P(uz) 1=12P(us2)P(uz)
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zag""*"™ = 1=24Q(u1)Q(u12)Q(u3)
1=48Q(u;)# + 1=24Q(u)#  1=24Q(u3)c?
1=48 Q(U123) Q(U2) P (u1) + 1 =48 Q(U123) Q(U12) P (U1)
+1=24Q(u12) Q(u3)P (u1) + 1 =16 Q(u123)Q(u1) P (U2)
1=48 Q(U123) Q(u12) P (u2) + 1 =48 Q(u123) Q(u3) P (u2)
+1=48Q(U123)Q(U23)P (U2)  1=48Q(u1)Q(u3)P (u2)
+1=48Q(u1)Q(uz3)P (u2)  1=24 Q(u12)Q(u3)P (uz)
+1=16 Q(u1)Q(u2)P (us) 1748 Q(u1)Q(u23)P (us)
+1=24Q(u1)Q(us2)P(us)  1=24 Q(u123)Q(u1)P (u3)
1748 Q(u123) Q(u2)P (uz)  1=48 Q(Uy123) Q(U23) P (u3)
1=48 Q(U123) Q(U2) P (U12) + 1 =48 Q(U123) Q(U1) P (U12)
+1=48Q(u1)Q(uz)P(uzz)  1=48Q(u1)Q(u3)P (u23)
1=48 Q(U123) Q(U2) P (U23) + 1 =48 Q(U123) Q(U3) P (U23)
1=48Q(u1)P (u2)P (us) 3516 Q(u1)P (u2)P (uzs)
1=48 Q(u1)P (u2)P (U123)  1=48Q(u1)P (u3)P (u12)
+1=16 Q(u1)P (u3)P (uzs) + 1 =48 Q(u1)P (u3) P (U123)
+1=48Q(u2)P (u3)P (uy) + 1 =48 Q(u2)P (u3)P (u12)
+1=48Q(u3)P (us)P (u12) + 1 =48 Q(u3z)P (u1)P (U123)
1=48 Q(u3)P (u2)P (u12) 1748 Q(u3)P (uz2)P (U123)
1=8 Q(u12)P (u1)P(us)  1=48Q(u12)P (u1)P (u123)
+1=8 Q(U12)P (u2)P (u3) + 1 =48 Q(u12) P (u2)P (U123)
+1=48 Q(u23)P (u2)P (u1) + 1 =48 Q(u23) P (U2) P (U125)
1=48 Q(u23)P (u3)P (u1)  1=48Q(u23)P (u3)P (U123)
7748 Q(U123) P (u1) P (u12) + 1 =12 Q(u123) P (uy) P (u3)
+1=48 Q(U123) P (u2)P (u1) + 1 =48 Q(U123) P (U2) P (U12)
5=48 Q(U123) P (U2) P (u3) + 7 =48 Q(U123) P (u2) P (U23)
1=48 Q(u123) P (u3) P (U2s) + 1 =4 P (U125) P (u1) P (u12)
1=24P (u125)P (u1)P (us) 1724 P (u123) P (U2) P (U12)
1=24 P (u123) P (U2) P (Uz3) + 1 =24 P (U123) P (U3) P (U23)
+1=48P (u;) ¢

28 Addition 1: construction du moule loma =lomi .

Les cing sections qui suivent ontet ajouees n aolt 203.
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Nous avons le choix, pour construitrédoma entre deux developpements
aux vertus ‘compkmentaires'.

Le premier ceveloppement esprodigue ou dispendieux(\wasteful expan-
sion”, cf [E6]) en ce sens qu'il exprime le moulema , dont les coe cients
sont rationnels et les multipdlesclairsenes >*a partir des dilaes d'un moule,
Zag, ou son logarithme de LieLozag, := logari(Zag, ), dont les coe -
cients sonttranscendantset les multipblesdi us .

Le second ceveloppement eshabile eteconomique (\skilful expansion”,
cf [E6]) en ce sens qu'il exprime le moulema a partir de moules beaucoup
plus eementaires, les slang(n), qui ont des coe cients d'embke rationnels

et des poles d'embke clairsenes, mais qui possdentatun (contairementa
Zag, oulozag, )des multipblesa l'origine, lesquels se cetruisent mutelle-
ment au sein du developpement.

Chacun des deux cevelopements opere dans l'algebre ARImais tandis
que le premier utilise les dilatatations " de rapport entiern, le second utilise
les projections ° sur les parties homogenes de poids Voici les ¢ nitions
de ces operateurs.

= onoMUEE (129)

LI o 1 wi
S M v = M™M=y part of degrees (130)

La dilatation " est bien sar un automorphisme de ARI, mais pas le pro-
jecteur S: chez toute composante de longueur, il retient la partie u-
homogene deu-dege total s .

Le premier ceveloppement est surtout pecieux pour la tieorie: en e et,
malge le "gaspillage’ qu'il implique, il rend de grands seices (je I'appelle
wasteful-usefyl du fait quil s'inverse (il permet de reconstituer Zag, et
méme Zag tout entier a partir de loma : voir x29) et qu'il fournit du
méme coup un proece tes gereral pour passer deZag a zag ou, si l'on
petre, pour transporter les proprees algbrique s des multizétas nuneriques
aux multizeétas formels.

Le second ceveloppement est lui-aussi utilea la treoriemais il est surtout
indispensable dans les calculs pratiques { pour tecomposition canonique en

S4concentes pes des hyperplans-coordonrees.
55sur tout Z'
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ireductibles { car, comme son nom le suggere, il est e ectivement beaucpu
plus direct eteconomique.

Dans la recherche du premier ceveloppement, la di cule majeure est
d'e ectuer lelimination des irrationnels et desmultipbles “super us' (en de-
hors de l'origine). Dans la recherche du second ceveloppent, au contraire,
la di cule majeure est d'assurer lelimination des multipoles “inacceptables’
(ie sites a l'origine). Mais dans un cas comme dans l'aus, la clef de
lelimination consiste a placer, en face des multicrochts de ARI gurant
dans les ceveloppements, des coe cients bien choisis, eaitf uniguement
cetermires, et qui, comme fonctions surN", rentrent dans une classe nou-
velle de fonctions arithrretiques { les fonctionsgerinomales (cf [E6]) { qui
jouent une réle absolument central dans letude avaneaes multizétas (ie
au \niveau 3", pour reprendre les distinctions dux11).

Premier akveloppement (‘wasteful’) :

X
act(loma ) Orr, "+ act( "Zag
X

1):::act( ""Zag 1)131)

Loorr, " "ract( "tLozag ):::act( "Lozag ) (132)

act(loma )

(132) n'est que la transposition de (131). Iciact designe une action (n'importe
laquelle { cela n'in ue pas sur le esultat) de ARI/GARI dans BIMU. Le
moule synetral Orr et son logarithme, le moule alternaloorr , sont
uniqguement cetermires eta valeurs rationnelles. PourLoorr ~, seules les
composantes de longueur impaires sont non-nulles. Du fait de l'alternalie
delLoorr , larelation (132) entre operateursequivaut en fait, parprojection
“de Dynkin',a la relation suivante, strictement inerieurea ARI:

X

loma = Fl Loorr, """ [[ "Lozag, ; "*Lozag, ]::: "Lozag, ]
(133)
Second cveloppement (“skilful’) :
act(loma) = act(slang ))+ (134)

(1

x (I’\l Nns
lomry = rs” act(slang, ) :::act(slang, . )
rq+r s>s (ry) (rg)
sodd 3
Ici lom designe un moule scalaire:
{ rigidement cetermire,

{ alternal,
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{a valeurs rationnelles,
{ nul pour ry + :::rg pair.

L'iregalie ry + :::rg > s est essentielle: comme les sont 1, elle
montre que l'un au moins est> 1, ce qui exprime bien que les multipbles de
loma sont “clairsenes’, contairementa ceux d&ag etc, sont “di us'.%®

Ingedients du second cveloppement :

slank(n) = neginvar:leng :adari(ripal ) : mu(mupaj ; leng; :H ;paj ) (135)

pushinvar, : leng :mu(anti : pal ; garit(pal ):leng; :H ; pari: pal Y136)
slanqn) = adari(pal ):slank(n) (137)
slank(n) 2 ARlg=a ; slanqn) 2 ARl g (n;r2N) (138)

Ici, leng, designe le projecteur deBIMU qui, chez tout bimoule, retient la
composante de longueur et annule toutes les autres. Les autres ingedients
du \second ceveloppement” sont les projecteurs:

neginvar = 1+ neg (139)
pushinvar, := 1+push+push?+  +push’ (140)

et les moulesekmentaires :

paj*t vt = P (U ) P(Ugi ) 1l P(Uy) (141)
mupaj** = (1) P(u) P(ug2) i P(Ug) (142)
Pa = — et PaWEM =0 8r 2 (143)

Uup n

56plus peciement, pour une composante donree de longueur , le nombre de multipoles
de loma ‘“dans' la boule de rayon est toujours un o " 1) alors que pourZag et ses
trois facteurs, c'est unO( ").
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29 Addition 2: compément sur la decomposition
canonico-explicite.

Voici les formules-clef pour la decomposition des multetas nuneriques (fac-

teurs Zag, ; Zag,, ) et formels (facteurs zag ;zag, ) en ireductibles®’:
X
act(Zag,) = 1+ Urr "t act( "loma ) :::act( "loma )(144)
X
act(Zag, ) = 1+ Urr, """ act( "loma):::act( ""loma(L45)
act(Zag,) = 1+ Irr 5455 act( "*loma):::act( ""loma) (146)
act(Zag, ) = 1+ Irr,, 5t act( Stloma):::act( >loma )(147)
act(zag,) = 1+ irr, SEEST act( Stloma ) :::act( S'loma) (148)
act(zag,) = 1+ irr,, St act( Stloma):::act( >loma)(149)

Les formules (144),(145) permettent de reconstituer Zag partir des
dilaes du moule ‘rationnel®® loma et de deux moules scalaires, Ur et
Urr,, , qui sont symnetrals eta valeurs enteres. Les seules coposantes non
nulles du moule alternal Lourf = log(Urr, ) (resp Lourr, =log(Urr , )
sont celles de longueur paire (resp impaire).

Les formules (146),(147) permettent de reconstituer Zag partir des
parties homogene® du moule loma et de deux moules scalaires, Ifr et
Irr, , qui sont symnetrals eta valeurs dans l'anneauZeta, (resp Zeta, )
des multizétas nurnreriques ; cfx15. Les seules composantes non nulles du
moule alternal Loirr, =log(lrr, ) (resp Loirr,, =log(lrr,, ) sont celles de
longueurr paire (resp impaire).

En n, les formules (148),(149) permettent de reconstituezag , autrement
dit le moule qui regroupe les fonctions gereratrices de ts les multizétas
formels, de tous poids et de toutes longueurs,a partir desapties homogene&
du mouleloma et de deux moules scalaires, jfr etirr,, , qui sont symnetrals

57Le premier facteur Zag, = zag,, commun aux multizétas nuneriques et aux mul-
tizeétas formels et de statut tes special, est analyse en x30 infra. Mais il ne compte pas
ici, car il ne porte que l'ireductible banal 2.

58ce sont lescoe cients de Taylor de ses composantes qui sont rationnels. Mais comme
fonctions neromorphes, les composantes de longueuns 3 sont transcendantes.

5%ie homogenes de poids total 35;7::: etde dege total 3 1,5 17 r:::

50je homogenes de poids total 35;7::: etde degetotal 3 1,5 17 r:::
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eta valeurs libres dansC. Les seules composantes non nulles du moule al-

ternal loirr, =log(irr, ) (resp loirr, = log(irr , ) sont celles de longueur
r paire (resp impaire).

Non seulement ces enones kesolvent le probeme du clasment et du
cecompte des ireductibles formels, mais ils en fournigntegalement une base
d'ireductibles extréemement simple et indiscutablemet canonique. Posons
en e et:

Zag = gar (Zag,; Zag, ; Zag, ) (150)
Ur =1 Ur  Ur (151)
e = der e o i (152)
Irr, = exp( *=61 ) (153)
e = e drr (154)
zag = gari (zag,;zag,; zag, ) (155)
irr = e i (156)
irr = exp( *=61) (157)
e = e (158)

WU les restrictions de “parie' auxquelles sont astreintges facteurs symnetrals
irr etirr  (ou, plus directement, leurs logarithmes alternals) il eses facile

de voir que la donree du produit irr equivaut exactementa la donree simul-
taree de ses deux facteurs. Au bout du compte, nous avons esultat :

Avec le symboldrr 2=\ 2=6", le moule libre-symnetral®" :
lrr = flrr 505295 2 Cg; r=1;2,3:::; 5 23,57,91113::: (159)

constitue un syseme complet et libre d'ireductibles (aq, si I'on petre, de
gererateurs) pour le Q-anneau polynomial des multizétas formels. Qui plus
est, ce syseme est compatible tant avec la Itratioanatleﬂle par les longueurs
r qu'avec la graduation naturelle par les poids:= §.

Remarque 1: synetralie naturelle.
Il serait tes facile de tirer de h, en passant au logarittme moulien libre-
alternal loirr := log(irr ) et en prenant, pour toute longueurr et tout

6lie astreinta la seule condition de synetralie eta aucu ne autre.
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socee, un syseme d'ireductibles libres \tout court”, ie sans aucune restric-
tion, mais cela n'avanceraita rien: on y perdrait un peu decanonicie' et
on n'y gagnerait rien en contrepartie: cf [E6]. En fait, c'd@s naturellement'
sous forme de moule synetral que les ireductibles se mentent et c'est A
un aspect qu'il faut ‘respecter'.

Remarque 2: vers des cerivations nuneriques.

L'existence du syseme canoniquer d'ireductibles fournit aussitot I'existence,
sur le Q-anneau des multizétas formels, de deux sysemes de dations,
canoniques eux-aussf,Ls; s impair 3g et fRs; s impair  3g, d'action:

L, Q := . R, Q:=0 (160)
Lg, irrSvoSt = jrr 527957 si s5=5; (resp =0 si 56 s;) (161)
Rs, irrstr = jr S05sr 1 g g5 = 5. (resp =0 si 5o 6 s¢) (162)

Mais l'important n'estevidemment pas l'existence de teks cerivations
‘formelles’. L'important est que, du fait de leur "canonié, ces operateurs
Ls, et R;, semblent:

(i) pouvoir \passer" au Q-anneau des multizétas nuneriques et surtout

(ii) y etre (ie dans ce nouvel anneau) susceptibles d'une unelle ¢ nition,
incependantede la premere et garantissantdirectement(ie sans recoursa la
construction formelle) leur caracere de cerivation.

Si la chose se con rmait (mais il reste beaucoupa faire) ondndrait b
un outil tes e cace pourelucider l'arithnetique des "v rais' multizétas et,a
terme, pour montrer l'isomorphie duQ-anneau des multizétas nuneriques et
du Q-anneau des multizétas formels.

30 Addition 3: compément sur l'associateur
canonico-rationnel.

Le facteur Zag ne porte que des puissances dé{ ou, apes renormalisation,
gue des coe cients rationnels. Il n'importe donc pas pour laecherche des
ireductibles, mais il importe beaucoup dans une autre brache de la treorie,
du fait qu'il fournit 2, par le biais de ses coe cients de Taylor, umssociateur
de Drinfeld ®3a la fois rationnel (ce qui est banal) mais surtoutexplicite et

62s0us eserve evidlemment que les \relations quadratique$ impliquent les \relations
gonales": cfx31 et x32 infra.
83¢f [D].
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canonique(ce qui est beauccoup plus inattendu). On pourrait certes b nir
par divisiona droite (dans GARI) de Zag, par Zag, et Zag, mais il est
bien plus satisfaisant d'en donner une construction direef au moyen des
factorisations :

Zag, = gari (tal ;expari(viroma );invgari(pal )) (163)
= gari (tal ;invgari(pal );expari(roma)) (164)
ARl g=a 3 ac)tgviroma) = (165)
act(slank(%)) + rom(ri i 1s) act(slank(?%)):::act(slank(?g))
Seven 2
ARlg= 3 ac)tgroma) = (166)
act(slang(%)) + rom(ri i 1s) act(slang(?%)):::act(slang(?g))

o2
et d'un moulerom (le m&me dans (165) et (166) ) qui est :
{ uniguement cetermire,
{a valeurs rationnelles,
{ de type alternal,
{ perinomal en les \variables de dilatation"n;,
{ nul pour ry + :::rg impair..

Ici encore, les iregaliesr;+  +rg > s impliqguent que I'un au moins des
ri est 2, ce qui exprime la \raree" des multipbles deroma et viroma ,
en contraste avec I\abondance" des multipbles deal .

31 Addition 4: les relations \quadratiques"
impliquent la relation \digonale".

Il existe de ce fait plusieurs cemonstrations. Indiquonsal plus conceptuelle
{ celle aussi qui semble le mieux se gereralisera des prbmes voisins.

Au niveau des multizétas scalaires, \veri er la relation digonale™" signi-
e \etre invariant sous l'involution de Ho man”. Au niveau des fonctions
cereratrices dans GARI ou de leurs “logarithmes' dans ARlcela signie
\etre invariant sous l'automorphisme involutif dig". Le plus simple, pour
ce nir dig, est de recourir au proede dampli cation, qui nous a tep per-
mis, aux8, de construire le moulezag a partir du moule wa . Cette fois-ci,
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nous appliquons le proeda deux moules Raet La , d'indices tousegauxa
0 ou 1. Ici encore, nous selectionnons 0 comineice d'ampli cation et nous
nommonsu; les variables d'ampli cation. La c nition gererale (cf (34))
donne alors pour les composantes, () (longueurr et dege d) de I'amplie :
ampr;dRa[ull Hoal oz X RabO Lo (g a4+ U, + U
di+:;:dr=d

X

1o 1 -old]:::- -0ldr]
ampr;dl_a[ul s = Lal'o Lo (ul)d1 B (ul + Uz + ur)dr
di+::dy=d

avec des sommesetenduesa tous les 0, si bien que les quenced’d

gparant deux \1" consecutifs peuvent etre vides : la sele contrainte porte

sur le terme initial, qui doit toujours &tre un \1". Regardons maintenant

Ra et La comme deux moules alternals (resp synetralslibres, c'esta-

dire soumis aux seules contraintes d'alternalie (resp sgetralite), mais se

correspondant sous l'involution de Ho man, qui inverse lesequences faites
de \0" et de \1", tout enechangeant O et 1. Autrement dit:

La®* Ra™@1! avec 0:=1 et 1:=0 (167)
Les moules ampyRa et amp.q4La , comme amplies des moules alternals
(rep synetrals), sont eux-mémes alternals (resp syne#is® ) et la correspo-
nance (167) entre Ra et La induitevidemment une bijection, noee dig,
entre chaque cellule Aly et sa synetrique Aly.,.

Premereetape.
On montre alors, en recourant aux notations usuell®s les identies suiv-
antes, valables pour toute pairéA ;B 2 ARIY ™Y
dig limu(A ;B ) limu(dig A ;digB ) (168)
dig arit(A ) B arit(dig A )digB limu(dig A ;digB ) (169)
dig ari(A ;B ) limu(dig A ;digB ) (170)
dig expari(A ) expari(dig A ) (a71)

(168) est imnediate. (169) I'est moins, mais se cemontreams calcul (cf [EB]).
(170) esulte de (168) et (169) moyennant (48). En n, (171)esulte ausi de

64sous eserve queRa® = La® = 0, ce qui sera bien le cas ici: c'est la convention de
normalisation des multiz&tas formels \divergents".

85avec les abeviations usuelles:
al:=alternal, as=synetral , dig:= dig- invariant ,
u-ent := \entier en les u;", v-cst:=\constant en les v;.

71



(168),(169) moyennant I'expression dexpari en fonction des (cf [E6]) seules
operations mu et arit.

Ces relations acquises, toutes lesetapes suivantes ecallent mecaniquent.
Indiguons-les sous forme d'implications.

Deuxéemeetape.
dig :  ARjYentvIest oM Apyucentvecst (172)
dig :  GARIUET Vst oM GAR| yzentvest (173)
expari 1 ARIEEYTt 1 GARILgr (174)
logari :  GARILGH' ™ I ARIGEF ™ (175)
Troisemeetppe.
Zag2 GARI '™ ) invgari(Zag ) 2 GARIjgu ' ™ (176)
=) neparinvgari(Zag) 2 GARI gy " **(177)
=) Zag, 2 GARI gy ™ (178)
Quatremeetape.
Zag, 2 GARI,Gv'™™" =) Lozag, 2 ARl ™ (179)
Cinquemeetape.
Lozag, 2 ARIgge" ™™ =) loma 2 ARIy g™ (180)

loma 2 ARIg G ™ =) lozag, 2 ARIggy "™ (181)

loma 2 ARIg G ™ =) lozag 2 ARl g™ (182)
C'est letape principale. Elle consiste, au moyen du seulrachet de ARI et

des trois relations suivante$®:
X

i

loma = - Loorr, " [[ "Lozag, ; "*Lozag, ]::: " Lozag, [183)
X1, . o

lozag, = . loirr, St=° [[ Stloma; Stlomal]::: Sloma] (184)
X1

lozag, = - loirr , 55" [[ Sloma; tloma]::: *loma] (185)

86qui transposent dans ARI les relations ogeratorielles (avec act) de (132),(146),(147).
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a exprimer les moules lozag et lozag
du mouleloma mais sans se soucier de sa forme) en fonction du seul moule

67 (en passant par l'internediaire

Lozag, 8 et detransporter les proprees (ici: la dig-invariance ) de celui-ci

a ceux-h.

Sixemeetape.

Iozaq

Zzaq

CQFD.

et IozagII 2 ARI

et Zzag,

u-ent;v-cst
al;dig

et zag 2 GARI

=) (186)

:s"(ejll']gt, v =cst (187)

32 Addition 5: compément sur les relations

\hexgonale" et \pentagonale".

La cemarche peedente devrait en principe s'adapter ala deduction des
relations hexagonale et pentagonale. Consicerons les igdignes suivantes {
une pour chaque relation gonale:

u-ent;v-cst
ARI

al=il; dig
u-ent;v-cst
ARI al=il; hexag

u-ent;v-cst
ARI

al=il; pentag

ARI
ARI
ARI

u-ent; v -cst
codig; dig

u-ent; v -cst
cohexag; hexag
u-ent; v -cst
copentag; pentag

u-ent;v-cst
ARI al; dig

AR' u-ent;v-cst o)

al; hexag

ARI u-ent;v-cst 2

al; pentag

Ineressons-nous par exemplea la seconde ligne, reladia la relation hexago-
nale. Pour pouvoir dupliquer la cemarche de la section pedente, il su rait
de trouver une condition cohexagqui, jointe a hexag ce nisse une sous-

algebre de ARIM™®™V™et puis de raisonner exactement comme ci-dessus. Un

peu d'heuristique montre que la condition \maximale", iecohexag:=al=il ,
convient tes probablement. Mais elle est tes forte et maexploitable. D'au
I'inerét de I'a aiblir. L'iceal serait de pouvoir pren dre la condition \mini-
mamle”, ie cohexag:= alcommea la premere ligne, al on a vu que le choix
codig:= al faisait I'a aire. Or les premiers tests semblent montrer qa les
choix cohexag:= alet aussicopentag:= alconviennent e ectivement. Mais le

travail restea faire.

De toute facon, la \erie de l'implication:
\relations quadratiques”) \relations hexagonale et pentagonale”

87initiales minuscules )
88initiales majuscules )

multizétas formels
multizétas nuneriques.
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ne fait glere de doute. J'ajouterai que, dans une theorie@amme celle-ci, si
riche ensurprises vraies il y peut-etre plus prioritaire que de skevertuera
cemontrer ce qui est \sans surprise" et \certain d'avance'{ d'autant que ces
enones-h tendenta \tomber" tout seuls, au fur eta me sure justement que
s'accumulent les esultatsineressants et & surprise”
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