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R�esum�e. Nous tentons, dans ce Survol, de pr�esenter une structure m�econnue :
l'alg�ebre de Lie ARI et son groupe GARI. Puis nous montrons quels progr�es
elle a d�ej�a permis de r�ealiser dans l'�etude arithm�etic o-alg�ebrique desvaleurs
zêta multipleset aussi quelles possibilit�es elle ouvre pour l'exploration du
ph�enom�ene plus g�en�eral de dimorphie num�erique.

Abstract. This Survey presents a novel structure : the Lie algebra ARI
along with its group GARI. It then goes on to sketch some of theadvances
which ARI/GARI made possible in the �eld of MZV (multiple zet a values)
arithmetics, and what promises it holds for the investigation of the related,
but much broader phenomenon ofnumerical dimorphy.
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1 Importance et ubiquit�e des multizêtas.

Pour tout r, la fonction zêta multiple pure est d�e�nie par la s�erie

� (s1; : : : ; sr ) :=
X

0<n r < ���<n 1

n� sr
r : : : n� s1

1 =: Ze( 0
s1

;:::;
;:::;

0
sr

) (1)

et son analoguemodul�e (sous-entendu: modul�e par des racines de l'unit�e
ej := exp(2�i� j )) est d�e�ni par:

� (s1; : : : ; sr ; e1; : : : ; er ) :=
X

0<n r < ���<n 1

n� sr
r en r

r : : : n� s1
1 en1

1 =: Ze( � 1
s1

;:::;
;:::;

� r
sr

) (2)

Bien que ces s�eries ne convergent absolument que sur le domaine:

< (s1) > 1 ; < (s1 + s2) > 2 ; : : :; < (s1 + � � � + sr ) > r (3)

nous verrons que leurs sommes poss�edent un prolongement m�eromorphe �a
Cr tout entier, mais avec des valeurs aux points deZr qui se ram�enent
toutes, rationnellement, aux valeurs prises aux points deNr . Du point de
vue arithm�etique, seules ces derni�eres { ditesvaleurs multizêtaou multizêtas
pour faire bref { m�eritent donc d'̂etre retenues, mais elles le m�eritent superla-
tivement, du fait de leur rôle :
1) en th�eorie de la r�esurgence et des invariants holomorphes (depuis 1975)
2) en th�eorie des n�uds (depuis 1987)
3) en th�eorie des nombres (depuis 1985)
4) dans l'�etude des diagrammes de Feynman (depuis 1985)
5) en relation avec le groupe de Grothendieck-Teichm•uller(depuis 1991)
mais surtout pour ces deux raisons-ci:
(i) dans tout processus naturel de g�en�eration des constantes transcendantes
(qu'il s'agisse desp�eriodes de Kontsevich ou { construction �a mon avis plus
ad�equate { du corpsNa desnaturels, etc) les multizêtas sont parmi les toutes
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premi�eres constantes �a apparâ�tre
(ii) elles sont les plus simples �a manifester le fascinant ph�enom�ene de la
`dimorphie' ou du `double produit' . Les plus simplesmais non les seules,
loin de l�a ! C'est justement par rapport �a ce ph�enom�ene m�econnu mais si
g�en�eral de la dimorphie 1 que les multizêtas prennent toute leur valeur de
paradigme. Et c'est �egalement ce vaste horizon d'applications futures qui,
pensons-nous, justi�e l'introduction de tout l'appareil alg�ebrico-moulien es-
qiss�e ici et d�evelopp�e dans [E5].

2 La fonction zêta de Riemann, mod�ele et
point de d�epart.

Puisque c'est elle qu'il s'agit de g�en�eraliser, commen�cons par nous rem�emorer
ses propri�et�es les plus saillantes, puis demandons-nousquelles sont celles qui
ont des chances raisonnables de survivre �a la multiplication des variables.
Ces propri�et�es sont:

P1: l'existence d'un prolongement m�eromorphe �aC tout entier.

P2: l'�equation de r�e
exion , qui relie � (s) �a � (1 � s).

P3: l'�equation de translation, qui exprime � (s) en fonction des translat�ees
droites � (s+1), � (s+2), : : : avec des coe�cients essentiellement polynômiaux
en s. 2

P4: la premi�ere factorisation, en produit eulerien : � (s) �
Q

p2 P (1 � p� s)� 1

P5: la seconde factorisation, moins connue et moins utile :

� (s) �
Y

n2 N?

� P(n:s) avec �P(s) :=
X

p2 P

p� s �
Y

n2 N?

(� (n:s)) � (n)

P6: l'apparente localisation des z�eros de� (:) sur l'axe vertical < (s) = 1 =2 ,
ou hypoth�ese de Riemann.

P7: la dichotomie entre les entierss positifs pairs, o�u � (s)=� s est rationnel,
et les entiers positifs impairs, o�u la nature arithm�etique de � (s) et � (s)=� s

est myst�erieuse ( �a noter que cette dichotomie se retrouve, mais sensiblement
modi��ee, du côt�e n�egatif).

1qui semble ne pouvoir être conceptualis�e de mani�ere ad�equate que dans le cadre des
alg�ebres de fonctions bir�esurgentes avec, pour pendant num�erique, la hi�erarchie des an-
neaux de naturels, cf [E4],[E5].

2C'est d'ailleurs cette �equation de translation, plus que l'�equation de r�e
exion, qui
m�eriterait le nom d' �equation fonctionnelle de � (:).
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P8: la tr�es probable ind�ependance alg�ebrique de� (3); � (5); � (7); : : :

P9: le rôle `compl�etement �a part' de � (2) = � 2=6.

3 Le passage aux multizêtas : ce qui demeure,
ce qui disparâ�t, ce qui apparâ�t .

Des factorisations P4 et P5, trop li�ees �a l'unidimensionalit�e, nous devons
faire notre deuil. On doit en revanche s'attendre �a ce que survive l' �equation
de translation ainsi que sa cons�equence directe : l'existence d'unprolonge-
ment m�eromorphe avec lieu singulier �el�ementaire et r�esidus remarquables.
Nous verrons que tel est bien le cas. Même l'�equation de r�e
exion , on le
sent bien, n'est pas vou�ee �a disparâ�tre sans trace; toutefois nous ne nous
int�eresserons qu'�a sa `restriction' aux points entiers.De l'hypoth�ese de Rie-
mann, �egalement, quelque chose doit survivre, pas directement �a propos des
multizêtas (1) ou (2), mais de variantes adapt�ees.

Mais ce sont �evidemment les propri�et�es arithm�etiques qui promettent le
plus. De fait, il n'y aura pas ici appauvrissement mais spectaculaire en-
richissement, en raison surtout du ph�enom�ene dedimorphie, compl�etement
absent en dimension 1, mais pr�epond�erant en dimensions sup�erieures. De
quoi s'agit-il au juste? De l'existence sur les multizêtasd'un double codage,
par le moule Ze� et le moule W a� , et, attach�es �a ces deux codages, de
deux proc�ed�es distincts pour la multiplication scalaire, permettant chacun
d'exprimer tout produit de deux multizêtas comme combinaison lin�eaire �a
coe�cients rationnels d'un nombre variable mais �ni d'autres multizêtas. De
plus, les tr�es abondantes donn�ees num�eriques dont on dispose aujourd'hui
sugg�erent que ces deux familles de relations { ditesrelations quadratiques
{ �epuisent e�ectivement toutes les relations possibles. D'o�u l'id�ee de tra-
vailler non pas sur lesmultizêtas num�eriques, dont l'�elucidation arithm�etique
compl�ete est encore hors de port�ee, mais sur lesmultizêtas symboliquesou
formels, c'est-�a-dire les Ze� et les W a� , d�e�nis modulo les relations de con-
version, qui permettent de traduire un codage en l'autre, et lesrelations
quadratiques, qui d�e�nissent, doublement, la structure multiplicativ e.

4 Principaux objectifs.

G1: Recherche de fonctions g�en�eratrices idoines { ce serontZig � et Zag�

{ permettant d'exprimer d'une mani�ere plus compacte les propri�et�es (con-
version et multiplication) des scalairesZe� et W a� et surtout de borner le
nombre de termes �gurant dans la lin�earisation des produits
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G2: Montrer la libre g�en�eration , autrement dit �etablir que les Q-anneaux de
multizêtas (purs ou modul�es) sont des anneaux de polynômes �a une in�nit�e
d'ind�etermin�ees, les irr�eductibles.

G3: Enum�erer et d�ecrire ces irr�eductibles et examiner ce quileur r�epond du
côt�e des fonctions g�en�eratrices.

G4: Rechercher une base d'irr�eductibles qui soitnaturelle et `impartiale', i.e.
�a �egale distance des deux codages duauxZe� et W a� .

G5: Regarder ce que devient la dichotomie pair/impair et d�ecrire la d�ependance
en � 2 des multizêtas, ainsi que ce qui lui correspond du côt�e des fonctions
g�en�eratrices : ce seront les moulespal� =pil� et tal � =til � .

G6: Rechercher syst�ematiquement toutes les familles de relations d'arit�e
�nie entre multizêtas, tant du côt�e scalaire que du côt�e desfonctions g�en�eratrices.

G7: Puisque les relations quadratiques sont pr�esum�ees exhaustives, tenter
d'en d�eduire, par voie alg�ebrique, toutes les autres familles de relations con-
nues �a ce jour : involution de Ho�man, relations hexagonales et pentagonales,
etc.

G8: Calcul syst�ematique des dimensionsadditives(dimension duQ-module
des multizêtas de poids et de longueur donn�es, etc) etmultiplicatives ( nom-
bres d'irr�eductibles de poids et de longueur donn�es, etc)

G9: D�ecomposition canonico-explicite des multizêtas en irr�eductibles { �etant
entendu qu'il existe des degr�es dans l'explicite et qu'il reste parfois une cer-
taine latitude dans la d�etermination du canonique

5 Deux mots sur les moules, les bimoules et
leurs sym�etries.

Abr�eviations :
Dans toute la suite nous poseronsP(t) := 1 =t ; Q(t) := c=tan(c t) et nous
abrêgerons comme suit les sommes/di��erences de nos variables :

u12 = u1 + u2; u123 = u1 + u2 + u3; : : : ; v1:2 := v1 � v2; etc (4)

Moules :
Les moules sont desfonctions d'un nombre variable de variables: ils d�ependent
de s�equences! := ( ! 1; : : : ; ! r ) de longueurr quelconque. Ces s�equences sont
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not�ees en gras, avec indexation sup�erieure. Le produit des s�equences d�enote
la simple concat�enation : e.g.! = ! 1:! 2. Les �el�ements ! i de ces s�equences
sont not�es en caract�eres ordinaires, avec indexation inf�erieure. Les s�equences
sont �a leur tour a�x�ees aux moules en indices sup�erieursA � = f A ! g, vu que
les moules sont destin�es �a être contract�es :

A � ; B � 7! < A � ; B � > :=
X

A ! B !

avec des objets duaux (souvent des op�erateurs di��erentiels ou �el�ements d'une
alg�ebre associative), ditscomoules: B � = f B ! g, qui portent leurs propres
indices en position inf�erieure.

Principales op�erations sur les moules :
Les moules peuvent êtreadditionn�es, multipli�es, compos�es.
L'addition se fait composante par composante.
La multiplication ( mu ou � ) est associative, mais non-commutative :

C � = mu( A � ; B � ) = A � � B � () C! =
X

! = ! 1 :! 2

A ! 1
B ! 2

(5)

( ne pas oublier les deux d�ecompositions triviales! = !: ; et ! = ; :! ).
Nous aurons aussi, quoique plus rarement, recours �a lacomposition des
moules, not�ee� et ainsi d�e�nie:

C � := A � � B � ( avec B; = 0 ) ,

C! =
X

! = ! 1 ::! s ; ! i 6= ;

Ak ! 1 k ; : : : ; k ! s k B ! 1
: : : B ! s

(6)

Principaux types de sym�etrie pour les moules :
La plupart des moules utiles pr�esentent des̀sym�etries' simples.
Un moule A � est dit sym�etral (resp. alternal) ssi :

X

! 2 sha(! 1 ;! 2 )

A ! = A ! 1
A ! 2

(resp: 0) 8 ! 1 6= ; ; 8 ! 2 6= ; (7)

Un moule A � est dit sym�etrel (resp. alternel) ssi :
X

! 2 she(! 1 ;! 2 )

A ! = A ! 1
A ! 2

(resp: 0) 8 ! 1 6= ; ; 8 ! 2 6= ; (8)

Ici sha(! 1; ! 2) (resp. she(! 1; ! 2 )) d�enote l'ensemble des s�equences!
obtenues �a partir de ! 1 et ! 2 par battage simple (resp. contractant). Dans
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un battage contractant, deux indices adjacents! i et ! j mais provenant l'un
de ! 1 et l'autre de ! 2 peuvent se fondre en! ij := ! i + ! j .

Les bimoules et les contracteurs.
Les bimoulessont des moules qui d�ependent d'une s�equence double :

A � = Aw = Aw1 ;:::;w r = A( u 1
v1

;
;

:::
:::

;
;

u r
v r

)

et { c'est l�a l'essentiel { qu'on soumet �a diverses op�erations, unaires ou bi-
naires, qui mêlent intimement les deux s�equences3, sont de nature `symplec-
tique' 4 et s'expriment aux moyen de quatre `contractions' de base (cf infra).
L'une de ces op�erations unaires est leswap:

A �
� = swap(A � ) () A

( u 1
v1

;
;

:::
:::

;
;

u r
v r

)
� = A

( vr
u 1:::r

;
;

v r � 1: r
u 1:::r � 1

;
;

:::
:::

;
;

v2:3
u 12

;
;

v1:2
u 1

)
(9)

Une autre est lepush:

A �
� = push(A � ) () A

( u 1
v1

;
;

:::
:::

;
;

u r
v r

)
� = A

( � u 1::r
� v r

;
;

u 1
v1: r

u 2
v2: r

;
;

:::
:::

;
;

u r � 1
v r � 1: r

)
(10)

reli�e au swappar :

neg� push := anti � swap� anti � swap (11)

o�u l'involution anti (resp. neg) inverse les s�equencesw (resp. change le signe
de tous leurs �el�ementswi 7! � wi ).

Nous entreverrons dans la suite quelques unes des op�erations binaires.
Toutes impliquent descontractions, denot�ees par les symbolese ; d ; c ; b
et toujours relatives �a une factorisation dûment sp�eci��ee w = w 1w2 : : : w s

de la s�equence totale. Les quatre r�egles de contraction sont imm�ediatement
apparentes sur l'exemple qui suit. Relativement �a la factorisation :

w = : : :a:b: : : = : : :( u 3
v3

;
;

u 4
v4

;
;

u 5
v5

)( u 6
v6

;
;

u 7
v7

;
;

u 8
v8

;
;

u 9
v9

): : :

les symbolese ; d ; c ; b signalent les changements :

ae := ( u 3
v3

;
;

u 4
v4

;
;

u 56789
v5

) db := ( u 3456
v6

;
;

u 7
v7

;
;

u 8
v8

;
;

u 9
v9

) (12)

ac := ( u 3
v3:6

;
;

u 4
v4:6

;
;

u 5
v5:6

) bb := ( u 6
v6:5

;
;

u 7
v7:5

;
;

u 8
v8:5

;
;

u 9
v9:5

) (13)

avec les abr�eviations usuelles pour les sommes/di��erences.
On voit que le contracteure ajoute �a l'�el�ement sup�erieur-droit de a tous

les �el�ements sup�erieurs de la s�equence voisineb, tandis que le contracteur

3sinon ce seraient de banals moules aux indiceswi = ( u i
v i

) dans C2 au lieu de C .
4i.e. respectent la forme

P
dui ^ dvi et le produit

P
dui dvi
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c soustrait de chaque�el�ement inf�erieur de a l' �el�ement inf�erieur-gauche de
la s�equence voisineb. Et vice versapour d et b. De fait, les variablesu
sont vou�ees �a être additionn�ees les unes aux autres et les variablesv �a être
soustraites les unes des autres.

Principaux types de sym�etrie pour les bimoules.
La d�e�nition de sym�etral/alternal reste inchang�ee. Celle desym�etrel/alternel
aussi, avec la contraction additivewi + wj a�ectant simultan�ement les vari-
ablesu et v. Mais il apparâ�t de nouvelles sym�etries propres aux bimoules.
Ce sont les typessym�etril/alternil (resp. sym�etrul/alternul ) qui sont d�e�nis
commesym�etral/alternal mais avec chaque contraction additivewi + wj rem-
plac�ee par :

P(vi :j ) A( :::;
:::;

u ij
v i

;:::
;::: )+ P(vj :i )A

( :::;
:::;

u ij
v j

;:::
;::: )

resp:� P(uj ) A( :::;
:::;

u ij
v i

;:::
;::: ) � P(ui )A

( :::;
:::;

u ij
v j

;:::
;::: )

Ainsi pour un bimoulesym�etral A � et deux s�equences-facteurs de longueur
1 et 2 nous avons :

A( u 1
v1

)A( u 2 ;u 3
v2 ;v 3

) � A( u 1 ;
v1 ;

u 2 ;
v2 ;

u 3
v3

) + A( u 2 ;
v2 ;

u 1 ;
v1 ;

u 3
v3

) + A( u 2 ;
v2 ;

u 3 ;
v3 ;

u 1
v1

)

mais siA � estsym�etrel (resp. sym�etril ou sym�etrul ) nous devons ajouter au
membre de droite des termes contract�es, qui valent respectivement:

+ A( u 12 ;
v12 ;

u 3
v3

) + A( u 2 ;
v2 ;

u 13
v13

)

+ P(v1:2) A( u 12 ;
v1 ;

u 3
v3

) + P(v2:1) A( u 12 ;
v2 ;

u 3
v3

) + P(v1:3) A( u 2 ;
v2 ;

u 13
v1

) + P(v3:1) A( u 2 ;
v2 ;

u 13
v3

)

� P(u1) A( u 12 ;
v1 ;

u 3
v3

) � P(u2) A( u 12 ;
v2 ;

u 3
v3

) � P(u1) A( u 2 ;
v2 ;

u 13
v1

) � P(u3) A( u 2 ;
v2 ;

u 13
v3

)

Il y a en�n quatre autres types (sym�etriil/alterniil , sym�etruul/alternuul ) qui
sont essentiellement les `p�eriodis�es' des pr�ec�edents, avec Q �a la place de
P, mais aussi des termes correctifs en c et des d�e�nitions nettement plus
complexes.

A chacun des types eǹsym-' correspond une loi de multiplication com-
mutative (c'est manifeste) mais aussi associative (ce l'est moins).

6 Prolongement m�eromorphe des multizêtas :
aspects arithm�etiques.

Dans toute la suite, les� j 2 Q=Z d�enoteront des rationnels d�e�nis modulo
1 et lesej := exp(2�i � j ) d�esigneront les racines de l'unit�e correspondantes.
Quant aux sj , ce seront des entiers> 0, sauf dans cette section, o�u nous
laissons lessj parcourir tout C.
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Au mouleZe� d�e�ni en (2) et manifestement sym�etrel, associons un moule
Zea� , tr�es proche mais manifestementsym�etral et surtout mieux adapt�e �a
l'�etude du prolongement m�eromorphe :

Zea( � 1
s1

;:::;
;:::;

� r
sr

) :=
1

k1!k2! : : :

X

n1 ����� n r > 0

n� s1
1 en1

1 : : : n� sr
r en r

r (14)

avec des in�egalit�es larges entre lesnj et un facteur de multiplicit�e 1=k1! : : : si
la suite f nj g se d�ecompose en paquets dek1, puis k2, etc, termes cons�ecutifs
�egaux. Zea� se d�eduit par postcompositionZea� := Ze� � Exp � de Ze� par
le moule �el�ementaire Exp � dont les composantes de longueurr valent 1=r! 5.

Pour un r et des � j �x�es, les s�eries qui d�e�nissent Ze� et Zea� ne sont
absolument convergentes que sur le domainef< (s1) > 1; < (s12) > 2; : : :
< (s1:::r ) > r g mais leurs sommesadmettent un prolongement m�eromorphe
sur Cr tout entier et un prolongenent holomorphe uniforme surCr � Zr . La
d�emonstration prend une ligne, puisqu'elle tient tout enti�ere dans la banale
identit�e

(n � 1)� s �
X

k� 0

(� 1)k �( s + k)
�( s) k!

n� s� k (15)

qui, inject�ee dans les s�eries (1)(2)(14), permet imm�ediatement d'exprimer
tout multizêta en fonction des multizêtasconvergents, par une formule qui
g�en�eralise directement l'�equation de translation de la fonction de zêta clas-
sique (cfx2, P3).

De plus, on observe une agr�eable s�eparation des parties singuli�ere et
r�eguli�ere : pour tout k > 0 il y a factorisation des moules multizêta

Ze� = Zesing�
k � Zereg�

k (16)

Zea� = Zeasing�
k � Zeareg�k (17)

avec des facteurs droits holomorphes sur tout le domainef< (sj ) > � kg et
des facteurs gauches m�eromorphes sur ce même domaine et porteurs de sin-
gulari�es toutes rationnelles .Par \singularit�es rationnelles", il faut entendre
ici des sommes �nies de multipôles de la forme:

X
e( j 1

m 1
;:::;
;:::;

j l
m l

) 1
(s1:::j 1 � m1) : : : (s1:::j l � ml )

(m1; : : : ; ml 2 Z ; e� 2 Q)

avec des r�esiduse� eux-mêmes rationnels.
5la r�egle de composition (6) conduit ici �a contracter simul tan�ement les sj et les � j
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Mais on peut pr�eciser encore davantage : les sommess1:::j p := s1+ � � � + sj p

�gurant dans les multipôles r�epondent toujours du côt�e des racines de l'unit�e
�a des sommes nulles� 1:::j p := � 1 + � � � + � j p = 0 et les entiers relatifsmj p

associ�es parcourent l'intervalle ]� 1 ; p].
Le cas le plus simple est celui des multizêtas sym�etrals purs Zeas1 ;:::;s r ,

dont le lieu singulier est tr�es exactement:

f s1 = 1 g
[

j =2 :::r

[

n=0 ;1;2;3;:::

f s1:::j = j � 2n g (18)

Non-enrichissement arithm�etique et non-enrichissement alg�ebrique.
Appelons longueur-positived'une s�equences := ( s1; : : : ; sr ). le plus grand
entier � := � (s) donnant lieu �a une factorisation en� s�equences-facteurs de
somme strictement positive :

s = s1s2 : : : s� s? avec k s1 k> 0; : : : ; k s� k> 0 mais k s? k� 0 (19)

seul le dernier facteurs? pouvant être vide. Ainsi pour une même longueur
r = 2 on peut avoir les longueurs-positives :

� (� 3; � 5) = � (� 5; 3) = 0; � (� 3; 5) = � (5; � 3) = � (3; � 5) = 1; � (3; 5) = 2

Tout multizêta `entier' et de longueur-positive� 6 est combinaison lin�eaire
�nie , �a coe�cients rationnels, de multizêtas `entiers-positifs' et de longueurs
r 0 � � . En particulier, les multizêtas `entiers-n�egatifs' (cas � = 0) sont
tous rationnels. A condition d'ajouter aux divers Q-anneaux de multizêtas
la constante d'Euler et ses puissances, l'�enonc�e pr�ec�edent s'�etend �a toutes les
valeurs `lisibles' aux pointss 2 Zr , apr�es retrait des �eventuels pôles qui s'y
trouvent 7.

On ne perd donc rien, sur le plan arithm�etique, �a oublier les multizêtas
`entiers-relatifs'. Mais on ne perd rien non plus sur le planalg�ebrique. En
e�et : par prolongement analytique, la sym�etr�elit�e de Ze� et la sym�etralit�e de
Zea� s'�etendent �a Cr tout entier 8 et en particulier �a Zr mais les relations ap-
paremment `nouvelles' ainsi obtenues se d�eduisent toutespar voie alg�ebrique
des relations `anciennes' entre les seuls multizêtas `entiers-positifs.'

Equation de r�e
exion et moules bernoulliens.

6i.e. r�epondant �a une s�equence s 2 Zr avec � (s) = �
7op�eration l�egitime, car les �eventuels pôles en question ont des r�esidus qui, d'apr�es ce

qui pr�ec�ede, sont eux-mêmes des multizêtas `entiers'.La soustraction des pôlesest donc
ici un geste bien plus anodin que laprise de d�eriv�ees partielles { que l'on s'interdit.

8plus exactement, toute relation de sym�etr�elit�e/ sym�et ralit�e qui �evite les pôles sera
automatiquement v�eri��ee.
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Les moules bernoulliensSe� ; Sesing� ; Sereg� servent �a d�ecrire les singularit�es
des multizêtas, port�ees comme on a vu par les facteursZesing�

k et Zeasing�
k

de (16),(17). Leurs indices (� j
� j

) parcourent C � (Q=Z) et ils sont d�e�nis �a
partir des facteurs :

J
( � j

� j
)

:=
ej

e� j � ej
:=

1
e� j � 2�i� j � 1

(20)

P
( � j

� j
)

:=
1
� j

si � j = 0 ( i:e: ej = 1) et P
( � j

� j
)

:= 0 sinon (21)

au moyen des relations :

Se( � 1
� 1

;:::;
;:::;

� r
� r

) := J ( � 1
� 1

)J ( � 12
� 12

) : : : J
( � 1:::r � 1

� 1:::r � 1
)
(1 + J ( � 1:::r

� 1:::r
)) (22)

Sesing(
� 1
� 1

;:::;
;:::;

� r
� r

) := J ( � 1
� 1

)J ( � 12
� 12

) : : : J
( � 1:::r � 1

� 1:::r � 1
)
P ( � 1:::r

� 1:::r
) (23)

Se� = Sesing� � Sereg� (24)

avec bien sûr :

Se; := 0 ; Sesing; := 0 ; Sereg; := 0 (25)

On leur associe �egalement les trois moulesSea� ; Seasing� ; Seareg� d�eduits
en postcomposant parExp � :

Sea� := Se� � Exp� ; Seasing� := Sesing� � Exp� ; Seareg� := Sereg� � Exp�

et qui donnent lieu �a la même factorisation :

Sea� = Seasing� � Seareg� (26)

Le mouleSe� est sym�etrel, mais pas ses facteursSesing� ni Sereg� .
Le mouleSea� est sym�etral, mais pas ses facteursSeasing� ni Seareg� .
Pour un r et des� j �x�es, les fonctions Sereg� et Seareg� sont holomorphes
en les� j au-dessus deRr : ces moules repr�esentent donc la partie r�eguli�ere de
Se� et Sea� , tandis queSesing� et Seasing� repr�esentent la partie singuli�ere
pure.
En�n, le facteur singulier Seasing� v�eri�e la relation d'imparit�e:

Seasing(
� � 1
� � 1

;:::;
;:::;

� � r
� � r

) � (� 1)r Seasing(
� 1
� 1

;:::;
;:::;

� r
� r

) (27)

et Sesing� v�eri�e une relation analogue, quoiqu'un peu moins simple.C'est
l�a, semble-t-il, �a peu pr�es tout ce qui survit de l'�equat ion de r�e
exion (dite
abusivement \�equation fonctionnelle") de la fonction� classique.

12



Quant �a l' hypoth�ese de Riemann, si elle a un analogue, seule une ex-
ploration num�erique { qui reste �a faire { pourrait permett re de le formuler
sens�ement. Il devrait en tout �etat de cause porter non surZe� mais surZea� ,
puisque les vari�et�es o�u Zea� s'annule (�a l'encontre de celles o�uZe� s'annule)
`passent' par les z�eros des analogues classiques� et L � .

En r�esum�e, les multizêtas \entiers" :
(i) restent d�e�nis pour les sj entiers relatifs { en dehors des singularit�es, ou
même en celles-ci, apr�es soustraction canonique des multipôles
(ii) conservent leurs sym�etries d'origine
(iii) s'expriment comme combinaisons rationnelles des multizêtas `entiers-
positifs'
(iv) les `nouvelles relations' de sym�etr�elit�e portant sur les `nouveaux mul-
tizêtas' n'induisent, apr�es �elimination de ces derniers, aucune relation `nou-
velle' sur les `anciens multizêtas'.

Ces �enonc�es vont tous dans le même sens : ils incitent �a nes'occuper que
des multizêtas `entiers positifs'.

7 Multizêtas num�eriques et multizêtas sym-
boliques.

Le premier codagedes multizêtasentiers (d'indices sj entiers � 1) et modul�es
est donn�e par la formule famili�ere :

Ze�
( � 1

s1

;:::;
;:::;

� r
sr

) :=
X

n1>:::n r > 0

n� s1
1 : : : n� sr

r en1
1 : : : en r

r (28)

avec sj 2 N� ; � j 2 Q=Z ; ej := exp(2�i� j ) et avec un indice� qui signale
qu'on se limite provisoirement au cas `convergent' (� 1

s1
) 6= ( 0

1), qui correspond
�a la convergence ou semi-convergence de la s�erie (28).

Le second codageest lui-aussi susceptible d'une d�e�nition directe, via les
polylogarithmes, mais mieux vaut ici, pour aller vite, le d�eriver du premier
codage, moyennant les formules de conversion :

Wa�
e1 ;0[s1 � 1] ;:::;er ;0[sr � 1]

:= Ze�
( � r

sr
;
;

� r � 1: r
sr � 1

;:::;
;:::;

� 1:2
s1

)
(29)

Ze�
( � 1

s1
;
;

� 2
s2

;:::;
;:::;

� r
sr

) =: Wa �
e1 :::er ;0[sr � 1] ;:::;e1e2 ;0[s2 � 1] ;e1 ;0[s1 � 1]

(30)

Ici 0[s� 1] d�enote une s�equence des� 1 z�eros cons�ecutifs (elle est vide sis = 1).
Pour � j � 0 (, ej � 1), nous retrouvons les multizêtas usuels.

Les multizêtas sont le prototype des familles de constantes dimorphes :
ils sont doublement clos pour la multiplication, puisqu'�achacun des codages
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correspond une mani�ere distincte de calculer leurs produits. Ce sont les
deux syst�emes classiques derelations quadratiques, qui en language moulien
s'�enoncent comme suit :

(i) Le mouleZe�
� est sym�etrel partout o�u il est d�e�ni et il poss�ede une exten-

sion sym�etr�ele unique Ze� au cas g�en�eral (si � 1) qui assureZe( 0
1 ) = 0 .

(ii) Le moule Wa�
� est sym�etral partout o�u il est d�e�ni et il poss�ede une ex-

tension sym�etrale uniqueWa� au cas g�en�eral qui assureWa1 = 0 .

Mais ces deux extensions { sym�etr�ele et sym�etrale { ne se correspondent
plus exactement par (30). SoitMono� le moule �el�ementaire, dont toutes les
composantes sont nulles, sauf les composantes de la formeMono( 0

1
;:::;
;:::;

0
1 ) , qui

s'expriment simplement en fonction des monozêtas :

1 + Mono( 0
1 ) t + Mono ( 0;

1;
0
1 ) t2 + � � � := exp

� X

k� 2

(� 1)k+1 � (k)
tk

k

�
(31)

et soit le mouleZee� d�eduit exactementdu moule W a� selon la correspon-
dance (30). Alors la correspondance rigoureuseZe� $ W a� s'�ecrit :

Ze� = mu(Mono � ; Zee� ) (32)

Une masse de donn�ees num�eriques et d'indices th�eoriques([Bro],[Bor],[MP])
sugg�erent que ce double syst�eme de `relations quadratiques' �epuise e�ective-
ment les contraintes alg�ebriques reliant entre eux les `vrais' multizêtas, i.e.
les multizêtasnum�eriques. Il est donc raisonnable de remplacer ces derniers
{ dont l'�etude arithm�etique semble pour l'instant hors de port�ee 9{ par les
multizêtas formels ou symboliques, not�es ze� ; wa� avec des minuscules et
soumis pour toute contrainte :
(i) �a la sym�etr�elit�e de ze�

(ii) �a la sym�etralit�e de wa�

(iii) �a la r�egle de conversion (32)
puis de tâcher d'�elucider toutes les cons�equences alg�ebriques de (i)+(ii)+(iii).

Relations `gonales'.
Outre les deux familles derelations quadratiquesqui sous-tendent la formal-
isation ci-dessus, les vrais multizêtas v�eri�ent une foule de relations remar-
quables. En particulier :

9malgr�e les travaux d'Ap�ery ([A],[C]) et aussi ceux, tout r �ecents et tr�es prometteurs,
de T.Rivoal ([R])
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(i) la relation digonale, 10 �a 2 termes, �egalement connue commeinvolution
de Ho�man
(ii) la relation pentagonale, �a 5 termes, due �a Drinfel'd
(iii) la relation hexagonale, �a 6 termes, elle aussi due �a Drinfel'd

L'importance de ce syst�eme derelations `gonales'vient de ce qu'il sous-
tend la construction desassociateurs de Drinfel'd. Il vaudrait donc la peine
de montrer son �equivalence avec le syst�eme de relations quadratiques, mais
pour l'instant seule est acquise11 l'implication :

f relations quadratiquesg =) f relation digonaleg

8 S�eries g�en�eratrices zag� =zig� et reformula-
tion du probl�eme.

Pris sous formescalaire, les multizêtas sont assez peu maniables. Il convient
donc de remplacer les `scalaires'ze� ; wa� par dess�eries g�en�eratrices choisies,
si faire se peut, de mani�ere �a pr�eserver la simplicit�e des deux sym�etries et la
transparence de la r�egle de conversion. Les bonnes d�e�nitions sont celles-ci :

zig( � 1
v1

;:::;
;:::;

� r
v r

) :=
X

1� sj

ze( � 1
s1

;:::;
;:::;

� r
sr

) vs1 � 1
1 : : : vsr � 1

r (33)

zag( u 1
� 1

;:::;
;:::;

u r
� r

) :=
X

1� sj

wae1 ;0[s1 � 1] ;:::;er ;0[sr � 1]
us1 � 1

1 us2 � 1
12 : : : usr � 1

12:::r (34)

Nous avons alors les �equivalences :

ze� symetrel () zig� symetril (35)

wa� symetral () zag� symetral (36)

et la r�egle de conversion (32) devient :

zig� = mu(mini � ; swap(zag)� ) (37)

(() swap(zig� ) = mu(zag � ; mana� )) (38)

pour des moules �el�ementairesmana� =mini � dont les seules composantes non-
nulles valent:

mana( u 1
0

;:::;
;:::;

u r
0 ) � mini (

0
v1

;:::;
;:::;

0
v r

) � mono( 0
1

;:::;
;:::;

0
1 ) (r fois ) (39)

10digonale et non pasdiagonale
11cf Addition 4, x31, infra .

15



Ainsi, �etudier les multizêtas formels revient �a chercher et d�ecrire toutes
les paireszag� =zig� qui sont
{ de type sym�etral/sym�etril,
{ li�ees essentiellement (i.e. modulo des constantes) par le swap,
{ �a valeurs dans l'anneau des s�eries formelles enu ou v.

Remarque. Alors que les mouleszag� =zig� fabriqu�es �a partir des mul-
tizêtas formels ont pour composantes de simples s�eries formelles, les moules
Zag� =Zig� correspondant aux `vrais' multizêtas ont pour composantes de
v�eritables fonctions m�eromorphes aux propri�et�es int�eressantes : elles v�eri�ent
par exemple des syst�emes d'�equations aux di��erences surlequels se lisent non
seulement leur type de sym�etrie (sym�etral/sym�etril) ma is encore la r�egle de
conversion (37) qui fait passer des unes aux autres.

9 D�erivations et automorphismes sur l'alg�ebre
des bimoules : ARI/GARI et les structures
annexes.

Il s'agit ici d'introduire de mani�ere naturelle la structure dont nous avons be-
soin : celle o�u vivent, se factorisent et s'analysent nos mouleszag� =zig� ; celle
surtout qui permet de construire, comprendre et d�enombrerles bialternals,
en quoi zag� =zig� se d�ecompose en derni�ere analyse .

Dans toute la suite, BIMU d�esignera l'alg�ebre des bimoules avec son pro-
duit associatifmu et le crochet de Lie associ�elimu 12. Le groupe multiplicatif
BIMU � (resp. l'alg�ebre de Lie BIMU� ) rassemblera tous les bimoules tels
que M ; = 1 (resp. 0).

Les majuscules cursivesA � = ( A �
L ; A �

R) etc : : : d�esigneront des paires
d'�el�ements de BIMU ( L pour left , R pour right). A ces paires seront as-
soci�es des op�erateursaxit (A � ) et gaxit (A � ) que nous ferons agir sur BIMU.

D�erivations/automorphismes de BIMU.
Cherchons toutes les d�erivations et automorphismes de BIMU qui soient
`symplectiques', i.e. exprimables au moyen des seulescontractions 13 e; b
et c; d ainsi appari�ees.

Pour tout A � 2 BIMU ? � BIMU ? , l'application

axit( A � ) : BIMU ! BIMU ; M � 7! N � := axit( A � ):M �

12 limu( A � ; B � ) := mu( A � ; B � ) � mu(B � ; A � )
13techniquement quali��ees de `
exions' : cf [E6].
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avec

N w :=
1X

w = abc ;b6= ; ;c6= ;

M adcA bc
L +

2X

w = abc ;a6= ; ;b6= ;

M aecA bb
R (40)

est une d�erivation de BIMU .

Pour un w de longueur 1, les sommes
P 1;

P 2 sont nulles; pour une longueur
r , elles comportent chacuner (r � 1)=2 termes.

Pour tout A � 2 BIMU ? � BIMU ? , l' application :

gaxit(A � ) : BIMU ! BIMU ; M � 7! N � := gaxit( A � ):M �

avec

N w :=
X

M db1 edb2 e:::db se A a1 c
L A a2 c

L : : : A asc
L A bc1

R A bc2

R : : : A bcs

R (41)

et avec une somme �etendue �a toutes les factorisations

w = a1b1c1a2b2c2 : : : asbscs pour s � 1; b i 6= ; ; ci ai + 1 6= ; 14

est un automorphisme de BIMU.

La somme dans (41) comporte toujours le termeM w . Pour un w de longueur
1, elle se r�eduit �a ce seul terme.

L'alg�ebre AXI .
Les d�erivations axit sont stables pour le crochet de Lie des op�erateurs. Plus
pr�ecis�ement, on a identiquement

[axit( B� ); axit( A � )] = axit( C� ) avec C� = axi( A � ; B� )

pour une loi axi donn�ee par:

C�
L := axit( B� ):A �

L � axit( A � ):B�
L + limu( A �

L ; B�
L )

C�
R := axit( B� ):A �

R � axit( A � ):B�
R � limu(A �

R ; B�
R ) (42)

On note AXI l'alg�ebre de Lie form�ee des pairesA � 2 BIMU ? � BIMU ? et
munie de cette loi axi 15.

14autrement dit deux s�equences-facteurs cons�ecutivesci et ai + 1 ne peuvent être simul-
tan�ement vides, mais les s�equences-facteurs extrêmesa1 et cs peuvent l'être, s�epar�ement
ou simultan�ement. Bien entendu, si b i est pr�ec�ed�e (resp. suivi) d'un facteur ai (resp. ci )
vide, la contraction correspondanteb i 7! db i (resp.b i e) devient inop�erante.

15qui se trouve automatiquement v�eri�er l'identit�e de Jaco bi.
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Le groupe GAXI .
Les automorphismesgaxit sont stables pour le crochet de Lie des op�erateurs.
Plus pr�ecis�ement, on a identiquement

gaxit(B� ):gaxit(A � ) = gaxit( C� ) avec C� = gaxi( A � ; B� )

pour une loi associative gaxi donn�ee par:

C�
L := mu(gaxit( B� ):A �

L ; B�
L )

C�
R := mu( B�

R ; gaxit(B� ):A �
R) (43)

On note GAXI le groupe de Lie form�e des pairesA � 2 BIMU ? � BIMU ? et
muni de cette loi gaxi.

Sous-structures de AXI/GAXI.
Pour se donner un �el�ement de AXI ou GAXI, il faut se donner une paire
A �

L ; A �
R d'�el�ements de BIMU. Mais nous aurons surtout a�aire �a des sous-

alg�ebres/sous-groupes de AXI/GAXI o�u les paires en question se r�eduisent en
fait �a un seul �el�ement , l'autre �etant soit nul, soit d�etermin�e par le premier au
moyen d'une involution. Voici le tableau de ces sous-alg�ebres/sous-groupes :

Algebres Groupes
AXI : A �

R ; A �
L 2 BIMU ? GAXI : A �

R ; A �
L 2 BIMU ?

AMI : A �
R = 0 � GAMI : A �

R = 1 �

ANI : A �
L = 0 � GANI : A �

L = 1 �

ARI : A �
R = �A �

L GARI : A �
R = invmu( A �

L )
ALI : A �

R = antar( A �
L ) GALI : A �

R = antar( A �
L )

AXI invol : A �
R = invol( A �

L ) GAXI invol : A �
R = invol( A �

L )

Les paires AMI/GAMI et ANI/GANI correspondent �a l'annulat ion de la com-
posante droite ou gauche deA � . Elles nous serviront beaucoup { surtout la
seconde { mais indirectement, comme auxiliaires pour l'�etude de ARI/GARI.

Les quatre choix AXIinvol =GAXI invol correspondent aux quatre involutions
lin�eaires:

invol 2 f anti ; anti � pari ; anti � neg; anti � pari � negg (44)

lesquelles agissent de la même mani�ere dans l'alg�ebre etdans le groupe. De
ces quatre choix, seul nous servira celui qui correspond �a l'involution antar :=
anti � pari , o�u pari d�esigne la multiplication par (� 1)r de la composante de
longueur r . La paire associ�ee sera not�ee ALI/GALI.
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La paire ARI/GARI, fondamentale pour la suite, correspond �a l'involution
minu (multiplication par -1) dans l'alg�ebre et �a l'involution fortement non-
lin�eaire invmu (prise de l'inverse relativement �a la multiplication moulienne
mu) dans le groupe.

Parmi les 16 involutions engendr�ees parminu (multiplication par -1) et
par anti, pari, neg, cinq seulement, �a savoirminu et les quatre involutions
�enum�er�ees en (44), correspondent �a des sous-alg�ebresde AXI de la la forme
A �

R = invol( A �
L ). On a le même �enonc�e pourGAXI , avec invmu �a la place

de minu.
Il est remarquable queid, neg, pari ne soient pas parmi ces cinq involu-

tions licites.
Sur les cinq alg�ebres/groupes ainsi construits, deux seulement, �a savoir

ARI/GARI et ALI/GALI respectent les sym�etries alternal/sym�etral, mais
ils les respectent totalement, non seulement par leur lois internes ari/gari et
ali/gali , mais aussi par leur actionsarit/garit et alit/galit dansBIMU.

Comme justement nous avons besoin d'une structure qui respecte les types
alternal/sym�etral , le choix semble se r�eduire �a ARI/GARI et ALI/GALI.
Mais en r�ealit�e il n'y a pas v�eritablement �a choisir, pui squ'un bimoulealternal
(resp. sym�etral) est automatiquent invariant par

mantar := minu � anti � pari (45)

resp: smantar := invmu � anti � pari (46)

et appartient par suite �a l'intersection ARI \ ALI (resp. GARI \ GALI), o�u
justement les deux structuresco•�ncident.

En fait, le parall�elisme va encore plus loin : les bimoules qui nous int�eressent
le plus poss�edent unedouble sym�etrie. Ils sont par exemple alternals et de
swapp�ealternal, ce qui les rend invariants non seulement par :

swap� mantar � swap� mantar = neg � push (47)

mais aussi parneg et push s�epar�ement, tout au moins pour les composantes
de longueurr � 2.

Or la plus grande sous-alg�ebre deARI (resp. ALI ) o�u l'involution swap
agisse comme isomorphisme est pr�ecis�ement l'alg�ebreARI push (resp. ALI neg)
des bimoulespush-invariants (resp. neg-invariants) 16.

Mais il faut tout de même �xer un cadre pour les occasions o�unous au-
rons �a manipuler des bimoules quelconques, et l�a plusieurs raisons poussent
�a choisir ARI/GARI de pr�ef�erence �a ALI/GALI. Pr�ecison s donc les lois cor-
respondantes.

16En d'autres termes, non seulementneg et push se s�eparent, mais ils ser�epartissent
entre ALI et ARI.
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Le groupe GARI et son alg�ebre ARI.
Le crochetari de ARI est donn�e par la formule :

ari (A � ; B� ) := arit (B � ) A � � arit (A � ) B � + limu (A � ; B� ) (48)

qui sous forme d�evelopp�ee s'�ecrit :

C � = ari( A � ; B � ) () Cw =
X

w = b:c

(Ab B c � B b Ac)

+
X

w = b:c:d

(AbcB bed � B bcAbed ) +
X

w = a:b :c

(AadcB bc � B adcAbc)

avecb 6= ; ; c 6= ; dans chacune des trois sommes (maisa et d peuvent être
vides) .

La loi gari de GARI est donn�ee par la formule :

gari (A � ; B� ) := mu (garit (B � ) A � ; B� ) (49)

qui sous forme d�evelopp�ee s'�ecrit :

C � = gari( A � ; B � ) () Cw =
X

w = a1 :b1 :c1 :::as :b s :cs :as+ 1

Adb1 e:::db seB a1 c : : : BascB as+ 1 cB bc1

? : : : Bbcs

?

avec une somme �etendue �a tous less � 2 et des s�equences-facteurs sujettes
seulement �ab i 6= ; et ci :ai + 1 6= ; . Les facteursci et ai + 1 peuvent être vides
mais separ�ementet les facteurs extrêmesa1,cs,as+ 1 aussi peuvent être vides,
s�epar�ement ou même simultan�ement.

Ici B �
? d�enote l'inverse invmu (B � ) de B � pour le produit moulien mu. La

loi binaire gari est donc a�ne en A � mais violemment non-lin�eaire inB � .

Sous-structures de ARI/GARI. Sym�etries simples, sym�etr ies dou-
bles et entre-deux.

Les plus int�eressantes sous-structures de ARI/GARI sont caract�eris�ees
par des restrictions sur law-d�ependance des bimoules (enti�ere, polaire, plate,
etc) et/ou par des contraintes alg�ebriques du type

8r 8w
X

�

� � A � (w ) +
X

: : : (50)

w := ( w1; : : : ; wr ) 2 C2r ; � � 2 C; � 2 Gl(2r; Z) (51)

avec une premi�ere somme impliquant un nombre �ni de s�equences � (w)
fonctions lin�eaires dew et une seconde somme

P
: : : n'impliquant que des

20



s�equencesw � de longueur strictement moindre. Les coe�cients� � sont sou-
vent entiers et tr�es simples (par exemple� 1).

Les groupesSsub
r engendr�es par les� 17 sont dits sous-jacents�a la sous-

structure envisag�ee. Selon qu'ils sont�nis ou in�nis , celle-ci est diteprimaire
ou secondaire.

Les principalessous-structures primairescontiennent les bimoules v�eri�ant
l'une des 5 sym�etries de base : alternal/il/iil/ul/uul ou s ym�etral/il/iil/ul/uul.
Les groupes sous-jacents sont alors tout simplement les groupes sym�etriques
Sar ou Sir , agissant par permutation desr composantes de la s�equencew
ou de saswapp�ee.

Les principalessous-structures secondairescontiennent les bimoules v�eri�ant
l'une des 5 sym�etries de base et deswapp�esv�eri�ant eux-aussi l'une de ces
sym�etries { la même ou une autre. Les groupes sous-jacentscorrespon-
dants, < Sa r ; Sir > , bien qu'engendr�es par deux groupes �nis (le groupe
Sar des permutations de la s�equencew et le groupeSir des permutations de
la s�equence swapp�ee) sont alors in�nis d�es quer � 3.

On doit donc s'attendre �a ce que les alg�ebres secondaires {qui nous
int�eressent plus directement, car c'est l�a que vivent toutes les fonctions
g�en�eratrices de nos multizêtas { soient d'une complexit�e bien sup�erieure �a
celle des primaires, et tel est bien le cas.

Toutefois, et fort heureusement, entre ces deux types extr^emes s'ins�erent
des alg�ebresinterm�ediaires ou pr�esecondaires, qui tout en gardant la sim-
plicit�e des primaires (elles ont un groupe sous-jacent �nidu type < Sa r ; neg >
ou < Si r ; push > ), s'apparentent n�eanmoins de tr�es pr�es aux secondaires
(comme celles-ci, elles poss�edent une involution non triviale { le swap ou
l'une de ses variantes) et en facilitent grandement l'�etude.

Enum�erons quelques exemples.
L'espaceARI al=� de tous les bimoules alternals est une sous-alg�ebre de

ARI et l'espaceGARI as=� de tous les bimoules sym�etrals est un sous-groupe
de GARI.

Ce sont les deux exemples-type de sous-structure primaire,correspondant
�a la stabilit�e pour une sym�etrie simple.

L'espaceARI al=al de tous les bimoules pairs et bialternals (i.e. alternals
et de swapp�e alternal ) est une sous-alg�ebre deARI . Pareillement, l'espace
GARI as=as de tous les bimoules pairs et bisym�etrals est un sous-groupe de
GARI.

Ce sont les deux exemples-type de sous-structure secondaire, correspon-
dant �a la stabilit�e pour une sym�etrie double.

17ou par leurs quotients si l'on n'a pas pris garde �a normaliser en prenant l'un d'eux
�egal �a l'identit�e.

21



Ici, \pair" signi�e neg-invariant : pour tout r , on impose �a la composante
Aw1 ;:::;w r d'̂etre une fonction paire dew. En fait, comme on l'a dit, cette
parit�e est presqueune cons�equence de la double sym�etrie : on montre que,
chez tout bimoule bialternal, les composantes de longueurr � 2 sont au-
tomatiquement paires. La composante de longueur 1 peut ne pas l'̂etre mais
pour avoir stabilit�e pour le crochet ari il faut lui imposer �a elle aussi d'̂etre
paire. On signale cette condition subsidiaire de parit�e par un soulignement :
par exemple al=al ou as=as.
Cette parit�e subsidiaire, assez anodine sur les alg�ebres, ne l'est plus du tout
sur les groupes. Ainsi les groupes GARIas=as et GARIas=is di��erent-ils radi-
calement de GARIas=as et GARIas=is (qui ne sont pas des groupes).

Nous avons �egalement entrevu une deuxi�eme cons�equence de la double
sym�etrie, �a savoir l'invariance pour une transformation de type idempotent :
(i) le push sur ARIal=al

(ii) le spush sur GARIas=as

(iii) diverses variantes depush/spushsur ARIal=il , GARI as=is, etc.

La double sym�etrie a une troisi�eme cons�equence : leswap, qui n'est pas
un isomorphisme d'alg�ebre/groupe quand on l'envisage surARI/GARI tout
entier, en devient un d�es qu'on le restreint �a ARIal=al=GARI as=as.

Entre ces sous-structures d�e�nies par une sym�etrie tant^ot simple tantôt
double, existe la cat�egorie interm�ediaire, �evoqu�ee plus haut. Ce sont des
sous-alg�ebres/sous-groupes tels que :

ARI push
al=� ; ARI push

� =al ; GARI spush
as=� ; GARI spush

� =as

qui regroupent les bimoules poss�edant pleinementune sym�etrie plus des
`traces' d'une seconde sym�etrie, �a savoir lapush/spush-invariance ou quelque
variante. Tout en restant primaires, ces sous-structures se rapprochent des
secondaires et en facilitent l'�etude. Par exemple, la th�eorie hilbertienne des
invariants leur est applicable, mais cesse de l'̂etre, du moins directement, d�es
qu'on passe au secondaire.

10 Origine et vocation de ARI/GARI.

Origine de ARI/GARI.
La structure ARI/GARI a �et�e introduite vers la �n des ann�e es 80, mais dans
un cadre tout di��erent { l'�etude des perturbations singul i�eres { et par le biais
d'une transformation moulienne tr�es particuli�ere : le scramble.
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Le scrambleop�ere de la mani�ere suivante :

A � 7! B � = scramble(A � ) avec B� :=
X

w � 2 scram(w )

� (w; w � ) Aw �
(52)

o�u scram(w) d�esigne l'ensemble de toutes les sequencesw � = ( u �
1

v�
1

;:::;
;:::;

u �
r

v�
r
) de

même longueurr que w = ( u1
v1

;:::;
;:::;

ur
vr

) et caracteris�ees par la propri�et�e que
pour tout j 2 f 1; : : : ; rg:

u�
1v

�
1 + u�

2v
�
2 + : : : u�

j v
�
j =

X

1� i � j

(
X

pj;i � 1<p � pj;i

up)vqj;i (53)

relativement �a une certaine pairef pj;k g; f qj;k g de s�equences imbriqu�ees :

0 = pj; 0 < q j; 1 � pj; 1 < q j; 2 � pj; 2 < � � � < q j;j � pj;j < r

Il existe exactementr !! := 1:3: : : (2r � 1) s�equencesw � de ce type. Chaqueu�
j

est somme d'un ou plusieursui cons�ecutifs et chaquev�
j est soit de la forme

vj ? , auquel cas on pose� (w; w � ; j ) := 1, soit de la forme vj ? � vj ?? , auquel
cas on pose� (w; w � ; j ) := signe(j ?? � j ?). (Notez l'inversion). Le produit
de tous ces signes donne le facteur-signe global� (w; w � ) :=

Q j = r
j =1 � (w; w � ; j )

dans la d�e�nition du scramble.
Par exemple, pourr = 2 on obtient :

B w1 ;w2 (x) � A ! 1
(x) + A ! 2

(x) � A ! 3
(x) (54)

avec ! 1 = ( u1v1; u2v2) ; ! 2 = ( u12v2; u1v1:2) ; ! 3 = ( u12v1; u2v2:1)

Dans la d�e�nition (52), on a pris pour A � un bimoule, mais on pourrait
tout aussi bien prendre un moule, �a condition d'interprêter lesAw �

comme
Au �

1 v�
1 ;:::;u �

r v�
r . On voit ainsi que lescramblechange indi��eremment moules et

bimoules en bimoules.
L'importance du scrambletient en grande part �a ce qu'il pr�eserve les deux

principaux types de sym�etrie : si un moule ou bimouleA � est alternal (resp.
sym�etral), le bimoule B � = scramble(A � ) l'est aussi.

Les (bi)moules remarquables ont souvent des`scrambl�es' remarquables.
Ainsi le moule sym�etral V� (z), qui joue un rôle central dans l'�etude de
la r�esurgence �equationnelleet des syst�emes singuliers, devient le bimoule
S� (x) := scramble(V� (x)), indispensable en th�eorie de lar�esurgence co-
�equationnelleet dessyst�emes singuli�erement perturb�es: voir [E3], [E4], x1,x2.
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Comme r�epondant scalaire des monômes de r�esurgence sym�etrals V� (z)
on a les moniques hyperlogarithmiques alternalesV � = V �

! 0
qui �gurent dans

les �equations de r�esurgence18 :

� ! 0 V� (z) = V �
! 0

� V � (z) (55)

Sous l'action duscramble, le moule hyperlogarithmiqueV � devient le bimoule
tes� := scramble(V � ), dit de tesselation ([E3]) , qui r�egit la g�eometrie de la
r�esurgence co�equationelle et poss�ede nombre de propri�et�es curieuses, comme
celle d'̂etre localement constant en sa double s�eries de variablesui ; vi , bien
que tes� se pr�esente comme superposition de fonctions tr�es complexes.

Originalit�e de ARI/GARI.
S'il est vrai que ARI contient, comme cas tr�es particuliers, une sous-structure
isomorphe �a l'alg�ebre d'Ihara et une autre isomorphe �a l'alg�ebre dite de
renormalisation, il serait absurde de parler ici d'�equivalence 19. Outre son
ant�eriorit�e, ARI est incomparablement plus vaste que cesdeux alg�ebres 20

et elle en di��ere radicalement par son double jeu21 de variablesui ; vi et ses
multiples involutions, par quoi elle se prête si bien �a l'�etude de la dimorphie.

Quelques particularit�es de ARI/GARI et de la structure amb iante
AXI/GAXI.
1) Abondance d'op�erations (binaires et unaires) authentiquement ind�ependantes
{ contrairement �a ce qui se passe dans beaucoup de structures r�eput�ees `dou-
bles', par exemple les big�ebres usuelles, o�u le co-produit est en fait rigidement
induit par le produit.
2) Abondance d'involutions non-triviales (swap, slap, clap) respectantari/gari ,
tout au moins sur des sous-alg�ebres/sous-groupes adapt�es.
3) Clôture �nie des op�erations : bien qu'authentiquementind�ependantes, ces
op�erations engendrent une famille �nie. Exemple important : même l�a o�u le
swapn'est pas un isomorphisme exact, le d�efaut d'isomorphie peut se mesurer
par des op�erations qui ne font pas sortir de la structure22.
4) M�elange de structures libres et li�ees : les principalessous-structures (e.g.

18On omet souvent l'indice inf�erieur vu que V ! 1 ;:::;! r
! 0

� 0 si ! 1 + : : : ! r 6= ! 0
19Comme le fait l'auteur d'une r�ecente causerie Bourbaki (Mars 2001). Le même auteur,

dans la même causerie, se demande gravement si la fonction multizêta admet vraiment un
prolongement m�eromorphe �a Cr tout entier : : :

20surtout l'alg�ebre d'Ihara, dans laquelle il est impossible de d�e�nir ne fût-ce qu' un seul
des quelque soixante moules sp�eciaux indispensables �a ladescription des multizêtas.

21faute de ce double jeu, ni l'alg�ebre d'Ihara ni l'alg�ebre de renormalisation ne permet-
tent d'aborder l'�etude des multizêtas modul�es, par exempleeuleriens.

22cf les formules (72)-(76)
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polaires ou enti�eres etc) de ARI/GARI mêlent typiquement une partie libre
et une partie fortement li�ee , en g�en�eral bien moindre. 23

5) Parmi toutes les op�eratons AXI/GAXI pass�ees en revue �ala sectionx9 et
qui, ensemble, constituent lechamp closde ce que j'appelle lastructure de

exion (cf [E6]), trois seulement, �a savoir l'actionarit et les crochetslimu et
ari , conservent unesym�etrie simple { l'alternalit�e { et sur ces trois, seule la
derni�ere, le crochetari , conserve une double sym�etrie : la bialternalit�eal=al
ou sa varianteal=il .24. C'est cette propri�et�e qui, en derni�ere analyse, fait de
ARI/GARI l'instrument incontournable dans l'�etude des mu ltizêtas.

Vocation de ARI/GARI.
Même si l'on manque encore de recul, il semble bien que la vocation v�eritable
de ARI/GARI soit, contrairement �a ce que sugg�ere la chronologie, d'abord
l'�etude de la dimorphie (num�erique et fonctionnelle, cfx25) et ensuite celle
des perturbations singuli�eres. L'opposition est d'ailleurs moins tranch�ee qu'il
n'y parâ�t, car la plupart des monômes/moniques qui servent �a la descrip-
tion des perturbations singuli�eres s'ins�erent naturellement dans des familles
de monômes/moniques dimorphes.

Complexit�e de ARI/GARI.
La complexit�e de ARI/GARI (qu'il s'agisse des op�erationsde base, des struc-
tures satellites, des bimoules fondamentaux, etc) est consid�erable. Ainsi,
pour une longueurr donn�ee, la formule qui donne l'inverseinvgari dans
GARI ou l'exponentielle de Lieexpari de ARI dans GARI comporte un nom-
bre de termes (not�e # ) en augmentation tr�es rapide et dont chacun remplit
�a lui seul une ligne ou demie-ligne :

longueur r 1 2 3 4 5 6 7 8 : : :
#(invgari) 1 4 20 112 672 4 224 27 459 183 040: : :
#(expari) 1 4 21 126 818 5 594 39 693 289 510: : :

Pour r = 8, on obtient d�ej�a des nombres �a six chi�res et il faudrai t une
centaine de pages pour �ecrire les formules correspondantes. Cette com-
plexit�e force souvent �a recourir au calcul sur ordinateurpour l'exploration
de ARI/GARI. Tout au moins est-ce une tentation constante: : : Mais il y
a cette contrepartie : le domaine ARI/GARI est si fortement structur�e qu'il
donne beaucoup de prise �a l'intuition et que toute loi ou formule nouvelle,
sitôt observ�ee ou intuit�ee, c�ede tr�es vite �a la d�emon stration.

23et souvent isomorphe �a une alg�ebre d'op�erateurs di��ere ntiels ou �a un groupe de
di��eomorphismes formels

24du moins au niveau des alg�ebres, mais la même situation pr�evaut au niveau des
groupes, avecsym�etral �a la place de alternal et sym�etril �a la place de alternil .

25



11 Application aux multizêtas : les trois niveaux
de di�cult�e.

Les multizêtas et surtout leurs fonctions g�en�eratricesse pr�esentent sous la
forme demouleset même debimoules, puisque ces fonctions d�ependent en
fait de deux s�eries de variables, lesuj et les vj , en interaction �etroite. Or
les bimoules et les op�erations qui d�ecrivent l'interaction desuj et vj con-
stituent pr�ecis�ement la structure ARI/GARI, qui se trouv ait ainsi comme
pr�e-adapt�ee �a la probl�ematique des multizêtas et de ladimorphie en g�en�eral.
Son irruption, en Août 1999, dans un domaine o�u l'on ne disposait d'aucun
outil comparable et o�u la recherche marquait le pas, a aussitôt d�ebloqu�e la
situation, nous donnant tr�es vite la libre g�en�eration , la d�ependance en� 2, et
nous orientant vers le sujet, plus ardu et plus rami��e, de lad�ecomposition
canonique en irr�eductibles.

On peut sans trop d'arti�ce distinguer trois niveaux de complexit�e dans
l'�etude des multizêtas .

Niveau 1: C'est en gros celui o�u l'on prend en compte l'une ou l'autre des
familles de relations quadratiques, maisisol�ement, avec tout au plus quelques
`traces' de l'autre famille (propri�et�es faibles d'invariance ou de parit�e). En
termes de structure, on a ici a�aire �a des sous-alg�ebres ousous-groupespri-
mairesde ARI/GARI, caract�eris�es chacun par un syst�eme de contraintes { le
\groupe sous-jacent" { qui ici est toujours�ni . Quant aux bimoules primaires
que l'on manie �a ce niveau, ils sont tr�es nombreux mais restent relativement
�el�ementaires.

Niveau 2: Ici, les deux familles de relations quadratiques interagissent �a
plein avec, au niveau des fonctions g�en�eratrices, un `pont' qui les relie : c'est
l'involution swap, qui �echange lesuj et les vj , les sommes et les di��erences,
Zag� et Zig � , etc. D�es lors, la plupart de nos objets vont aller par paires
(marqu�ees par l'alternance vocalique a/i, parfois u/i) etvont aussi s'�etudier
par paires. Ce serait plutôt une source de simpli�cation, mais toute rel-
ative, car on doit maintenant a�ronter des sous-structuressecondairesde
ARI/GARI, aux groupes sous-jacents(de contraintes) in�nis , ce qui bien
sûr engendre un tout autre niveau de complexit�e et interdit en particulier
d'appliquer le th�eor�eme de Hilbert sur les bases d'invariants. Quant aux
bimoules secondairesqui rêgnent �a ce niveau, �a commencer par la paire `po-
laire' pal� =pil � et la paire `trigonom�etrique' tal � =til � , tous cumulent deux
\sym�etries" ( ils sont par exemple de typesym�etral et leur swapp�eest aussi
de type sym�etral ou d'un type apparent�e ) qui justement \ont du mal �a co-
exister", ce qui les d�etermine assez rigidement et surtoutfait d'eux des objets
extrêmement riches ({ riches en structure, en propri�et�es, en \lieux naturels
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de manifestation" {) mais aussi, h�elas, tr�es complexes. Heureusement, ces
bimoules secondaires n'interviennent presque jamaisdirectement, avec toute
leur irr�eductible complexit�e, mais le plus souvent par lebiais de bimoules
d�eriv�es (qui mesurent leur d�efaut de parit�e, ou de commutation, ou leur in-
teraction avec leswap, etc) et qui, eux, sont de tout autre nature :primaires
et �el�ementaires . Parmi les faits qui se d�emontrent �a ce \niveau 2" citons le
th�eor�eme de `libre g�en�eration' (qui �a vrai dire n'util ise qu'une in�me partie
de l'appareil) et le th�eor�eme sur les `dimensions' (qui enrequiert davantage).

Niveau 3: Les moulespal� =pil � et tal � =til � contiennent presque toute l'information
sur la d�ependance des multizêtas en� 2 , mais lorsqu'on aborde leur d�ecomposition
canonico-explicite en irr�eductibles (autres que� 2) la complexit�e augmente
encore d'un cran. On voit ainsi s'introduire des moules `arithm�etiques' d'un
type bien particulier : ils ont des indicesni entiers et d�ependent fortement des
d�eveloppements (�nis) en fraction continue des rapportsni =nj . Apparâ�ssent
aussi d'autres ph�enom�enes in�edits, comme la `sym�etriecentrale'polaire-plat
signal�ee dans [E5]. Même si l'existence, que rien ne garantissait a priori,
d'une basecanoniqued'irr�eductibles est aujourd'hui acquise et qu'on dis-
pose même de formules passablement explicites pour d�ecomposer les mul-
tizêtas dans cette base, il existe bien des degr�es dans l'explicite et l'optimum
est sans doute loin d'̂etre atteint. La plupart des interrogations se concen-
trent actuellement25 sur un bimoule particulier, loma� =lomi� , �a valeurs dans
l'espace des fonctions multim�eromorphes, et plus sp�ecialement sur ses mul-
tir�esidus, qui devraient pouvoir s'exprimer par une formule close.Voirx22.

12 Les bimoules bisym�etrals pal� =pil� et tal � =til � .

Rappelons queP(t) := 1 =t et Q(t) := c=tan(c t) pour un c 2 C� �x�e.

Les bimoules alternalspa�
r ; pi�r ; ta�

r ; ti �
r ont toutes leurs composantes nulles,

sauf celle de longueurr . Ils sont tous les quatre d�e�nis par la même r�ecurrence

M �
r := garit( M �

r � 1):M
�
1 (56)

garit d�esignant bien sûr l'action de GARI dans BIMU. Vu l'extrême sim-
plicit�e de M �

1 , chacune de ces relations se r�eduit �a deux termes :

M
( u 1

v1

;:::;
;:::;

u r
v r

)
r := M

( u 1
v1: r

;:::;
;:::;

u r � 1
v r � 1: r

)

r � 1 M
( u r

v r
)

1 � M
( u 1

v1
)

1 M
( u 2

v2:1

;:::;
;:::;

u r
v r :1

)

r � 1 (57)

25en fait, ces interrogations ont entretemps trouv�e r�eponse : cf x28-x32 infra et [E6].
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Toute la di��erence est donc dans le choix du bimoule initial:

M w1
1 := P(u1) ; P(v1) ; Q(u1) ; Q(v1) respectivement (58)

M w1 ;:::;w r
1 := 0 si r 6= 1 (59)

Le mode de construction garantit l'alternalit�e de ces quatre famillesM �
r

mais conduit �a des r�esultats nettement di��erents selon les cas.
Primo, les bimoulespa�

r ; ta�
r d�ependent des seules variablesuj et pi�r ; ti �

r
d�ependent des seules variablesvj .

Secundo, lespa�
r et pi�r sont fortement li�es dans ARI, puisqu'ils v�eri�ent

ari(pa�
r 1

; pa�
r 2

) = ( r1 � r2) pa�
r 1+ r 2

(60)

ari(pi �
r 1

; pi�r 2
) = ( r1 � r2) pi �

r 1+ r 2
(61)

alors que lesta�
r et ti �

r ne v�eri�ent ces relations quemodulo c2 mais que, pris
exactement, ils sontlibres dans ARI.

Tertio , bien que les fonctionspaw
r et piwr soient �evidemment chacune

homog�enes de degr�e total� r en leurs variables (uj ou vj ) et se correspondent
par une involution sp�eciale propre aux bimoules polaires,le slap , comme
fonctions rationnelles elles sont de degr�es tr�es di��erents (respectivementr 2

et r + 2) et seule piwr admet une expression directe simple :

piw1 ;:::;w r
r := ( v1 + v2 + : : : vr ) P(v1) P(v1:2) P(v2:3) : : : P(vr � 1:r ) P(vr ) (62)

Quarto, seuls trois des quatre familles,pa�
r ; pi�r ; ti �

r , mais pasta�
r , poss�edent

l'importante propri�et�e de s�eparativit�e , qui signi�e que sous l'action de l'op�erateur

separ(A � ) := swap(A � ) + anti � swap(A � ) (63)

leurs variables se `s�eparent'. Ainsi :

separ(par )
w1 ;:::;w r = ( r + 1) P(v1) : : : P(vr ) (64)

separ(pir )
w1 ;:::;w r = ( r + 1) P(u1) : : : P(ur ) (65)

Les relations (60),(61) signi�ent que les sous-alg�ebres ARIpa et ARI pi de
ARI al � ARI engendr�ees par lespa�

r ou lespa�
r sont isomorphes entre elles

et avec l'alg�ebre ORO engendr�ee par les op�erateurs di��erentiels ordinaires
t r +1 @t . Par exponentiation de Lie, ces isomorphismes d'alg�ebre induisent des
isomorphismes entre les sous-groupes :
(i) GARI pa := expari(ARI pa) � GARI as � GARI ,
(ii) GARI pi := expari(ARI pi ) � GARI as � GARI
et le groupe :
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(iii) GORO := exp(ORO)
des di��eomorphismes formels tangents �a l'identit�e t 7! t +

P 1
1 cr t r +1 de C;0

dans lui-même26

Particuli�erement importantes pour notre propos sont les imagespar� 2
GARI pa et pil � 2 GARI pi du di��eomorphisme f 2 GORO d�e�ni par f (t) :=
1� e� t . Comme tous les �el�ements de GARIpa ou GARIpi , les bimoulespar� et
pil � sont �evidemment sym�etrals, mais ils poss�edent une propri�et�e remarquable
et inattendue : leurs swapp�espir � := swap(par� ) et pal� := swap(pil � ) sont
eux-aussi sym�etrals.

Les bimoules bisym�etralspal� =pil � et par� =pir � ainsi construits sont une
des clefs de voûte de la th�eorie.Ils ne v�eri�ent pas la condition subsidi-
aire de parit�e et donc n'appartiennent pas �a GARI as=as mais seulement �a
GARI as=as. En fait, cette propri�et�e de bisym�etralit�e et d'impari t�e les car-
act�erise au sein de GARIpa et GARIpi et même, moyennant quelques condi-
tions suppl�ementaires tr�es naturelles, dans l'absolu.

La pairepal� =pil� est au demeurant plus importante que la pairepar� =pir � .
Contrairement �a celle-ci, elle poss�ede un analogue `trigonom�etrique' tal � =til � ,
obtenu en rempla�cantP par Q et en ajoutant des termes correctifs pairs enc.
Le bimoule til � est d'ailleurs l'exponentielle de Lie d'un �el�ement de l'alg�ebre
ARI ti engendr�ee par lesti �

r .
Ces bimoules bisym�etrals poss�edent un nombre inimaginable de propri�et�es

remarquables et occupent le centre de tout un cort�ege de`bimoules sp�eciaux',
qui sont d�ecrits dans [E5] et dont les applications d�ebordent la th�eorie des
multizêtas. A notre avis, they are there to stay !

Ajoutons que, même si ces moules bisym�etrals sont, pris eneux-mêmes,
d'une redoutable complexit�e, leurs principales propri�et�es { celles qui impor-
tent directement pour les applications aux multizêtas { s'�etablissent facile-
ment et presque sans calculs �a partir du ph�enom�ene des�eparativit�e et en
utilisant l'�equivalent multiplicatif ssepar de l'op�erateur separ:

ssepar(A � ) := mu(anti � swap(A � ); swap(A � )) (66)

13 Isomorphie explicite des cinq alg�ebres sec-
ondaires.

Une premi�ere cons�equence est celle-ci : les sous-espacesde ARI not�es

ARI al=al ; ARI al=il ; ARI al=ul ; ARI al=iil ; ARI al=uul ; (67)

26 �a proprement parler, ARI pa et ARI pi sont anti-isomorphes �a ORO, tandis queGARI pa

et GARI pi sont directement isomorphes �aGORO
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et constitu�es des bimoules
(i) alternals
(ii) de swapp�erespectivement alternal/il/ul/iil/uul
(iii) v�eri�ant la `condition de parit�e subsidiaire' (i.e. de composante initiale
paire)
constituent cinq sous-alg�ebres isomorphes de ARI, reli�ees par des isomor-
phismes canoniques et explicites, qui d'ailleurs valent aussi pour les sous-
groupes correspondants :

adari(pal� ) : ARI al=al ) ARI al=il (68)

adari(pil � ) : ARI al=al ) ARI al=ul (69)

adari(tal � ) : ARI al=al ) ARI al=iil (70)

adari(til � ) : ARI al=al ) ARI al=uul (71)

adgari(pal� ) : GARI as=as ) GARI as=is

adgari(pil� ) : GARI as=as ) GARI as=us

adgari(tal� ) : GARI as=as ) GARI as=iis

adgari(til � ) : GARI as=as ) GARI as=uus

o�u adari(B � ) et adgari(B � ) d�esignent l'action ajointe de GARI dans ARI et
GARI respectivement27.

La stabilit�e par crochet de ARIal=al est une cons�equence imm�ediate de la
push-invariance des bialternals, mais la stabilit�e des quatreautres alg�ebres
\secondaires" (i.e. �a double sym�etrie) n'est pas directement �evidente : elle
r�esulte des isomorphies (68)-(71).

Celles-ci r�esultent �a leur tour d'une formule g�en�erale qui relie les quotients
dans GARI �a leurs transmut�es par le swap:

swafragari(A � ; B � ) := ganit(crash(B � )) :fragari(A � ; B � ) (72)

avec

fragari(A � ; B � ) := gari( A � ; invgari(B � )) (73)

swafragari(A � ; B � ) := swap(fragari(swap(A � ); swap(B � )) (74)

crash(B � ) := rash � swap� invgari � swap(B � ) (75)

rash(B � ) := mu(push � swap� invmu � swap(B� ); B� ) (76)

Ici, ganit d�esigne bien sûr l'action de GANI dans BIMU. Ces formules (72)-
(76), assez complexes dans le cas g�en�eral, deviennent tr�es faciles �a �etablir et �a

27Aux deux premi�eres lignes, on pourrait prendre par � et pir � �a la place de pal� et pil �
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utiliser lorsqu'on prend pourB � l'un des quatre moules bisym�etralspal� =pil�

ou tal � =til � , car alors rash(B � ) et crash(B � ) s'expriment imm�ediatement �a
partir des s�eparateurs de B � , eux-mêmes �el�ementaires. Par exemple

crash(pal� ) = crash(par� ) = pac � (77)

crash(pil� ) = crash(pir � ) = pic � (78)

crash(tal� ) = tac � (79)

crash(til� ) = tic � (80)

(81)

avec des bimoulespac� , pic� ultra-�el�ementaires

pacw1 ;w2 ;:::;w r = P(u1)P(u2) : : : P(ur ) (82)

picw1 ;w2 ;:::;w r = P(v1)P(v2) : : : P(vr ) (83)

et des bimoulestac� , tic � �a peine plus complexes, ce qui permet de v�eri�er
sans aucune peine que les actions correspondantes :

illa := ganit(crash(pal � )) = ganit(pac � ) (84)

ulla := ganit(crash(pil � )) = ganit(pic � ) (85)

iilla := ganit(crash(tal � )) = ganit(tac � ) (86)

uulla := ganit(crash(til � )) = ganit(tic � ) (87)

transforment la double sym�etrie al=al en al=il , al=ul, al=iil , al=uul respec-
tivement.

Vue d'ensemble .28

ARI nepush � ARI nepush
al=�

swap
= )
( =

swap
ARI nepush

� =al � ARI nepush

[ [ [ [

ARI nepush
� =al � ARI al=al

swap
= )
( =

swap
ARI al=al � ARI nepush

al=�

+ adari(pal � ) + adari(pal � ) + adari(pil � ) + adari(pil � )

ARI nepushu
� =il � ARI al=il

uswapi
= )
( =

iswapu
ARI al=ul � ARI nepushi

al=�

\ \ \ \

ARI nepushu � ARI nepushu
al=�

uswapi
= )
( =

iswapu
ARI nepushi

� =ul � ARI nepushi

28Dans ce tableau, les indicesnepush(resp. nepushi, nepushu) signalent l'invariance par
rapport au produit de neget push (resp. de variantes adapt�ees).
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14 La `libre g�en�eration' des multizêtas.

Le Q-anneauZeta des multizêtas formels, ainsi que les trois anneaux-facteurs
I,II,III en quoi il se r�esout (cf x15), sont des anneaux polynômiaux : ils sont
librement engendr�es surQ par un syst�eme d�enombrable d'irr�eductibles. Ceci
vaut tant pour les multizêtaspurs que pour les multizêtasmodul�es.

C'est le th�eor�eme de libre g�en�eration . S'il a longtemps r�esist�e, c'est qu'on
cherchait �a l'attaquer avec des outils inad�equats (alg�ebre d'Ihara, etc). Mais
il s'agit en r�ealit�e d'un r�esultat tr�es simple 29, le seul point un peu d�elicat
consistant �a �etablir la stabilit�e pour le crochet ari de l'espace ARIal=il des
bimoules de type alternal/alternil (avec la condition de parit�e subsidiaire,
d�enot�ee par le soulignement : voir supra). La preuve la plus directe (mais il
en existe plusieurs variantes) consiste �a partir de la sous-alg�ebre ARIal=al des
bialternals, (c'en est une, trivialement, du fait de lapush-invariance des bial-
ternals) puis �a utiliser l'un ou l'autre des isomorphismesexplicites construits
�a la section pr�ec�edente :

adari(pal� ) ou adari(par� ) : ARI al=al ) ARI al=il (88)

Mais prenons garde �a ceci : bien que cet isomorphisme nous garantisse que
ARI ent

al=il est bienune sous-subalg�ebre, comme intersection des sous-alg�ebres

ARI al=il et ARI ent (alg�ebre des bimoules \entiers", i.e. �a valeurs dans l'anneau
des s�eries enti�eres), il n'�echange pas les sous-alg�ebres ARIent

al=al et ARI ent
al=il . Et

d'ailleurs il ne le pourrait pas, car ces sous-alg�ebresne sont pasisomorphes.
On obtient alors la paire sym�etrale/sym�etrile zag� =zig� la plus g�en�erale

en partant d'une paire particuli�ere (par exemple la paireZag� =Zig� con-
struite �a partir des `vrais' multizêtas) et en la postcomposant (dans GARI)
par l'�el�ement g�en�eral de GARIent=#

as=is = expari(ARI ent=#
al=il ). Ici, ent signi�e

comme d'habitude�a valeurs dans l'anneau des s�eries enti�ereset # renvoie
�a une condition suppl�ementaire qui d�epend de l'anneau demultizêtas qu'on
�etudie : ainsi, pour les multizêtas purs, # signi�e banalement : constant
en les variablesv, et donc de swapp�e constant en les variablesu. Pour les
multizêtas modul�es, voir x16.

La factorisation ci-dessus a pour vertu de compl�etement lin�eariser le
probl�eme et de montrer que leQ-anneauZeta des multizêtas estlibrement
engendr�epar � 2 (attach�e au facteur gauche) et par une in�nit�e d�enombrable

29 même si ce genre de con�dences peut parâ�tre d�eplac�e, jesignalerai que le th�eor�eme
de libre g�en�eration m'a coût�e environ cinquante fois moins de travail et de temps que
l'�elucidation compl�ete de la d�ecomposition canonico-explicite en irr�eductibles. Je crois que
ceci re
ête assez exactement le rapport des di�cult�es.
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d'irr�eductibles, qui sont en correspondance biunivoque avec les g�en�erateurs
lin�eaires de ARIent=#

al=il pris commeespace vectoriel.

Mais en tant qu'alg�ebre de Lie, ARI ent=#
al=il porte beaucoup plus de structure

que leQ-anneauZeta des multizêtas formels, ce qui permet d'analyser plus
avant sesg�en�erateurs lin�eaires et de tout ramener �a un nombre bien moindre
deg�en�erateurs de Lie. Il faut donc quitter les scalaires `inertes' { qu'il s'agisse
des scalaires num�eriques ou des formels { et se tourner versles structures
(ARI/GARI etc) o�u vivent naturellement les fonctions g�en �eratrices fabriqu�ees
�a partir des scalaires. C'est avec ce changement d'optique{ et l'a�nement
du seuil de `r�esolution' qu'il apporte { que commencel'�etude v�eritable des
multizêtas.

15 Bipartition imm�ediate et tripartition coûteuse.

Comme �el�ement de GARI, le moule zag� se scinde en deux et même trois
facteurs :

zag� = gari(zag�
I+II

; zag�
III

) (zag�
III

2 GARI o:l:
as=is) (89)

zag� = gari(zag�
I
; zag�

II
; zag�

III
) (zag�

II
2 GARI e:l:

as=is) (90)

Les facteurszag�
I
, zag�

II
, zag�

I + II
sont de type \e.l.", i.e. leurs com-

posantes de longueurr paire/impaire sont des fonctions paires/impaires de
w. Le facteur zag�

III
est de type \o.l.", i.e. ses composantes de longueur

r paire/impaire sont des fonctions impaires/paires dew. L'isomorphisme
d'alg�ebre (68) (ou plus exactement, son inverse) change les bimoules de type
\e.l." (resp. \o.l."), qui ont de multiples composantes non-nulles, en des bi-
moules bialternals, et donc n�ecessairement pairs enw , mais r�eduits �a une
unique composante non-nulle, non-enti�ere, et de longueurpaire (resp. im-
paire). 30. D'o�u les abr�eviations e.l. (even-lengthed) et o.l. (odd-lengthed).

Mais il y a une di��erence profonde entre (89) et (90). La premi�ere factori-
sation est �el�ementaire, imm�ediate �a obtenir et indiscutablement canonique,
avec un facteurzag�

III
donn�e par :

gari(zag�
III

; zag�
III

) = gari(nepar(invgari(zag� )) ; zag� ) (91)

o�u nepar d�esigne l'automorphisme �el�ementaire de ARI/GARI :

nepar := neg� pari : A( u 1
v1

;:::;
;:::;

u r
v r

) 7! (� 1)r A( � u 1
� v1

;:::;
;:::;

� u r
� v r

) (92)

30ceci ne vaut bien sûr que pour les facteurs zag�
II

et zag�
III

et non pour le facteur zag�
I
,

qui est dans GARIe:l :
as=is mais pas dans GARIe:l :

as=is
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Tout �el�ement de GARI poss�edant exactement une racine carr�ee, (91) d�etermine
zag�

III
puis (89) d�etermine zag�

I + II
par division.

La seconde factorisation (90), plus pr�ecise, consiste �a `d�etacher' � 2 ,
autrement dit �a d�emêler le facteur zag�

I
, porteurs des seules puissances de� 2,

du facteurzag�
II

, porteur d'une in�nit�e d'irr�eductibles `de longueur pai re'. Le
point d�elicat n'est d'ailleurs pas tant d'�etablir l' existenced'une telle factori-
sation, mais d'assurer sacanonicit�e , grâce �a la notion dekwa-orthogonalit�e :
voir x19 infra.

Ces factorisations valent non seulement dans le cadreformel, mais aussi
dans le cadrenum�erique. Elles livrent donc deux d�ecompositions duQ-
anneau des `vrais' multizêtas, l'une imm�ediate, la seconde plus cach�ee :

Zeta = ZetaI+II 
 ZetaIII (93)

Zeta = ZetaI 
 ZetaII 
 ZetaIII avec ZetaI = Q[� 2] (94)

L'anneau ZetaIII (resp. ZetaI+II ) est engendr�e par tous lesirr�eductibles de
longueur impaire (resp. par ceux de longueur paire, �a quoi il faut ajouter
l'irr�eductible `compl�etement �a part' � (2) = � 2=6 ).

Remarque: Formule de conversion.
La r�egle de conversion (38) pour passer dezag� �a zig� utilisait la multipli-
cation mu, tr�es simple mais �etrang�ere �a GARI. Cependant, le moulemana�

est si sp�ecial (il appartient au centre de GARI), que l'on peut re-�ecrire (38)
en termes des seules op�erations de GARI :

swap(zig)� = gari(zag� ; mana� ) = gari(mana � ; zag� )

Remarque: Factorisations de invzag� .
Le bimouleinvzag� , inverse dezag� dans GARI, est de type sym�etral/sym�etriil
(attention au double i : sym�etriil est le type de sym�etrie `p�eriodis�e' de
sym�etril ; cf x5) et admet des factorisations analogues d'aspect �a (89)(90),
mais en r�ealit�e fort di��erentes et ne s'en d�eduisant pas par inversion dans
GARI :

invzag� = gari(vizag �
I+II

; vizag�
III

) (vizag�
III

2 GARI o:l:
as=iis)

invzag� = gari(vizag �
I
; vizag�

II
; vizag�

III
) (vizag�

II
2 GARI e:l:

as=iis)

Ces factorisations jouent un grand rôle dans la synth�ese canonique explicite.
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16 D�ecompte des irr�eductibles : les conjec-
tures de Broadhurst-Kreimer.

Les conjectures BK.
Consid�erons conjointement lesmultizêtas purs (sans racines de l'unit�e) et les
multizêtas euleriens(i.e. modul�es par les racines� 1) { les premiers �a cause
de leur importance manifeste; les seconds parce qu'en d�epit des apparences
ils sont nettement plussimples�a �etudier. Soit Ps;r (resp. Es;r ) le plus petit
nombre d'irr�eductibles de longueurr et de poids totals (:= s1+: : :+sr ) requis
pour produire un syst�eme complet d'irreductibles pour lesmultizêtas purs
(resp. euleriens).

Par une extrapolation th�eorique ing�enieuse de donn�ees num�eriques tr�es
pr�ecises, Broadhurst et Kreimer ont conjectur�e que les dimensionsPs;r and
Es;r relatives aux `vrais' multizêtas pouvaient se lire sur lesfonctions g�en�eratrices
suivantes31 :

Y

s� 3;r � 1

(1 � xsyr )Ps;r ?= 1 �
x3y

1 � x2
+

x12y2(1 � y2)
(1 � x4)(1 � x6)

(95)

Y

s� 3;r � 1

(1 � xsyr )E s;r ?= 1 �
x3y

(1 � x2)(1 � xy)
(96)

Alg�ebres autocorr�el�ees .
Nous nous int�eressons quant �a nous aux irr�eductibles desmultizêtas formels
{ mais tout porte �a penser qu'ils co•�ncident avec ceux des vrais multizêtas.
Les alg�ebres pertinentes dans ce contexte sont les suivantes. Pour tout p � 1
soit Zp le sous-groupef 0; 1=p; : : : ;(p � 1)=pg de Q=Z et soit ARIent=Zp la
sous-alg�ebre de ARI (c'en est une !) qui regroupe tous les bimoulesA � :
(i) de variablesu parcourant C
(ii) de variables v parcourant Zp

(iii) �a valeurs dans l'espace des s�eries formelles enu
(iv) sujets aux contraintes dites d'autocorr�elation32 :

A( u 1
qv1

;:::;
;:::;

u r
qv r

) �
X

qv�
i = qvi

A
( qu 1

v �
1

;:::;
;:::;

qu r
v �

r
)

(8 q j p) (97)

31prises sous forme de produits d'un type fr�equemment utilis�e pour calculer les dimen-
sions des composantes homog�enes des alg�ebres de Lie

32qui ne font que transposer chez les fonctions g�en�eratrices les relations �evidentes liant
les multizêtas modul�es par des racines de l'unit�e d'ordres divers.
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et donc en particulier (pour q=p) :

A( u 1
0

;:::;
;:::;

u r
0 ) �

X

v�
i 2 Zp

A
( qu 1

v �
1

;:::;
;:::;

qu r
v �

r
)

(98)

Les structures �a envisager pour l'�etude des multizêtas modul�es par des
racines de l'unit�e d'ordre p sont :

(i) la sous-alg�ebre ARI
ent=Zp

al=il , tendue par les alternals/alternils, lesquels sont
en relation directe avec les irr�eductibles

(ii) la sous-alg�ebre ARI
ent=Zp

al=al tendue par les bialternals.Certains d'entre eux

(pas tous) se `prolongent' en des alternals/alternils, mais en sens inversetout
alternal/alternil `commence' par un bialternal. Ces bialternals sont beaucoup
plus simples, mais avec cette contrepartie que pour eux la correspondance
avec les irr�eductibles se distend.

(iii) l'id�eal ARI ent=Zp

al=al des bimoules nuls pourv = 0.

(iv) l'id�eal ARI
ent=Zp

al=al des bimoules dev-moyenne nulle , c'est-�a-dire v�eri�ant :

0 �
X

vi

A( u 1
v1

;:::;
;:::;

u r
v r

) (8 ui ) (99)

(v) l'id�eal ARI
ent=Zp

al=al intersection des deux pr�ec�edents.

Pour p = 1 ces sous-alg�ebres (resp. id�eaux) sont constitu�ees debimoules qui
sont banalement constants env (resp. � 0).

17 D�ecompte des irr�eductibles pour les mul-
tizêtas purs.

Multizêtas purs et g�en�erateurs de ARI
ent=Z1

al=il .

(i) Pour tout d pair il existe une pairema�
d=mi�d de type alternal/alternil, de

composante initialemaw1 := ud
1 ; maw1 := vd

1 et avec au totald composantes
non-nulles.
C'est une simple cons�equence de l'existence des multizêtas num�eriques et
de la factorisation (89) relative �a ceux-ci : prendre le facteur III; puis son
logarithme de Lie; puis pour chaqued regrouper tous les termes de longueur
r 0 et de degr�ed0 avecr 0+ d0 = 1 + d = s =`poids' des multizêtas num�eriques
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associ�es.

(ii) On conjecture que lesma�
d engendrent librementARI

ent=Z1

al=il .

Une conjecture analogue (mais portant sur des multizêtas formels a priori
di��erents, puisque formalis�es non pas �a partir des relations quadratiques,
comme ici, mais desrelations gonales, comme chez Drinfel'd) circule depuis
au moins cinq ans, mais elle o�re assez peu de prise. On peut heureusement
lui en substituer une autre, plus pr�ecise et en même temps plus abordable,
en raisonnant sur les bialternals. En e�et :

Multizêtas simples et g�en�erateurs de ARI
ent=Z1

al=al .

Nous avons besoin de trois suites enti�eres�; �; 
 reli�ees par � (d) � � (d) +

 (d � 2) :

X
� (d) xd := x6 (1 � x2)� 1 (1 � x4)� 1 (100)

X
� (d) xd := x6 (1 � x2)� 1 (1 � x6)� 1 (101)

X

 (d) xd := x8 (1 � x4)� 1 (1 � x6)� 1 (102)

et surtout de trois s�eries de bialternals :

ekma�
d=ekmi�d d pair � 2

doma�
d;b=domi�d;b d pair � 10; 1 � b � � (d)

carma�
d;c=carmi�d;c d pair � 8; 1 � c � 
 (d)

de degr�e total d et �a composante non-nulle unique, de longueur respective-
ment 1,2,4 . La d�e�nition des deux premi�eres paires est tr�es simple :

ekmaw1
d := ud

1 ; ekmiw1
d := vd

1 (103)

domaw1 ;w2
d;b := fa( u1; u2) (ga(u1; u2))b� 1 (ha(u1; u2))d=2� 3b (104)

domiw1 ;w2
d;b := �( v1; v2) (gi( v1; v2))b� 1 (hi( v1; v2))d=2� 3b (105)

avec

fa(u1; u2) := u1u2(u1 � u2)(u1 + u2)(2u1 + u2)(2u2 + u1)

ga(u1; u2) := ( u1 + u2)2u2
1u

2
2 ; ha(u1; u2) := u2

1 + u1u2 + u2
2

�( v1; v2) := v1v2(v1 � v2)(v1 + v2)(2v1 � v2)(2v2 � v1)

gi(v1; v2) := ( v1 � v2)2v2
1v2

2 ; hi(v1; v2) := v2
1 � v1v2 + v2

2
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La d�e�nition de la derni�ere paire, carma� =carmi� , est beaucoup plus
indirecte. Observons tout d'abord que lesekma�

d ne sont paslibresdans ARI,
mais li�es , pour chaque degr�ed, par exactement
 (d) relations ind�ependantes
de la forme :

X

d1+ d2= d+2

Rd1 ;d2
c [ekma�

d1
; ekma�

d2
] = 0 � (1 � c � 
 (d) ; Rd1 ;d2

c 2 Q) (106)

qui r�esultent des d�ecompositions :

[ekma�
d1

; ekma�
d2

] =
X

1� b� � (d1 + d2)

K b
d1 ;d2

doma�
d1+ d2 ;b (K b

d1 ;d2
2 Q) (107)

Consid�erons maintenant les bimoules :

vima�
d;c :=

X

d1+ d2= d+2

Rd1 ;d2
c [ma�

d1
; ma�

d2
] 6= 0 � (108)

avec les mêmesRd1 ;d2
c qu'en (106). Par construction :

(a) vima�
d;c est de type alternal/alternil

(b) poss�ede des composantes de longueur 1,2,3 identiquement nulles

(c) poss�ede une premi�ere composante non-nulle, de longueur 4, qui, isol�ee
des suivantes, fournit un bimoule bialternal : c'est pr�ecis�ement le bimoule
carma�

d;c qu'il nous restait �a d�e�nir.

Moyennant quoi la conjecture du pr�ec�edent alin�ea peut être avantageusement
remplac�ee par ces deux-ci :

(i) Les bimoulesekma�
d, doma�

d;b et carma�
d;k ne sont li�es dans ARI par aucune

autre contrainte que les relations (106) et toutes celles qui s'en d�eduisent.

(ii) Conjointement, les bimoulesekma�
d et carma�

d;k engendrent l'alg�ebre bial-

ternale ARI
ent=Z1

al=al , librement modulo les contraintes (106). En cons�equence,
le nombre totalPs;r de bialternals lin�eairement ind�ependants de longueurr ,
degr�e d (et poids s:=d+r ) est bien celui que donne la formule BK (cf(95)).

Les �enonc�es pr�ec�edents n'ont �et�e d�emontr�es que pou r r � 7 (8d) et
restent conjecturaux au-del�a. Cependant, si l'on y tient vraiment, il existe
un moyen, coûteux mais totalement algorithmique, pour lesv�eri�er jusqu'�a
toute longueur r0 donn�ee (et ceuniform�ement en d !).

Quoi qu'il en soit, et en attendant une preuve pour toutr , les construc-
tions pr�ec�edentes ont le m�erite d'ôter au terme correctif x12y2(1 � y2)=((1 �
x4)(1� x6)) de la formule BK son caract�ere myst�erieux et incongru : l'explication
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est simplement qu'�a chaque bialternal `manquant' de longueur 2 (il y a \moins
de doma� =domi� qu'on ne s'y attendrait") r�epond, par le m�ecanisme trans-
parent (106) + (107) + (108), un bialternal `bouche-trou' delongueur 4 (�a
savoir l'\inattendu" carma� =carmi� ).

18 D�ecompte des irr�eductibles pour les mul-
tizêtas euleriens.

Bi�el�ementals.
Ce sont des bimoulesbelam�

r =belim�
r bialternals, relativement �el�ementaires,

mais qui su�sent �a engendrer presquetous les autres. Il ne d�ependent que de
la longueurr de leur unique composante non-nulle et d'une fonction de deux
variablesxaxi (w1) := xa(u1) xi (v1) 33, ou plutôt de la partie paire dexaxi .
Cette unique composante non-nulle se r�eduit �a une simple superposition :

belamw1 ;:::;w r
r; xaxi = belam

( u 1
v1

;:::;
;:::;

u r
v r

)

r; xaxi :=
X

i;j;m;n 2 Zr +1
��� <i � m<j � n<:::

beli;j ; m;n
r xa(ui + ui +1 + � � � + uj � 1) xi( vm � vn ) �

X

i;j;m;n 2 Zr +1
��� <i � m<j � n<:::

1
2

beli;j ; m;n
r

�
xa(ui:::j � 1) xi( vm:n ) + xa( uj:::i � 1) xi( vn:m )

�
(109)

avec unswapp�e

belim�
r; xaxi := swap(belam�

r; xaxi ) � belam�
r; xixa (110)

et des coe�cients entiers

beli;j ; m;n
r � belj;i ; n;m

r :=
(� 1)[m� i ]r +[ n� j ]r [r � 1]r !

[m� i ]r ! [n� j ]r ! [j � m� 1]r ! [i � n� 1]r !
(111)

Ceci appelle quelques explications :

Les formules ci-dessus utilisent la notationaugment�ee ou cyclique: on
indexe les variablesui ; vi de la r -i�eme composante d'un bimoule surZr +1 :=
Z=(r +1) Z apr�es addition de deux variables `redondantes'u0 := � u1:::r et
v0 := 0 . Les in�egalit�es sous le signe

P
sont �evidemment relatives �a l'ordre

33avec des variablesu1; v1 parcourant deux groupes ab�eliens (pas n�ecessairement les
mêmes).
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cyclique surZr +1 et, pour tout k 2 Zr +1 , [k]r d�esigne le repr�esentant dek
situ�e dans f 0; 1; : : : rg.

La formule (67) montre que l'involution swaplaisse les bi�el�ementals in-
chang�es, �a la permutation pr�es de xa et xi . Qui plus est :

(i) les bimoulesbelam�
r; xaxi sont bialternals

(ii) ils sont � 0 pour toute fonctionxaxi impaire ou (ssir � 2) semi-constante

(iii) ils sont 6= 0 pour toute fonction xaxi paire et d�ependant e�ectivement
de ses deux variables.

(iv) ils engendrent presquetous les autres bialternals par le crochetari .

La propri�et�e essentielle { la bialternalit�e des bi�el�e mentals { peut se v�eri�er
directement sur les formules (109)(111) ou encore s'�etablir sans calcul en
observant quebelamr; xaxi est, �a un facteur constant pr�es, �egal au bimoule
trivialement bialternal belam1; xaxi crochet�e r � 1 fois avec le bimoule encore
plus trivialement bialternal I � , dont la seule composante non-nulle, celle de
longueur 1, est� 1.

Multizêtas euleriens et g�en�erateurs de ARI
ent=Z2

al=al .
Pour r = 1 et d pair posons :

belaw1
1;d = ud

1 (resp: (2� d � 1) ud
1)) si v1 = 0 ( resp: v1 = 1=2) (112)

et pour r � 1 et d pair posons :

bela�
r;d := belam�

r; xaxi avec xa(t) := td ; xi(0) := 0 ; xi(1 =2) := 1 (113)

(i) Les bimoulesbela�
r;d (r = 1; 2; 3: : : ; d = 2; 4; 6: : : ) sont tous non-nuls,

bialternals, et auto-corr�el�es.

(ii) Ils engendrent librement une sous-alg�ebre ARI
ent=Z2

al=al de ARI
ent=Z2

al=al .

(iii) Cette même sous-alg�ebre est �egalement engendr�ee par les seulsbela�
1;d

de longueurr = 1 mais avec adjonction du bimoule ext�erieurI � .

Ce bimouleI � est ext�erieur �a ARI
ent=Z2

al=al et �a ARI
ent=Z2

al=al , car non-autocorr�el�e.

Il correspond, chez les multizêtas num�eriques, �a l'irr�eductible log 2 = Ze( 1=2
1 )

propre au cas eulerien. Mais la convention de normalisationZe( 0
1 ) := 0 (au

lieu de la valeur attendue : 1 ) est incompatible avec la condition d'auto-
corr�elation, ce qui impose de recourir au g�en�erateur `ext�erieur' I � .
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(iv) La di��erence ARI
ent=Z2

al=al � ARI
ent=Z2

al=al est contenue dans l'id�ealARI
ent=Z2

al=al qui
lui-même poss�ede des g�en�erateurs tr�es simples.

Multizêtas et g�en�erateurs de ARI
ent=Z2

al=il .

(i) Tout bialternal bela�
r;d et par suite tout bialternal deARI

ent=Z2

al=al poss�ede une

contrepartie ou `extension'bema�
r;d , de type alternal/alternil et autocorr�el�e,

avec une composante initiale (i.e. la premi�ere composantenon-nulle, celle de
longueur r ) �egale �a l'unique composante non-nulle debela�

r;d .

(ii) Cesbema�
r;d engendrent librement l'alg�ebre ARI

ent=Z2

al=il .

(iii) Les irreductibles euleriens sont en correspondance biunivoque avec les

bialternals qui tendentARI
ent=Z2

al=al . Plus precis�ement, le nombreEs;r d'irr�eductibles
ind�ependants de poidss et de longueurr co•�ncide avec la dimension de
la cellule deARI

ent=Z2

al=al contenant les bimoules de longueurr de degr�e total
d = s � r.

(iv) Ceci �etablit la conjecture de Broadhurst-Kreimer (96) pour les multizêtas
eul�eriens formels. 34

19 Les formes quadratiques distingu�ees et ce
qui les distingue.

Vraies et fausses ind�eterminations.
La recherche d'une base canonique d'irr�eductibles dans les anneaux de mul-
tizêtas se ram�ene toujours �a la recherche d'une base canonique dans des
alg�ebres de type ARIent

al=al. Les ind�eterminations tiennent �a la possibilit�e
qu'on a de modi�er toute base donn�ee en prenant un �el�ementde la base,
qui est un alternal/alternil commen�cant par une composante bialternale de
longueur r et degr�e d, et en ajoutant �a sa composante de longueurr + 2k et
degr�e d � 2k un bialternal arbitraire, lui-même d�ebut d'un alternal/ alternil.
Ces ind�eterminations ne se pr�esentent donc pas avant la longueur r = 3 et
(tout au moins pour les multizêtas purs) pas avant le degr�ed = 8 et le poids
s = d + r = 11. En-dessous, les choix qui semblent se pr�esenter, quand
on raisonne exclusivement sur lesmutizêtas scalaires, comme par exemple :
\Faut-il retenir dans notre base d'irr�eductibles � (2; 6) plutôt que � (3; 5) ou

34Broadhurst et Kreimer parlent de sommes d'Euler l�a o�u nous parlons de multizêtas
euleriens.
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autre chose ?"ne se posent pas en r�ealit�e. Il su�t en e�et de prendre en
consid�eration lesfonctions g�en�eratrices pour que ces choix factices disparais-
sent . Il se trouve qu'il n'existe qu'un seul bialernal35 de longueur 2, degr�e 6 et
poids 8. C'est led�ebut d'un alternal/alternil B devant obligatoirement �gurer
dans toute base de ARIent

al=al, canonique ou non. CeB intervient lin�eairement,
avec un facteur scalaire� , dans le logarithme de Lie du facteurzagII et en
d�eveloppant zagw1 ;w2 ou plutôt zigw1 ;w2 �a l'origine on obtient l' irr�eductible
scalaire �a retenir, qui n'est ni exactement� (2; 6) ni exactement� (3; 5), mais
qui est parfaitement d�etermin�e et qui vaut :

� = +1 =2� (2; 6) + 3=2� (3)� (5) � 167=680400� 8

= � 1=5� (3; 5) + 7=10� (3)� (5) � 173=1701000� 8

= +1 =5� (5; 3) + 1=2� (3)� (5) � 137=1701000� 8

En somme, bien qu'il y ait des ind�eterminations v�eritables, elles sont beau-
coup moins nombreuses qu'il n'y parâ�t �a ne consid�erer que les multizêtas
scalaires.

Formes quadratiques distingu�ees.
Ces ind�eterminations v�eritables, peut-on les lever d'une mani�ere canonique ?
La r�eponse ne va pas de soi, mais c'estoui et le bon crit�ere va nous être
fourni par une notion d'orthogonalit�e relative �a une forme quadratique bien
choisie. Il n'y a gu�ere ici qu'une (resp. deux) mani�ere sens�ee de contracter les
variables continues (resp. discr�etes). C'est la r�egle< :; : > 0 (resp. < :; : > 1

et < :; : > 2 ) ci-dessous :

< x p1
1 : : : xpr

r ; yq1
1 : : : yqr

r > 0 := p1 !:::pr !
(p1+ :::pr )! si pi � qi (:= 0 sinon) (114)

< (� 1; ::; � r ); (� 1; ::; � r )> 1 := 1 si � i � � i (:= 0 sinon) (115)

< (� 1; ::; � r ); (� 1; ::; � r )> 2 := 1 si
P

� i � i = 0 (:= 0 sinon) (116)

Les formes bilin�eaireskya et kwa sont d�e�nies �a partir de ces r�egles par :

kya(A � ; B � ) :=
1
2r

X

r

X


 2 � r

< 
 (A �
r ); 
 (B �

r ) > 0;1 (117)

kwa(A � ; B � ) :=
X

r

< A �
r ; swap(B �

r ) > 0;2 (118)

=
X

r

< swap(A �
r ); B �

r > 0;2

pourvu que les sommes enr convergent. Ici, A �
r et B �

r d�esignent la r -i�eme
composante des bimoulesA � et B � et � r est le groupe ab�elien �a 2r �el�ements

35 �a coe�cients entiers premiers entre eux
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engendr�e par swap et push et agissant sur cetter -i�eme composante. Les
variables continues sont contract�ees selon la r�egle 0 et les variables discr�etes
selon la r�egle 1 pourkya et 2 pour kwa.

Ces deux formes bilin�eaires, ditesdistingu�ees, sont chacunes invariantes
pour anti , swap, push, mais alors quekwa est en quelque sorte spontan�ement
invariante, kya ne l'est que parce qu'on l'a rendue telle, en moyennisant sur
� r . Sous ce rapport et sous beaucoup d'autres,kwa est nettement plus
simple et naturelle quekya, mais elle poss�ede un l�eger inconv�enient : la
forme quadratique associ�ee, bien que non-d�eg�en�er�ee,est de signature mixte,
contrairement �a la forme kya, qui est manifestement d�e�nie-positive, ce qui
simpli�e certaines constructions.

Par exemple, kya et kwa, qui sont manifestement non-d�eg�en�er�ees, le
restent même apr�es restriction aux alg�ebres des bialternals. Mais pourkwa
cela demande d�emonstration, alors que c'est imm�ediat pour kya.

Si donc un bialternal A � est kya-cobialternal (resp. kwa-cobialternal),
c'est-�a-dire kya-orthogonal (resp. kwa-orthogonal) �a tous les bialternals, il
est automatiquement� 0.

Or toute ind�etermination rencontr�ee dans la recherche d'une d�ecomposition
canonique des irr�eductibles correspond en derni�ere analyse �a un degr�e de lib-
ert�e dans l'espace des bialternals. Par suite, imposer lakya-cobialternalit�e
ou, mieux encore, lakwa-cobialternalit�e aux alternals/alternils de notre base36

su�t �a lever cette ind�etermination { d'un seul coup, total ement, et aussi
(mais cela demande explication) d'une mani�ere authentiquement canonique.

Qu'ont donc de si particulier ces deux formeskya et kwa, et surtout
la seconde, par rapport �a tous les autres choix possibles ? Elles poss�edent
bien des avantages, mais surtout celui-ci, d�ecisif : ce sont essentiellement les
seules pour lesquelles lacobialternalit�e, l'orthogonalit�e �a tous les bialternals,
s'exprime par une condition maniable et surtoutunique, de la forme :

f A �
r cobialternalg () f

X

�

� (� )A � (w )
r � 0 ; � 2 Gl(2r; Z)g (119)

avec des coe�cients� (� ) entiers et des applications lin�eaires� tr�es simples37.
Voir [E5].

36apr�es soustraction �evidemment de leur d�ebut ou premi�ere composante non-nulle
37Seule ombre au tableau : le nombre de sommandes crô�t tr�es vite avec r . La somme

(119) comporte d�ej�a 384 termes pour r = 3, qui est pourtant la plus petite longueur o�u
l'on ait �a se servir du crit�ere ! On doit ensuite l'utiliser au cran d'apr�es pour r = 5 et
l�a la somme (119) comporte presque 120 000 termes. C'est justement cette complexit�e {
in�evitable parce qu' inh�erente au \niveau 3" { qui a longte mps entrav�e (jusqu'en juillet
2002) l'�etude du moule loma� =lomi � . Voir x22.
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20 La d�ecomposition canonique en irr�eductibles.

Analyser les facteurszag�
II

et zag�
III

, de type sym�etral/sym�etril, revient �a
analyser leur logarithmes de Lie :

lozag�
II

:= logari(zag�
II
) ; lozag�

III
:= logari(zag�

III
) (120)

lesquels sont de type alternal/alternil, respectivemente.l. et o.l. (cf x15)
et entiers, i.e. �a valeurs dans l'anneau des polynômes (deleur variables
continuesu). En fait, c'est le facteur III qui prime, car il donne aussi la clef
du facteur II (tandis que l'inverse n'est pas vrai).

Or analyser le facteur III revient, dans le cas des multizêtas simples, �a
construire pour chaqued pair le moule alternal/alternil ma�

d=mi�d, �a valeurs
polynômiales, mentionn�e enx17. Comme on a vu, l'existence d'une paire
ma�

d=mi�d est une simple cons�equence de l'existence des multizêtasnum�eriques.
Idem pour l'existence d'une paire �a coe�cients rationnels. En�n, l'existence
de la solution canonique, �a coe�cients rationnels, r�esulte du crit�ere de co-
bialternalit�e , �evoqu�e au x19 : on impose �ama�

d=mi�d d'̂etre kya-orthogonal,
ou mieux encore,kwa-orthogonal �a tous les bialternals.

Dans le cas des multizêtas euleriens, tout revient �a construire pour chaque
d pair et r � 1, un moule alternal/alternil ema�

d;r =emi�d;r �a valeurs polynômiales
et de composante initiale (non-nulle) co•�ncidant avec le bi�el�emental bela�

d;r =beli�d;r
du x18. Ici, l'existence des multizêtas euleriens num�eriques n'assure (directe-
ment) que l'existence desbela�

d;1=beli�d;1. Mais par crochetage r�ep�et�e (dans
ARI) de bela�

d;1=beli�d;1, qui est de type alternal/il, avec le mouleI � qui, du
fait de son extême simplicit�e est aussi bien alternal/al que alternal/il, on ob-
tient des ema�

d;r =emi�d;r qui sont automatiquement de type alternal/il. Reste
l'unicit�e-canonicit�e. Elle est ici encore r�egie par le principe de cobialternalit�e,
mais, comme on a vu, la pr�esence de variables discr�etes (dans Z2) complique
un peu la d�e�nition des formes quadratiques. Mais c'est surtout la partie
existence qui change.

Revenons aux multizêtas purs pour �xer les id�ees. L'int�eressant est de
construire explicitement, pour toute longueurr de 1 �a d, toutes les com-
posantes38 de ma�

d=mi�d. On dispose, pour ce faire, de deux d�emarches
inductives distinctes, mais conduisant au même r�esultat. Il vaut la peine
de les mentionner toutes deux, ne serait-ce que pour faire ressortir la belle

38ma�
d=mi �d �etant de type alternal/alternil , sa composante de longueur r est de degr�e

d� r +1
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sym�etrie u/v qui domine toutes ces questions . Les voici :

Induction I f alternal = alternil g pour tout r � 2r 0� 1
#

f alternal = alternil g pour tout r � 2r 0

#
f alternal = push-inv tg pour tout r � 2r 0+ 1

#
f alternal = alternil g pour tout r � 2r 0+ 1

Induction II f alternal = alternil g pour tout r � 2r 0� 1
#

f alternal = alternil g pour tout r � 2r 0

#
f push-inv t = alternil g pour tout r � 2r 0+ 1

#
f alternal = alternil g pour tout r � 2r 0+ 1

Pour chacun des deux proc�ed�es, les �etapes un et deux (premi�ere et deuxi�eme

êche descendante) sont d�e�nies par des formules assez complexes, mais to-
talement explicites. Voir [E5]. La troisi�eme �etape (troisi�eme 
êche descen-
dante) consiste �a ajouter un terme correctif pour retablirla `seconde sym�etrie'
{ celle qui manque (alternil dans le premier proc�ed�e, alternal dans le sec-
ond). Ce terme correctif esta priori de�ni modulo l'espace des bialternals,
mais en fait compl�etement �x�e d�es qu'on impose �a ma�

d=mi�d la condition de
co-bialternalit�e . Cette troisi�eme �etape est nettement plus complexe que les
pr�ec�edentes, mais elle reste malgr�e tout `explicite' ence sens pr�ecis qu'elle
ne n�ecessite pas la r�esolution de syst�emes lin�eaires deplus en plus complexes
au fur et �a mesure quer augmente39 mais repose au contraire sur des for-
mules `directes', �a la Plancherel, attach�ees �a lakwa-orthogonalit�e. Qui plus
est, l'espoir demeure de leur donner un jour prochain une forme encore plus
explicite, par une meilleure connaissance du mouleloma� =lomi� . Voir x22.

21 Le facteur I et la d�ependance en � 2.

Le premier facteurzag�
I

dans (90), est doublement irr�egulier. D'abord il ne
v�eri�e pas la condition de parit�e subsidiaire, ce qui l'empêche { et ce qui
empêche lezag� total { d'̂etre dans GARI as=as. Ensuite il ne porte qu'un

39Dans le pr�esent contexte, ceci semble être une mani�ere raisonnable de distinguer
l' explicite du simplement constructif.
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seul irr�eductible { c2 dans le cas formel,� 2 dans le cas num�erique. Il est
n�eanmoins tr�es complexe et se scinde lui-même en trois sous-facteurs :

zag�
I

= gari(tal � ; midfactor� ; invgari(pal� )) (121)

qui sont d�ecrits en long et en large dans [E5]. Contentons-nous ici d'�enum�erer
quelques unes de leurs propri�et�es.

Le facteur droit invgari (pal� ) est le gari-inverse du bimoule bisym�etral
pal� de genre `polaire' (voirx12). Mais commepal� ne v�eri�e pas la con-
dition de parit�e subsidiaire, son inverse n'est plus bisym�etral mais de type
sym�etral/sym�etril .

Le facteur gauche,tal � , est de genre `trigonom�etrique'. C'estgrosso modo
le `p�eriodis�e' (voir x12) de son homologue `polaire'pal� , mais il est beaucoup
plus complexe. C'est indiscutablement le facteur dominant, celui qui con-
tribue le plus �a zag�

I
. Toutefois il n'est pas entier (il a des pôles �a l'origine

0 dans l'espace desu) alors quezag� doit l'̂etre, et c'est ce qui oblige �a le
corriger par les deux autres facteurs.

Les trois facteurs sont de typee.l. : leurs composantes de longueur paire/impaire
sont des polynômes de degr�e total pair/impair. Pour le facteur m�edian, les
composantes de longueur impaire sont en r�ealit�e� 0, ce qui souligne son
caract�ere de `correction'.

Il va sans dire que ces bimoules poss�edent tous une double sym�etrie, mais
pas la même : pal� , tal � et le facteur m�edian sont bisym�etrals, tandis que
invgari (pal� ) et zag�

I
lui-même sont de type sym�etral/sym�etril.

En r�esum�e :

zag�
I 2 GARI ent

as=is

invgari(pal� ) 2 GARI as=is

pal� et tal � 2 GARI as=as

midfactor� 2 GARI as=as = expari(ARI al=al)

Comme pour la factorisation globale (90), la di�cult�e ici n 'est pas de
prouver l'existence d'une sous-factorisation (121) mais d'en d�egager une qui
soit `canonique'. On a en e�et une �enorme latitude dans le choix du facteur
m�edian, qui a priori peut-être postcompos�e (dans GARI) par n'importe quel
bimoule appartenant au groupe :

gari(invgari(pal � ); expari(ARIent
al=il ); pal� ) (122)
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et porteur de coe�cients tous rationnels (apr�es rescalingen c2 ou � 2 ).
Toutefois, il su�t d'imposer �a zag�

I
la condition de co-bialternalit�e pour

compl�etement rigidi�er la situation et �xer sans ambiguit �e le facteur m�edian.
Cela conduit même �a des formules passablement explicites. Ainsi, la premi�ere
composante non-nulle du facteur m�edian vaut :

midfactorw1 ;w2 = +1 =24Q(u12)P(u1) � 1=24 Q(u12)P(u2)

� 1=24 Q(u1)P(u12) + 1 =24 Q(u2)P(u12)

� 1=24 Q(u1)P(u2) + 1 =24 Q(u2)P(u1)

Comme les composantes de longueur 1 et 3 sont nulles, cette formule, inject�ee
dans (121), donne aussitôtzag�

I
pour r = 1; 2; 3. Voir les tablesx27.

L'importance du facteur zagI vient surtout de ce qu'il repr�esente la `par-
tie' de zag� qui ne se laisse pas lin�eariser ni remplacer par son logarithme de
Lie, mais qu'on doit �etudier directement, comme �el�ement du groupe GARI.
Mais le facteur zagI importe aussi pour la raison suivante : si, comme on
le conjecture, lesrelations quadratiquessur les multizêtas sont vraiment ex-
haustives, elles impliquent en particulier lesrelations gonales(digonale, pen-
tagonale, hexagonale) et alors il su�t de fairec = 1 dans zag�

I
pour obtenir

un associateur de Drinfel'dnon-seulementrationnel (on savait d�ej�a en con-
struire) mais aussicanonique(on ne savait pas).

22 Les facteurs II, III et le bimoule arithm�etico-
analytique loma� =lomi� : ce qu'on sait d�ej�a
de lui et ce qu'on voudrait savoir de plus.

Raisonnons sur les multizêtas purs (i.e. sans racines de l'unit�e) pour �xer
les id�ees. On a vu que tout se ramenait �a la d�etermination des bimoules
alternals/alternils canoniquesma�

d=mi�d (d pair), que l'on peut sans perte
d'information regrouper dans un bimoule unique :

loma� :=
X

n� 1

ma�
2n ; lomi� :=

X

n� 1

mi�2n

Il s'agit alors d'�etudier le bimoule loma� =lomi� enti�erement caract�eris�e par
les trois conditions :

1) lomaw 1 =
P

n� 0 u2n
1 et donclomiw 1 =

P
n� 0 v2n

1

2) loma� =lomi� est alternal/alternil

3) loma� =lomi� est cobialternal, ou plus exactement toutes ses composantes
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de longueurr � 2 le sont.

Pr�ecisons un peu le troisi�eme point. La composante de longueur r = 1 ne
peut �evidemment pas être cobialternale. Les composantesde longueur paire
au contraire, �etant n�ecessairement de degr�e impair, le sont automatiquement.
Qui plus est, elles sont enti�erement d�etermin�ees par les
êches 1 et 2 des in-
ductions I ou II (cf x20). La condition de cobialternalit�e ne porte donc que
sur les composantes de longueurr = 3; 5; 7: : : . Celles-ci comportent a priori
une �enorme ind�etermination, mais que la cobialternalit�e (relative �a kya ou,
mieux, kwa) l�eve enti�erement.
Le mode même de construction de notre moule fait que :

4) pour tout r les composanteslomaw1 ;::;w r ; lomiw1 ;::;w r sont des s�eries formelles
�a coe�cients tous rationnels des variablesui et vj .

De plus, mais c'est moins �evident, ces s�eries formelles convergent �a l'origine
et la possibilit�e de traduire la cobialternali�e par des �equations fonctionnelles
de la forme (119) a pour cons�equence que :

5) les composanteslomaw1 ;::;w r ; lomiw1 ;::;w r sont des fonctions multim�eromorphes
des varialesui et vj respectivement, avec des multipôles �el�ementaires, por-
teurs de multir�esidus tous rationnels.

Malheureusement, la simplicit�e de ces fonctions multim�eromorphes est toute
relative. On montre en e�et que :

6) pour tout r � 3 les fonctionslomaw1 ;::;w r ; lomiw1 ;::;w r poss�edent n�ecessairement
une in�nit�e de multipôles .

Ce dernier point vaut d'ailleurs non seulement pour notre bimoulesoma� =somi�

canonique (i.e. soumis �a 1+2+3) mais pourtout bimoule rationnel v�eri�ant
seulement 1+2.

Les deux premi�eres composantes deloma� et de sonswapp�esont parfaitement
�el�ementaires :

lomaw1 = 1=2 P(1 � u1) + 1 =2 P(1 + u1)

lomaw1 ;w2 = +1 =4 P(1 � u12)P(1 � u2) � 1=4 P(1 + u12)P(1 + u2)

+1=4 P(1 + u12)P(1 + u1) � 1=4 P(1 � u12)P(1 � u1)

+1=4 P(1 � u2)P(1 + u1) � 1=4 P(1 + u2)P(1 � u1)

mais les di�cult�es commencent d�es la longueurr = 3, puis se r�ep�etent pour
chaque longueur impaire. Les multipôles restent �el�ementaires, i.e. continu-
ent �a ressembler �a ceux delomaw1 ;w2 et �a n'impliquer que des sommes de
ui cons�ecutifs. Il existe une `base privil�egi�ee' de multip̂oles, dans lesquels ils
s'�ecrivent de mani�ere unique. Tout revient donc �a calculer les multir�esidus
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(rationnels) dans cette base-l�a. La condition de cobialternalit�e, prise sous
forme (119) fournit un proc�ed�e totalement algorithmique pour calculer ces
multir�esidus, mais les calculs sont d'une complexit�e infernale et n'ont pas en-
core livr�e de formule closedonnant d'un coup tous les multir�esidus. L'enjeu
parâ�t de taille. Une telle formule existe sans doute et devrait poss�eder des
propri�etes arithm�etiques tr�es curieuses. Il est �egalement plus que proba-
ble que les multir�esidus pr�esentent de fortes propri�et�es d'alternance qui ex-
pliquent pourquoi les fonctionslomaw , malgr�e leurs in�nit�e de multipôles,
ont n�eanmoins des coe�cents de Taylor en 0 tous rationnels.Pour chaque
r � 3 , ces multipôles devraient se regrouper en une s�erie in�nie de paquets
�nis

P
n� 1 P olwr;n , seuls lesn premiers paquets contribuant aux coe�cients

de Taylor d'ordre n. 40 Si tel est bien le cas, on aurait l�a, pour le calcul de
ces coe�cients, un proc�ed�e encore plus explicite que ceuxdont on dispose �a
pr�esent41 { sans parler de l'int�eret propre que pr�esenterait la connaissance
des multir�esidus. Il est frustrant de ne pas en savoir plus {pour l'instant ! 42

23 Redistributivit�e et �elimination des `1'.

On a vu que les polynômes bialternalsP a�
r;d =P i�r;d ( longueur r , degr�e d)

poss�edaient automatiquement deux propri�et�es suppl�ementaires :

(i) parit�e : ce sont des fonctions paires dew.

(ii) push-invariance: ils ne changent pas sous l'e�et dupush { qui a �et�e
d�e�ni en (10) et qui, en notation `augment�ee' ou `cyclique' (cf x18), apparâ�t
comme un simpleshift sur les variablesf w0; w1; : : : ; wr g

Mais ils poss�edent aussi une troisi�eme propri�et�e importante, qui est la :

(iii) redistributivit�e .

Tout comme lepush, la redistributivit�e est plus commode �a exprimer en
notation `augment�ee'. Elle concerne non pasP a�

r;d directement, mais son
swapp�e P i �r;d et signi�e qu' en cas de r�ep�etition d'une variable vi 0 dans la
s�equencef v0; v1; : : : ; vr g, notre P i w

r;d peut s'�ecrire comme somme �nie

40addition (août 2003) : en fait, il existe bel et bien un m�ecanisme pr�ecis qui assure la
rationnalit�e des coe�cients de Taylor de loma� =lomi � , mais il est autre. Il ne fait pas
intervenir de compensations �nies entre multipôles. Il tient au contraire �a la nature tr�es
sp�eciale (\p�erinomale" ) des multir�esidus qu'ils portent ; cf �n du x28 et [E6].

41 �a savoir les inductions I ou II.
42addition (août 2003) : en fait, la question a �et�e �elucid�ee depuis; cf x28,27,29 et [E6].
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P
w � c(vi 0 ; w; w � )P i w �

r;d avec des coe�cientsentierset universelsc(vi 0 ; w; w � )
et avec de nouvelles s�equencesw � = f v�

0; v�
1; : : : ; v�

r g de même longueur
que w � = f v0; v1; : : : ; vr g et faites des mêmes �el�ements mais dans un ordre
di��erent et surtout sans r�ep�etition de vi 0 . En d'autres termes, la multiplicit�e
de n'importe quelle indicevi 0 peut toujours êtreredistribu�ee parmi les indices
vi autres quevi 0 .

Tout comme lapush-invariance, la redistributivit�e est une propri�et�e `pri-
maire' (voir x9, x11) et beaucoup plus faible que la bialternalit�e mais, tout
comme lapush-invariance, elle m�erite d'̂etre isol�ee et �etudi�ee pour elle-même.
De fait, toute une s�erie de sous-alg�ebres de ARI peuvent être d�e�nies en im-
posant diverses conditions depush-invariance et/ou de redistributivit�e, et ces
sous-alg�ebres sont d'un grand secours pour mener �a bien lad�ecomposition
canonique des multizêtas, parce que, tout en se `rapprochant' de l'alg�ebre
bialternale, elles sont, contairement �a celle-ci, caract�eris�ees par un `groupe
de contraintes' �ni , ce qui permet de leur appliquer la th�eorie hilbertienne
des invariants et rend le calcul de leurs dimensions, pour toute cellule (r; d),
sinon ais�e, du moins totalement algorithmique.

Le th�eor�eme de redistributivit�e poss�ede �evidemment une variante pour les
doubles sym�etries de typealternal/il et sym�etral/il . Il est particuli�erement
int�eressant de l'appliquer �a la valeur v0 = 0, qui du côt�e `scalaire' correspond
aux valeurssj = 1 dans le `premier codage' (cf (x8, x9)). Cela conduit au
th�eor�eme d' �eliminabilit�e de tous les `1' qui dit, dans le cas par exemple
des multizêtas purs, que tout Zes1 ;:::;s r (s1 � 1) peut s'exprimer, de mani�ere
uniquemodulo les relations de sym�etr�elit�e de Ze� , comme combinaison �nie
�a coe�cients rationnels de multizêtas Zes�

1 ;:::;s �
r � sans 1, de même poids mais

�eventuellement de longueur moindre. (i.e.s�
i � 2 ;

P
s�

i =
P

si ; r � � r ).

24 Passage aux superalg�ebres.

L'�etude des multizêtas est totalement domin�ee par des consid�erations de
parit�e/imparit�e : chez les longueurs r , les poidss, les dgr�es d, les facteurs
Zag�

I + II
et Zag�

III
, etc. Une aussi syst�ematique dichotomie trahit souvent

l'existence d'une structure sous-jacente de super-alg�ebre de Lie.

Qu'en est-il ici ? La plupart des structures et objets que nous venons de
passer en revue poss�edent e�ectivement dessuper-analogues, souvent plus
r�eguliers que les originaux et en tout cas dignes d'examen.Mais le lien avec
la dimorphie num�erique reste pour l'instant assez t�enu.
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Un fait central domine toutes ces constructions : pour obtenir des super-
analogues int�eressants, il ne faut pas chercher �aplongernos diverses alg�ebres
bimouliennes dans des super-alg�ebres. Il faut bien plutôt les prendre telles
quelles, mais en attribuant aux bimoules de longueurr paire (resp. impaire)
le grade 02 Z=2Z (resp. 12 Z=2Z). Il s'agit donc l�a non pas d'extensions,
mais deconstructions parall�eles, de taille inchang�ee mais de structure autre.

La construction commence avec BIMU, qui devient SUBIMU, avec des
superd�erivations g�en�erales SUAXI, qui agissent toujours selon la formule (40)
mais avec, en face de chacun desdeuxtermes du membre de droite, un même
facteur (� 1)r (a)r (b ) .

D�ecrivons de plus pr�es la superalg�ebre de Lie SUARI qui r�epond �a ARI
et qui se d�ecompose selon SUARI :=0SUARI � 1SUARI

(i) 0SUARI (resp. 1SUARI) regroupe tous les bimoules dont les composantes
non-nulles ont des longueursr paires (resp. impaires).

(ii) le super-crochet est la forme bilin�eairesuari :

C � = suari(A � ; B � ) () Cw =
X

w = b:c

(Ab B c � (� 1)r (b )r (c)B b Ac)

+
X

w = b:c:d

(( � 1)r (c)r (b )AbcB bed � (� 1)r (c)r (d )B bcAbed )

+
X

w = a:b :c

(( � 1)r (c)r (b )AadcB bc � (� 1)r (a)r (b )B adcAbc) (123)

qui est model�ee43 sur le crochetari de ARI mais qui v�eri�e la relation de
super-commutation et l'identit�e super-Jacobi :

0 � suari(A �
r 1

; A �
r 2

) + ( � 1)r 1 r 2 suari(A �
r 2

; A �
r 1

)

0 � (� 1)r 1 r 3 suari(A �
r 1

; suari(A �
r 2

; A �
r 3

))

+ ( � 1)r 2r 1 suari(A �
r 2

; suari(A �
r 3

; A �
r 1

))

+ ( � 1)r 3r 2 suari(A �
r 3

; suari(A �
r 1

; A �
r 2

))

Le swapet le push agissent exactement comme dans ARI mais la sym�etrie
simple (resp. double) qu'il convient d'envisager maintenant est super-alternal
(resp. super-bialternal, autrement dit super-alternal et de swapp�e super-
alternal ). Un bimoule A � est dit super-alternal ssi :

X

w =sha( w 1 ;w 2 )

(� 1)n(w ; w 1 ;w 2 ) Aw = 0 8w1 6= ; ; 8w2 6= ; (124)

43r (w) d�esigne bien sûr la longueur de la s�equencew
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o�u l'entier n(w; w 1; w2) d�esigne le nombre d'inversions d'ordre au sein du
battage w des s�equencesw 1 et w2.

Les bimoules pr�esentant cette simple/double sym�etrie sont stables pour le
crochetsuari. D'o�u le triplet de super-alg�ebres embô�t�ees, avec desnotations
qui s'expliquent d'elles-mêmes :

SUARIsual=sual � SUARIsual � SUARI (125)

Tout comme leurs mod�eles bialternals, les super-bialternals se trouvent
ipso factoposs�eder trois s�eries de propri�et�es suppl�ementaires, mais quelque
peu di��erentes :

(i) au lieu de la parit�e des bialternals, ils pr�esentent une parit�e alternante , i.e.
leurs composantes de longueur paire/impaire sont des fonctions paires/impaires
de w { sauf la composante de longueur 1, qui n'est pas n�ecessairement im-
paire. Mais on doit lui imposer de l'êtresi on veut avoir clôture poursuari.
C'est cette condition subsidiaire que d�enote le soulignement desual/sualdans
(125)

(ii) ils sont super-push-invariants, i.e. push(A �
r ) � (� 1)r A �

r

(iii) ils sont redistributifs (voir x23)

Les bi�el�ementals belam�
r =belim�

r de ARI (seex18) poss�edent un analogue
exact , �a savoir les super-bi�el�ementalssubelam�

r =subelim�
r . Leur d�e�nition est

tr�es voisine, �a ceci pr�es que les entiers [k]r doivent être partout remplac�es par
la partie enti�ere [[k]]r du quotient [k]r =2 . La transposition exacte s'e�ectue
comme suit :

subelamw1 ;:::;w r
r; xaxi = subelam

( u 1
v1

;:::;
;:::;

u r
v r

)

r; xaxi :=
X

i;j;m;n 2 Zr +1
��� <i � m<j � n<:::

subeli;j ;m;n
r xa(ui + ui +1 + � � � + uj � 1) xi( vm � vn ) �

X

i;j;m;n 2 Zr +1
��� <i � m<j � n<:::

1
2

subeli;j ;m;n
r

�
xa(ui:::j � 1) xi( vm:n ) + ( � 1)r xa(uj:::i � 1) xi( vn:m )

�

avec unswapp�e:

subelim�
r; xaxi := swap (subelam�

r; xaxi ) � subelam�
r; xixa (126)

et des coe�cients entiers :

subeli;j ;m;n
r � (� 1)r subelj;i ;n;m

r :=

[[i; j ; m; n]]r
(� 1)r (i � 1) (� 1)[[m� i ]]r +[[ n� j ]]r [[r � 1]]r !

[[m� i ]]r ! [[n� j ]]r ! [[j � m� 1]]r ! [[i � n� 1]]r !
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qui comportent un `facteur de coh�erence' [[i; j ; m; n]]r qui vaut tantôt 1
tantôt 0 :

[[i; j ; m; n]]r := 1 + [[ m� i ]]r + [[ n� j ]]r + [[ j � m� 1]]r + [[ i � n� 1]]r � [[r � 1]]r

mais qui ne �gurait pas dans la d�e�nition parall�ele de beli;j ;m:n
r pour la bonne

raison que :

[i; j ; m; n]r := 1 + [ m� i ]r + [ n� j ]r + [ j � m� 1]r + [ i � n� 1]r � [r � 1]r � 1

Pour une longueur r paire/impaire, le super-bi�el�emental subelam�
r; xaxi

d�epend uniquement de la partie paire/impaire dexaxi . Mais le fait notable
est quedans tous les cassubelam�

r ; xaxi est super-bialternal.

Ces super-bi�el�ementals sont en un sens plus `primitifs' que les bi�el�ementals,
dont on a vu qu'ils se ramenaient tous, par crochetage r�ep�et�e avec I � , aux
bi�el�ementals de longueur r = 1. C'est l�a une complication, mais b�enigne, et
toutes les autres di��erences sont `en faveur' des objetssuper: les super-
bialternals sont plus simples �a construire que les bialternals, plus faciles
�a �enum�erer, et surtout leurs syst�emes de g�en�erateurs sont nettement plus
�el�ementaires. Par exemple, les bialternals passablement `d�eviants' de la s�erie
carma� =carmi� n'ont pas de super-analogues.

25 La dimorphie et le corps des naturels.

Ce Survol, tout comme le livre [E5] qu'il survole, reprend pour l'�etude des
multizêtas le point de vue le plus ancien (1975) qui est aussi, �a notre avis, le
plus f�econd : celui de la g�en�eration simultan�ee desfonctions sp�ecialeset des
constantes transcendantes. Cette approche n'a pas seulement pour elle d'̂etre
la plus naturelle ({ cela peut toujours se discuter {); elle aaussi l'avantage,
indiscutable lui, de conduire sans e�ort et presque m�ecaniquement au bon
cadre et aux bons choix : bons codages, bonnes fonctions g�en�eratrices; bonnes
relations de base; bonnes structures ambiantes. En�n et surtout, elle �eclaire
les vrais ressorts de ladimorphieet aide bien �a comprendre qu'il s'agit l�a, non
d'une curiosit�e, encore moins d'une pathologie, mais d'unph�enom�ene tr�es
r�epandu et même, serait-on tent�e de dire, quasiment g�en�erique. Plusieurs
chapitres de [E5] et une section de [E4] tentent de syst�ematiser un peu cette
question de la dimorphie, mais on peut tenter ici d'en donnerun premier
aper�cu, au moyen d'une �enum�eration suggestive des notions de base qui,
justement, vont toutes par paires.

On engendre, \partant de rien", par le simple jeu des op�erationsf + ; � ; @;�g ,
des fonctions sp�eciales `primitives', oumonômes, de plus en plus nombreuses
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et qui vivent simultan�ement dans deux `mod�eles', (x; � ; ?) et (�; � ; � ), reli�es
par une variante de la transformation de Borel-Laplace : on ad'une part des
germes �a l'in�ni dans le plan desx; de l'autre des germes en 0 dans le plan des
� , avec de chaque côt�edeuxproduits distincts: la multiplication ponctuelle
(partout not�ee � ) et une variante de la convolution (? chez lesx, � chez
les � ), avec bien sûr Borel-Laplace �echangeant multiplication et convolution.
Les monômes que l'on construit sont, dans leur ensemble, doublement stables
(ou si l'on pr�ef�ere, quadruplement) : pour la multiplicat ion et la convolution,
et ce de chaque côt�e. A ces deux produits, se trouvent associ�ees deux riches
in�nit�es de d�erivations exotiques, les � ! et les r ! , pourvues d'une index-
ation continue (! 2 R ou C), irr�eductibles aux d�erivations ordinaires, et
totalement ind�ependantes (libres de toute contrainte a priori). La d�eriv�ee
par � ! ou r ! d'un monômes'exprime en fonction de deux ingr�edients : des
monômes ant�erieurs, i.e. d�ej�a construits et plus \simples"; et des constantes
transcendantes, lesmoniques, que ces relations d�eterminent enti�erement. Il
existe, chez les monômes, un codage adapt�e �a la multiplication dans le plan
des x et �a la convolution dans le plan des� , et un autre codage adapt�e �a
la convolution dans le plan desx et �a la multiplication dans le plan des � .
Ces deux codages ont leur r�epondant chez les moniques, o�u ils donnent deux
expressions di��erentes du produit. Mais bien que ladimorphie des monômes
soit indissociable de celle des moniques, elle poss�ede un sens compl�etement
di��erent pour les uns et pour les autres : chez les monômes (qui sont des
germes), elle correspond �a deux produits r�eellement di��erents (la multipli-
cation ponctuelle et la convolution), tandis que chez les moniques (qui sont
des scalaires) elle correspond �a deux mani�eres di��erentes de calculer l'unique
produit (qui est celui des scalaires). En�n, comme les d�erivations exotiques
� ! et r ! , mesurent, chacune �a sa mani�ere, l'�eventuelle singularit�e pr�esente
au-dessus du point! , et comme la convolutionadditionne les points sin-
guliers des deux facteurs, tandis que la multiplication leslaisse en place, on
doit s'attendre �a ce que les deux codages dont il vient d'̂etre question se cor-
respondent sous une involution du typeswap, i.e. �echangeuse de di��erences
et de sommes.

Les divers anneaux de multizêtas ne sont que les tout premiers `domaines
de dimorphie' deR et les plus simples aussi. Derri�ere s'en pro�lent beaucoup
d'autres : hyperlogarithmiques; alg�ebrico-di��erentiels, etc. Voir [E4] et [E5].
Il semble en fait que le ph�enom�ene de la dimorphie se retrouve �a presque tous
les niveaux de complexit�e et s'�etende `�a perte de vue' jusqu'aux con�ns du
corps Na des `naturels', même si peu de gens semblent en avoir conscience
{ peut-être parce que la th�eorie en vogue des `p�eriodes' tend �a occulter le
ph�enom�ene, mais peut-être aussi pour les deux raisons suivantes :
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(i) les extensions successives n'ont rien de progressif, chacune d'elles for�cant
�a repoussertr�es loin la fronti�ere du nouveau domaine, pour que la dimorphie
continue de s'y manifester

(ii) le ph�enom�ene tend �a se diluer au fur et �a mesure qu'on �elargit les do-
maines, en ce sens que les deux `produits' se mettent �a interagir de fa�con de
plus en plus `faible'.

Une autre curiosit�e consiste en ceci : alors que la dimorphie fonctionnelle
ne prête pas �a discussion, la dimorphie num�erique est beaucoup plus di�cile
�a enfermer dans une d�e�nition pr�ecise. Intuitivement, p our m�eriter le qual-
i�catif de `dimorphe', un Q-anneauD doit poss�eder deux basesnaturelles
d�enombrablesf � m g et f � ng, avec une indexationnaturelle en m et n 44, une
loi de conversion �nie :

� m �
X

n

H n
m � n ; � n �

X

m

K m
n � m (127)

et deux proc�ed�es distincts pour calculer l'unique produit de D, qui est la
multiplication des r�eels :

� m � n �
X

r

A r
m;n � r ; � m � n �

X

r

B r
m;n � r (128)

les sommes �etant toutes �nies et les constantesH; K; A; B rationnelles.

Mais comme il est toujours possible de construire, dans n'importe quel
anneau d�enombrable, des basesad hocf � mg,f � ng, parfaitement arti�cielles
mais remplissant les conditions ci-dessus, on voit que la pr�esence dedimorphie
num�erique v�eritable repose toute enti�ere sur le caract�erenaturel des deux
bases en question, en contraste avec le caract�erecach�e du `noyau' de D,
lequel est g�en�eralement un syst�emef 
 r g d' irr�eductibles.

En pratique { songez aux multizêtas { aucune h�esitation n'est possible :
les basesf � mg,f � m g sont aussi manifestement `donn�ees' que l'ensemblef 
 r g
est di�cile �a `extraire'. On n'est certes pas l�a en pr�esence d'une d�e�nition
math�ematique, mais �a notre avis cela ne retire �a la notionde dimorphie rien
de sa pertinence.45

44m et n parcourent en g�en�eral non pas N lui-même , mais des ensembles plus complexes,
tels le mono•�de engendr�e parN.

45 �a tout prendre, cette r�esistance �a se laisser cerner, de la part d'un fait brut aussi massif
que la dimorphie, signalerait plutôt son importance que son�evanescence. Au fond, seules
les r�ealit�es secondaires ou super�cielles peuvent êtred�e�nies sans r�esidu.
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26 Un premier bilan : ce qui est acquis et ce
qui reste �a faire.

Le pr�esent Survol se voulait une introduction �a un texte d'ensemble [E5], fort
long, qui sera mis prochainement sur la Toile et soumis �a fr�equentes r�evisions
et additions au cours des prochains mois et ann�ees.46 Ce m�emoire [E5]
cherche avant tout �a pr�esenter une vue d'ensemble d'un domaine r�ecemment
ouvert �a l'exploration et �a faire ressortir sa structure propre. De l�a vient
qu'il est �a fois syst�ematique et sch�ematique, surcharg�e et incomplet. Ainsi
ai-je inclus nombre de d�eveloppements (par exemple sur lessym�etries enu et
surtout en uu ) dont certains apportent assez peu �a l'�etude des multizêtas,
mais qui tous font indiscutablement partie de la galaxie ARI/GARI et sont
�a ce titre indispensables �a une vision �equilibr�ee du sujet. Inversement, j'ai
s�ev�erement �elagu�e la partie \niveau 3" (sur la d�ecomposition explicite en
irr�eductibles), car elle est excessivement riche en formules, encore inachev�ee
�a certains �egards (cf loma� =lomi� etc), et en tout cas trop r�ecente pour
autoriser le recul n�ecessaire �a une mise en forme d�e�nitive.

S'il m'est permis d'ajouter une note personnelle, je dirai que si la par-
tie recherchea �et�e un pur d�elice, tant les m�ethodes nouvelles permettent
d'avancer vite, la partie r�edaction (de [E5]) fut, elle, franchement p�enible.
Il r�egne en e�et dans ces th�eories une `biodiversit�e tropicale' : pl�ethore
de structures et d'op�erations; prolif�eration de `moulessp�eciaux', donnant
lieu �a un formulaire �el�ephantesque; surabondance de sym�etries, r�e
exions
et involutions entrecrois�ees, etc: : : Il fallait donc ordonner cette mati�ere
brute et forger pour tous ces objets une nomenclature satisfaisante, facile
�a retenir, �evocatrice des principales propri�et�es et sym�etries. D'o�u bien des
tâtonnements et changements successifs { parfois dix de suite { entrâ�nant
chacun une reformulation partielle des �enonc�es et une refonte totale du for-
mulaire. Mais ce travail me paraissait essentiel et j'ai tenu �a di��erer la
publication jusqu'�a ce que les choses fussent su�samment d�ecant�ees.

Une derni�ere di�cult�e m�erite d'̂etre signal�ee, car ell e est propre au cal-
cul moulien et risque de se pr�esenter �a nouveau. Il s'agit de l'in�evitable
sch�ematisme des preuves. Un texte comme [E5] contient une telle masse de
formules que leurs preuves, totalement explicit�ees, para�̂traient extrêmement
r�ep�etitives, ennuyeuses et, bien qu'assez courtes dans chaque cas, d'une
longueur redhibitoire une fois mises bout �a bout. On doit donc se contenter
d'indiquer la d�emarche g�en�erale, en signalant les points un peu d�elicats.
Même si le sch�ematisme de ce premier texte [E5], qui par certains côt�es

46Cette formule du `texte evolutif', r�eguli�erement remis �a jour, semble être la formule
d'avenir. Elle s'impose en tout cas pour un sujet en plein essor comme celui-ci

56



s'apparente �a un compendium de r�esultats, peut parâ�treexcessif, il n'en
tient pas moins �a la nature du sujet. Et c'est l�a un mode de pr�esentation
auquel il faudra s'habituer �a mesure que se r�epandra le calcul moulien.

Mais qu'on se rassure: cela n'entame ni la �abilit�e ni la transparence.
La �abilit�e d'abord: toutes les formules mouliennes pr�esent�ees ici ont �et�e
soigneusement d�emontr�ees, th�eoriquement, sur papier,puis v�eri��ees sur or-
dinateur. 47 Et si le lecteur est d�esireux d'expliciter tel ou tel enchâ�nement,
il ne tient qu'�a lui de le faire. La transparence ensuite : les preuves ne
servent pas qu'�a fonder des certitudes; elles ont une seconde fonction, plus
essentielle encore : produire de la compr�ehension. Or les moules ont ce grand
avantage : laforme chez eux n'est jamais tr�es �eloign�ee dufond, ce qui garan-
tit presqu'automatiquement la lisibilit�e de tout texte do nt ils constituent
l'armature. De fait, on s'aper�coit vite, �a l'usage, que les identit�es mouli-
ennes ont tendance �a s'�ecrire toutes seules, �a se corriger toutes seules, �a se
g�en�eraliser toutes seules: : : J'exag�ere �a peine !

Ce qui est acquis.

� Le cadre adapt�e, qui est la riche structure ARI/GARI

� L'�equation fonctionnelle des fonctions multizêta, leurprolongement
m�eromorphe 48 et ses propri�et�es arithm�etiques

� Le th�eor�eme de libre g�en�eration avec l'isomorphisme sous-jacent qui en
fait une �evidence.

� La bi/tripartion des anneaux de multizêtas.

� Les quatre moules bisym�etrals de base (polaires ou trigonom�etriques)
li�es �a la � 2-d�ependance, avec leurs innombrables propri�etes et la soix-
antaine de moules primaires qui leur sont attach�es.

� Le d�ecompte des irr�eductibles et la formule BK, tout au moins pour les
multizêtas euleriens.

� Le crit�ere de d�ecomposition canonique et le principe de cobialternalit�e.

� La d�eduction de la relation `digonale' �a partir des relations quadra-
tiques.

47Parfois ce fut l'inverse: les formules furent d'abord devin�ees �a partir de calculs sur
ordinateur, puis v�eri��ees th�eoriquement. Seules de rar es formules, retenues �a titre de
compl�ement ou d'illustration, comme certaines identit�e es enuu ou certaines estimations
de complexit�e, n'ont �et�e v�eri��ees que sur ordinateur.

48Il s'agit l�a �a vrai dire d'un fait tr�es �el�ementaire mais m�econnu et même parfois ni�e.
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� Le ph�enom�ene de redistributivit�e et son corollaire, l'�elimination canon-
ique des `1'.

Ce qui reste �a faire (mai 2002).

Trois axes principaux semblent se d�egager :

� Multizêtas:

Elucidation des multir�esidus deloma� =lomi� .

Equivalence des relations quadratiques et des relations gonales ?

� Dimorphie g�en�erale:

Exploration des autres domaines de dimorphie.

Que devient la dichotomierelations quadratiques/gonales ?

La dimorphie est-elle exhaustive ?

� ARI/GARI:

Classi�cation des diverses sous-alg�ebres, surtoutsecondaires(ie. �a
double sym�etrie) et �a valeurs dans divers anneaux.

Calcul syst�ematique de toutes les dimensions correspondantes.

Syst�emes de g�en�erateurs.

Etudier le m�elange de structures li�ees et de structures libres qui
semble r�egner partout dans ARI/GARI.

Ce qui a �et�e fait entretemps (août 2003).

Le pr�esent article, que j'avais remis en mai 2002, me fut retourn�e en juin ou
juillet 2003, �a la demande du referee, pour retouches mineures. Or entretemps
les choses avaient passablement progress�e, apportant r�eponse aux deux tiers
des questions de la liste ci-dessus. J'�enum�ere �a la suiteces principales
avanc�ees, puis je les d�ecris plus en d�etail dans cinq sections suppl�ementaires
(Additions 1,..,5 ; x28{x32 ) que j'annexe �a cet article.

� La structure du moule loma� =lomi� , clef des facteurszag�
II

, zag�
III

et
des irr�eductibles qu'ils portent, a �et�e enti�erement �e lucid�ee. La nature
m�eromorphe de ses composantes a �et�e con�rm�ee, leurs multipôles ex-
actement localis�es, et leurs multir�esidus codi��es au moyen de la notion
nouvelle defonction p�erinomale.49

49cf x28.
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� le moule roma� =romi � , qui fait pendant �a loma� =lomi� et qui, con-
jointement �a pal� =pil� et tal � =til � , donne la clef du facteurzag�

I
, a fait

l'objet d'une description parall�ele50.

� Ceci parach�eve la d�ecomposition canonico-explicite en irr�eductibles51 .

� Ceci fournit un associateur de Drinfeld rationnel et canonico-explicite52.

� Ceci conduit au premier exemple non-�el�ementaire de `d�erivation num�erique' 53.

27 Un aper�cu du formulaire.

Ce Survol d'une th�eorie typiquement �a formules serait incomplet sans une
s�election de quelques formules-clef. (Un formulaire tr�es volumineux est at-
tach�e �a [E5] et il se double d'un logiciel Mapleen lignepermettant de `jouer'
avec les principales structures, op�erations et objets de la th�eorie.)

Lois de ARI/GARI.

Pour plus de clart�e, on mentionne (en indice inf�erieur), pour chaque moule,
la longueur r des composantes envisag�ees.

Si C � = ari (A � ; B � ), on trouve avec les notations habituelles et pour les
longueursr = 1; 2; 3 :

C
( u 1

v1
)

1 = 0

C
( u 1 ;

v1 ;
u 2
v2

)

2 = + A1
( u 12

v2
)B1

( u 1
v1:2

) � A1
( u 12

v 1 )B1
( u 2

v2:1
) + A1

( u 1
v 1 )B1

( u 2
v 2 )

� B1
( u 12

v 2 )A1
( u 1

v1:2
) + B1

( u 12
v1

)A1
( u 2

v2:1
) � B1

( u 1
v1

)A1
( u 2

v2
)

C
( u 1 ;

v1 ;
u 2 ;
v2 ;

u 3
v3

)

3 = + A1
( u 123

v3
)B2

( u 1
v1:3

;
;

u 2
v2:3

) � A1
( u 123

v 1 )B2
( u 2

v2:1

;
;

u 3
v3:1

)

+ A1
( u 1

v1
)B2

( u 2
v2

;
;

u 3
v3

) � B2
( u 12

v2
;
;

u 3
v3

)A1
( u 1

v1:2
) + B2

( u 12
v1

;
;

u 3
v3

)A1
( u 2

v2:1
)

� B2
( u 1

v 1
;
;

u 23
v3

)A1
( u 2

v2:3
) + B2

( u 1
v1

;
;

u 23
v2

)A1
( u 3

v3:2
) � B2

( u 1
v1

;
;

u 2
v2

)A1( u 3
v3

)

� B1
( u 123

v3
)A2

( u 1
v1:3

;
;

u 2
v2:3

) + B1
( u 123

v1
)A2

( u 2
v2:1

;
;

u 3
v3:1

) � B1
( u 1

v1
)A2

( u 2
v2

;
;

u 3
v3

)

+ A2
( u 12

v2
;
;

u 3
v3

)B1
( u 1

v1:2
) � A2

( u 12
v1

;
;

u 3
v3

)B1
( u 2

v2:1
) + A2

( u 1
v1

;u 23
;v 3

)B1
( u 2

v2:3
)

� A2
( u 1

v1
;
;

u 23
v2

)B1
( u 3

v3:2
) + A2

( u 1
v1

; u 2
v2

)B1
( u 3

v3
)

50cf x30
51cf x29.
52cf x30
53cf x29
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Pareillement, siC � = gari(A � ; B � ), on trouve :

C
( u 1

v1
)

1 = + A
( u 1

v1
)

1 + B
( u 1

v1
)

1

C
( u 1

u 1
;
;

v2
v2

)

2 = + A
( u 1

v1
;
;

v2
u 2

)

2 + B
( u 1

v1
;
;

u 2
v2

)

2

+ A
( u 12

v2
)

1 B
( u 1

v1:2
)

1 � A
( u 12

v1
)

1 B
( u 2

v2:1
)

1 + A
( u 1

v1
)

1 B
( u 2

v2
)

1

C
( u 1

v1

;
;

u 2
v2

;
;

u 3
v3

)

3 = + A
( u 1

v1

;
;

u 2
v2

;
;

u 3
v3

)

3 + B
( u 1

v1

;
;

u 2
v2

;
;

u 3
v3

)

3

+ A
( u 1

v1

;
;

u 2
v2

)

2 B
( u 3

v3
)

1 � A
( u 1

v1

;
;

u 23
v2

)

2 B
( u 3

v3:2
)

1 + A
( u 1

v1

;
;

u 23
v3

)

2 B
( u 2

v2:3
)

1

� A
( u 12

v1
;
;

u 3
v3

)

2 B
( u 2

v2:1
)

1 + A
( u 12

v2
;
;

u 3
v3

)

2 B
( u 1

v1:2
)

1 + A
( u 1

v1
)

1 B
( u 2

v 2
;
;

u 3
v3

)

2

+ A
( u 123

v1
)

1 B
( u 3

v3:1

;
;

u 2
v2:1

)

2 + A
( u 123

v3
)

1 B
( u 1

v1:3

;
;

u 2
v2:3

)

2 + A
( u 12

v2
)

1 B
( u 1

v1:2
)

1 B
( u 3

v3
)

1

� A
( u 12

v1
)

1 B
( u 2

v2:1
)

1 B
( u 3

v3
)

1 � A
( u 123

v2
)

1 B
( u 1

v1:2
)

1 B
( u 3

v3:2
)

1

Bimoules bisym�etrals

Rappelons queP(t) := 1 =t et Q(t) := c=tan(c:t). Nous ne tabulons ici que
les 5 premi�eres composantes du bimoule trigonom�etriquetal � . Le bimoule
pal� s'en d�eduit en faisant c = 0 et donc Q ! P. Puis on tire de l�a til � et
pil � par application du swap.

60



talw 1 = � 1=2Q(u1)

talw 1 ;w 2 = +1 =12Q(u1)Q(u2) + 1 =12Q(u1)Q(u12) + 1 =24 c2

talw 1 ;w 2 ;w 3 = � 1=24 Q(u1)Q(u12)Q(u3)

� 1=48 c2Q(u1) + 1 =24c2Q(u2) � 1=24c2Q(u3)

talw 1 ;w 2 ;w 3 ;w 4 = � 1=720Q(u1)Q(u2)Q(u3)Q(u4)

+1=180Q(u1)Q(u12)Q(u3)Q(u4)

� 1=240Q(u1)Q(u2)Q(u3)Q(u1234)

+1=120Q(u1)Q(u12)Q(u3)Q(u1234)

+1=240Q(u1)Q(u2)Q(u4)Q(u1234)

+1=720Q(u1)Q(u12)Q(u4)Q(u1234)

� 5=288c2Q(u1)Q(u3) + 19=1440c2Q(u1)Q(u4) � 1=480c2Q(u2)Q(u3)

+1=1440c2Q(u2)Q(u4) + 1 =288c2Q(u3)Q(u4) + 7 =1440c2Q(u1)Q(u12)

+7=720c2Q(u1)Q(u2) � 1=480c2Q(u1)Q(u1234) � 1=288c2Q(u2)Q(u1234)

+11=1440c2Q(u3)Q(u1234) � 1=480c2Q(u4)Q(u1234) + 7 =5760c4

talw 1 ;w 2 ;w 3 ;w 4 ;w 5 = +1 =1440Q(u1)Q(u12)Q(u3)Q(u4)Q(u5)

+1=480Q(u1)Q(u2)Q(u3)Q(u1234)Q(u5)

� 1=240Q(u1)Q(u12) Q(u3)Q(u1234)Q(u5)

� 1=480Q(u1)Q(u2)Q(u4)Q(u1234)Q(u5)

� 1=1440Q(u1)Q(u12)Q(u4)Q(u1234)Q(u5)

+1=960c2Q(u1)Q(u3)Q(u4) � 1=2880c2Q(u1)Q(u3)Q(u5)

+1=64 c2Q(u12)Q(u2)Q(u3) � 11=2880c2Q(u1234)Q(u3)Q(u5)

+1=960c2Q(u1234)Q(u4)Q(u5) + 7 =1440c2Q(u12)Q(u3)Q(u4)

+1=240c2Q(u12)Q(u2)Q(u5) � 1=1440c2Q(u2)Q(u3)Q(u4)

+1=480c2Q(u2)Q(u3)Q(u5) + 1 =1440c2Q(u3)Q(u4)Q(u5)

+1=72 c2Q(u12)Q(u1)Q(u3) � 7=1440c2Q(u12)Q(u1234)Q(u4)

� 1=480c2Q(u2)Q(u4)Q(u5) + 1 =960c2Q(u1234)Q(u1)Q(u5)

+1=576c2Q(u1234)Q(u2)Q(u5) � 7=1440c2Q(u1234)Q(u3)Q(u4)

� 7=1440c2Q(u12)Q(u1234)Q(u3) � 1=60c2Q(u1)Q(u2)Q(u3)

� 1=288c2Q(u12)Q(u2)Q(u4) � 17=2880c2Q(u1)Q(u2)Q(u5)

+1=192c2Q(u1)Q(u2)Q(u4) � 1=576c2Q(u1)Q(u4)Q(u5)

+1=960c4Q(u5) � 7=1440c4Q(u12) + 7 =1440c4Q(u1234)

� 19=11520c4Q(u1) + 19=2880c4Q(u2)
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Le facteur zag�
I

et la d�ependance en � 2.

Toutes les fonctions ci-dessous sont m�eromorphes, mais r�eguli�eres en l'origine,
car l�a les pôles desP(:) et desQ(:) se compensent. Elles livrent donc des co-
e�cients de Taylor qui, apr�es changement dec en � , d�ecrivent la d�ependance
canonique en� 2 des multizêtas (ici : purs), pour toute valeur du poidss et
(ici) des longueursr = 1; 2; 3.

zagw1
I

= � 1=2 Q(u1) + 1 =2 P(u1)

zagw1 ;w2
I

= +1 =12Q(u1)Q(u2) + 1 =12 Q(u1)Q(u12) + 1 =24 c2

+1=24Q(u2)P(u1) � 5=24Q(u12)P(u1) + 5 =24 Q(u12)P(u2)

� 7=24 Q(u1)P(u2) � 1=24 Q(u1)P(u12) + 1 =24 Q(u2)P(u12)

+1=3 P(u1)P(u12) � 1=12 P(u12)P(u2)
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zagw1 ;w2 ;w3
I

= � 1=24 Q(u1)Q(u12)Q(u3)

� 1=48 Q(u1)c2 + 1=24 Q(u2)c2 � 1=24 Q(u3)c2

� 1=48 Q(u123)Q(u2)P(u1) + 1 =48 Q(u123)Q(u12)P(u1)

+1=24Q(u12)Q(u3)P(u1) + 1 =16 Q(u123)Q(u1)P(u2)

� 1=48 Q(u123)Q(u12)P(u2) + 1 =48 Q(u123)Q(u3)P(u2)

+1=48Q(u123)Q(u23)P(u2) � 1=48 Q(u1)Q(u3)P(u2)

+1=48Q(u1)Q(u23)P(u2) � 1=24Q(u12)Q(u3)P(u2)

+1=16Q(u1)Q(u2)P(u3) � 1=48 Q(u1)Q(u23)P(u3)

+1=24Q(u1)Q(u12)P(u3) � 1=24Q(u123)Q(u1)P(u3)

� 1=48 Q(u123)Q(u2)P(u3) � 1=48Q(u123)Q(u23)P(u3)

� 1=48 Q(u123)Q(u2)P(u12) + 1 =48 Q(u123)Q(u1)P(u12)

+1=48Q(u1)Q(u2)P(u23) � 1=48Q(u1)Q(u3)P(u23)

� 1=48 Q(u123)Q(u2)P(u23) + 1 =48 Q(u123)Q(u3)P(u23)

� 1=48 Q(u1)P(u2)P(u3) � 3=16 Q(u1)P(u2)P(u23)

� 1=48 Q(u1)P(u2)P(u123) � 1=48Q(u1)P(u3)P(u12)

+1=16Q(u1)P(u3)P(u23) + 1 =48 Q(u1)P(u3)P(u123)

+1=48Q(u2)P(u3)P(u1) + 1 =48 Q(u2)P(u3)P(u12)

+1=48Q(u3)P(u1)P(u12) + 1 =48 Q(u3)P(u1)P(u123)

� 1=48 Q(u3)P(u2)P(u12) � 1=48 Q(u3)P(u2)P(u123)

� 1=8 Q(u12)P(u1)P(u3) � 1=48Q(u12)P(u1)P(u123)

+1=8 Q(u12)P(u2)P(u3) + 1 =48 Q(u12)P(u2)P(u123)

+1=48Q(u23)P(u2)P(u1) + 1 =48 Q(u23)P(u2)P(u123)

� 1=48 Q(u23)P(u3)P(u1) � 1=48 Q(u23)P(u3)P(u123)

� 7=48 Q(u123)P(u1)P(u12) + 1 =12 Q(u123)P(u1)P(u3)

+1=48Q(u123)P(u2)P(u1) + 1 =48 Q(u123)P(u2)P(u12)

� 5=48 Q(u123)P(u2)P(u3) + 7 =48 Q(u123)P(u2)P(u23)

� 1=48 Q(u123)P(u3)P(u23) + 1 =4 P(u123)P(u1)P(u12)

� 1=24 P(u123)P(u1)P(u3) � 1=24 P(u123)P(u2)P(u12)

� 1=24 P(u123)P(u2)P(u23) + 1 =24P(u123)P(u3)P(u23)

+1=48P(u1) c2

28 Addition 1 : construction du moule loma� =lomi� .

Les cinq sections qui suivent ont �et�e ajout�ees �n août 2003.
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Nous avons le choix, pour construitreloma� entre deux d�eveloppements
aux vertus `compl�ementaires'.

Le premier d�eveloppement estprodigueou dispendieux(\wasteful expan-
sion", cf [E6]) en ce sens qu'il exprime le mouleloma� , dont les coe�cients
sont rationnels et les multipôlesclairsem�es 54 �a partir des dilat�es d'un moule,
Zag�

III
ou son logarithme de LieLozag�

III
:= logari (Zag�

III
), dont les coe�-

cients sonttranscendantset les multipôlesdi�us 55.

Le second d�eveloppement esthabile et �economique (\skilful expansion",
cf [E6]) en ce sens qu'il exprime le mouleloma� �a partir de moules beaucoup
plus �el�ementaires, les slang�

( n
r ) , qui ont des coe�cients d'embl�ee rationnels

et des pôles d'embl�ee clairsem�es, mais qui poss�edent chacun (contairement �a
Zag�

III
ou Lozag�

III
) des multipôles �a l'origine, lesquels se d�etruisent mutuelle-

ment au sein du d�eveloppement.

Chacun des deux d�evelopements op�ere dans l'alg�ebre ARI,mais tandis
que le premier utilise les dilatatations� n de rapport entiern, le second utilise
les projections� s sur les parties homog�enes de poidss. Voici les d�e�nitions
de ces op�erateurs.

� n M ( u 1
v1

;:::;
;:::;

u r
v r

) := n� r M ( u 1 =n
v1

;:::;
;:::;

u r =n
vr

) (129)

� s M ( u 1
v1

;:::;
;:::;

u r
v r

) := M ( u 1
v1

;:::;
;:::;

u r
v r

) jju -part of degrees � r (130)

La dilatation � n est bien sûr un automorphisme de ARI, mais pas le pro-
jecteur � s : chez toute composante de longueurr , il retient la partie u -
homog�ene deu-degr�e total s � r .

Le premier d�eveloppement est surtout pr�ecieux pour la th�eorie : en e�et,
malgr�e le `gaspillage' qu'il implique, il rend de grands services (je l'appelle
wasteful-useful) du fait qu'il s'inverse (il permet de reconstituer Zag�

III
et

même Zag� tout entier �a partir de loma� : voir x29) et qu'il fournit du
même coup un proc�ed�e tr�es g�en�eral pour passer deZag� �a zag� ou, si l'on
pr�ef�ere, pour transporter les propri�et�es alg�ebrique s des multizêtas num�eriques
aux multizêtas formels.

Le second d�eveloppement est lui-aussi utile �a la th�eorie, mais il est surtout
indispensable dans les calculs pratiques { pour lad�ecomposition canonique en

54concentr�es pr�es des hyperplans-coordonn�ees.
55sur tout Zr
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irr�eductibles { car, comme son nom le sugg�ere, il est e�ectivement beaucoup
plus direct et �economique.

Dans la recherche du premier d�eveloppement, la di�cult�e majeure est
d'e�ectuer l'�elimination des irrationnels et desmultipôles `super
us' (en de-
hors de l'origine). Dans la recherche du second d�eveloppement, au contraire,
la di�cult�e majeure est d'assurer l'�elimination des multipôles `inacceptables'
(ie situ�es �a l'origine). Mais dans un cas comme dans l'autre, la clef de
l'�elimination consiste �a placer, en face des multicrochets de ARI �gurant
dans les d�eveloppements, des coe�cients bien choisis, en fait uniquement
d�etermin�es, et qui, comme fonctions surNr , rentrent dans une classe nou-
velle de fonctions arithm�etiques { les fonctionsp�erinomales (cf [E6]) { qui
jouent une rôle absolument central dans l'�etude avanc�eedes multizêtas (ie
au \niveau 3", pour reprendre les distinctions dux11).

Premier d�eveloppement (`wasteful') :

act(loma� ) =
X

Orr III
n1 ;:::;n r act(� n1 Zag�

III
� 1� ) : : : act(� n r Zag�

III
� 1� )(131)

act(loma� ) =
X

LoorrIII
n1 ;:::;n r act(� n1 Lozag�

III
) : : : act(� n r Lozag�

III
) (132)

(132) n'est que la transposition de (131). Ici,act d�esigne une action (n'importe
laquelle { cela n'in
ue pas sur le r�esultat) de ARI/GARI dan s BIMU. Le
moule sym�etral Orr �

III
et son logarithme, le moule alternalLoorr �

III
, sont

uniquement d�etermin�es et �a valeurs rationnelles. PourLoorr �
III

, seules les
composantes de longueurr impaires sont non-nulles. Du fait de l'alternalit�e
deLoorr �

III
, la relation (132) entre op�erateurs �equivaut en fait, parprojection

`de Dynkin', �a la relation suivante, strictement int�erieure �a ARI :

loma� =
X 1

r
LoorrIII

n1 ;:::;n r [[� n1 Lozag�
III

; � n2Lozag�
III

] : : : � n r Lozag�
III

]

(133)

Second d�eveloppement (`skilful') :

act(loma� ) = act(slang�

( 1
1 )

) + (134)
X

r 1 + :::r s >s
s odd � 3

lom( n 1
r 1

;:::;
;:::;

n s
r s

) act(slang�
( n 1

r 1
)
) : : : act(slang�

( n s
r s

)
)

Ici lom� d�esigne un moule scalaire :
{ rigidement d�etermin�e,
{ alternal,
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{ �a valeurs rationnelles,
{ nul pour r1 + : : : rs pair.

L'in�egalit�e r1 + : : : rs > s est essentielle : comme lesr i sont � 1, elle
montre que l'un au moins est> 1, ce qui exprime bien que les multipôles de
loma� sont `clairsem�es', contairement �a ceux deZag� etc, sont `di�us'.56

Ingr�edients du second d�eveloppement :

slank�
( n

r )
:= neginvar : lengr :adari(ripal � ) : mu(mupaj� ; leng1 :H� ; paj� ) (135)

� pushinvarr : lengr :mu(anti : pal� ; garit(pal � ): leng1 :H� ; pari: pal� )(136)

slang�
( n

r )
:= adari(pal � ) : slank�

( n
r )

(137)

slank�
( n

r )
2 ARI al=al ; slang�

( n
r )

2 ARI al=il (n; r 2 N� ) (138)

Ici, lengr d�esigne le projecteur deBIMU qui, chez tout bimoule, retient la
composante de longueurr et annule toutes les autres. Les autres ingr�edients
du \second d�eveloppement" sont les projecteurs :

neginvar := 1 + neg (139)

pushinvarr := 1 + push + push 2 + � � � + pushr (140)

et les moules �el�ementaires :

pajw1 ;:::;w r := P(u1;:::;r ) P(u2;:::;r ) : : : P(ur ) (141)

mupajw1 ;:::;w r := ( � 1)r P(u1) P(u1;2) : : : P(u1;:::;r ) (142)

Paw1
n :=

n
u1 � n

et Paw1 ;:::;w r
n := 0 8r � 2 (143)

56plus pr�ecis�ement, pour une composante donn�ee de longueur r , le nombre de multipôles
de loma� `dans' la boule de rayon� est toujours un o(� r � 1) alors que pour Zag� et ses
trois facteurs, c'est un O(� r ).
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29 Addition 2 : compl�ement sur la d�ecomposition
canonico-explicite.

Voici les formules-clef pour la d�ecomposition des multiz^etasnum�eriques (fac-
teurs Zag�

II
; Zag�

III
) et formels (facteurs zag�

II
; zag�

III
) en irr�eductibles57 :

act(Zag�
II
) = 1 +

X
Urr II

n1 ;:::;n r act(� n1 loma� ) : : : act(� n r loma� )(144)

act(Zag�
III

) = 1 +
X

Urr III
n1 ;:::;n r act(� n1 loma� ) : : : act(� n r loma� )(145)

act(Zag�
II
) = 1 +

X
Irr II

s1 ;:::;s r act(� n1 loma� ) : : : act(� n r loma� ) (146)

act(Zag�
III

) = 1 +
X

Irr III
s1 ;:::;s r act(� s1 loma� ) : : : act(� sr loma� )(147)

act(zag�
II
) = 1 +

X
irr II

s1 ;:::;s r act(� s1 loma� ) : : : act(� sr loma� ) (148)

act(zag�
III

) = 1 +
X

irr III
s1 ;:::;s r act(� s1 loma� ) : : : act(� sr loma� ) (149)

Les formules (144),(145) permettent de reconstituer Zag� �a partir des
dilat�es du moule `rationnel'58 loma� et de deux moules scalaires, UrrII

� et
Urr III

� , qui sont symm�etrals et �a valeurs enti�eres. Les seules composantes non
nulles du moule alternal LourrII

� = log(Urr II
� ) (resp LourrIII

� = log(Urr III
� )

sont celles de longueurr paire (resp impaire).

Les formules (146),(147) permettent de reconstituer Zag� �a partir des
parties homog�enes59 du moule loma� et de deux moules scalaires, IrrII

� et
Irr II

� , qui sont symm�etrals et �a valeurs dans l'anneauZetaII (resp ZetaIII )
des multizêtas num�eriques ; cfx15. Les seules composantes non nulles du
moule alternal LoirrII

� = log(Irr II
� ) (resp LoirrIII

� = log(Irr III
� ) sont celles de

longueur r paire (resp impaire).

En�n, les formules (148),(149) permettent de reconstituerzag� , autrement
dit le moule qui regroupe les fonctions g�en�eratrices de tous les multizêtas
formels, de tous poids et de toutes longueurs, �a partir des parties homog�enes60

du mouleloma� et de deux moules scalaires, irrII
� et irr III

� , qui sont symm�etrals

57Le premier facteur Zag�
I

= zag�
I
, commun aux multizêtas num�eriques et aux mul-

tizêtas formels et de statut tr�es sp�ecial, est analys�e en x30 infra. Mais il ne compte pas
ici, car il ne porte que l'irr�eductible banal � 2.

58ce sont lescoe�cients de Taylor de ses composantes qui sont rationnels. Mais comme
fonctions m�eromorphes, les composantes de longueursr � 3 sont transcendantes.

59 ie homog�enes de poids total 3; 5; 7 : : : et de degr�e total 3 � r; 5 � r; 7 � r : : :
60 ie homog�enes de poids total 3; 5; 7 : : : et de degr�e total 3 � r; 5 � r; 7 � r : : :
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et �a valeurs libres dansC. Les seules composantes non nulles du moule al-
ternal loirr II

� = log(irr II
� ) (resp loirrIII

� = log(irr III
� ) sont celles de longueur

r paire (resp impaire).

Non seulement ces �enonc�es r�esolvent le probl�eme du classement et du
d�ecompte des irr�eductibles formels, mais ils en fournissent �egalement une base
d'irr�eductibles extrêmement simple et indiscutablement canonique. Posons
en e�et :

Zag� = gari � (Zag�
I
; Zag�

II
; Zag�

III
) (150)

Urr � := 1 � � Urr �
II

� Urr �
III

(151)

Irr � := Irr �
I

� Irr �
II

� Irr �
III

(152)

Irr �
I

:= exp( � 2=6 I � ) (153)

Irr �
� := Irr �

II
� Irr �

III
(154)

zag� = gari � (zag�
I
; zag�

II
; zag�

III
) (155)

irr � := irr �
I

� irr �
II

� irr �
III

(156)

irr �
I

:= exp( � 2=6 I � ) (157)

irr �
� := irr �

II
� irr �

III
(158)

Vu les restrictions de `parit�e' auxquelles sont astreintsles facteurs symm�etrals
irr �

II
et irr �

III
(ou, plus directement, leurs logarithmes alternals) il esttr�es facile

de voir que la donn�ee du produit irr�� �equivaut exactement �a la donn�ee simul-
tan�ee de ses deux facteurs. Au bout du compte, nous avons ce r�esultat :

Avec le symboleIrr 2
I

= \ � 2=6", le moule libre-symm�etral61 :

Irr �
� = f Irr s1;s2 ;:::;s r 2 Cg ; r = 1; 2; 3: : : ; si 2 3; 5; 7; 9; 11; 13: : : (159)

constitue un syst�eme complet et libre d'irr�eductibles (ou, si l'on pr�ef�ere, de
g�en�erateurs) pour le Q-anneau polynomial des multizêtas formels. Qui plus
est, ce syst�eme est compatible tant avec la �ltration naturelle par les longueurs
r qu'avec la graduation naturelle par les poidss :=

P
si .

Remarque 1 : sym�etralit�e naturelle.
Il serait tr�es facile de tirer de l�a, en passant au logarithme moulien libre-
alternal loirr �

� := log( irr �
� ) et en prenant, pour toute longueurr et tout

61 ie astreint �a la seule condition de sym�etralit�e et �a aucu ne autre.
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ensemble non ordonn�ef s1; : : : ; sr g, une base dans l'alg�ebre de Lie libre as-
soci�ee, un syst�eme d'irr�eductibles libres \tout court" , ie sans aucune restric-
tion, mais cela n'avancerait �a rien : on y perdrait un peu dec̀anonicit�e' et
on n'y gagnerait rien en contrepartie : cf [E6]. En fait, c'est `naturellement'
sous forme de moule sym�etral que les irr�eductibles se pr�esentent et c'est l�a
un aspect qu'il faut `respecter'.

Remarque 2 : vers des d�erivations num�eriques.
L'existence du syst�eme canoniqueirr �

� d'irr�eductibles fournit aussitôt l'existence,
sur le Q-anneau des multizêtas formels, de deux syst�emes de derivations,
canoniques eux-aussi,f Ls; s impair � 3g et f Rs; s impair � 3g, d'action :

Ls0 Q := 0 ; Rs0 Q := 0 (160)

Ls0 irr s1 ;:::;s r
� := irr s2 ;:::;s r

� si s0 = s1 (resp = 0 si s0 6= s1) (161)

Rs0 irr s1 ;:::;s r
� := irr s1 ;:::;s r � 1

� si s0 = sr (resp = 0 si s0 6= sr ) (162)

Mais l'important n'est �evidemment pas l'existence de telles d�erivations
`formelles'. L'important est que, du fait de leur `canonicit�e, ces op�erateurs
Ls0 et Rs0 semblent :
(i) pouvoir \passer" au Q-anneau des multizêtas num�eriques et surtout
(ii) y être (ie dans ce nouvel anneau) susceptibles d'une nouvelle d�e�nition,
ind�ependantede la premi�ere et garantissantdirectement(ie sans recours �a la
construction formelle) leur caract�ere de d�erivation.

Si la chose se con�rmait (mais il reste beaucoup �a faire) on tiendrait l�a
un outil tr�es e�cace pour �elucider l'arithm�etique des `v rais' multizêtas et, �a
terme, pour montrer l'isomorphie duQ-anneau des multizêtas num�eriques et
du Q-anneau des multizêtas formels.

30 Addition 3 : compl�ement sur l'associateur
canonico-rationnel.

Le facteur Zag�
I
ne porte que des puissances de� 2 { ou, apr�es renormalisation,

que des coe�cients rationnels. Il n'importe donc pas pour larecherche des
irr�eductibles, mais il importe beaucoup dans une autre branche de la th�eorie,
du fait qu'il fournit 62, par le biais de ses coe�cients de Taylor, unassociateur
de Drinfeld 63 �a la fois rationnel (ce qui est banal) mais surtoutexplicite et

62sous r�eserve �evidemment que les \relations quadratiques" impliquent les \relations
gonales" : cfx31 et x32 infra.

63cf [D].
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canonique(ce qui est beauccoup plus inattendu). On pourrait certes led�e�nir
par division �a droite (dans GARI) de Zag�

I
par Zag�

II
et Zag�

III
mais il est

bien plus satisfaisant d'en donner une construction directe, au moyen des
factorisations :

Zag�
I

= gari � (tal � ; expari(viroma� ); invgari(pal� )) (163)

= gari � (tal � ; invgari(pal� ); expari(roma� )) (164)

ARI al=al 3 act(viroma� ) = (165)

act(slank�

( 1
1 )

) +
X

r 1 + :::r s >s
s even � 2

rom( n 1
r 1

;:::;
;:::;

n s
r s

) act(slank�
( n 1

r 1
)
) : : : act(slank�

( n s
r s

)
)

ARI al=il 3 act(roma� ) = (166)

act(slang�

( 1
1 )

) +
X

r 1 + :::r s >s
s even � 2

rom( n 1
r 1

;:::;
;:::;

n s
r s

) act(slang�
( n 1

r 1
)
) : : : act(slang�

( n s
r s

)
)

et d'un moule rom� (le même dans (165) et (166) ) qui est :
{ uniquement d�etermin�e,
{ �a valeurs rationnelles,
{ de type alternal,
{ perinomal en les \variables de dilatation" ni ,
{ nul pour r1 + : : : rs impair..

Ici encore, les in�egalit�esr1 + � � � + r s > s impliquent que l'un au moins des
r i est � 2, ce qui exprime la \raret�e" des multipôles deroma� et viroma � ,
en contraste avec l'\abondance" des multipôles detal � .

31 Addition 4 : les relations \quadratiques"
impliquent la relation \digonale".

Il existe de ce fait plusieurs d�emonstrations. Indiquons la plus conceptuelle
{ celle aussi qui semble le mieux se g�en�eraliser �a des probl�emes voisins.

Au niveau des multizêtas scalaires, \v�eri�er la relation digonale" signi-
�e \être invariant sous l'involution de Ho�man". Au niveau des fonctions
g�en�eratrices dans GARI ou de leurs `logarithmes' dans ARI, cela signi�e
\être invariant sous l'automorphisme involutif dig". Le plus simple, pour
d�e�nir dig, est de recourir au proc�ed�e d'ampli�cation , qui nous a d�ej�a per-
mis, au x8, de construire le moulezag� �a partir du moule wa� . Cette fois-ci,
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nous appliquons le proc�ed�e �a deux moules Ra� et La� , d'indices tous �egaux �a
0 ou 1. Ici encore, nous selectionnons 0 commeindice d'ampli�cation et nous
nommons ui les variables d'ampli�cation. La d�e�nition g�en�erale (cf (34))
donne alors pour les composantes (r; d) (longueur r et degr�e d) de l'ampli��e :

ampr;dRa[ 1
u 1

;:::;
;:::;

1
u r

] :=
X

d1+ :::dr = d

Ra1;0[d1 ] ;:::;1;0[dr ]
(u1)d1 : : : (u1 + u2 � � � + ur )dr

ampr;dLa[ 1
u 1

;:::;
;:::;

1
u r

] :=
X

d1+ :::dr = d

La1;0[d1 ] ;:::;1;0[dr ]
(u1)d1 : : : (u1 + u2 � � � + ur )dr

avec des sommes �etendues �a tous lesdi � 0 , si bien que les s�equences 0[di ]

s�eparant deux \1" cons�ecutifs peuvent être vides : la seule contrainte porte
sur le terme initial, qui doit toujours être un \1". Regardons maintenant
Ra� et La� comme deux moules alternals (resp sym�etrals)libres, c'est-�a-
dire soumis aux seules contraintes d'alternalit�e (resp sym�etralite), mais se
correspondant sous l'involution de Ho�man, qui inverse less�equences faites
de \0" et de \1", tout en �echangeant 0 et 1. Autrement dit:

La� 1 ;:::;� 1 � Ra� r ;:::; � 1 avec 0 := 1 et 1 := 0 (167)

Les moules ampr;dRa� et ampr;dLa� , comme ampli��es des moules alternals
(rep sym�etrals), sont eux-mêmes alternals (resp sym�etrals64 ) et la correspo-
nance (167) entre Ra� et La� induit �evidemment une bijection, not�ee dig ,
entre chaque cellule Alr;d et sa sym�etrique Ald;r .

Premi�ere �etape.
On montre alors, en recourant aux notations usuelles65, les identit�es suiv-
antes, valables pour toute paireA � ; B � 2 ARI u-ent; v -cst

al :

dig limu(A � ; B � ) � � limu(dig A � ; dig B � ) (168)

dig arit( A � ) B � � arit(dig A � ) dig B � � limu(dig A � ; dig B � ) (169)

dig ari(A � ; B � ) � limu(dig A � ; dig B � ) (170)

dig expari(A � ) � expari(dig A � ) (171)

(168) est imm�ediate. (169) l'est moins, mais se d�emontre sans calcul (cf [E6]).
(170) r�esulte de (168) et (169) moyennant (48). En�n, (171)r�esulte ausi de

64sous r�eserve queRa0 = La0 = 0, ce qui sera bien le cas ici : c'est la convention de
normalisation des multizêtas formels \divergents".

65avec les abr�eviations usuelles :
al:= alternal , as:= sym�etral , dig:= dig- invariant ,
u-ent := \entier en les ui " , v -cst := \constant en les vi .
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(168),(169) moyennant l'expression deexpari en fonction des (cf [E6]) seules
op�erations mu et arit .

Ces relations acquises, toutes les �etapes suivantes en d�ecoulent m�ecaniquent.
Indiquons-les sous forme d'implications.

Deuxi�eme �etape.

dig : ARI u-ent; v -cst
al

isom:�! ARI u-ent; v -cst
al (172)

dig : GARIu-ent; v -cst
as

isom:�! GARI u-ent; v -cst
as (173)

expari : ARIu-ent; v -cst
al;dig �! GARI u-ent; v -cst

as;dig (174)

logari : GARIu-ent; v -cst
as;dig �! ARI u-ent; v -cst

al;dig (175)

Troisi�eme �etppe.

Zag2 GARI u-ent; v -cst
as;dig ) invgari(Zag� ) 2 GARI u-ent; v -cst

as;dig (176)

=) nepar invgari(Zag� ) 2 GARI u-ent; v -cst
as;dig (177)

=) Zag�
III

2 GARI u-ent; v -cst
as;dig (178)

Quatri�eme �etape.

Zag�
III

2 GARI u-ent; v -cst
as;dig =) Lozag�

III
2 ARI u-ent; v -cst

al;dig (179)

Cinqui�eme �etape.

Lozag�
III

2 ARI u-ent; v -cst
al;dig =) loma� 2 ARI u-ent; v -cst

al;dig (180)

loma� 2 ARI u-ent; v -cst
al;dig =) lozag�

III
2 ARI u-ent; v -cst

al;dig (181)

loma� 2 ARI u-ent; v -cst
al;dig =) lozag�

II
2 ARI u-ent; v -cst

al;dig (182)

C'est l'�etape principale. Elle consiste, au moyen du seul crochet de ARI et
des trois relations suivantes66 :

loma� =
X 1

r
LoorrIII

n1 ;:::;n r [[� n1 Lozag�
III

; � n2 Lozag�
III

] : : : � n r Lozag�
III

](183)

lozag�
II

=
X 1

r
loirr II

s1 ;:::;s r [[� s1 loma� ; � s1 loma� ] : : : � sr loma� ] (184)

lozag�
III

=
X 1

r
loirr III

s1 ;:::;s r [[� s1 loma� ; � s1 loma� ] : : : � sr loma� ] (185)

66qui transposent dans ARI les relations op�eratorielles (avec act) de (132),(146),(147).
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�a exprimer les moules lozag�
II

et lozag�
III

67 (en passant par l'interm�ediaire
du moule loma� mais sans se soucier de sa forme) en fonction du seul moule
Lozag�

III
68 et detransporter les propri�et�es (ici : la dig-invariance ) de celui-ci

�a ceux-l�a.

Sixi�eme �etape.

lozag�
II

et lozag�
III

2 ARI u-ent; v -cst
al;dig =) (186)

zag�
II

et zag�
III

et zag� 2 GARI u-ent; v -cst
as;dig (187)

CQFD.

32 Addition 5 : compl�ement sur les relations
\hexgonale" et \pentagonale".

La d�emarche pr�ec�edente devrait en principe s'adapter �a la d�eduction des
relations hexagonale et pentagonale. Consid�erons les trois lignes suivantes {
une pour chaque relation gonale :

ARI u-ent; v -cst
al=il ; dig ; ARI u-ent; v -cst

codig; dig ; ARI u-ent; v -cst
al; dig

ARI u-ent; v -cst
al=il ; hexag ; ARI u-ent; v -cst

cohexag; hexag ; ARI u-ent; v -cst
al; hexag ?

ARI u-ent; v -cst
al=il ; pentag ; ARI u-ent; v -cst

copentag; pentag ; ARI u-ent; v -cst
al; pentag ?

Int�eressons-nous par exemple �a la seconde ligne, relative �a la relation hexago-
nale. Pour pouvoir dupliquer la d�emarche de la section pr�ec�edente, il su�rait
de trouver une condition cohexagqui, jointe �a hexag, d�e�nisse une sous-
alg�ebre de ARIu-ent; v -cst, puis de raisonner exactement comme ci-dessus. Un
peu d'heuristique montre que la condition \maximale", iecohexag:=al=il ,
convient tr�es probablement. Mais elle est tr�es forte et mal exploitable. D'o�u
l'int�erêt de l'a�aiblir. L'id�eal serait de pouvoir pren dre la condition \mini-
mamle", ie cohexag:= al comme �a la premi�ere ligne, o�u on a vu que le choix
codig:= al faisait l'a�aire. Or les premiers tests semblent montrer que les
choix cohexag:= alet aussicopentag:= alconviennent e�ectivement. Mais le
travail reste �a faire.

De toute fa�con, la v�erit�e de l'implication :
\relations quadratiques" ) \relations hexagonale et pentagonale"

67 initiales minuscules ) multizêtas formels
68 initiales majuscules ) multizêtas num�eriques.
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ne fait gu�ere de doute. J'ajouterai que, dans une th�eorie comme celle-ci, si
riche en surprises vraies, il y peut-être plus prioritaire que de s'�evertuer �a
d�emontrer ce qui est \sans surprise" et \certain d'avance"{ d'autant que ces
�enonc�es-l�a tendent �a \tomber" tout seuls, au fur et �a me sure justement que
s'accumulent les r�esultatsint�eressants et \�a surprise" .

R�ef�erences bibliographiques

[Ap] R.Ap�ery, Irrationalit�e de � (2) et � (3). Ast�erisque 61, p 11-13, 1979.
[Bro] D.J.Broadhurst, Conjectured Enumeration of irreducible Multiple Zeta
Values, from Knots and Feynman Diagrams, preprint, Physics Dept., Open
University Milton Keynes, MK7 6AA, UK, Nov. 1996.
[Bor] J.Borwein, Three Adventures: Symbolically Discovered Identities for
� (4n + 3) and like matters, July 14, 1997, Vienna, 9th Intern. Conference on
Formal Power Series and Algebraic Combinatoics (availableat: www. cecm.
sfu. ca /preprints/)
[C] H.Cohen, D�emonstration de l'irrationalit�e de � (3) (d'apr�es Ap�ery) .
S�eminaire de Th�eorie des Nombres de Grenoble, VI.1-VI.9,1978.
[D] V.G.Drinfel'd, On quasi-triangular quasi-Hopf algebras and some groups
related to Gal(Q=Q). Leningrad Math. J., 2, 1991, pp.829-860.
[Eu] L.Euler, Opera Omnia, Ser.1, Vol XV, Teubner, Berlin, 19917, pp 217-
267.
[E1] J.Ecalle,Th�eorie des invariants holomorphes. PhD , Orsay, 1974. The
�rst part appeared in Journ.Math.Pures et Appl.,54, 1974.
[E2] J.Ecalle, Les fonctions r�esurgentes, Vol.1,2,3. Publ.Math.Orsay,1981-
1985.
[E3] J.Ecalle, Weighted products and parametric resurgence. in: M�ethodes
r�esurgentes, Travaux en Cours,47,pp 7-49, 1994, Ed. L.Boutet de Monvel.
[E4] J.Ecalle, A Tale of Three Structures : the Arithmetics of Multizetas,
the Analysis of Singularities, the Lie algebra ARI.To appear in the Pro-
ceedings of the Mai 2001 Groningen Workshop on Singularities and Stokes
Phenomena.
[E5] J.Ecalle, ARI/GARI, Dimorphy, and Multizetas : soon available on
my Orsay WEB page.
[E6] J.Ecalle,Six lessons on the canonical-explicit decomposition of multize-
tas into irreducibles., based on a DEA course delivered at Orsay in May-June
2003; to be submitted to the Ann. Toulouse; soon on my Orsay WEB page.
[G1] A.B.Goncharov, Polylogarithms in arithmetic and geometry. Proc.
ICM-94, Zurich, 1995, pp. 374-387
[G2] A.B.Goncharov,Multiple polylogarithms, Cyclotomy and Modular Com-

74



plexes. Math. Research Letters 5, pp 497-515, 1998
[K] V.G.Kac, Lie Superalgebras. Adv. Math., 26, 1977, pp 8-96
[MP] H.N.Minh, M.Petitot, Lyndon words, polylogarithms and the Rie-
mann � function . submitted to Disc. Math.
[R] T.Rivoal, Propri�et�es diophantiennes des valeurs de la fonction zêta de
Riemann aux entiers impairs. (Th�ese), Caen, 2001.
[S] M.Scheunert,The theory of Lie superalgebras. An introduction. Springer,
1979.
[Z] D.Zagier, Values of Zeta Functions and their Applications. First Euro-
pean Congress of Mathematics, Vol. 2, 427-512, Birkh•auser, Boston, 1994.

75


