La décomposition de Birkhoff des difféomorphismes
formels tangents a l'identité et le calcul moulien.

Frédéric Menous

Soit A une algébre commutative, on note G4 le
groupe des difféomorphismes tangents a l'identité a
coefficients dans A : si ¢ € G 4,

o(x)=x+ Z ozt (o€ A)
n>1
Maintenant, si
A=Cle]lle7=A+® A_
avec
A =C[e]], A-=e"'C[e7]
alors
Théoréme 1. (A. Connes, D. Kreimer) Pour tout
p € G=Gy, il existe une unique paire (¢—_, @) dans
Ga_xGa, telle que
pop_=py (BD)
Objectifs :

1. Faire du calcul moulien pour obtenir (p_,
@4) : Caractéres sur une algébre de quasi-

shuffle.
2. Obtenir des estimations sur les coefficients a
I’aide de Iarborification : Caractéres sur

I’'algebre de Connes-Kreimer des arbres
décorés.



Un (tout petit) mot sur la renormalisation en théorie
quantique des champs (A. Connes, D. Kreimer)

En théorie perturbative, on cherche a calculer des
intégrales de Feynman [I;,(I") en dimension dp.

Probleme : Certaines de ces intégrales divergent.

Solution :

1. Régularisation dimensionnelle :
Iy(T') = Lay1(I) € A

2. Structure d’algébre de Hopf H sur les graphes
i. 'H est une algébre avec m: H® H —H
ii. 'H est une cogébre avec A: H—H®®H
3. On a le groupe des caractéres C(H, A) :

X1k X2 =740 (X1® X2)0 A
4. Ig,+e=1€C(H,A) et la renormalisation est

Ix1_ =1, IiEC(H,Ai)

5. I.(I') & e =0 donne la valeur renormalisée.

En théorie ¢ a masse nulle (dy=6) on a
1. Un constante de couplage g(=x)

2. On calcule geg=p(z) =2 +>. -, on(le)z" !

3. Renormalisation Ig — Ilg4., pop_=pi, €¢=0



La décomposition de Birkhoft et I'algébre de Faa di
Bruno Hggp .

Soit A=C[[e]][e-]=AL D A_ et p€Ga:

gp(x):x—I—Z SOnxTH_l (on€A)

n>1
On pose
an(p) = n
et Hras = Claq, ..., @y, ...]. De plus, on a les formules
de Faa di Bruno
n—1
an(@ o) =an(p)+ Z ak(0) P n(a1(v),...) + an()
k=1
Avec le coproduit
n—1
Aa,=a,R1+ Z ar ® Py n(a,...) +1®ay
k=1

Hraqp est une algebre de Hopf graduée,

C(Hrap, A) = Ga (x(an) = ¢n),
A=A, & A_ algébre de Rota-Baxter,

B o=

o _ =i <= x*x_=xr (Cf. Exposé de
D. Manchon).



Résultats sur la décomposition de Birkhoff.

Dans la suite, on se restreint au sous-groupe Gy
(N>1)de G4 : SipeGy, alors

p(z) =+ Z Pt v(pn) > — Nn

. n>1
1.e.
o(r) =12+ Z ezt
avec net
n
H:HN:{n:< - ),nZl,OZ—Nn}
alors

Y

1. Le calcul moulien permet d’obtenir de "jolies’
formules pour ¢_ et .

2. En remarquant que
Pn(p)(zv) =™ Np(ez) € C[fe, z]]

et en utilisant 'arborification, alors, si Py(¢)
est analytique (Gevrey, ...), Pn(p_) et

Pn(p4) aussi.



Quelques "clefs” pour le calcul moulien.

On part de p € G

o(r) =2+ Z ezt
neH

H=<{n= " ,n>1,0>—Nn
o

1. ¢ définit un automorphisme de substitution :
Fo o Allz]] — Allz]]
f — foy

et réciproquement, si F' est un endomor-
phisme d’algébre sur Al[x]] et ¥(z) = F(x),
alors I'= F,.

2. La série de Taylor de
fow(x)=f(x+(p(z)—x))

avec

donne

F,=Id+ ) &°D,

H
avec ne

1
IDn — Z Z ggpnl,.,gpnsxn—i_sai
s>1 m+...4+ns=n

3. On cherche alors les automorphismes associés
a p_ et oy sous la forme

Foo=Id+ Y  CI»"D, ..Dy,
ni€H



Calcul Moulien ”a la Hopf”
Soit

H:{(Z)}Sgl {n:< Z ):(m,...,ns), meH}

I’ensemble des mots contruits avec l'alphabet H
muni de la graduation gr(n) = (N + 1)|n|| + ||
On note

B, (1) =mnon (concatenation)

L’espace vectoriel engendré par H, muni de l'unité
0, du produit de concaténation m,. et du coproduit
défini par A, =0 0 et, pour les lettres,

Ave(m=n@0+ > menp+ieny

est une algebre de Hopf graduée notée H,,..

¢ € G étant fixé et F, =1d + ZneH e’D,, I'appli-
cation

p : Hye — Clx,0;] (Op.Diff sur Cl[z]])
définie par p(0)) =1d =Dy
p(n)=p(n,....,ns) =Dp=D,_...D,,

est un antimorphisme d’algébres et un morphisme de
cogébre : Si f, g € Cl[z]],

p(M)(m(f@g))=mo((p®p)olw(n)(f®g)



Calcul Moulien 7a la Hopf” (suite)

Soit Hs le dual gradué de H,.. C’est une algebre de
Hopf de quasishuffle :

Ags(n) = Z n'en’

1972 —
ot nin?=n
Tas(Bao(m) @ Bu(n')) = B (mqs(n © B (1))
+ By (mqs (B (m) @ ')
+ B, (ms(n®mn’))

qui reflétent

(Ags(m), n' @ 0?) = (0, mc(n* @ 0?))
et

<7qu(’l71 X 772), 77> = <771 024 7727 Anc(n)>

Par exemple

Tqs(M @ M2m3) = Min2ns + n2mins + n2nsm
+ (m + n2)n3 + n2(n1 + n3)

Définition 2. Un moule symétrel sur H a valeurs
dans A M* ={M"e€ A, n € H} est la donnée des
valeurs d’un caractére x de C(Hqys, A) (M™M= x(n)).
Il est bien wvalué si v(M") > |lo|| (sous-groupe
Cv(Hys, A) ). On a le produit de moules

(M x M3)"=(x1*x2)(n) =740 (X1® x2) 0 Ags(n)



Calcul Moulien 7a la Hopf” (suite)

Proposition 3. Soit M*® = x(e) un moule symétrel
bien valué, alors

M= > M"D,
neH

est un automorphisme de substitution F,,, avec

m(z) =M(z) =S5(x) € Gn

On a, pour f, g€ Al|z]],

M( fg)

Proposition 4. Les séries mouliennes définissent
un morphisme de groupe :

S CU(Hq87 A)— Gy (GqS(SO) = S(CU(Hq87 A))



Calcul Moulien ”a la Hopf” (suite et fin)

Par exemple, si x1 et x2 sont dans C,(Hqs, A) et
Yi=S(x:), alors

S(x1)oS(x2) = %O%((ﬂ?)




Retour sur la décomposition de Birkhoff.

On a
o(x) =12+ Z P’z Tt e Gy
et nett
o=Id+ > Dy=> I
neH neH

Ou [ est le caractére bien valué de C,(Hgs, A) donné
par I(0)=1 et

Donc ¢ € Gys(p) et si o+ sont donnés par des carac-
teres bien valués [I4, alors la decomposition de Bir-
khoff oo p_ =, s’écrit :

I+ =1,
. n
Théoréme 5. On a pour n = ( > ) = (N1, +es Ns)
(s>1):

I_(m) = (=1)"7Vp_(61)p_(62)...p-(6s)
Ii(m) = (—1)°7'e ” N p1(61)p—(62)...0—(65)

avec 0;=0;+ ...+ 04 et

(o) = 1 sio<0 _q_
PA9T=V 0 sie>0 PHT 77 P-
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La decomposition de Birkhoff et les estimations.

Soit ¢ € G, alors

Pn(o)(z) = Np(zeN)=x + Z ae’rtl
neHo

ng{n:< Z ),nZl, 020}

Soit b={b,, >0, n€ Hoy} telque, by, by, <bp 4,

ou

Définition 6. ¢ est b-analytique ( € Gy (b)) si

enN b(t)=t+ Z %6%”“ e C{e,t}
n€Hy N

Proposition 7. Gn(b) est un groupe. De plus, si v
dans Gy admet une serie majorante & dans Gpn(b)

(Y <E&), ie.
VUEHNa |¢77|§€77

alors 1 est dans Gn(b).

Théoréme 8. Si ¢ € Gn(b) et po p_ = @y, alors
w_ et oy sont dans Gn(b).
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L’arboribification ”a la Hopt”
Soit de nouveau

H=<{n= " ,n>1,0>—Nn
o

et 7 l’ensemble des arbres (non plans) décorés par
H. On définit ’algébre commutative

Hex =C|T]

dont une base est donnée par les foréts et qui est
naturellement graduée par la graduation de H. Pour
une forét F' =1T14...T,, B?;O est ’arbre obtenu en atta-
chant les arbres a une racine décorée par nge H

AN A

VA

N2 14 75
Alors Hck est une algebre de Hopf graduée pour le
coproduit définit par A(0) = 0 ® 0, A(Ty..Ty) =
A(Ty)...A(Ty) et

A(B;(F))=0® B} (F)+ (B, ®1d) o A(F)

Définition 9. Un moule arborescent séparatif
M*~ = {MF¥ € A} est la donnée des valeurs d’un

caractere x de C(Hck, A) (M* = x(F)). Il est bien
valué si v(MY) > ||F ||, (sous-groupe C,(Hcx, A) ).

12



[’arboribification ”a la Hopf” (suite et fin)

Théoréme 10. (L. Foissy) L’application o de Hex
dans Hqs définie par a(0) =10 et

(B, (F)) =By (a(F)),
définit un morphisme d’algebre de Hopf.

En particulier, on a un morphisme de groupe

Arb CU(HqS,A) — CU(HCKaA)
X — X<:XOOé

Pour I définit par

- si l(m)

oo AR e
Proposition 11. on a pour tout arbre 1" décoré par
(1715005 M) -

T 7 . .
1(T) = (=) p_(61)p-(62)...p-(6%)

(
Ii(n) = (—1ITI=tl? ”"p (61)p—(02)...p—(J5)

avec 0; = g oj et

Jj=>T

(o) = 1 sio<0 o
P=9)=0 sio>0 =77 P
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Coarborification "a la Hopt”

On rappelle que
F,=Id+ ) &°D,
neH

Soit Hék le dual gradué de Hek alors
Théoréme 12. (F. Fauvet, F.M.) L’application

p* : Hix — Clz,0,]

définie par

1. p*(0) =1d =Dy,
2. SiT=B](F),

p*(T)=(p*(F)(p*(n).))0:

3. Si FF=1T7".T* avec des T; deur a deux dis-
tincts :

(oA A
,O*(F) _ (]DTrx) (I[)Tkx) a§1+-.-+ak¢
aql...ap!

est un morphisme de bigébre et p= p*oa™ ou

a*(n)=>_(a(F),n)F

F

Théoréme 13. Les séries mouliennes arborescentes
définissent un morphisme de groupe :

S<:Co(Hck, A)— Gn (Gek(p)=S(Cy(Hek, A))
ou S<(x)=>_ x(I)p*(F).x
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Arborification et Coarborification

Proposition 14. Soit x € C,(Hys, A) et X< = x o«
le caractére arborifié de C,(Hcxk, A), alors

> x(mp(m) =) x~(F)p*(F)
On a ’ F
Y OXSE)F) = ) x(a(F)pr(F)
) = ) ;(n)m,Oz(F)W(F)
= inx E))p*(F)
— - nz x(m
— nz x(m

15



Décomposition de Birkhoff dans G n(b).
On a p(x)=x+ D e’z e Gn(b) et

F,=1d+) &°D,
n

alors p(z) =z + >, |pn|e?z™ !t € Gy (b) est une
série majorante de ¢ (< @) et

F@:Id—'—z 601]_)77
N

o (x)=) IS(F)Dpa

Maintenant

mais, en termes de séries majorantes,

Dp.x < ]Dpx
IS(F) < elFls

Donc ¢_ <1, avec
Y(x)= Z elfleDpx=D.x
F
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On a
D=Dg+D;+Dy+Dj
avec D,=1Id (D,.z=x1) et

Dz = Z elTleDpe = Ze"(ﬂ_)n.x) =p(xr)—x
1

T,|T|=1
— + —
Do.x — Z g”Bno(F”'UIDBmF).x
F+0,n0 ~ B ’
= 3 lFlo(Dp. (7D, @)z
F+(
_ S IFleDy ).(Dr.2)
F+0(
Dow = 5 elflDys = 0
F,r(F)>2

|
)

|
=
&
s
i
<
2

29(x) — p(P(x)) =2

Donc 1) est le difféo. réciproque de ®(x) =2z — ¢(x).
Comme ¢ € Gpn(b), ® € Gn(b) qui est un groupe
donc ¢ € Gn(b) et, comme ¢_ <1, p_ (et donc )
est dans G'n(b).
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