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Polylogarithmes et sommes harmoniques multiples

s=(s1,...,5r)
. zm 1
LIS(Z) = Z W et HS(N) = Z W
...ny ...n;
m>..>n>0 1 N>ny>..>n>0 1
Py(z) = 3 Hy(n)z" = &)
S - S - 1 —z .
n>0
Si s; > 1 alors )
lim Lis(z) = fim H(V) =¢(s) = 3 P~
n>..>n>0

sinon ?
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CODAGE SYMBOLIQUE
DES POLYLOGARITHMES
ET DES SOMMES HARMONIQUES
PAR DES MOTS



Codage des multi-indices par des mots

X = {Xo,Xl} et Y = {yk|k S N+}.

s1—1 s—1
S=(S1,...,S) c U=X3" X|...X3 XL V=VYs...Vs-
0 0

Lis(z) = Liy(z) = Li,(2),

Ps(z) = Pu(z) = Pv(2),

Hy(N) = Hy(N) = Hy(N),
pour sy > 1, ((s) = ¢((u) = ¢(v).

u et v sont convergents si s; > 1. Un mot divergent est de la forme

k k. Sky1—1 sr—1 k
({1} Skq1s -5 8r) = XIXg 0 X1 Xy XL YL Yspr - Vs



COMBINATOIRE ALGEBRIQUE
DES SERIES FORMELLES
EN VARIABLES NON COMMUTATIVES



Séries formelles a variables non commutatives

> Une s.f. sur X (resp. Y) a coefficients dans k (=R ou C) est
une application a valeur dans k de X* (resp. Y*), le monoide
libre, pour la concaténation ., engendré par X (resp. Y)
admettant le mot vide, noté €, comme |'élément neutre :

S:X*—k, ur (Slu), S=Y (Sluyue C{X)

ueX*
<resp. S:Y*—k, u—(S|v), S=> (Svve cc<<v>>).
veyY*
» Pour S, T € C(X)) (ou C{YY)),
Vw e X*(ou Y*), (§+ T|w) = (S|w)+(T|w),
Vw e X*(ou Y*), (5.T|lw) = Z (S|v)(T|u).
u,veX*(ouY*),uv=w

> X* (resp. Y*) constituent une base pour |'espace vectoriel
des polynémes de C(X) C C((X)) (resp. C(Y) C C{YY)).



Opérations sur les séries formelles

> Liec(X) est la C-algebre des polyndmes munie [.,.] défini par
VP, Q € Liec(X), [P,Q] =PQ— QP

vérifiant [P, P]=0et [P, [Q, R]] + [Q, [R, P]] + R, [P, Q]] =0.

> Soit S € C((X)), S est appelé une série de Lie si S = Z P,
I>1
ol P; est un polyndme de Lie homogene de degré /.

> Liec({(X)) est I'ensemble des séries de Lie.
> Pour S, T€C(X), SwT= > (SuNT|V)uvwyv,
u,veX*
ou, poura,be X,u,ve X", twe=cwu=uet
auw bv = a(u w bv) + b(au w v).
» Pour S, T ¢ C(Y), SwT= Z (S|u)(T|v) uw v,

u,veY*
ou, poury;,y; € Y,uveY* uwe=cwu=uet
s YJ s Uy

yiuwyjv = yi(uwyiv) + yj(yivw v) + yiyj(uwv).



Algebres en dualité

» (C(Y), ) est duale a la co-gebre (C(Y),A,), ou A, est
le co-produit co-associatif co-commutatif défini par
Auwly) = Y yi®y
i+j=k
Elle isomorphe a I'algébre associative commutative QSym qui
est duale a3 Sym et qui admet les fonctions quasi-monomilales
Z to ...ty comme base pour I'espace vectoriel.
ni>..>n>0
» On définit également sur C(X) 2 co-produits co-associatifs
(Aw|u® v) = (wluw v) et (A wlu® v) = (w|uv).
(C(X),.,1,A,e,a) et (C(X), w ,e,A e, a) sont des algebres
de Hopf duales I'une de I'autre,
> la co-unité e : C(X) — C(X) est définie par e(P) = (Ple),
» I'antipode est défini par a(x;, ...x;) = (=1)I"lx; ... x;,.
C(X) est isomorphe, comme algebre de Hopf co-commutative
graduée, a U(Liec(X)) (Cartier-Milnor-Moore).



Mots de Lyndon

» Un mot est de Lyndon ssi il est strictement plus petit que ses
facteurs droits stricts (pour I'ordre lexicographique).
Exemple
{x0,x1},%0 < x1. Les mots de Lyndon de longueur < 5 sont xo, x3x1,
X(:;’Xl, XS’X%,% X1, X02X1X0X1, X02X12, Xng, X0X1, X0X1X0X12, X0X12, XoXi?’, Xon, X1.
» Lyn(X) (resp. Lyn(Y)) : ens des mots de Lyndon formant 1
base de transcendance pour |'algébre de mélange (Radford).
Exemple
xoxlxgxl = XgX1 W ngl -3 X0X1X0X1 6 xoxl,
xgxlxgxl = xgxl w xgxl 5x0x1x0x1 15x0x1x0x1 35xgx1x0x1—70xgx12.
> Pour tout w € X*,w =1/ % I >.. >l (SirSov).
Exemple
X1X0X2X0XE X3 X1 = X1.X0X2 . X0x2 X3 x1 = x1(x0x?)2xEx1.
» | € Lyn(X)\ {x} < 7yl € Lyn(Y) (Périn)
ou my/ est la projection de [ sur Y.



Factorisation standard et base PBW

» La factorisation standard de | € Lyn(X) \ X, notée st(/), est
le couple (u,v), ot u,v € Lyn(X) tels que | = uv et v est le
plus long facteur droit propre de / vérifiant u < uv < v.
Exemple
st(xgx1xox1) = (xEx1, Xox1).-
» {S;; 1 € Lyn(X)} est une base de Liec(X), ou la forme
crochetée S; du mot de Lyndon / est définie par Sy = x si
x € XetS =][Sy,S]si(u,v)=st(l).
» La base PBW B = {S,,; w € X*} est obtenue en posant

SW:5;}5;3...5;;5 pour W:/{l.../;;k,/1>...>/k,

> La base duale B = {5,,; w € X*} est obtenue en posant
S. =¢,5 = xS, pour | = xu € Lyn(X) et

L BT wgeh
Sy =

T ] pour W:/{I...I,ik,/1>...>/k.
...t



! my (/) 5 Si Ty (S1)
X0 X0 X0
x1 n x1 x1 v
X0X1 y2 [x0, x1] X0x1 y2
x@x1 v3 [x0, [x0, x]] x¢x1 v3
2 2
XoX{ y2y1 [[x0, x1], xa] XX 2y
x3x1 va [x0, [x0, [x0, x1]1] xgx1 va
2.2 2.2
Xy X{ 31 [xo, [[x0s x1], xa]] XoX] 3
2 2
x0%; y2yi [[lxos x1], x1], x1] X0} y2yi
x¢xi ¥5 [x0 [x0, [x0 [x0, x1]1]] x§x1 ¥5
33 yay1 [x0, [x0. [[x0, x1], xa]ll X33 yay1
gaxoa | yaye [[x0, [x0, x1]l; [x0, x1]] 23x¢ + xgxxoxt 2y4y2 + yay2
| vk | by bl xal ) G vavi
xoxxoxd | 3w [Ix0, xal, [[x0, x1], xall 383 + xox1x0x3 3ysy? + vin
4 3 4 3
X0X] yoyy [[llx0, x1], x1], x1], x1] XX} yoyy
xgx1 ¥6 [x0, [x0, [x05 [x0, [x0, x1]111] xgx1 ¥6
4 2 4.2
X0 Xq Y51 [x0, [x05 [x0, [[x0, xa], xa]l] X0 X ¥5y1
2
sgxixoxt | yaya | [x0, [Ixo0, [x0, xa]l, [x0, xa]l] 24 x¢ + xgxixox 2ysy1 + yay2
2 2
353 yayi [x0, [x0, [[[x0, x1], x1], x1]]] 353 yayi
2 2 2 2 2
xoxixoxi | yvayayr | [xo, [[x0s x1], [0, xa]s x1]]] 3xgx8 + Xgx1x0xE 3yayi + y3yay1
@xdxoxt | yaviyve | [lxo [xos xal, xall, Ixo xall | 653 + 3xdxaxox? + x@xPxoxy | 6yay? + 3yayays + yayiye
3 vavi | [xos [0, xa), xal, xal, xal] 3 ¥3v3
xoxxoxg | vavi | [lxosxals [[lxos xals xals xall a3t + xoxx0%7 ay3yd + v3yvE
x0x) yayd [[lllxo0, xa], x1], xa], x1], xa] x0x3 vayt




Série diagonale & éléments de Lie

>

>

|

>

N
D= Z W, ® w= H e w®.5 (Schiitzenberger) .
weX* leLyn(X)

logD = Z w ,®. m1(w), ot m1(w) est le polyndme de Lie :
weX*

Z (1) Z (Wlup w - woug) up e ug.
k>1 k Uty uke X\ {e}

Soit S € C({(X)), S est dite group-like si AS=5®S.

S est dite primitive si AS=1® S+ S® 1.

S vérifie le critere de Friedrichs si (S|u w v) = (S|u)(S]|v).

Théoreme (Ree, 54)

S e Liec{ X)) <<= e° vérifie le critére de Friedrichs
<= S est primitive
— e est group-like.



POLYLOGARITHMES
ET SOMMES HARMONIQUES



Intégrales itérées et séries de Chen d'un chemin

. dz dz 1 1
Soit wp(z) = — et wi(z) = T3 . Posons C =C [z g z]

Les intégrales itérées sur wo, wy sont codées par des mots (Fliess) :

Oészz(E) =1 et OézO%)z(X,'1 .. .X,'k) = / w,-l(tl) .. .w,-k(tk).

Zp~z

Soit Syzpsz = Z Qzsz(W)w la série de Chen de zy ~~ z Vérifiant

weX*
ds
(ED) = B’ lfz} S avec la condition initiale Sy ., = 1.

Proposition
Si G et H sont solutions de (ED) alors dH™G = 0.
En plus, si G, H sont groupe-like alors 3C € Liec (X)), G = HeC.



S.G. non-commutative des polylogarithmes
Pour w € X*xq, on a Liy(z) = ag.z(w). Posons

logh z ) Iog t
0 1z (XE) et L1X1 / .
H O~vz

Lii(z) =

Théoreme (HNM, Van der Hoeven & Petitot, 98)
Soit L = Z Li,, w. Alors L satisfait (ED) et L(¢) 5 €° log e
weX*

N
D'oi, AL=L®YL et L(z) = H eL1§/(z) 5’_
leLyn(X)
Définition

Lreg(z) = H eLiSI(Z) > et Z= Lreg(l)'
1€Lyn(X),l#x0,x1

P(z) = (1 — 2) 7 'L(z) = e~ (Ix)log(l=2)],  (z)ex0lo8(2),



Série de Chen & L & 7

Proposition
L(1—¢) e loge 7ex0e ot P(1 — ¢)
D’ou, pour w € X*xq,

Lig(1l—¢) ~ ZQW,Iogs)s et Py,(l—¢) ZQ (loge)e

e—(1+x1) loge 7ox08

e—07t

i>1 i>1
Exemple
; -1
Lig(1—¢) —~5 —loge et Py (1 —¢) —5 —¢ " loge.
Puisque x?xo = xox? — xox1 w x1 + ;XO wx;" 7, ona

Lijz,, (1 —¢) ~ ¢(3) +((2) loge — ie logZe +....
Poe(l =€) ~¢(3)e™t +((2)e tloge — 3 logZe + ...
Saz €t L(z)L(z0) ™! satisfont (ED) et égales en zy. Alors,

Proposition

Szp~z = L(2)L(20) L. Par conséquent, AS, =S, ® S, et
_—_ pa—x1loge 7,—xploge

Y ol Ze .



S.G. non-commutative des polyzétas
Définition
Soit (,, le morphisme (C(X), w ) — (C,.) vérifiant
¢y (W) =¢(w), pour w € xo0X*xq, et (,, (x0) =, (x1) =0.

Proposition
Soit Z Z Cu, w. Alors Z |, = Z, est donc groupe-like.
weX*

Théoreme (HNM, 03)
logZ = > (o (w) m(w),

weX*
g g Cu, x1x0 ox1x0 Had X1,
k>0 1y, I>0

oli o est défini par x1x} o P = x1(x} w P), pour P € C(X).



Exemple

7 — ... esC@boboloxlll L gCB)oxalx]
. eS@box] L 015627 b0l alxall

.. eS@bo.loxall | g5¢(2)% 0.l ol

1+ ¢(2)x0, xa] + ¢(3)([x0: [0, xa]] + [[x0, xa], xa])

+§C(2)2([X07 [x0, [x0, x1]]] + [[[x0, x1], xa], x1]

+gbaal + 3o, ool ) + -
log Z = ¢(2)[x0. 3] + ¢(3)([x0. [x0, x1]] + [[x0. x1]. x1])

+§C(2)2([X07 [x0, [x0, xa]]] + [[[x0, 1], x1], x1]

+ 30 [, sl xll) + -



Indépendance linéaire des polylogarithmes

Proposition
{Liw }wex~+ sont C-lin. idpt. (puis C-lin. idpt.). Par conséquent,
{Pw}wey~ sont C-lin. idpt. et {Hy }wecy+ sont C-lin. idpt.

Preuve
Le résultat est immédiat pour K = 0. Supposons qu'il soit vrai
pour tout k,0 < k< K —1. Pour k=K
D AwLin=0 <= A +> Y )\UXLIUX—O
|w|<K x€X |u|l<K
Pour p € C et x € X, (LeP|ux) = Liyx +pLiy +.. ..
Appliquons {(L(eP* — Id)|.) }xex :
Vx€X, p Y AwLivt > puLiy,=0.
lul=K-1 lul<K-1
Par I'hyp. de récurrence, nous obtenons le résultat attendu.

Corollaire
Le C-module différentiel C{Liy } wex~ est l'extension Picard-Vessiot
universelle des équations différentielles a trois singularités réguliers.



Groupe de Galois différentiel

» Soit Ll¢ la plus petite C-algebre contenant C et stable par
dérivation et par intégration par rapport a wp, ws.
Elle s'identifie avec le C-module engendré par les {Liy }wexx-

N\
» Soit o € Gal(LI¢). Alors Z oli, w= H e” M5 1,

weX* 1eLyn
Puisque do Li,, = od Li,, = w; alors o Li,;, = L1X, +cy;.

O'Llé (t) O’Ll’k ( )

De méme, o Lig (z) = /w,-(t) + cg,.

i1! Ik!

Par conséquent, Z oLi, w=L H e = LeCo
weX* leLyn
» L'action de o € Gal(LI¢) sur les Li,, est équivalente donc a
celle de eCe € Gal(ED) sur la solution exponentielle L. D'ou,

Théoreme (HNM, 03)
Gal(LIc) = Gal(ED) = {e€ | C € Liec(X)}.



Théoremes de structure

Théoreme (HNM, Van der Hoeven & Petitot, 98)
(C{Liw}wex~,.) = (C{X), w ).
= Li,Li, = Li, o, v, u,v € X* = ((u)¢(v) = (uw v),u,v € xoX*x1.

Exem pIe XoX1 w X02X1 = X0X1X0X1 + 3X0X1X0X1 + 6X3X12,
LipLis = Lips+3Liss+6Lis1,
C(2)¢(3) = <(2,3)+3¢(3,2) +6¢(4,1).

Théoreme (HNM, 03)

(C{Pw}wey+, ©) = (C{Huw}wey+,.) = (C(Y), w).
= HHy =Hywv,u,v € Y = ((u)((v) = ((uwv),u,v € Y\ n Y
Exemple yawlys = Yays+ysy2+ ¥,

HoHz = Hy3+ Hzp+ Hs,

¢(2)¢3) = <(2,3)+¢(3,2) +¢(5):

= ((5) 2¢(3,2) +6((4,1).



Relations entre polyzétas |nd|xes par les mots de Lyndon

¢(2,1)

¢(2,1,1)
¢(4,1)
€3,2)
€B3,1,1)
€(2,2,1)
¢(2,1,1,1
¢(6

N

)
)
¢(5,1)
¢(4,2)
¢(4,1,1)
€(3,2,1)
¢(3,1,2)
¢(3,1,1,1)
¢(2,2,1,1)

¢(2,1,1,1,1)

1

E<(2>2

2cer
26(5) - @K
~20(5) +36C)0O)
20(5) - ¢(2)C3)
—2C(9) +36(2)¢)
o)

5oy

35



RESULTATS A L'ABEL
PAR LES SERIES GENERATRICES
NON COMMUTATIVES



S.G. non commutatives des sommes harmoniques

Définition

Soit HIN) = Y Hu(N)w et Zu = > Cu(w)w,
weY* weY*

ol (s (w) est la constante associée a H,, (N).

Proposition
H est groupe-like et vérifie I'équation aux différences

H(N) = (1 +y I{;'i)H(N —1) avec H(0)=1.

i>0

Proposition

Cw est le morphisme (C(Y), w) — (C,.) vérifiant (s, (y1) = 7,
Cus(w) =((w), pourw € Y*\ y1Y*, et

Cw(uwv) =Cuw(u)luw(v), pouru,v e Y*.

Autrement dit, Z\., est groupe-like.



Théoremes a |'Abel

Théoreme (HNM, 05)

Soit N = Z Li,, w et wyZ est la projection de Z sur Y.
wey*

1

: y1log 1= _

ZIT?le —z\(z) = I|m exp[ E Hy, (N
k>1

k}H(N) =y Z.

Preuve L(1-¢) —pre ™ loge7z ot P(1—¢) — o—(14x) loge 7

= myL(1—¢) e e lesry 7 et myP(1—¢) fvors Mono(e)ry Z
= H(N) ;= Const(N)my Z,

ot Mono = ZPylk( K et Const = ZH
k>0 k>0

VAN
Identité de Newton = Const = exp [— Z Hy, (};1)} :
k>1



Asymptotique des sommes harmoniques
Z (resp. Z') la Q-algebre (resp. Q[v]-algebre) engendrée par les

polyzétas convergents.

Théoreme (Costermans, Enjalbert & HNM, 05)
Il existe les coefficients b; € Z' k; € N et n; € 7 effectivement

calculables tels que Vw € Y*,  H,(

Preuve  H(N) s~ exp [ZHyk(N

k>1

+oo
N) = > biN" log"(N).
i=0

)

(_f)k]mz.

4) N4 18 5/ N° N6 )7

Exemple
w1 2

Hap(N) = <(4’2)_6N3+<12+

7T4 7T4
Hia(N) = “ In(N)+ r —C(41)—((5
L) = TR+ Ty ) - ()

L o™i =11
180 N 1080 N2 9

T GRLAN S Y
10800 24) WA N5



Constantes d'Euler généralisées

n, k

00 / 00
v viu N
exp [U E t/l|:| = E bn,k(tl, Ce t,,,k+1) I ou les bn,k sont
s ! !

n,k=0
les polynémes de Bell. Pour t,, = (—1)"(m — 1)!{w (m),m > 1,

Théoreme (HNM, 05)
Zm_[1+22bnw, 2(3),.. )0

n!
n>1 k=1

n

Ty ”Z.

Corollaire

La constante (.., (xfw) associée au ((xfw), k > 0,w € xX*xq,
est polynomial degré k en -y et a coefficients dans Z.

En particulier, ¢ (x\) est polynomial degré k en ~y et a
coefficients dans Q[((2), ((2/ + 1)]o<i<(k—1)/2 -

Co(d)= Y %“”(‘?)(‘C(fﬁ))

S1yeens 5, >0
s1+...+ks=k



Exemple

Con = =40
Cw(L1,1) = 73—34(2%7%4(3)’
Cw(L111) = 80¢(3)y — 60((2)2’ﬁ)+ 6¢(2)2 + 10747
Cw(l7) = <(7)v+<(3)<()fﬁ<()
(L 1,6) = 5027+ [C2)C(E) + ¢ CB)(2) — 4N
b C(6.:2)+ 2oc(2)' + 5C2)C3 — 4C(3)),
Cw(l1,1,5) = 3¢(6,2) - 53 )<(>+§c< R + 22 (2"
- (200 - o) + gecece )2>v
* (iC (3)° - ) + 260



MERCI DE VOTRE ATTENTION



