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Résumé

Cette thése décrit la mise en place du modele dynamique de I’éphéméride planétaire et lunaire
INPOP (Intégration Numérique Planétaire de I’Observatoire de Paris) et son ajustement aux
données de télémétrie laser Lune.

Dans une premiere partie sont exposées des généralités sur la modélisation des forces et
moments qui s’exercent entre les corps du Systeme solaire. Ces interactions, qui conduisent
aux équations du mouvement, comprennent les termes principaux newtoniens, des corrections
induites par la relativité générale, des perturbations liées a la non sphéricité de certains corps
ou au fait qu’il peuvent se déformer sous ’effet de contraintes internes (effets de marées).

La deuxiéme partie traite des ajustements aux données Lunar Laser Ranging (LLR), mesure
du temps de trajet de la lumiére entre une station terrestre et un réflecteur déposé a la surface
de la Lune. Leur précision intrinseque de quelques centimetres pour les plus récentes nécessite de
tenir compte pour leur réduction d’effets physiques faibles, comme les mouvements de la crofite
terrestre ou la déviation relativiste des rayons lumineux.

Enfin, la troisieme partie décrit les constructions de trois solutions particulieres. La premiere,
congue pour retrouver la solution DE405 du Jet Propulsion Laboratory, permet de valider le mo-
dele dynamique. La deuxiéme, en corrige quelques inconsistances et integre ’orientation de la
Terre, dans le but de produire des solutions a long terme. La troisieme version, dont le modele
dynamique est amélioré, est ajustée aux données LLR. Les résidus LLR et valeurs de parametres
ajustés sont comparés a ceux d’autres solutions publiées.

This thesis describes the set up of the dynamical model of the planetary an lunar ephemeris
INPOP, and its adjustment to Lunar laser telemetry data.

The first part contains general considerations about the modeling of forces and torques
exerted upon Solar System bodies. These interactions, leading to the equations of motions, take
into account the Newtonian main term, corrections due to the general relativity, perturbations
due to some non spherical bodies or their deformation due to intern constraints (tidal effects).

The second part deals with adjustments to Lunar Laser Ranging observations, the measure-
ment of the light time travel between a station on the Earth and a reflector on the Moon. Their
intrinsic precision reaches a few centimeters for the most recent ones. In the reduction process, it
is thus necessary to take into account some very small physical effects, such as the displacement
of the terrestrial crust or the relativistic deviation of light.

Finally, the third part describes the constructions of three particular solutions. The first
one, designed to retrieve the Jet Propulsion Laboratory’s solution DE405, allows to validate
the dynamical model. Le second one corrects some inconsistancies and includes the Earth’s
orientation, in order to compute long time solutions. The third one, which model is improved,
is fitted to LLR observations. The LLR residuals and fitted parameters values are compared to
other published solutions.
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Bref historique

Avant les années 1960 n’existaient que des solutions analytiques, obtenues par résolution des
équations de Lagrange (Landau & Lifchitz, 1994). Dans ces solutions, les variables décrivant
I’état du Systeme solaire sont exprimées sous forme de fonctions analytiques du temps, comme
par exemple (Bretagnon, 1974; Laskar, 1985, 1986). Lorsque des valeurs numériques sont affectées
a certains parametres avant intégration des équations, les solutions sont dites semi-analytiques.
C’est le cas de la théorie planétaire VSOP82 Bretagnon (1982) ou lunaire ELP2000 (Chapront-
Touzé & Chapront, 1983).

Ces solutions sont, aujourd’hui encore, tres utiles. Elles permettent par exemple un acces
direct aux différentes fréquences présentes dans les variables, et facilitent ainsi I’étude des réso-
nances et de la dynamique du Systeme solaire. D’autre part, elles peuvent servir a la construction
de solutions pour 'orientation de la Terre. Ainsi SMART97 (Bretagnon et al., 1998), REN2000
(Souchay et al., 1999) et RDAN97 (Roosbeek & Dehant, 1998) s’appuient sur les thérories plané-
taires VSOP&2 (Bretagnon, 1982) ou VSOPS87 (Bretagnon & Francou, 1988) et lunaire ELP2000
(Chapront-Touzé & Chapront, 1983). Ces solutions pour une Terre rigide sont ensuite corrigées
par 'application d’une fonction de transfert, comme (Mathews et al., 2002) ou (Wahr, 1981),
pour tenir compte de sa non-rigidité.

Avant 1964, on ne disposait que d’observations optiques des positions des planetes (mesures
angulaires). Avec les premieres observations de distance (radar sur Vénus, laser sur la Lune,
Viking sur Mars), dont la précision était selon Newhall et al. (1983) parfois améliorée de 4 ordres
de grandeur par rapport aux observations optiques, il est devenu nécessaire de développer des
solutions numériques, mieux adaptées a la prise en compte d’effets dynamiques complexes.

La premiére solution numérique largement diffusée est DE102 (Development Ephemeris
n°102), développée au Jet Propulsion Laboratory (JPL) et décrite dans (Newhall et al., 1983).
Dans cet article sont mentionnées deux autres solutions antérieures, DE96 et DE97 (Standish,
1976). DE102 donne acces aux coordonnées des vecteurs position/vitesse (barycentriques ou re-
latives des corps) du Soleil, des 8 planetes de Mercure & Neptune, de Pluton et de la Lune, sur
une période de plus de 4000 ans. Les librations de la Lune sont intégrées en méme temps que
les équations du mouvement des corps, mais ne sont cependant pas diffusées. DE118 de Newhall
et al. (1983) est ensuite construite sur le méme modele dynamique que DE102, et réajustée sur
de nouvelles observations. Enfin, DE200 (Newhall et al., 1983) est une simple rotation de DE118
de ’équateur moyen B1950 a I’équateur moyen J2000. Cette derniere solution a été la base de
I“Explanatory Supplement to the Astronomical Almanac” de Seidelmann (1992).

Parue en 1995, DE403 de Standish et al. (1995) améliore le modele dynamique commun &
DE102/DE200, en tenant compte des perturbations de 300 astéroides au lieu de 5. Le modele
de marées solides générées sur la Terre est affiné et la Lune est également considérée comme
déformable. DE405 de Standish (1998) ajoute la prise en compte de I’aplatissement du Soleil.
Les solutions suivantes DE409 (Standish, 2003a) et DE410 (Standish, 2003b) reprenaient le
méme modele que DE405 et étaient spécifiquement congues pour les missions MER vers Mars et
Cassini vers Saturne. DE414 (Konopliv et al., 2006; Standish, 2006) ajoute la modélisation d’un
anneau d’astéroides pour tenir compte de l'effet global de tous ceux dont les perturbations ne
sont pas individuellement prises en compte. Les solutions DE409 a DE414 ne sont pas ajustées
aux observations Lunar Laser Ranging (et il est probable que DE405 ne le soit pas non plus).
11 faut attendre DE418 (Folkner et al., 2007; Williams & Folkner, 2007), congue pour le projet
New Horizons vers Pluton, pour que ces données contraignent a nouveau la solution planétaire
et lunaire. Le modele dynamique est amélioré avec la présence d’un noyau interne a la Lune.
DE421 (Folkner et al., 2008; Williams et al., 2008) conserve le méme modeéle dynamique que
DEA418 mais est ajustée sur un nombre accru de données. Enfin, la solution la plus récente du
JPL est DE423, disponible sur le site ssd. jpl.nasa.gov/pub/eph/planets et décrite en partie
dans (Konopliv et al., 2010, submitted).



Parallelement, I'Institut d’Astronomie Appliquée de I’Académie Russe des Sciences construit
également des solutions numériques depuis 1974, avec la parution en 1987 de la solution EPMS88
(Krasinsky et al., 1993; Pitjeva, 1993). D’apres Pitjeva (2001), la principale différence avec DE200
est dans le nombre de données sur lesquelles elle est ajustée, couvrant un intervalle de temps
plus important. Les solutions suivantes EPM98 et EPM2000 font I'objet de publications en russe.
Elles sont cependant brievement décrites dans (Pitjeva, 2001). EPM98 présente un modele dyna-
mique tres proche de DE403, y compris dans la maniere de prendre en compte les perturbations
des astéroides, tandis que EPM2000 integre les équations du mouvement des 300 astéroides,
sans se contenter de réinjecter leurs trajectoires déterminées avec une solution préliminaire. Les
solutions EPM2004 (Pitjeva, 2005b), EPM2006 (Pitjeva, 2008) et EPM2008 (Pitjeva, 2009) sont
des évolutions de EPM2000 (ajout d’un astéroide, réajustement sur ’ensemble des données dis-
ponibles & la date de parution). Actuellement, seules les éphémérides EPM2004 et EPM2008
sont disponibles sur le site quasar.ipa.nw.ru (il manque cependant les librations de la Lune).

Enfin, Moshier (1992) a lui aussi construit une solution planétaire dont le modele était repris
de celui de DE200. Son objectif était de comparer son intégration numérique sur 7000 ans a la
solution semi-analytique ELP 2000-85 de Chapront-Touze & Chapront (1988), et de s’assurer que
cette derniere ne présentait pas les écarts observés avec DE102. Le code source du programme
développé par S. Moshier a été utilisé lors des travaux préliminaires a la construction d’'INPOP.

Utilité des solutions planétaires/lunaires

L’intérét de construire des solutions planétaires est multiple :

— pour la préparation des missions d’exploration du Systéme solaire, il est indispensable de
savoir prévoir les positions des corps. Ainsi, la sonde Cassini-Huyghens, lancée en 1997,
a profité de ’assistance gravitationnelle de Vénus, la Terre et Jupiter avant d’arriver en
orbite autour de Saturne pres de 7 ans plus tard. Une bonne prévision des orbites permet
alors de limiter les manceuvres et donc la consommation de carburant.

— une solution planétaire est indispensable & ’exploitation de certaines observations. Ainsi,
pour détecter la présence d’'une planete extra-solaire par la méthode des vitesses radiales,
on observe ’étoile autour de laquelle elle est en orbite. En mesurant le décalage des raies
spectrales, on en déduit sa vitesse de rapprochement ou d’éloignement par rapport a I'ob-
servateur terrestre. Pour isoler la partie due au mouvement de la planete, il est donc
indispensable de corriger cette mesure de la vitesse de la Terre.

— la disponibilité d’observations de plus en plus précises nécessite de prendre en compte des
modeles physiques de plus en plus fins et permet d’en améliorer la connaissance. Ainsi,
I’analyse des perturbations dans la trajectoire d’Uranus a permis & Adams et Le Verrier
de découvrir Neptune. De méme, I’avance du périhélie de Mercure conforte la théorie de la
relativité générale. Plus proche de nous, les mesures laser sur la Lune, en apportant entre
autres des contraintes sur les librations de la Lune, peuvent renseigner sur sa structure
interne. De méme, des données précises apportées par des sondes en orbite autour de Mars
permettent de mieux déterminer les masses de certains astéroides qui en influencent la
trajectoire.

— enfin, comme 1’a montré Laskar (1989), le Systéme solaire est chaotique, avec des incer-
titudes sur les trajectoires décuplées tous les 10 millions d’années. Ainsi, une erreur de
15 metres sur la position initiale de la Terre se propage apres 100 millions d’années jusqu’a
plus de 150 millions de kilometres, soit la distance entre la Terre et le Soleil. La solution
a long terme de l'insolation de la Terre La2004 de Laskar et al. (2004), a la base de la
définition de I’échelle de temps géologique GTS2004 (Gradstein et al., 2005), est valable
sur 40 millions d’années. Pour 1’étendre jusqu'au Paléogene, soit jusque 65 millions d’an-
nées, un gain en précision de deux ordres de grandeur sur les incertitudes initiales est donc
requis. Et pour y arriver, il est nécessaire d’améliorer d’autant les éphémérides a court
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terme, sur lesquelles La2004 est ajustée.

Etapes de la construction d’une solution planétaire/lunaire

La construction d’une solution INPOP nécessite ’enchainement de plusieurs étapes, illustrées

par le schéma de la figure 1.

P Paramétres »1 Dynamique Modele
Solution
tabulée
Y
Chebychev
Polynémes Diffusion
interpolation externe

calceph

------------------------------
Réduction

Données

Dérivées

Pondérations Résidus partielles

-

Algebre
linéaire

Corrections Incertitudes

FIGURE 1 — Schéma des différentes étapes dans la construction d’une solution planétaire.
La premiere, correspondant au cadre “Dynamique”, modélise les trajectoires des corps. Ces

dernieres sont obtenues par intégration numérique d’une équation différentielle du premier ordre
dutype Y/ = F(t,Y(t)). Y est appelé vecteur d’état et contient les variables qui décrivent le sys-
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téme (vecteurs position/vitesse des corps, leurs oritentations, ... ). A partir d’une valeur initiale
Yo =Y (t = 0), on détermine les interactions (forces et moments) qui s’exercent entre les corps.
Du principe fondamental de la dynam1que > F= md, on déduit leurs vecteurs accélérations a a
partir de leurs masses m et des forces F.De meéme, le théoréme du moment cinétique & = ) M
permet de déterminer la dérivée de ce dernier & partir de la somme des moments.

Meéme si on tient compte d’effets relativistes dans le modele dynamique (voir les paragraphes
1.2 et 13.1.2) et dans le modele de réduction des données (voir le paragraphe 9.4), INPOP reste
dans un cadre classique, dans le sens ou la relativité générale n’y est pas introduite comme une
déformation de ’espace-temps, mais par I’ajout de forces et de moments supplémentaires dans
les équations du mouvement, ou de termes correctifs dans la propagation de la lumiere dans la
réduction des données.

Le modele des interactions, étudié dans la premiere partie de cette étude, définit alors la
fonction F. L’équation différentielle Y’ = F(¢,Y (t)) est intégrée numériquement, avec une mé-
thode d’Adams (Hairer et al., 1987) par exemple, a partir de Yy pour en déduire Y (h). h est
le pas d’intégration ; il peut étre positif ou négatif. De proche en proche, on détermine ensuite
les valeurs du vecteur d’état Y; = Y (ih) pour tout ¢ dans N : on obtient donc une solution
tabulée, c’est-a-dire valable pour des valeurs discretes du temps. Cette solution tabulée est ce
que l'on obtient en sortie du programme correspondant au cadre “Dynamique”. Il nécessite en
entrée deux fichiers de configuration. Le premier contient la définition du modele dynamique :
quels astéroides sont pris en compte, si on tient compte de la relativité, quelles méthodes sont
utilisées pour l'estimation des déphasages, ...Le second fichier contient les valeurs de tous les
parametres qui interviennent dans le modele dynamique : les conditions initiales du systeme, les
“masses” des corps, les nombres de Love et temps de déphasages intervenant dans les effets de
marée, ...

A partir de la solution tabulée, on construit des polynoémes d’interpolation de T'chebychev, qui
permettent I’acces a la solution pour des valeurs du temps qui ne sont pas forcément multiples du
pas d’intégration h. C’est le role du programme correspondant au cadre “T'chebychev” du schéma
de la figure 1. La encore, un fichier de configuration permet d’imposer, en fonction des corps, le
degré des polynomes et la longueur des intervalles sur lesquels ils sont définis. Ces valeurs sont
choisies de maniere a conserver les erreurs d’interpolation inférieures a une tolérance : 10 mm
pour les planétes intérieures, 10 cm pour les planetes extérieures, 1 mm pour la Terre et 0.1 mm
pour la Lune. Ainsi, les variables qui présentent de courtes périodes (comme les coordonnées
géocentriques de la Lune) sont approchées par des polynémes de degrés élevés (18 par exemple)
définis sur des intervalles réduits (8 jours par exemple). Les variables présentant des évolutions a
longues périodes (par exemple Pluton) peuvent se contenter de faibles degrés (6 par exemple) et
d’intervalles plus longs (32 jours, voire davantage). Les coefficients de ces polynomes sont stockés
dans un fichier binaire, dont I’exploitation est possible avec la librairie calceph (développée par
M. Gastineau et disponible a I’adresse www.imcce.fr/inpop/calceph). C’est ce fichier binaire
qui est diffusé sur le site www.imcce.fr/inpop.

L’acces a I’état du systeme pour toute valeur du temps permet ensuite de “réduire les don-
nées”, c’est-a-dire de confronter la solution planétaire aux observations. Ces dernieres peuvent
étre des mesures de temps de propagation d’un signal (radar, laser, transpondeur & bord d’une
sonde), de positions apparentes (ascension droite, déclinaison), de vitesse, ... C’est le role des
programmes correspondant au cadre “Réduction” (dans INPOP, les observations planétaires et
Lunar Laser Ranging sont réduites séparément). Celui spécifique aux observations LLR nécessite
la présence de 3 fichiers d’entrée. Le premier contient les données observationnelles : la date de
I’observation, la valeur de la mesure, la pression atmosphérique, température, taux d’humidité.
Un exemple pour le LLR est donné sur le site www.physics.ucsd.edu/ tmurphy/apollo. Le
second, comme pour la partie dynamique, définit le modele de réduction utilisé (voir le chapitre
9) : si on souhaite tenir compte de la tectonique des plaques, quel modele utiliser pour les marées
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solides. . . Enfin, le troisieme contient les valeurs des parametres qui interviennent dans le modele
de réduction, comme les coordonnées des réflecteurs sur la Lune, celles des stations. .. En sortie,
on obtient des écarts entre la mesure effectuée et son calcul a partir de la solution planétaire,
que l'on appelle O-C (observation moins calcul) ou résidu. Ce méme programme permet aussi de
calculer la matrice des dérivées partielles par rapport a chacun des parametres que ’on souhaite
ajuster.

Enfin, lors d’'une quatrieme et derniere étape, on ajuste par moindres carrés (voir le cha-
pitre 10) les parametres intervenant dans les modeles dynamique et de réduction. Il s’agit, pour
I’ajustement aux données LLR, d’un programme d’algebre linéaire qui, a partir des résidus, de
la matrice des dérivées partielles et de pondérations que 1’on affecte a chacune des observations,
détermine les incertitudes des différents parametres ainsi que les modifications a y apporter. Ces
dernieres peuvent alors étre réinjectées dans les parties dynamique et réduction. L’objectif est
de minimiser les résidus afin que la solution planétaire représente au mieux la réalité.

On voit donc qu’une solution planétaire est caractérisée par :

— un modele dynamique

— un modele de réduction des données

— un ensemble de valeurs de parametres qui interviennent dans les modeles
Les valeurs des parametres ajustées aux observations ne peuvent pas étre dissociées des modeles
dynamique et de réduction. Par exemple (voir le paragraphe 13.1.2.2), la dérive en précession
de la Terre induite par la précession géodésique peut étre en grande partie compensée par un
changement dans le rapport C/M R? (moment d’inertie divisé par la masse et le carré équatorial
moyen de la Terre). Les valeurs dépendent également des observations prises en compte, de leurs
pondérations et de la méthode d’ajustement.

Pour INPOP, I’ensemble des programmes intervenant dans les différentes étapes sont congus
de maniere a étre facilement paramétrables avec des fichiers de configuration. Ainsi, des modifi-
cations peuvent étre apportées a la fois dans les modeles et dans les valeurs des parametres sans
avoir a recompiler les codes sources.

Dans cette étude sont décrits les modeles dynamiques (et leurs ajustements au LLR s’il y a
lieu) de trois solutions successives :

— INPOPO5 (voir le chapitre 11) est construite de maniere & avoir un modele dynamique

aussi proche que possible de DE405, avec les mémes valeurs de parametres dynamiques.
Elle est brievement décrite dans (Fienga et al., 2008) mais n’a pas été diffusée.

— INPOPO6 (voir le chapitre 12) voit son modele dynamique amélioré. Ses parametres sont
ensuite ajustés aux observations planétaires. Sa distance Terre-Lune est cependant con-
trainte par celle de DE405. Elle est aussi décrite dans (Fienga et al., 2008) et a été diffusée
sur le site www.imcce.fr/inpop

— enfin, INPOPO0S, dont la description au chapitre 13 est aussi valable pour INPOP10a récem-
ment diffusée, présente d’autres améliorations de son modele dynamique. Ses parametres
sont ajustés a ’ensemble des observations, planétaires et LLR. Il s’agit donc d’une solution
indépendante du JPL. La version décrite ici est en réalité une évolution de (Fienga et al.,
2009) ; cette derniere a été diffusée sur le site www.imcce.fr/inpop.
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Premiere partie

Modélisation des interactions
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Chapitre 1

Interactions entre masses ponctuelles

A part pour les planetes et leurs satellites, les distances qui séparent les corps du Systéeme
solaire sont en général grandes devant leurs dimensions. En premiére approximation, ils peuvent
donc étre vus les uns des autres comme des masses ponctuelles.

1.1 Force de Newton

Il s’agit de la force principale qui régit les mouvements dans le Systeme solaire, découverte
par Newton (1687). Si on se limite & deux corps, elle impose des trajectoires selon des coniques
(ellipse, parabole ou hyperbole).

Soient C; et C}, deux corps ponctuels de masses respectives m; et m;. On appelle :

— @G, la constante de la gravitation universelle

— 75, le vecteur position du corps 4, 7, celui du corps j

— 15 = |75 — 7|, la distance entre les corps ¢ et j

La force newtonienne exercée par j sur ¢ est alors :

R Gm;m;
Fiej= —5— (i — 7)) (1.1)

En effectuant la somme sur j, on calcule la force exercée sur ¢ par ’ensemble des corps :

., Gm;m,; Gm;
Fi :Zig j(?"j*’l“i) :mlz 3](7”]‘ *T‘i) (12)
i i i i

Par la suite, on notera j; le produit de la constante de la gravitation par la masse m; d'un corps.
En appliquant le principe fondamental de la dynamique dans un référentiel galliléen, on obtient
alors 'accélération du corps i :

F=Y 5 -7 (13)

i i
1.1.1 Cas particulier d’un corps et de son satellite

On s’intéresse ici a un satellite en orbite autour d’une planete, quand leur distance relative est
petite devant celles qui les séparent des autres corps. C’est par exemple le cas de la Lune autour
de la Terre, éloignées de 380 000 km, alors que le Soleil est a pres de 150 000 000 km et que Vénus
ne s’approche pas a moins de 45 000 000 km. Au lieu de repérer la position du satellite par rapport
au barycentre du Systeme solaire (BSS), il peut étre plus pratique et surtout plus précis de la
repérer par rapport a la celle de la planete. Mais dans ce cas, des développements supplémentaires
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sont nécessaires pour conserver une bonne précision dans le calcul des interactions. C’est 1’'objet
de ce paragraphe.

Dans ce qui suit, on note 7 et 75 respectivement les vecteurs BSS-Planéte et BSS-Satellite.
Le vecteur Planete-Satellite s’écrit donc 4 = 75 — 7. Dans le vecteur d’état, on préfere alors
introduire 4 & la place de 7, qui pourra néanmoins étre utilisé pour d’autres interactions, mais
ne sera plus qu’un intermédiaire de calcul déterminé a partir de 7 et .

On souhaite donc calculer la dérivée seconde du vecteur « lorsqu’on consideére toutes les
interactions newtoniennes entre la planeéte, son satellite et les autres corps. Connaissant les
forces qui s’exercent sur la plancéte d’une part, et sur le satellite d’autre part, on peut donc
en déduire leurs vecteurs accélérations barycentriques du systeme Solaire. On en déduit alors
U="7— 7.

Remarque : plutot que comme un changement de référentiel (intégration des équations du
mouvement de la Lune dans un repére géocentrique non galliléen), il est préférable de considérer
ces développements comme un changement de variables de (71, 7) en (71, @). Ainsi, @ reste
déterminé a partir des expressions de 75 et 71 obtenues par projection du principe fondamental
de la dynamique dans un repere galliléen. Ces deux manieres de procéder conduiraient ici au
méme résultat. Mais la prise en compte des corrections relativistes du paragraphe 1.2 dans un
repere non galliléen s’avérerait plus complexe.

1.1.1.1 Interaction interne au systéme

On considere l'interaction newtonienne entre la planete et son satellite :

- 71— T . Ty — 71
Ty = p1————m et I = pp——rg (1.4)
7 — 71 7 — 71
On obtient alors la dérivée seconde de @ due a U'interaction entre la planéte et son satellite :
-, 1+ p2
U=———= (1.5)
1]

Il n’y a ici aucun développement supplémentaire a mener pour améliorer la précision numérique.

1.1.1.2 Action d’un corps externe

FIGURE 1.1 — Schéma des interactions entre un corps perturbateur (situé en 73), une planete
(située en 1) et son satellite (situé en 7).

On considere ici la perturbation d’'un corps externe au systeme Planete-Satellite (Soleil,
autre planete, astéroide...). On note 73 son rayon vecteur par rapport au barycentre du Systéme
solaire et us3 le produit de sa masse par la constante de la gravitation G. On a alors les vecteurs
accélérations du satellite et de la planete par rapport au barycentre du Systeéme solaire :

T3 — T - 73 —T1

7.:.»2 = p3— = et 71 = W3———3 (16)
7% — 7| 7% — 71
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On en déduit la dérivée seconde du vecteur « :

i N N 773_772 773_771
u:’]"Q—’r‘l :H3 - iR — 5 - (17)
Qm—mw Hm—mW)

Dans la mesure ou la distance entre la planéte et son satellite est bien plus faible que celle
entre la planete (ou le satellite) et le corps perturbateur, les quantités 75 — 71 et 75 — 7 sont a la
fois grandes et voisines. Et lorsqu’on soustrait 1'une a I'autre, on génere des erreurs numériques
importantes. On souhaite donc développer cette expression de maniere a éviter une différence
entre deux quantités voisines. Dans ce qui suit, on note d; = |73 — 71|| la distance entre le corps
perturbateur et la planete, et do = |75 — 72| celle entre le corps perturbateur et le satellite.

. Fy— Ty T3 — 7
U—Hs( d% d? )

1 1 . ro — 7
(R IR

d—ds a
_“3< &g "o d%)

(di —do) (di + dado+d3) , . @
:“3< a3 (rg_”)_dé)

2 2 2 2 —
(B - )

Dans cette expression, la quantité critique est la différence d? — d3 :

i — dj = ||75 — 7|” — |75 — 7
= || — 7)1 = |75 — 7 + 71 — 7
= — [l = )* = 2(F5 = 71) - (71— 7%)
=2(f5 — ) @ — |||
=2(F—7)—1) -d (1.9)
Finalement, on obtient I’expression suivante pour la dérivée du vecteur Planete-Satellite due
a la perturbation d’un corps extérieur au systéme :

ps ([(2(Fs—71) — @) -d] [df + didy +d3)
dfg ( d? (dl I d2) (T3 — 7‘1) — U (110)

Cette expression est plus complexe et cotiteuse en temps de calcul que 1.7, mais évite la sous-
traction de deux quantités voisines.

Afin d’évaluer le gain en précision de ce développement, on extrait de la solution DE405 les
positions barycentriques du Soleil, des planetes et de Pluton, ainsi que la position géocentrique
de la Lune. On effectue ensuite un calcul en quadruple précision de I'accélération géocentrique de
la Lune due aux interactions newtoniennes entre les corps. Peu importe ici la méthode employée,
classique 1.7 et précise 1.10 ne different que de 10734 UA /j2, soit environ 2 x 10734 m/s2 pour une
valeur de 'ordre de quelques 10~* UA/j2. Ce calcul sert de référence. Puis deux autres calculs
de cette méme accélération sont menés en double précision, I'un avec la méthode classique 1.7,
I’autre avec la précise 1.10. Ils sont alors comparés a celui effectué en quadruple précision. Les
courbes de la figure 1.2 montrent ’amélioration apportée par la méthode précise 1.10 (courbe
grise), elle permet de gagner un facteur 100 par rapport a la méthode classique 1.7 (courbe
noire).

U=
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FIGURE 1.2 — Gain en précision sur la dérivée seconde du vecteur Terre-Lune
due aux interactions newtoniennes des autres corps. Un calcul dy effectué en
quadruple précision sert de référence. Puis, deux autres effectués en double
précision, d; avec I'expression 1.7, da avec I'expression 1.10. La courbe noire
représente les erreurs relatives ||do — d1|/||do||, la grise celles ||do — da||/|do]|.

1.2 Corrections relativistes

On tient compte de corrections relativistes via une modélisation post-newtonienne paramé-
trée. En se limitant aux termes d’ordre 1/c?, (Moyer, 1970) donne I’accélération du corps i due
aux autres corps :

1
ZY B 23 -0 T B+ (1) I
i

kot Kty Ik

2
e N Lo o sl e
—2(1+7)v¢-vj—2<m> + — (7 = 7%) -7 | (T —75)

Tij 2
Hj 7 S\ (=
QZ (7 (24 29)0 — (1 4+ 29)7))] (4 — 7))
i#i "
3+47 i
Z i < (1.11)
iAo Y

Cette expression est identique & (Newhall et al., 1983, eq. 1). Si on y impose 5 = v = 1,
valeurs de la relativité générale, on retrouve (Misner et al., 1973, eq. 39.64) ou (Estabrook, 1969,
eq. 3) en y faisant tendre w vers I'infini.

Les vecteurs 7 et ¥; sont respectivement les positions et vitesses par rapport au barycentre (au
sens relativiste) du systeme. Elles peuvent différer des positions et vitesses dans le repere fixe des
intégrations si son origine n’est pas confondue avec le barycentre. En effet, la seule contrainte
sur le repere est qu’il doit étre inertiel (pour pouvoir projeter la relation fondamentale de la
dynamique sans se soucier des termes d’entrainement), mais son origine peut étre quelconque.
Ce n’est pas vraiment un probleme pour les positions ; comme pour les interactions newtoniennes,
seules les positions relatives (invariantes par changement d’origine du repere) interviennent dans
les corrections relativistes. Ce n’est pas le cas des vitesses, et il convient de faire ici la distinction
entre U;, la vitesse barycentrique, et 7%’,-, la vitesse par rapport a l’origine du repere. Au paragraphe
1.3.2 est décrit le choix du repére qui permet de s’affranchir de cette distinction.

A noter également la présence de termes ; qui font que 7 est défini de maniere 1mphclte
Dans la mesure ol on se limite & un développement en 1/c?, on néglige les termes en 1/c* et dans
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le calcul de r], seul le terme newtonien vu en (1.3) peut étre prls en compte. La connaissance
des vecteurs 7 et r] suffit alors pour déterminer explicitement 7; :

- 22‘” FD = (2813 P Al + () I

i ki |k kg Ik
_,_,3(7_1%_7_1}"77]' quq N
204N -S| ———— | +5 Z ) - (7 = 7a) | (75— 7%)
2 Tij k;é] jk
b (i
QZ F (7 (24297 = (1 +27)5;)] (7; — 7))
it
L 3+4
”ZZ‘” 5 (7= 7)) (112)
iFi kg J’f

1.3 Barycentre du systéeme et choix du repere

Le but de ce paragraphe est de choisir judicieusement le repere de la solution dans lequel
seront exprimés les vecteurs position-vitesses des corps. A la date origine des intégrations t = 0,
la géométrie du systéme (conditions initiales) est donnée dans un repere inertiel pour l'instant
quelconque, noté R. L’objectif ici est de trouver un repére particulier R, en translation uniforme
par rapport a R (donc inertiel), mieux adapté a I’étude de ’évolution du systeme.

Un tel changement de repere s’effectue en modifiant les conditions initiales des corps, en
translatant leurs positions d’'un méme vecteur ¥ et leurs vitesses d’'un méme vecteur §. La
géométrie du systeme, c’est-a-dire les positions et vitesses relatives, est ainsi conservée.

1.3.1 Cas d’interactions newtoniennes

On considere ici un systeme de n masses ponctuelles, soumises aux perturbations mutuelles
newtoniennes telles que définies en (1.3). On peut remarquer que les accélérations newtoniennes
sont indépendantes de 'origine du repere, puisque fonctions uniquement des positions relatives
des corps.

Soit le vecteur u défini par :

n
0= i (1.13)
=1

11 s’agit, au facteur Y p; pres, du vecteur position du barycentre dans le repeére quelconque R.
Les (u;) étant indépendants du temps, en dérivant deux fois 4 et en remplagant les 7; par leur
expression (1.3), on obtient :

1._): = Z:U'zrz ZZMZMJ __{) (114)

1=1 j#i Tij
S Gy M (1.15)
=1 j=i+1 ij rij
- § (1.16)

i est donc nul, @ est une fonction affine du temps et on retrouve un résultat classique : le
barycentre d’un systéme isolé a un mouvement rectiligne uniforme dans un référentiel galiléen.

Pour tout t, @(t) = @(0) + ¢ (0) (1.17)
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~ Or, en changeant l'origine du repere, on peut choisir Ro tel que a I'instant ¢ = 0, w(0) =
%(0) = 0. C’est-a-dire qu’on choisit 'origine de R confondue avec le barycentre du systéme a
I'instant initial des intégrations. Il suffit pour cela de poser :

Zﬂzﬁ' Zﬂzﬁ
T g
ZM oY Zﬂi

i i

On a alors dans R, pour tout instant t, @(t) = 0. Le barycentre du systéme, qui avait un
mouvement rectiligne uniforme dans R, reste donc confondu avec 1’origine du repere Rg au cours
du temps. Les courbes de la figure 1.3 permettent de vérifier numériquement ce résultat, avec
un mouvement du barycentre inférieur & 1072° mm sur 100 ans (les faibles dérives en x et y ne
sont dues qu’aux erreurs numériques lors des changements de repere).

T =

(1.18)

X (mm) y (mm) Z (mm)
1e-20 T T T T | T T T T T T T T T
5e-21 - 4 L a
0e+00 - 1 r T [ Mo b
-5e-21 |- — — —
_1e-20 L | | | | | | | | | | | | | |

-100 -50 O 50 100-100 -50 O 50 100-100 -50 O 50 100
Temps (années) Temps (années) Temps (années)

FIGURE 1.3 — Mouvement du barycentre dans le cas d’interactions newtoniennes. On simule
I’évolution d’un systéme composé du Soleil, des 8 planetes de Mercure a Neptune, de la Lune
et de Pluton, soumis aux interactions mutuelles newtoniennes définies en 1.3. Les intégrations
sont effectuées dans Ry, en quadruple précision, et sur une durée de 100 ans de part et d’autre
de l'instant initial (J2000). Les courbes représentent les coordonnées cartésiennes du vecteur
(3 i)~ i au cours du temps.

L’avantage de choisir Rg pour repere des intégrations est d’éviter que le systeme ne dérive avec
le temps. En effet, dans un cas extréme (si le barycentre avait une vitesse importante dans R), on
pourrait se retrouver sur de longues périodes d’intégration avec des coordonnées barycentriques
des corps tres supérieures aux distances qui les séparent, ce qui générerait des erreurs numériques
importantes lors du calcul des interactions (voir les développements du paragraphe 1.4).

1.3.2 Cas relativiste

De la méme maniere, on considere un systéme de n masses ponctuelles, soumises aux per-
turbations mutuelles newtoniennes (1.3). On tient compte également de corrections telles que
définies dans l'expression (1.12), mais dans laquelle les vitesses barycentriques ¥; sont rempla-
cées par les vitesses 7 dans le repere quelconque R. Ce systéme n’est donc pour l'instant pas
soumis a la relativité générale, I'origine de R n’étant pas forcément confondue avec le barycentre
(relativiste) du systeme.

Soit le vecteur #, défini de la maniere suivante :

o .o . 77 1 I
% ¢ ¢ jF#i

Il s’agit la encore, au terme ), ! pres, de la position du barycentre relativiste. Par rapport
au vecteur u défini dans le cas d’interactions classique, les p; dépendent des vecteurs position

20



et vitesse des corps et varient donc au cours du temps. En dérivant deux fois 4 par rapport au
temps, on obtient :
U=y T 24T+ T (1.20)
7
En remplacant dans cette expression 7, par ses expressions (1.3) et (1.12), on montre que
i =04 O(c™*) (la démonstration est donnée en annexe A). Si on néglige les termes en ¢4,
@ = 0 et on se retrouve alors dans le méme cas que lors d’interactions classiques newtoniennes,
c’est-a-dire que i est constant et 7 est une fonction affine du temps :

pour tout t, @(t) = @(0) + ti(0) (1.21)

L’idée, comme dans le paragraphe précédent, est de choisir I'origine de Ry telle que (0) = 0
et @(0) = 0. En dérivant les 2 relations de (1.19), on obtient :

N Lk o * o . % i L5 (r;_ﬂ) ) (F _)>
U:ZMﬁi‘f‘Mﬂ”z’ avee iy = 2ri-rz~+z,uj 3 (1.22)
i ji ij

Dans le calcul de fi}, on note la présence de ;. Mais comme lors du calcul des corrections
relativistes (1.12), on néglige les termes en ¢~ et dans ce cas, 7; est déterminée en ne tenant
compte que des interactions newtoniennes (1.3). On obtient alors :

o (5 =) - (75 +7)
it = 255w ; (123
© i "ij

On peut alors définir R de telle maniére que @(0) = @(0) = 0 en posant :

> uiT D u Y T
! j=——" : (1.24)

— ety =
Sur Sk
1 7

Comme les (uf) et (i) dépendent des 7 et des 7, cette équation est implicite et il est
nécessaire d’effectuer plusieurs itérations (c’est-a-dire d’effectuer successivement plusieurs chan-
gements de reperes) avant de converger vers Ry.

Dans ce repere, @ est nul au cours du temps, c’est-a-dire que le barycentre du systéme reste
fixe et confondu avec l'origine. Les courbes de la figure 1.4 permettent de vérifier numériquement
ce résultat. La dérive beaucoup plus importante que dans le cas d’interactions classiques (voir
les courbes de la figure 1.3) est certainement due au fait que les termes en ¢~* ont été négligés
dans le calcul de la dérivée seconde de @, @ nest en fait pas rigoureusement nul. Le barycentre
s’éloigne cependant tres peu de l'origine du repere.

Le gros avantage de R est maintenant d’identifier les positions-vitesses barycentriques et
les coordonnées dans le repere, ce qui simplifie le calcul des corrections relativistes puisqu’on n’a
plus a déterminer la vitesse du barycentre.

Remarque : pour éliminer les termes en ¢~* dans ﬁ', et ainsi réduire la dérive du barycentre,
il faudrait développer les corrections relativistes (1.12) et les “masses” (y}) & ordre ¢~*. Mais il
resterait alors des termes en ¢~ % dans 4. La dérive du barycentre ne peut donc pas étre totalement
éliminée.

T =
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FI1GURE 1.4 — Mouvement du barycentre dans le cas d’interactions relativistes. On simule 1’évo-
lution d’un systeme composé du Soleil, des 8 planetes de Mercure a Neptune, de la Lune et de
Pluton, soumis aux interactions mutuelles newtoniennes définies en 1.3 ainsi qu’aux corrections
relativistes définies en 1.12. Les intégrations sont effectuées dans R, en quadruple précision, et
sur une durée de 100 ans de part et d’autre de I'instant initial (J2000). Les courbes représentent
les coordonnées cartésiennes du vecteur (3 )~ S 47 au cours du temps.

1.3.3 Barycentre des éphémérides numériques DE

Dans les articles décrivant les solutions DE200 (Newhall et al., 1983) et DE405 (Standish,
1998), il n’est pas détaillé comment est calculée la vitesse du barycentre (vecteur —%). Il semble
cependant (Standish, communication privée) que les termes fif y soient négligés. C’est aussi le
cas dans le programme de Moshier (1992), utilisé lors de travaux préliminaires & la construction
d’INPOPO5. Cela se traduit par un repere R différent, dans lequel le barycentre du systeme ne
reste pas confondu avec l'origine du repere, comme illustré par les courbes de la figure 1.5.

y (mm) z (mm)
500 T T T T sBN T T T T
250 -
0 I
-250 —
_500 ! ! ! ! L ! ! ! !

-100 -50 O 50 100-100 -50 O 50 100-100 -50 O 50 100
Temps (années) Temps (années) Temps (années)

FI1GURE 1.5 — Mouvement du barycentre “JPL” dans le cas d’interactions relativistes. On simule
I’évolution d’un systéme composé du Soleil, des 8 planeétes de Mercure a Neptune, de la Lune et
de Pluton, soumis aux interactions mutuelles newtoniennes définies en 1.3 ainsi qu’aux correc-
tions relativistes définies en 1.12. Les intégrations sont effectuées dans Ry (avec les termes /i
négligés dans son calcul), en quadruple précision, et sur une durée de 100 ans de part et d’autre
de linstant initial (J2000). Les courbes représentent les coordonnées cartésiennes du vecteur

> Hf)fl > i au cours du temps.

La dérive est ici bien plus importante que dans le cas des équations completes. De plus le
méme terme quadratique des courbes de la figure 1.4 est également présent dans celles de la
figure 1.5, mais masqué par son amplitude beaucoup plus faible que le terme linéaire : méme sur
des durées d’intégration plus longues, négliger les termes ji; provoque une dérive du barycentre
beaucoup plus importante.

Il faut cependant noter que méme si le barycentre dérive, l'effet sur la géométrie du systeme,
c’est-a-dire sur les positions et vitesses relatives, est négligeable. Entre les deux simulations
effectuées pour obtenir les courbes des figures 1.4 et 1.5, les positions barycentriques des corps
sont certes différentes, mais les positions héliocentriques des planetes et géocentriques de la Lune
restent tres proches : les différences n’excedent pas 2 x 107° mm, ce qui est de plusieurs ordres
de grandeur inférieur a la précision des observations.

Le choix de ne pas négliger les fi; dans INPOP a plus été effectué dans un souci de cohérence
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des équations que pour gagner en précision, d’autant plus qu’il n’entraine qu’un supplément de
calculs négligeable, car effectué une seule fois au temps initial des intégrations, pour déterminer
le repere Ry.

1.3.4 Intégration / Placement du Soleil

On a vu au paragraphe précédent que si le repére est judicieusement choisi (pour résumer,
tel que le barycentre a une position et une vitesse nulle a la date origine des intégrations), le
barycentre d’un systéeme de masses ponctuelles était immobile et restait confondu avec ’origine
du repere au cours du temps. Disposant d’un point fixe, il est alors possible de calculer les
coordonnées d’un corps particulier en fonction de celles des autres. On dispose donc de deux
méthodes pour déterminer I’évolution d’un systeéme a n corps :

— méthode 1 : on integre les équations du mouvement des n corps, et le barycentre est laissé

libre d’évoluer dans le repéere

— méthode 2 : on integre les équations du mouvement de n—1 corps, la position du dernier est

alors déterminée en fonction de celles des autres en forcant le barycentre & rester immobile,
a lorigine du repere

Pour les simulations des courbes des figures 1.3, 1.4 et 1.5, la méthode 1 a été employée.

Pour la méthode 2, on peut choisir par exemple de déterminer la position du Soleil en fonction
des coordonnées des autres corps; dans le cas d’interactions relativistes, de @ = 0, on déduit :

Ts = —pg ™" Dius HiTi
Tg = _,U*S_l (Zl ,U;k"?z + Zi;ﬁS #zﬁ)

Si on était capable de résoudre de maniere exacte les équations différentielles définies par
les expressions 1.3 et 1.12, si le vecteur @ était nul (et non O(c™?)), alors ces deux méthodes
seraient équivalentes et conduiraient aux mémes trajectoires.

Pour le vérifier numériquement, on étudie le systeme formé par le Soleil, les 8 planetes,
Pluton et la Lune. Ces corps, considérés ponctuels, sont soumis aux interactions newtoniennes
et relativistes décrites par les expressions 1.3 et 1.12. Une fois déterminé le repere R, on calcule
I’évolution de ce systéme sur 100 ans de part et d’autre de J2000, selon les méthodes 1 (simulation
déja effectuée au paragraphe 1.3.2) et 2. Les différences sur les positions héliocentriques des
planetes (géocentriques pour la Lune) entre ces deux simulations ne dépassent pas 1 mm (0,3
um pour la Lune) et sont bien inférieures & la précision des observations. Ces faibles écarts sont
dus a la faible dérive du barycentre illustrée par les courbes de la figure 1.4.

(1.25)

1.3.4.1 Méthode INPOP

Pour les différentes versions d’INPOP, il a été décidé d’utiliser la premiere méthode. Elle
nécessite le calcul de n(n—1) interactions au lieu de (n—1)? pour la seconde, ainsi que la présence
de 6 composantes supplémentaires dans le vecteur d’état (positions et vitesses du Soleil). Mais
elle est paradoxalement moins cotiteuse en temps de calcul, a cause de la résolution par itérations
du systeme d’équations implicites 1.25.

1.3.4.2 Méthode des éphémérides DE

Pour les solutions planétaires du JPL (de DE102 & DE423),ainsi que pour le programme de
Moshier (1992), c’est la deuxieme méthode qui a été employée ; la position et la vitesse du Soleil
sont déterminées en fonction de celles des autres corps. Mais comme on I’a vu au paragraphe 1.3.3,
les termes fi; semblent avoir été négligés dans la définition du barycentre relativiste et on a vu
que l'origine du repere n’était pas un point fixe. Les coordonnées du Soleil sont donc calculées
avec des équations incomplétes. Pour en mesurer 'impact sur ’évolution de la géométrie du
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Corps (1)-(2) type DE | (1)-(2) INPOP
Mercure 984 0.15
Vénus 7744 0.37
Terre 1455 0.34
Mars 1035 0.12
Jupiter 115 0.41
Saturne 489 0.96
Uranus 1217 0.22
Neptune 1945 0.55
Pluton 1238 0.25
Lune (géocentrique) 0.858 0.28 um

TABLE 1.1 — Différences maximales (en mm), sur 100 ans autour de J2000,
sur les positions héliocentriques des corps (géocentriques pour la Lune) entre
I'intégration (méthode 1) et le placement (méthode 2) du Soleil. Dans les
solutions du type DE, les termes i sont négligés alors qu’ils sont pris en

compte dans INPOP.

systeéme, une simulation “type DE” est effectuée avec la méthode 2 et en négligeant les termes fi}
dans la définition de R ainsi que dans le calcul des coordonnées du Soleil 1.25. Cette simulation
est comparée a celle effectuée au paragraphe 1.3.2 (méthode 1) et les différences sur les positions
héliocentriques des planetes (géocentriques pour la Lune) sont données dans le tableau 1.1.

Comme on peut le voir, négliger les termes fi; induit des différences plus importantes, méme
si elles restent tres inférieures a la précision des observations.
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Chapitre 2

Interaction entre un corps non
sphérique et un corps ponctuel

On a vu au chapitre précédent les expressions qui permettent de calculer les interactions
entre des corps ponctuels (ou & symétrie sphérique). Dans la mesure ou leurs dimensions sont
négligeables devant les distances qui les séparent, cette approximation suffit généralement a bien
décrire les interactions dans le Systéme solaire. Mais ce n’est pas le cas lorsque deux corps sont
proches 'un de l'autre (comme la Terre et la Lune, ou le Soleil et Mercure). Il est alors nécessaire
de tenir compte des perturbations dans le potentiel dues a la non sphéricité de certains corps.

L’objet ici est de calculer les interactions entre un corps étendu sans symétrie particuliere et
un autre corps ponctuel (que 'on appellera perturbateur). Il s’agit de développements classiques,
avec cependant des conventions différentes selon les auteurs. Ces conventions adoptées ne sont
pas toujours clairement indiquées, et il peut étre erroné d’appliquer une formule en dehors de
son contexte, d’autant plus que certaines d’entre elles seront utilisées par la suite pour le calcul
d’autres effets perturbateurs. Le but ici est donc aussi de fournir une base cohérente pour la
suite, qui s’appuiera sur (Lambeck, 1980).

Dans ce chapitre, on se placera dans un repere R = (Op, IJK ) lié au corps non sphé-
rique et dont l'origine Of est confondue avec son centre de masse. Comme le corps étendu a
généralement un mouvement de rotation, R est mobile dans le repere inertiel Ry choisi pour
les intégrations et le passage de I'un a lautre est traité dans le chapitre 3. Un tel repere sera
nommé sélénocentrique si le corps est la Lune, géocentrique si le corps est la Terre.

2.1 Expression du potentiel

Soit un corps ponctuel perturbateur, de masse m et situé en P (extérieur au corps étendu)
de coordonnées 7 = (z,y, z) dans le repére Rg. Soit dm, un élément de masse du corps étendu,
de coordonnées tp'= (2,9, 2') dans Rg.

Le potentiel en P dii & dm est alors (G est la constante de la gravitation) :

§U (7) = i&n (2.1)

Remarque : le signe négatif est une convention. En géodésie par exemple, il est plutot habituel
d’adopter un signe positif, comme c’est le cas dans (Lambeck, 1988, Eq. 2.1.5). En mécanique
céleste, on préfere un signe négatif : on peut ainsi définir I’énergie mécanique comme la somme
de I’énergie cinétique et potentielle. Ce qui nous intéresse au final est de pouvoir calculer la force
qui s’exerce sur P, qui s’écrira dans notre cas F=-mVU.
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FIGURE 2.1 — Schéma et notations pour les interactions entre un corps solide et une masse
ponctuelle.

Dans cette expression,
-1/2

2
L 1
A = 7= gl = (P2 4 9% = 2rpeosy) =214 <p> — 2% cosy (2.2)
T r r

En introduisant les polynémes de Legendre (voir en annexe B pour plus de détails), on a :

oo n
oU = ¢ Z <i> Py (costp) dm (2.3)

r n=0

On passe alors en coordonnées sphériques (r, ¢, A) et (p, ', \'), définies de la maniére suivante :

X = T COS P Cos A ' = pcos ' cos N
y=rcospsinA et ¢ y = pcosy sin )\ (2.4)
z=rsing 2 = psiny’

Remarque : on utilise ici la latitude ¢, plutot que la colatitude 6. 11 s’agit d’un choix arbitraire,
également utilisé par Lambeck (1980) ou Eckhardt (1981).
On a alors

- =

171l

En utilisant le théoreme d’addition des polynémes de Legendre, on introduit les fonctions

08 = = sin e sin g@’ ~+ COS p Cos go' COS ()\ — )\') (2.5)

associées de Legendre (Pum)o<p 0<men
n |
Py (cos ) = Z (2 — dom) ! Pom (sin ) Pop, (sing) cosm (A — X')

(
n ( m)' . . / / . . /
= Z (2 — dom) n an (siny) Pum (sm © ) (cos mAcosm\ + sinmAsin mA )

(2.6)
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Dans cette expression, dy,, représente le symbole de Kronecker, défini par :

%m:{Oﬁm#O (2.7)

1sim=0

Pour calculer le potentiel en un point P di & au corps étendu, il suffit alors d’intégrer §U

sur le volume du corps :
G
- / / / = dm (2.8)
v A

En posant M la masse du corps étendu et R son rayon équatorial moyen, on introduit ensuite
les coefficients de Stokes (ou du potentiel) définis par Lambeck (1988, eq. 2.2.14a) :

(5o} = @ =om) oy [l 0P ) (o) m 29

On obtient au final le développement en harmoniques sphériques du potentiel en un point P de
coordonnées sphériques (7, p, A), dit & un corps étendu :

M+oo n
U (r,¢,A)

( ) wm (S ) (Cpm cos mA + Sy, sSinmA) (2.10)

n=0m=0

A la différence de signe pres, due a la convention adoptée pour ’expression 2.1, on retrouve
les expressions de (Lambeck, 1988, eq. 2.2.13) ou de Eckhardt (1981). Avec le méme signe, on
retrouve (Johnston & Lambeck, 1999, eq. 1).

Remarque : les coefficients de Stokes d’un corps ne dépendent que de la répartition interne
des masses (géométrie et masse volumique), ainsi que du repere dans lequel ils sont exprimés.
Avec ces notations, 'aplatissement Jo du corps est égal a —Cyg. Et plus généralement, pour tout
n>2,J,=—Ch.

2.2 Particularités de quelques harmoniques

2.2.1 Harmonique de degré 0

Lorsqu’on isole I'harmonique de degré n=0 (et donc m=0) dans le potentiel, on obtient :

GM
Uy = ——Coo (2.11)
r
D’apres 'expression 2.9,
1
On obtient donc
GM
Up = — (2.13)
r

Ce potentiel est équivalent & celui di & une masse ponctuelle. Si on en prend le gradient, on
retrouve l’expression de la force newtonienne (1.1) déja vue au chapitre 1. Il est donc inutile ici
d’en tenir compte une deuxieme fois et on ne conservera dans le développement du potentiel du
corps étendu que les termes de degrés supérieurs ou égaux a 1.
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2.2.2 Harmoniques de degré 1

En reprenant les expressions des coefficients du potentiel (2.9), on a :

1 1
010:M///Vpsingo’dm:MR///vz'dm
1 1
Cn :]WR///VPCOSSO,COSA,dm:M///Vﬂfldm (2.14)
511—1/// pcoscp’sin)\’dm—l/// y'dm
MR v MR 14

Or, lorigine O du repeére R g lié au corps étendu est confondue avec son centre de masse. Donc,

par définition
///Vx/dm:///Vy'dm:///vz/dmzo (2.15)

Les coefficients de degré 1 sont tous nuls, on peut donc ne prendre en compte dans le déve-
loppement en harmoniques sphériques du potentiel que les termes de degrés supérieurs ou égaux
a 2.

2.2.3 Harmoniques de degré 2
2.2.3.1 Lien avec la matrice d’inertie

Soit Z, la matrice d’inertie du corps étendu exprimée dans le repere R :

y?+ 27—y —z Ih he Iis
7= /// —xy 2?42 —yz dm = | Iia Iy Ios (2.16)
4 —xz —yz x4y Lz Iz Is3

On peut alors exprimer les 5 coefficients de degré 2 du potentiel du corps étendu en fonction
des 6 coefficients de sa matrice d’inertie (voir en annexe C pour le détail des calculs) :

1
MR?*Cyy = 2 (I11 + I22) — I33
MR?*Co = —I13
MR2S9 = —Ia3
2 Py (2.17)

MRCyy = ————

4

I

MR2S59 = —g

Et inversement, on peut aussi exprimer la matrice d’inertie en fonction des coefficients du
potentiel :

Is3 0 O Coo — 209 —259 —CY
T=|0 Iz3 0 |+MR*[ —2S  Cy+20y%n —Su (2.18)

La connaissance des coefficients de degré 2 ne suffit cependant pas a déterminer la matrice
d’inertie, puisque le moment d’inertie (I33) selon Paxe K reste inconnu.

La matrice d’inertie d’un corps quelconque étant toujours symétrique réelle, il existe une
base orthonormée B’ = (f’ , J , K’ ) dans laquelle Z est diagonale. Dans ce repere, les coefficients
du potentiel Ca1, So1 et Sy sont nuls.
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2.2.3.2 Expression de Mac Cullagh

Les termes de degré 2 dans le potentiel 2.10 s’écrivent :
2
GM (R)
Uy =— —
r r

En remplagant Pa,,(sin @) cosmA et P, (sin ) sinmA par leurs expressions en coordonnées
cartésiennes (voir les expressions B.42), on obtient :

Coo Py (sin go) + Py (sin (p) (021 cos A + S5 sin )\)

+Pag (sin ) (Cag cos 2 + Sag sin 2)) ] (2.19)

GMR? ( Cao

2 = — 5 9

(2z2 — 2 yQ) 4+ 3Co12z + 3591y2z + 3C99 (332 _ yg) 4 6522xy> (2.20)
T

On exprime ensuite les coeflicients du potentiel en fonction de ceux de la matrice d’inertie :

G

U
2 270

2 )

Iy + Ioo 3
(Igg — ) (22’2 — a:2 — y2) (IQQ — 111) (1’2 — y2)
+6 (Ilgxy + Iisxz + Iggyz)] (2.21)
Finalement, on peut obtenir une expression vectorielle du degré 2 du potentiel :

G
T

Cette expression du potentiel en fonction de la matrice d’inertie est appelée par Ashenberg
(2007) ou Schutz (1981) “expression de Mac Cullagh”, mathématicien irlandais du début du
XIXeme siecle.

Elle sera utile lors du calcul des interactions entre les formes de deux corps étendus (chapitre
7), ainsi que dans les méthodes d’évaluation de l'orientation déphasée de la Lune (chapitre 6).

2.3 Calcul des forces exercées sur les corps

Connaissant le potentiel du au corps étendu, on en déduit la force qu’il exerce sur une masse
ponctuelle de masse m située en P :

ou
oz
ou
ay
ou
0z

Frpop=-mVUP)=-m (2.23)

Or le potentiel U développé en harmoniques sphériques est exprimé en fonction des coor-
données sphériques (r, ¢, ) du corps perturbateur. Le gradient de U exprimé en coordonnées
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cartésiennes se calcule alors de la maniére suivante :

ou or 0Op 0\ ou
Ox or Ox O or
oUu ar  dp OA oUu
1= = = — (2.24)
dy dy Oy Oy O
oUu ar Op O0OA oUu
0z 0z 0z 0z oA
En dérivant (2.10) par rapport a r, ¢ et A, on obtient :
oU
0 +1
8(7} oM 2 (R\" . [~ o P (sin ) (Cp, cosmA + Sy, sinmA)
Op rofm\r ) = | cos OP' i (sin ) (Crym cos mA + Sy, sinmA)
ou Py (sin ) (—mChppm, sinmA + mSp, cos mA)
N

Pour calculer les valeurs des polynomes et fonctions associées de Legendre, ainsi que leurs
dérivées, on utilise les formules de récurrences données en annexe B.
A partir de la définition des coordonnées sphériques, on obtient :

or Oyp 0\ cos Asin sin A

_— = — cosAcosp — —

Jdx Oxr Ox r T COS

or Op 0O\ in A si A

SalS A sinAcosp — TRATRY s (2.26)
Jdy Oy Oy r 7 COS

or 0Op 0\ i Cos ¢

—_— = = sin ¢ 0

0z 0z 0z r

Des deux expressions précédentes, on détermine la force F E_p, exprimée dans le repere
(mobile) Rg. Apres passage dans le repere inertiel (voir le chapitre 3), on en déduit 'accélération
du corps perturbateur par rapport au barycentre du Systeme solaire et celle du corps étendu
(par réaction ou conservation du barycentre partiel) :

- 1 ? - 1
Tp=—Fp,petirg=——Fpg,p (2.27)
m M

2.4 Moment exercé sur le corps étendu

La direction des forces qui s’exercent entre le corps étendu et son perturbateur n’est géné-
ralement pas parallele a celle joignant les centres de masse des deux corps : le corps ponctuel
exerce donc un moment sur le corps étendu.

2.4.1 Cas général - degré du potentiel quelconque

Le moment exercé sur le corps étendu F du a U'interaction entre le corps perturbateur P et
I’élément de masse dm de E (voir le schéma de la figure 2.1) est :

— B
SMpssm = FASF posgm (2.28)
— FAGE pysm + (F=7) N 5F possm (2.29)
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Or la force élémentaire 5? P_sm €xercée par P sur I’élément de masse dm est colinéaire a
p — 7. Leur produit vectoriel est nul, et en intégrant sur le volume du corps étendu, on obtient :

- o
Mpop=7FAFpp (2.30)

2.4.2 Moment de degré 2

On suppose ici que le développement du potentiel se limite aux termes de degré 2 ; on utilise
alors I’expression du potentiel de Mac Cullagh (expression 2.22), dont on prend le gradient pour
calculer la force qui s’exerce sur le corps étendu :

5 o G
My =7 A Fpop=miANUy = mit AV <25 (37 17 — tr (1) TZ)) (2.31)
T

En raison du produit vectoriel, il est inutile de conserver dans ?Ug les termes proportionnels
a 7. En notant que V (r®) = ar® 27 (donc proportionnel & ), on obtient :

. 3G
Mo == LAY (7 1) (2.32)
T

Comme I est symétrique, v (7 IT) = 2I7. On aboutit finalement & l’expression suivante pour
le moment de degré 2 exercé par la masse ponctuelle sur le corps étendu, identique a (Williams
et al., 1997, eq. 2) :

— 3Gm
My = ——7NIT (2.33)
r
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Chapitre 3

Changements de reperes

Toutes les équations du chapitre 2 ne sont valables que dans le repere 1lié au corps étendu, la
position du corps ponctuel perturbateur (vecteur 7) ainsi que les coefficients du potentiel (Cyp,
et Spm) étant exprimés dans Ry = (OE,f, J K ). D’ou la nécessité de passer du repere fixe
Ro (défini au paragraphe 1.3) au repere mobile R, et donc de connaitre les coordonnées des
vecteurs I, J et K dans la base By = (Z, 7, E) associée a Ry.

Pour cela, il existe deux possibilités :

e soit on injecte un modele d’orientation, connu a priori : le systeme est forcé

e soit on integre 'orientation du corps étendu en méme temps que les positions-vitesses des

corps

L’objet de ce chapitre est de détailler ces deux manieres de procéder.

3.1 Intégration de ’orientation

3.1.1 Angles d’Euler et matrice de passage

J

FI1GURE 3.1 — Angles d’Euler.

L’orientation du corps dans ’espace peut étre déterminée par ses angles d’Euler ¢, 0 et ¢
(voir la figure 3.1), définis de la maniere suivante :

e 0, angle de nutation, est I’angle (positif ou nul) entre les vecteurs Kethk

o () est le nceud ascendant (c’est pourquoi 6 > 0).

e ¢, angle de précession, est I’angle (Z, 0o9Q)
e ¢, angle de rotation propre, est I'angle (Oﬁ,f)
Remarque : ces notations, principalement employées en mécanique, sont celles de (Goldstein,

1950, page 146), également utilisées dans (Newhall et al., 1983) ou (Aleshkina, 2002). D’autres
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auteurs préferent appeler v ’angle de précession et ¢ 'angle de rotation propre comme dans
(Bois et al., 1992) ou (Bretagnon et al., 1997); ces derniéres notations sont plus utilisées en
astronomie.

La base Bg = (f, J, I?) est donc I'image de By par les rotations successives R(E, ?), R(Oﬁ, 0)
et R(ff ,1), et les coordonnées d’un vecteur 4 dans R se déduisent de celles dans Ry :

URy = PrpoRroUR,

cosy siny 0 1 0 0 cos¢ sing 0
= | —siny cosy O 0 cosf sinf —sing cos¢ 0] ug,
0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1
cos 1) cos ¢ — cos B sin ¢ sin v sin ¢ cos + cosf cos psinty  sin e sin @
= | —sinycos¢ — cosfsinpcosty —singsiny + cosfcospcosy cosysind | ug,
sin @ sin ¢ —sin 6 cos ¢ cos 6

(3.1)

Dans le vecteur décrivant 1’état du systeme, en plus des positions et vitesses des corps, on
introduit les angles d’Euler de chacun des corps étendus dont on souhaite intégrer I'orientation.
Dans les paragraphes qui suivent, on montrera que leur évolution au cours du temps est elle
aussi régie par une équation différentielle d’ordre 2, d’ou la nécessité d’introduire également
leurs dérivées.

3.1.2 Vecteur instantané de rotation

A partir des angles d’Euler et de leurs dérivées, on peut calculer le vecteur instantané de
rotation du corps étendu & = ¢k + 9(% + ¢ K ; exprimées dans R g, ses coordonnées sont :

Wy q'Ssianin¢+0.cosw
b= |wy | = | ¢sinfcosy) —Osiny (3.2)
Wy ¢pcost + Y

Le vecteur instantané de rotation est utile pour calculer la vitesse des corps dans R a partir
de celle dans Ry

FRE = PRE%ROFRO — WA FRE (33)

Sa dérivée s’exprime en fonction des angles d’Euler et de leurs dérivées premieres et secondes :

‘ (iﬁ.sinﬁsinzp —|—gw:cosﬁsinw+g§i‘¢'sin€sin¢+é‘cosw — éi/}sinw
&= | ¢sinbcostp + @b cosf cosp — dpsinfsintp — fsinyy — Oy cos Y (3.4)
¢cost — phsinf + 1

3.1.3 Equation d’Euler

En projetant le théoreme du moment cinétique dans le repere mobile Rp, on aboutit a
I’équation d’Euler :
d —
— (&) =M—-GNIT (3.5)
dt
ol
° I_>est la matrice d’inertie du corps étendu
e M est la somme des moments exercés sur le corps étendu
o WA IW est le terme d’entralnement dia & la mobilité de Rg dans Rg
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Dans cette équation, la somme des moments extérieurs /T/l> est calculée avec la formule vue
en 2.30. On en déduit alors la dérivée du vecteur instantané de rotation . Puis, en inversant le
systeme linéaire 3.4, on déduit les expressions des dérivées secondes des angles d’Euler, ce qui
définit I’équation différentielle d’ordre 2 qui régit I’évolution des angles d’Euler :

. W sin 1 + Wy cos 1 + (v — ¢ cos )
¢= sin 6

6 = Wy COSYP — Wy Sin Y — 1M.)sin9
=W, — dcosh + Opsinb

(3.6)

Ces expressions sont identiques a celles de (Newhall et al., 1983, eq. 3).

3.1.4 Cas d’un corps rigide

Dans le cas d’un corps rigide (indéformable), la matrice d’inertie du corps est constante. De
plus, elle est symétrique réelle, et est donc diagonalisable dans une base orthonormée. On peut
alors choisir judicieusement R g de fagon a ce que la matrice d’inertie dans la base (f, j, K ) soit
de la forme :

A 0 O
I=10 B 0] avecA<B<C (3.7)
0 0 C

Remarque : dans ce repere, les coefficients du potentiel Cy1, S21 et Sog sont nuls.
D’apres (3.5), I étant nulle, on obtient :

IG=M-GANIG (3.8)
soit
Awy Mz — (C — B) wyw,
Boy | = [ My — (A - C)wyw, (3.9)
Cuw, M, — (B — A) wpwy

On pose ensuite fo = (C'— A)/B et y¢ = (B — A)/C' et on obtient alors le méme systéme
d’équations que dans (Newhall et al., 1983) :

e —Be o+ Ma
1=y T A
M
Wy = Bowzw, + ?y (3.10)
. M.
Wy = —YoWgWwy +

\

Finalement, grace a au systéme d’équations (3.6), on en déduit les dérivées secondes des
angles de d’Euler.

3.1.5 Cas d’un corps déformable

Dans le cas d’un corps non rigide, comme la forme du corps peut changer au cours du temps,
sa matrice d’inertie n’est plus constante. On ne peut donc plus choisir un repére privilégié, lié
au corps, dans lequel elle est diagonale, et de plus sa dérivée I n’est pas nulle. Ce cas est traité
avec plus de détails dans le chapitre 4.
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3.1.6 Réduction des erreurs sur ’angle rapide de rotation propre

Dans le cas d’un corps en rotation sur lui-méme (comme la Lune ou la Terre), ’angle de rota-
tion propre 1 varie, en premiere approximation, linéairement en fonction du temps, et d’autant
plus vite que la période de rotation est petite. Sur des temps de simulation longs (plusieurs di-
zaines de milliers d’années), ¢ prend des valeurs importantes alors que seuls ses sinus et cosinus,
et donc sa valeur ramenée entre 0 et 27, sont nécessaires pour les changements de repere.

3.1.6.1 Description de la méthode : introduction de 1/;

Une premieére solution consisterait a ajouter ou soustraire 2w a chaque fois que v sort de
I'intervalle [0, 27]. Mais effectuées un grand nombre de fois sur des temps de simulation longs,
cette méthode générerait des erreurs numériques importantes.

Une deuxieme solution, utilisée au JPL (voir (Newhall et al., 1983, page 162)), est détaillée
dans les commentaires du programme de Moshier (1992).

On introduit la quantité @(t) = ¢(t) — ¢1t; la constante 1; est judicieusement choisie de
telle manitre que 1 ne présente plus de dérive linéaire. Dans le vecteur d’état, on n’intégre alors
plus ¥ mais 1/; et on a :

$(0) = 4(0)
$(0) = ¢(0) — (3.11)
b(t) = b (t)

Pour réduire les erreurs numériques, le calcul de () a 27 pres se fait de la maniere suivante :

— de 91, on déduit la période de rotation du corps 7' = 27/ (calcul effectué en quadruple
précision)

— T est décomposé en la somme T, + T}

— T, est de la forme p/29, avec p et g entiers et se représente exactement en binaire

Ty, est le reste T — T,

— le nombre de révolutions effectuées par le corps est n = t/T

— finalement, 1 (t) = ¥ (t) + 1 (t — nT, — nTy) [27]

3.1.6.2 Test dans un cas simple

N

Pour illustrer le gain en précision apporté par cette méthode, on se fixe une fonction f(¢) ou
t est en jour :
f(t) = acos(wgt) + bsin(wyt) + fit (3.12)

Les constantes a, b, w,, wp et f; sont choisies telles que :
— £1=0.23 rad/j est une valeur proche de la dérive moyenne de 1’angle de rotation propre de
la Lune
— a=0.07 rad et b=0.03 rad, pour avoir de petites variations de f autour d’une dérive linéaire
— we=0.1 rad/j et wp=5 rad/j de maniére a introduire des périodes plus longues et plus
courtes que 27/ fy
Un calcul de f modulo 27, effectué en quadruple précision servira de référence par la suite;
on le note fgp,.
f est alors solution de “I’équation différentielle” (entre guillemets car le second membre est
indépendant de f) :
= f1 — awy sin(wgt) + bwy, cos(wyt) (3.13)
Deux intégrations numériques en double précision sont alors effectuées. La premiére de ma-
niere classique et en conservant sa solution g; dans [0, 27]. La seconde, notée go, utilise les astuces
du paragraphe précédent. Ces deux solutions sont alors comparées a celle de référence calculée
en quadruple précision fy, et leurs erreurs illustrées en figure 3.2. On remarque que les erreurs
de g1 augmentent avec le nombre de révolutions, et sont bien supérieures a celles de g

35



" rw W P 4‘”‘“” W M“\w J\‘N\M ’M lm‘

logy (erreur)

g s w QUL M rw AT sl

ww 0 ow MM

0 500 1 000 1 500 2000 2500 3000 3500
Nombre de révolutions

FIGURE 3.2 — Illustration du gain en précision apporté par les développements
du paragraphe 3.1.6.1 sur le calcul de I'angle de rotation propre . En noir
sont tracés les logarithmes décimaux des différences entre fy, et g1, en gris
ceux des différences entre f,, et go.

3.2 Forcgage par un modele - orientation de la Terre

Au lieu d’intégrer 'orientation d’un corps, on peut introduire un forcage cinématique en
imposant, par exemple pour ses angles d’Euler, des fonctions explicites du temps déterminées
par ailleurs.

Dans un cas plus général, le principe ici est d’imposer un mouvement de (f, j, K ) dans Ry :

A(t) (3.14)

N~y
Il
klbl =

ol les coefficients de la matrice A sont des fonctions explicites du temps.

Cette méthode est utilisée pour modéliser ’orientation de la Terre dans les éphémérides du
JPL et INPOPO5. Pour ces solutions, on utilise un modele de précession-nutation qui permet de
passer de 'ICRF (International Celestial Reference Frame) a 1’équateur vrai de la date ¢, repere
terrestre lié a la forme de la Terre (dans lequel sont exprimées les coefficients du potentiel).

L’ICRF est un repere dont l'origine est confondue avec le barycentre du Systeme solaire et
dont les axes sont fixes par rapport a des sources extragalactiques. Ces objets lointains (princi-
palement des quasars) sont supposés avoir des mouvements propres négligeables. C’est dans ce
repere cinématiquement non tournant que sont intégrées les équations du mouvement des corps.
Pour plus de détails, on peut se reporter au chapitre 2 des Conventions IERS 2003 (McCarthy
& Petit, 2004).

Les plans de I’équateur terrestre et de I’écliptique sont mobiles dans 'ICRF. On définit alors
le repere lié a I’équateur et I’équinoxe vrai de la date, mobile dans 'ICRF, comme celui dont :

~ le troisiéme vecteur de base K est colinéaire & la normale & I’équateur terrestre

— le premier vecteur de base I pointe vers 'intersection entre I’équateur et ’écliptique

A partir de ce repere vrai de la date, on définit le repére moyen de la date en ne tenant
compte que des mouvements séculaires ou a longue période. Celui particulier a la date J2000 est
appelé repere équatorial moyen J2000; il est fixe par rapport a 'ICRF.

La matrice A peut étre décomposée en produit de 3 matrices B, P et N, chacune composées
de plusieurs rotations élémentaires (3 au minimum) :

At | = N@ P(t) B (3.15)

— B est la matrice (constante) du biais, qui permet de passer de I'ICRF & I’équateur moyen
J2000. Les angles des rotations qui la composent sont constants.
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— P est la matrice de précession, qui permet de passer de I’équateur moyen J2000 a I’équateur
moyen de la date ¢t. Les angles des rotations qui la composent présentent des variations
séculaires.

— N est la matrice de nutation, qui passe de I’équateur moyen de la date ¢t a ’équateur vrai
de la date t. Les angles des rotations qui la composent varient de maniere “périodique®.

Le terme précession fait ici référence aux évolutions séculaires du repere associé a la Terre
et ne doit pas étre confondu avec I’angle de précession ¢ défini au paragraphe précédent 3.1.1.
De méme, le terme nutation fait ici référence aux évolutions "périodiques” et ne doit pas étre
confondu avec ’angle de nutation propre 6.

Aujourd’hui, une autre transformation est définie, via les coordonnées X et Y du Pole Céleste
Intermédiaire (CIP), et sera utilisée lors de la réduction des données LLR (voir chapitre 9.1.7).
Ces deux méthodes sont cependant strictement équivalentes, seuls les intermédiaires de calculs
different. Pour plus de détails, on peut se reporter au chapitre 5 des Conventions IERS 2003
(McCarthy & Petit, 2004).

Remarque : dans toutes les simulations INPOP effectuées, la Terre est supposée étre a sy-
métrie de révolution. Le développement de son potentiel ne contient que des termes zonaux Cpg
et est indépendant de la longitude A du corps ponctuel perturbateur. Il est alors inutile de tenir
compte de la rotation de la Terre sur elle-méme, et donc le temps sidéral peut étre négligé lors
des changements de repere.

3.2.1 De I'ICRF a I’équateur moyen J2000

Les reperes ICRF et équatorial moyen J2000 ne sont pas confondus et 'application d’un
“biais” est nécessaire pour le passage de I'un a l'autre. L’expression de la matrice B de (3.15) est
donnée dans (Lambert, 2003, eq. 1.13) :

1 0 0 coséy 0 —sinéy cosdag sindag 0
Fro000 = | 0 cosmg —sinng 0 1 0 —sindagy cosdag 0| Frorr (3.16)
0 sinnmy cosmng sinfy 0 cosé&y 0 0 1

Les valeurs de 1, &y et dag sont issues respectivement de (Capitaine et al., 2003) et (Chapront
et al., 2002) :
no = —0.006819", &, = —0.016617" et dag = —0.0146" (3.17)

3.2.2 Précession

Equateur moyen J2000

FI1GURE 3.3 — Positions des reperes moyen J2000 et moyen de la date

La précession permet de passer du repere lié a ’équateur moyen J2000 au repere lié a ’équa-
teur moyen de la date (voir la figure 3.3). Le passage (matrice P(t) de 'expression 3.15) s’effectue
par la composition des trois rotations R(l;:'7 90°—(), R(f, 0) et R(E, —90°—z), ou la transformation
équivalente utilisée par Lieske et al. (1977) R(k, —C), R(7,0) et R(k,—z) :
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cosz —sinz 0 cosf 0 —sind cos( —sin¢ O
Fape= | sinz  cosz 0 0 1 0 sin¢  cosC 0| 7y2000 (3.18)
0 0 1 sinf 0 cosf 0 0 1

D’autres intermédiaires de calcul peuvent étre employés, utilisant les angles €y (obliquité a
J2000), ¥, w et x :

cosy siny O 1 0 0
Ty = | —siny cosy O 0 cosw —sinw
0 0 1 0 sinw cosw
costp —siny 0 1 0 0
siny cosy 0 0 cosey siney | Fra000 (3.19)
0 0 1 0 —siney coseg

Cette transformation nécessite le calcul d’une rotation supplémentaire, mais permet de sim-
plifier les transferts d’éventuels termes linéaires dans les angles de nutation vers les angles de
précession.

Les angles w, X = Iy, ¢ = 90° — v0J, 2 = YmJ — 90°, ¢ = Iy et O (ces derniers n’ayant
rien & voir avec les angles de rotation et nutation propre définis précédemment) sont développés
sous forme de fonctions polynémes, dont on peut calculer les valeurs pour chaque instant ¢ :

a(t)= i it (3.20)
=0

Différents “modeles” de précession existent (voir en annexe D), selon les coefficients des
polynémes permettant de calculer les angles, et leurs effets sur les solutions planétaires sont
illustrés au chapitre 11.1.7.

3.2.3 Nutation

La nutation permet de passer dans le repere lié a I’équateur vrai de la date (repere dans
lequel sont exprimés les coefficients du potentiel) a partir de celui lié a I’équateur moyen de la
date. On utilise pour la nutation les 3 angles suivants :

e ¢ : obliquité de la date

e A1 : nutation en longitude

e Ac : nutation en obliquité

FIGURE 3.4 — Positions des reperes moyen et vrai de la date.
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Comme les angles associés a la précession, € est développé sous forme de polynomes (voir en
annexe D pour différents développements).

Les angles de nutations At et Ae, quant a eux, sont développés sous la forme de fonc-
tions "périodiques” dont les arguments sont des combinaisons linéaires des éléments orbitaux
(1,I', F, D,Q) de la Lune et du Soleil :

e [ : anomalie moyenne de la Lune
I : anomalie moyenne du Soleil
F . différence entre la longitude moyenne de la Lune et celle de son nceud ascendant (2
D : élongation moyenne de la Lune par rapport au Soleil
Q) : longitude moyenne du noeud ascendant de la Lune
Ces éléments sont eux-mémes développés sous forme de polynémes de degré n (en pratique, on
se limite au degré 4, comme dans (Simon et al., 1994)).

En notant (I,I', F, D,Q) = (Fy, F3, F3, Fy, F5), on a :

n
pour tout i dans {1,2,3,4,5}, F; (t) = ZFi’jtj (3.21)
§=0

et

N
Av () =)

5 5
(Aj + At) sin (Z vji Fi (t)) + (A7 + A%'t) cos (Z Vi ki (t))
i=1

=1

o 5 ; (3.22)
Ae (t) = Z (B; + B}t) cos (Z i Fi (t)) + (B}’ + B;-”t) sin (Z Vi ki (t))
j=1 i=1 i=1

Selon les modeles, le nombre de termes N peut étre tres important. Celui de la nutation
UAI1980 de Wahr (1981) en compte 106 et ne comprend pas ceux “hors phase” (les coefficients
A" A" B" et B" sont nuls). Par contre, celui de 'UAI2000 de Mathews et al. (2002) en
compte plus de 1300, auxquels s’ajoutent les nutations planétaires (le principe est le méme, aux
arguments F a Fj s’ajoutent Fg a Fiy correspondant aux longitudes moyennes des planetes).

A1) et Ae ne sont donc pas strictement des fonctions périodiques du temps, ni méme des
sommes de fonctions périodiques. Méme pour la nutation UAT1980, les termes de Poisson A’; et
B’; sont non nuls. D’autre part, les arguments (F;) ne varient pas linéairement avec le temps en
raison de la présence de termes de degrés supérieurs a 2.

Connaissant les valeurs de £, Ay et Ae | on en déduit la matrice de passage (matrice N (t)
de lexpression 3.15) du repere lié a I’équateur moyen de la date t a celui lié a I’équateur vrai de
la date t :

1 0 0 cos Ay —sinAyp 0 1 0 0
Tve = | 0 cos(e+ Aeg) —sin(e+ Ae) sin Ay cosAyp 0 0 cose sine | T
0 sin(e+ Ae) cos(e + Ae) 0 0 1 0 —sine cose

(3.23)
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Chapitre 4

Déformation des corps non ponctuels

Dans un corps étendu, les forces qui s’exercent sur les éléments de masse qui le composent
peuvent varier a la fois en intensité et en direction. Cette différence génere des contraintes
internes, qui peuvent le déformer s’il n’est pas rigide. On a vu dans le chapitre 2 que les coefficients
du potentiel d’un corps étendu ne dépendaient que du repere qui lui est 1ié et de sa répartition
interne des masses. S’il se déforme, ses coefficients du potentiel, ainsi que sa matrice d’inertie
varient au cours du temps.

Le but de cette partie est d’exprimer les variations des coefficients du potentiel induites par
les effets de marées solides et les variations du spin; on en déduira celles des coeflicients de la
matrice d’inertie (voir 2.9). Puis, on verra dans quelle mesure les équations du mouvement sont
modifiées.

4.1 Marées solides

D’une maniere générale, on est en présence d’un effet de marée lorsque deux corps, ou deux
éléments de volume d’un méme corps, sont soumis aux forces gravitationnelles générées par un
corps extérieur. Ces forces, appliquées en deux points distincts, peuvent différer a la fois en
intensité et en direction. Ainsi, les interactions du systéeme Terre-Lune avec un corps extérieur
(voir le paragraphe 1.1.1.2), ou les interactions avec un corps étendu (voir le chapitre 2 peuvent
étre considérées comme des effets de marée.

On appellera ici effet de marée solide la déformation d’un corps étendu due a la présence
d’un autre corps massif, appelé générateur (voir figure 4.1).

On se place dans le repere 1lié au corps déformable Rg. Dans ce repere, le corps générateur
(supposé ponctuel) a pour coordonnées sphériques (74, @q, Ag). Soit un point P du corps défor-
mable, de coordonnées (r, o, A). De la méme maniére qu’au chapitre 2, on peut développer le
potentiel en P du a la présence du corps générateur de marées :

GM +o0 n
14 (T) 2 )\) = — . 9 Z (:) PnO (COS Qﬁ)
9 n=0 g
GM +oo n B |
o et ( ) — 00,m) mpnm (sin ) P (sin pg) (cosm (A — Ag))

:ZVn

ot Vs — _GM, ( ) Z (2 — 60.m) MP,W (sinp) Pom (singg) (cosm (A —Ag))  (4.1)

m=0
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. Corps générateur
Corps déformable

FIGURE 4.1 — Illustration des effets de marées solides. La force de Newton
exercée en P; par le corps générateur est différente a la fois en direction et en
intensité de celle en P,. Cette différence induit des contraintes internes, qui
peuvent déformer le corps étendu s’il n’est pas rigide.

4.1.1 Harmonique de degré n=0

De 4.1, on extrait I’harmonique de degré 0 du potentiel perturbateur :

GM,
Vo= —-2 (4.2)
Ty

Vb étant indépendant de P, son gradient est nul : aucune force ne s’exerce en P, et cette harmo-
nique ne génere donc aucune déformation du corps étendu. Il est inutile d’en tenir compte et le
développement du potentiel perturbateur pourra donc débuter a n =1

4.1.2 Harmonique de degré n=1

De 4.1, on extrait I’harmonique de degré 1 du potentiel perturbateur :

GMy R .
Vi=-— — (sinpsin gy 4 cos p cos g cosm (A — Ag)) (4.3)
Tg Tg
GM,
= —— 7Ty (4.4)
Ty

L’accélération de 1’élément de masse situé en P est alors :
GM,
3 g

Tg

Gy = —VVi = (4.5)

Tous les points P ont donc la méme accélération et aucune contrainte interne n’est due a cette
harmonique. Il est inutile d’en tenir compte et le développement du potentiel perturbateur pourra
débuter a n = 2.

Remarque : dans le cas d’'un solide homogene, la force qui s’exerce sur chaque élément de
masse est elle aussi indépendante du point P. Par contre, ce n’est plus le cas pour un solide
hétérogene. Une force différentielle ne génere pas donc obligatoirement des contraintes internes.
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Pour illustrer cette remarque, on peut prendre pour exemple la chute libre de deux masses diffé-
rentes dans un champ de pesanteur uniforme. Leurs trajectoires sont identiques, il ne s’exercerait
aucune contrainte sur une barre sans masse qui les relierait.

4.1.3 Harmoniques de degrés n > 2

Pour un corps élastique et non dissipatif, Love (1927) suppose que chaque harmonique de la
variation du potentiel a la surface du corps (r = R) est proportionnelle a la méme harmonique
du potentiel perturbateur 4.1 :

400 +oo n n
NP RS T R,
n=2 .

n=2m=0

P, (sin @) P, (singg) (cosm (A — Ag))  (4.6)

Les (ky,) sont les nombres de Love pour le potentiel (il existe également les nombres de Love
(hy) et (1) pour les déplacements radiaux et tangentiels de la surface du corps, voir au chapitre
9.1.3.1 pour plus de détails).

On peut alors résoudre le probleme de Dirichlet : la variation du potentiel AU (r, ¢, A) est de
Laplacien nul, défini et continu & lextérieur du corps (ouvert A =|R,+o0[) et sa valeur sur la
frontiere de A (sphére de rayon R) est imposée par I’expression précédente de AU(R, ¢, A). On
en déduit donc sa valeur en un point quelconque de ’espace :

GM, IX & R\ (n—m)!
AU (r, 0, \) = ( ) ( > (2750,m)man(singa)an(sinapg)(cosm()\f)\g))

n=2m=0

GM+°° R\" & , M, (R\" (n—m)!
= — Z(T) Zan(Slntp)an<> (2—507m)mx

Ly m=0 Tg

P (sing) [cos mAg cos mA 4 sin mAg sin mA| (4.7)

En faisant ’analogie avec I’expression 2.10, on peut introduire les modifications des coeffi-
cients du potentiel :

M, R nr !
ACpm = (2 - 5m,o)knﬁg () En m) P (sinpg) cosmg

|
g . n + m)' (48)
ASpm = (2= 6mo)k M (B (n = m) (sin pg) sinmA,
nm m,0)vn M ry ( i m)' nm g
On a alors :

GM +oo n o n

AU = — Z — Z P, (sin @) (ACp, cosmA + AS,,, sinm) (4.9)
r n=2 r m=

Dans le cas d’un corps anélastique, les nombres de Love (k) dépendent de I'ordre de I’har-
monique, ce qui se traduit par des variations des coefficients du potentiel :

My (R " (n m)!
ACum = (2 = 0m0)knm—| — P (singg) cosm
M\ rg (n +m)!
nt (4.10)
AS = (2— 6oV [ B n—m)! A,
nm — ( - m,O) nmﬁ E ( )' nm(SlH(pg) sinm

Des expressions équivalentes sont données dans (Lambeck, 1988).
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4.1.4 Expressions des variations des coefficients de degré 2

En se limitant aux coefficients de degré n=2, on obtient les expressions suivantes, en fonction
des coordonnées cartésiennes (r,7y,7,) du corps générateur dans le repere lié au solide :

3
mg [ R\ koo 2r2 — 12 — 12
ACQ() =9 = 7—231
M\ r, 2 Ty
ACH — mg [ R Sk Tyl
21 = M\ 7 21 r;
3 2 .2
ACy =T (1) 2z Ty (4.11)
M\ r, 4 Ty
3
R 2
ASo = Mg (2 ka1 i
2
M\ r, Ty
3
mg [ R\ koo ryr
ASy=—|— | ——
M\ r, 2 g

4.1.5 Effet de marées dissipatifs

En réalité, les corps ne réagissent pas immédiatement aux sollicitations extérieures; pour la
Terre, les forces de frottement dans le manteau ainsi que sur le fond des océans induisent un
temps de retard (noté 7,,, et dépendant lui aussi de ’harmonique) dans sa réaction. Ainsi, la
déformation a l'instant ¢ est en fait due a la position a 'instant ¢ — 7,,,, du corps générant les
marées. Les expressions des variations des coefficients du potentiel vues précédemment ne sont
donc pas calculées avec le vecteur 7(t), mais avec 7(t — Tp,m,). Ces deux vecteurs different d’une
part a cause du mouvement du corps générateur sur son orbite, mais également a cause de la
rotation du corps étendu sur lui-méme.

On note “r¥ = (17, 72, 75) = 'F(t — Toum) ; les variations des coefficients de degré 2 du potentiel
deviennent alors :

A, — M AN e
20— 57 5] o *2
M g 2 g
3
mg [ R rirt
ACy = Mg <*> ko1~
s \ T
my [ R\ koo 12 — r*2
scu=5o(3) 25 =
rg , rg
my [ R rirt
ASo = ﬁg <*> ko1 y*;
Tg s Tg
mg [ R\ koorir'
Tg Tg

Une difficulté ici est d’avoir une estimation de 7(t — 7). En effet, les équations que 1'on
intégre numériquement sont généralement de la forme Y’ = f (¢,Y (t)); le vecteur r(t) est dans
ce cas facilement accessible, mais pas 7(t — 7,,;,,). Ce probleme est traité dans le chapitre 6.

4.1.6 Prise en compte dans DE405

Dans DE405, on ne considere que les interactions suivantes :
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e celle de la Lune ponctuelle avec la déformation de la Terre due a la Lune
e celle de la Lune ponctuelle avec la déformation de la Terre due au Soleil
La Lune et le Soleil sont donc générateurs de marées, mais seule la Lune est perturbatrice.
Dans (Standish & Williams, 2006), on trouve ’expression suivante pour le calcul de la dérivée
seconde du vecteur Terre-Lune due aux effets de marées (voir en annexe E pour la démonstra-

tion) :
7. 7%\2 2 %2
772 + -
- 3 m\ Gm/'R® | kyg “2o . 424 (=-%) o 10 Vol
T(tide) = 5 1+ M ,,,,5 T()? 220 Z+p0 p_5 T2 T+T’0 T

r ] r
_ (7 75" — = oy
3 Gm'R5 k‘QQ S e %2 = 2 2 2 .
+§ L+ IV 5 55 2(p- p3)ps — p3 =5 2 7| (4.13)
2

Dans cette expression,
e G est la constante de la gravitation
e m/ est la masse du corps générateur de marées (Lune ou Soleil)
m est la masse de la Lune
M est la masse de la Terre
R est le rayon équatorial moyen de la Terre
7 est le vecteur Terre-Lune exprimé dans le repere 1ié a la Terre
Z et p'sont respectivement les composantes polaire et équatoriale de 7 (7= Z + p)
r est la distance Terre - Lune
(k2i);c {0,1,2} sont les nombres de Love associés respectivement aux harmoniques (20), (21)
et (22)
(77 )ieo,1,2y sont les vecteurs Terre-corps générateur (Lune ou Soleil) déphasés de respec-
tivement 7og, To1 et o9
Z; et p; sont respectivement les composantes polaire et équatoriale de 77}

4.1.7 Prise en compte dans DE200

Dans DE200, seule est prise en compte l'interaction entre la Lune et la déformation de la
Terre due a la Lune. On considere également un seul nombre de Love et un seul déphasage pour
toutes les harmoniques (k2 = koo = ko1 = koa et 7 = T99 = 791 = T92 ). Pendant le temps 7,
on néglige le mouvement de la Lune sur son orbite et on suppose que le déphasage n’est du
qu’a la rotation de la Terre sur elle-méme. Cette vitesse de rotation wp étant constante”, la
Terre a tourné pendant la durée 7 de 'angle § = 7wy, appelé angle de déphasage. 1l s’agit de
langle entre le bourrelet formé sur la Terre et le vecteur Terre-Lune. L’expression de la dérivée
seconde du vecteur Terre-Lune est donnée par Newhall et al. (1983) (voir en annexe E pour la

démonstration) :
- _ 3kaGm m R s yg
P(tide) = —— 3 1+ v\ y—zx (4.14)

z

avec :
e G est la constante de la gravitation
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m est la masse de la Lune

M est la masse de la Terre

R est le rayon équatorial moyen de la Terre

7= (x,y,2) est le vecteur Terre-Lune exprimé dans le repére lié a la Terre

r est la distance Terre - Lune
e ko est le nombre de Love de degré 2
e ) est I'angle de déphasage entre la position de la Lune & I'instant ¢ et celle & I'instant ¢t — 7

4.2 Déformation due au spin

Soit un point P du corps déformable, de coordonnées 7 = (z,y,2) dans Rg. Soit ‘@& =
(Wa, wy, wy) le vecteur instantané de rotation du corps. Le potentiel perturbateur au point P di
a sa vitesse de rotation est alors :

1 1 1 1
V(r :—7(7“2(*;2—17-@'2):—77‘2(.02——w2—3w2 322 —r?) — = (w2 = W?) (22 — 2
+ Y2wyw, + TYWey + T2WpwW, (4.15)

En passant en coordonnées sphériques (voir les expressions 2.4) et en introduisant les poly-
nomes et fonctions associées de Legendre, on note que :
322 — 12 = 212 Pyg(sin )
2
xz = §P21 (sin) cos A

2
-
z = —Py1(sin ) sin A
Y 3 51 (sin ) (4.16)
2
22—yt = Eng(sin ) cos 2\

7“2

Ty = EPQQ(Sin ©) sin 2\

V peut alors étre exprimé sous la forme :

2 n
V(F) = —r? (Z > P (sin.9) (Qtnm €08 M + By sin mA)) (4.17)

n=0m=0
avec
1
2
Qoo = —w
00 3
ap=oa11 = B11 =0
1
o0 = 5 (w2 — 3w§)
1
9] = — —WyW
S N (4.18)
1
/821 = _gwywz
Loy 2
99 = E (wy — wx)
1
Bo2 = _gwxwy




4.2.1 Harmonique de degré n=0

L’harmonique de degré 0 du potentiel perturbateur V' s’écrit :

1
Vo = —§r2w2 (4.19)

On en déduit 'accélération qui s’exerce sur 1’élément de volume en P :
N 2 2
ap = —w°r (4.20)

Chaque élément de volume subit donc une accélération radiale, la déformation du corps
induite est donc a symétrie sphérique. La masse étant conservée, cette déformation va provoquer
un changement dans la matrice d’inertie. Il semble que cet effet soit négligé dans DE405 ainsi
que dans (Newhall & Williams, 1997), mais on le trouve dans (Williams et al., 2001, eq. 9); la
variation de la matrice d’inertie est alors :

100
Al=aw? |0 1 0 (4.21)
00 1

4.2.2 Harmonique de degré 2

La encore, on peut appliquer I'hypothese de Love (1927) : chaque harmonique de la variation
du potentiel est proportionnelle & celle du potentiel perturbateur. On obtient alors :

2 n
AU (R, ¢, \) = —R? (Z Z Enm Prm (sin @) (apm cosmA + B, sin m)\)> (4.22)

n=0m=0

En appliquant le théoreme de Dirichlet, la variation du potentiel en un point P a I'extérieur du
corps est alors :

2 n n+1
R
AU (R, p,\) = —R? (Z Z Enm () Py (Sin ) (i c0S MA + B sin m)\)) (4.23)
r

n=0m=0

= GMizn:k RnP (sin ) s /\+R3ﬂ inm\ | (4.24)
- r nm r nm (SN © GM Oy, COS M M nm ST .

n=0m=0

On en déduit les modifications des coefficients du potentiel :

( 3
kaooR3 1
ACy = ——— = (w? — 3w?
0 =3aarz @ 3%)
koy R3
ACQl = — 3GM WeWy
ko R?
ASQl = —326:;7Mwywz (425)
koo R3 1
ACy = — (w2 — w2
2 =5 @ ws)
koo R3 1
852 = g o 24
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Il est alors judicieux d’intégrer dans les coefficients du potentiel "rigide” du corps, la défor-
mation permanente induite par sa vitesse de rotation moyenne w autour de son axe principal
d’inertie ; ainsi, la moyenne de ACyg au cours du temps est nulle, et on obtient :

( 3
kooR> 1
ACy = — (w? + 2w? — 3w?
0= 2o\ W* — 3u?)
koy R®
ACQl = T WeWwy
3GM
ko R?
ASy = f?ziMwywz (4.26)
koo RP1
ACQQ = 3GM Z (wy — wm)
koo R 1
ASQQ = — fwmwy
{ 3GM 2

4.2.3 Prise en compte avec dissipation

La encore, le corps étendu ne réagit pas immédiatement, et pour tenir compte de la dissipa-
tion, ce n’est pas le vecteur instantané de rotation @(t) qui intervient, mais &(t — 7) (que l'on
note *).

kooR> 1
Alxw =305 (w*? + @? — 3w??)
ko1 R3
ACQl = — w;w:
3GM
ko1 R®
ASy = — 3O wyw? (4.27)
k22R3 1 *2 *2
ACQQ = 3GM Z (wy — wx )
A — koo RP1
27 T30 2

Comme dans le cas des effets de marées dissipatifs, on n’a pas acces directement au vecteur
@(t — 7) puisqu’on ne dispose dans le vecteur d’état que des angles d’Euler a U'instant ¢. Dans le
chapitre 6, on expose quelques méthodes qui permettent d’estimer les angles d’Euler déphasés,
dont on déduira le vecteur instantané de rotation déphasé.

4.3 Influence dans les équations du mouvement

L’objectif de cette partie est d’exposer les changements dans les équations du mouvement
induits par le fait que les coefficients du potentiel, ainsi que ceux de la matrice d’inertie varient.

4.3.1 Calcul des forces

Dans le calcul des interactions entre un corps déformable et une masse ponctuelle, les formules
vues au chapitre 2 restent valables. La méthode de calcul de la force exercée par le corps étendu
sur la masse ponctuelle, ainsi que la force de réaction et le moment exercés par la masse ponctuelle
sur le corps étendu n’est pas modifiée. Seules changent les valeurs que 1’on impose aux coefficients
du potentiel. Les masses des 2 corps n’étant pas modifiées par les effets de marées, on peut ensuite
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appliquer la relation fondamentale de la dynamique comme si tous les corps étaient rigides, et
donc déterminer leurs accélérations.

4.3.2 Equation d’Euler pour un corps déformable

Les changements induits dans I’équation 3.5 sont plus importants. En effet, le moment ciné-
tique dépend non seulement du vecteur instantané de rotation, mais aussi de la matrice d’inertie
du corps étendu. Et dans la dérivée du moment cinétique apparait un terme da a la dérivée de
la matrice d’inertie. L’équation d’Euler (3.5) devient dans le cas d’un corps non rigide :

d . . -
ﬁ(IQ):LD—FIcD’:M—Q/\IQ (4.28)
4.3.2.1 Changements dans la matrice d’inertie

On appelle I la matrice d’inertie du corps étendu lorsqu’il ne subit aucune déformation due
aux effets de marées ou a son spin :

I33 0 O Cap — 2C9 —259 —Cy
I = 0 Is3 0 |+ M R? —28599 Cy +2C% —8S91 (4.29)
0 0 Is3 —Coy —Sa1 0

De la méme manicre, on note I’ sa matrice d’inertie alors qu’il subit des déformations :

Iyz 00 Coo—2C3 =28  —Cy
I'=s[0 Iy 0] +MR*[ -2S),  Ch+2Ch, —Sh (4.30)
0 0 I -Cl, —S% 0
Ié3 0 0 Coo — 2C99 —2599 —C9y1
= 0 Ié3 0 + MR2 —28599 Co + 205 —8So1
0 0 Ié3 —Cy1 —5S91 0
ACy — 2AC59 —2A S99 —AC9
+ MR2 —2A S99 ACy% +2ACy% —ASy (4.31)
—ACy —ASy; 0

Des 5 coefficients du potentiel, on ne peut déduire les 6 coefficients de la matrice d’inertie.
Mais en considérant, d’apres (Rochester & Smylie, 1974), que les effets de marée induisent une
redistribution des masses a la surface du corps, sa trace est conservée. On a alors :

3I%5 + M R? (2C50 + 2ACy) = 3133 + 2M R?Cy (4.32)
Et on en déduit :
2
T4y = I33 — gMR2A020 (4.33)
On a donc finalement :
1
gAOQO — 2AC9 —2A89 —ACy
1
I'=1+ MR? —2A S99 §A020 +2AC5% —ASy (4.34)
2
—ACy —ASy —5A020
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A chaque instant, on peut donc décomposer la matrice I(¢) en la somme de 3 matrices :
I(t) = Iy + I(t) + I(t). Iy est la matrice du corps non déformé (et donc indépendante du temps),
I;(t) est la partie due aux effets de marées solides et I4(t) celle due au spin.

Dans 'hypothese ot on ne considere qu’'un seul nombre de love k£ et qu’'un seul temps de
réponse 7, tous deux indépendants de I’ordre de I’harmonique, on obtient les expressions suivantes
pour I; et I, :

1
3 (—27#925 + ri + 7“2) —TgTy —TT
5
R 1
I (t) = my (7“) k —TyTy 3 (r2 —2r2 +1r2) —TyTs (4.35)
g
1
—TxTy —TyT> 3 (7"325 + TZ — 27‘3)
o 1.y 2
wy — 3 (w -n ) Wy WaWy
kR® 1
I(t) = el W Wy wy — 3 (w? —n?) WyWy (4.36)
1
Wy Wy, wf — 3 (w2 + 2n2)

Ces expressions sont compatibles avec (Williams et al., 2001). Dans (Newhall & Williams,
1997), on note la présence d’un facteur G, qui rend les matrices non homogenes & des moments
d’inertie.

4.3.2.2 Dérivée de la matrice d’inertie

Dans I’équation d’Euler 4.28 apparait la dérivée de la matrice d’inertie, en particulier le
terme di aux marées solides I; et celui di au spin I :

Io+ I+ 1)d = —[,& — [,d+ M-S A IS (4.37)
1 . . . .
§ACQO - 2ACQQ —2ASQQ —ACgl
. . 1 . . .
avec I = MR? —2AS9 gAcgo +2ACy —ASy (4.38)
. . 2 .
—A021 —A521 —gACQO
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Pour la partie due aux effets de marées solides, on dérive les expressions 4.12 :

( *2 *2 *2 * x *, 'k * 'k . . .
AC _ @R?’@ 5 (2rz — Ty — ry > (ra:rx + Tyry + Tzrz) " 227}7“?’2< — ryr; — TxT;
20 = M 9 *7 *5
Tg T'g
ACy = %R%m Tt (rars —i—:;yr; +rirk) N rirs j:;"zr;
r r
g g
*2 *2(**+**+**) % .
. my 3]€22 Ty Ty Talg TTyTy T T2 LT — Tyr;;
ACy = —R°— | =5 o7 + 2 "
M 4 Ty g
ASgl _ &R?’]{Ql _5ryr2 (rwrx + :yry + rzrz) n TyTi +57"Zry
M r Ty
Adyy — @Rs@ _57‘;r; (r;r'; + 1";7"; + 7“:1".:) N r;r'; + r;r';
*7 E)
L M 2 Ty Tq
(4.39)
Pour la partie due au spin, on dérive les expressions 4.27 :
. koo R® ) ) .
ACQ() = SC¥7M (CL)J;UJQ; + WyWy — QO.)ZOJZ)
. ko1 R? ) .
ACQ]_ == _3G7M (waz + wzwx)
~ ko1 R? ) )
ASQl = _?)C;iM (UJy(/JZ + wzwy) (440)
. koo R? ) )
ACQQ = m (wywy — wxwz)
: koo R3 1 ) )
ASy = T3GM 2 (Wowy + wyws)

La encore, si on suppose que les nombres de Love et les temps de réponses de la Terre sont
indépendants de ’ordre de I’harmonique, on obtient les expressions suivantes pour I; et I :

1
3 (=2r + 7y +17) —TaTy Ty
. R\" rute +ryiy + rats 1
L(t)y=—5mg| — | k y2y —TgTy = (r2 —2r; +r2) —TyTy
Tg Ty 3
1
—TzTz —TyTz 5 (Tﬁ + 7"5 — 27‘5)
3 (=2rgTe + ryTy + 1272) —TeTy — TyTy e
R\’ o 2 L o
+ myg - k —Taly — Tyl 3 (rete — 2ryry + r272) —TyTs — TaTy (4.41)
g
—TeTs — TaTy —TyTy — TaTy 3 (rave + ryTy — 21.72)
4 2 2 ) . . )
gwwwm — §U.Jyw:y — ngwz WaWy + WyWyz WeWy + WWy
I.(t) i by + wyd 2 st +4 by — 2w V2 + Wl (4.42)
s(t) = — WeWy + Wy Wy ——WpWe + —Wyly — —WaWy WyWs + Waw .
3G y y 3 3@y T 3 y y
) . ) ) 2 2 4
WrWz + WeWy WyWz + WzWy —gUJTUJq; — gUJyUJy + ngwz
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La encore, ces expressions sont conformes a celles de (Standish & Williams, 2006, eq. 8-10).
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Chapitre 5

Interactions avec un corps a symétrie
de révolution en rotation rapide

On a vu dans les chapitres 2 et 3 comment pouvaient se calculer les forces et moments dus
aux interactions entre un corps étendu de forme quelconque et un corps ponctuel perturbateur.
Les calculs étaient alors effectués dans le repere lié au solide, en fonction des coordonnées du
corps ponctuel perturbateur dans ce méme repere. Il était alors nécessaire de connaitre la trans-
formation (matrice de passage) qui permet de passer du repere fixe (dans lequel est projetée la
relation fondamentale de la dynamique) vers le repere mobile 1ié au solide.

L’objet ici est de simplifier les équations lorsque le corps étendu est & symétrie de révolution
autour de son axe principal d’inertie, dirigé selon K.

On a vu au chapitre 3 que la matrice pour le passage du repere fixe au repeére mobile pouvait
(ce n’est pas une obligation) étre exprimée en fonction des trois angles d’Euler : ¢, angle de
précession propre, 6, angle de nutation propre et 1, angle de rotation propre. On montrera dans
ce chapitre que dans le cas d’'un corps a symétrie de révolution, on peut ne pas tenir compte
de l'angle rapide 1 dans le calcul des interactions (forces et moments) avec un corps ponctuel
perturbateur.

Dans tout ce qui suit, on notera (voir le schéma 3.1) :

— By, la base (;, 7, E) du repere fixe

— By, la base (1, KA i, f(') du repere mobile 1ié a I’équateur du corps, ou 77 = Oﬁ

— Bo, la base (f, J K ) du repere mobile lié au corps

Les bases B; et Bs sont toutes deux liées au solide et By se déduit de B; par la rotation
d’angle rapide ¥. Comme on ’a vu au chapitre 3, la matrice de passage P» de By a By s’écrit :

cos¢ —sing 0 1 0 0 cos® —siny 0
Py=1sin¢g cos¢p O 0 cosf —sind siny cosy 0| etug, =P, (5.1)
0 0 1 0 sinf cosd 0 0 1

De la méme maniere, on définit P;, matrice de passage de By a B; :

cos¢p —sing 0 1 0 0
Pr=|sing cos¢ O [0 cosf® —sinf | et up, = Piug (5.2)
0 0 1 0 sinf cosf

La matrice de passage P; ne dépend donc que des angles ¢ et 0, et comme 77 = kAK /|kAK]||,
elle peut méme étre exprimée uniquement en fonction des coordonnées (K, Ky, K.) de K dans
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la base By :

Ky KK, K,
VEZ+K: K2+ K?
e (5.3)
K2+ K2 \/ K2+ K2
0 K2+ K2 K.

On se propose de montrer ici que pour un corps a symétrie de révolution, il est inutile de

passer dans la base Bs, forces et moments peuvent étre calculés dans By, voire directement dans
Bo.

5.1 Forces et moments rigides”

On ne s’intéresse ici qu’aux interactions dues a la partie du corps étendu non déformée par
d’éventuels effets de marées, car ces derniers introduisent des termes tesséraux (Cop, Sa1, Cag et
S22).

5.1.1 Elimination de Pangle rapide i) - expressions dans B5;

On reprend 'expression générale (2.10) du potentiel (partie non sphérique) du & un corps
étendu. Ce potentiel est exprimé dans le repere lié au solide, c’est-a-dire que les coordonnées
sphériques du corps ponctuel perturbateur (ra,p2,A2), ainsi que les coefficients du potentiel
(Chm, Snm) sont exprimés dans la base By :

GM = (R
U (12, 02, A2) = o Z Z - Py, (sin 92) (Crm cosmAg + Sy sinmAg) (5.4)
n=2m=0

Or le corps est a symétrie de révolution autour de ’axe K. Son potentiel est donc invariant
par toute rotation d’axe K et d’angle quelconque . Une telle rotation ne modifie que la longitude
Ao du corps perturbateur. On en déduit alors que le potentiel est indépendant de Ag, tous les
coefficients tesséraux du potentiel sont nuls, c¢’est-a-dire que pour tout n > 2, pour tout m > 1,

Chm = Snm = 0. Seuls les coefficients zonaux C,g = —J,, sont non nuls, et le potentiel se réduit
alors a :
GM &2 (R\" ,
Ul(rz,p2) = =———> | — | CnoPuo (sin) (5.5)
2 =2\

Or, By se déduit de By par la rotation d’axe K et d’angle —1), on en déduit I'expression
du potentiel en fonction des coordonnées sphériques (r1,p1,A1) = (r2,p2, A2 + 1) du corps
perturbateur dans By :

GM 2 (R\"
U(rl,gol) = —— Z () CnOPnO (Sin 901) (5.6)
T "2 (8]

Forces et moments peuvent donc étre calculés directement dans By, By est ici inutile. Leurs
expressions sont indépendantes de ’angle rapide ).
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5.1.2 Expressions dans B,

En remarquant que siny = (I? -7)/r, on peut méme simplifier un peu plus le probleme en
les exprimant directement dans By ; c’est 'objet des paragraphes qui suivent.

5.1.2.1 Harmonique Cy

2
GM (R 1 GMR*C L\2
Ucyy = ——— () CaoPyo (sin ) = —— —— 20 <3 (KF) - r2) (5.7)

r r 2 rd

En prenant 'opposé du gradient de cette expression, on obtient 'accélération 7p du corps
perturbateur ainsi que celle g du corps étendu :

%P:zw [2# (I?-F)I?jt <r2—5([€-7?)2> F] (5.8)
o= 2O o (7 7) R 4 (125 (R 7)) 7 (5:9)

On en déduit également le moment qui s’exerce sur le corps étendu :

(5.10)

5.1.2.2 Harmonique Cj

3
GM (R 1GMR3C Lo \3 ,
Ucsy = ——— <> C30P30 (sing) = —— ————— X <5 (KF) —3r? (KF)) (5.11)

r r 2 r

De la méme maniere qu’au paragraphe précédent, on trouve les expressions de 'accélération
du corps perturbateur, celle du corps étendu ainsi que le moment exercé sur le corps étendu :

p = ;GijC%O [5 (KF) <3r2 7 (K.F)2> 7+ 312 (5 <K-F)2 _ 7“2) K] (5.12)

o=y O s (89) (w21 (R 7)) et (3(R) ) B

. 3GMmR3Cs N
M03025T77 5(K-r> —r° | KAT (5.14)

5.1.2.3 Harmonique Cy

1 GMR*Cy
8 r?

am (R\" _
Ucy = —— = CuoPyo (sinyp) = —

- <35 (I? : F)4 — 30,2 (I?~F>2 + 3r4) (5.15)
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De la méme maniere qu’aux paragraphes précédents, on trouve les expressions de 'accélé-
ration du corps perturbateur, celle du corps étendu ainsi que le moment exercé sur le corps
étendu :

Mey, = ZGMZSI)M) (127?) <7 (KF)Q . 3r2> RAT (5.18)

5.1.3 Conclusion

Dans I’hypothese ou le corps étendu est a symétrie de révolution, les interactions (forces et
moments) avec un corps ponctuel perturbateur sont indépendantes de 1’angle rapide de rotation
propre 1. Pour leur calcul, la base Bs est alors inutile, on peut se contenter de les exprimer dans
B, voire directement dans By.

5.2 Forces et moments dus a la déformation de la Terre

On s’intéresse ici aux forces et moments exercés sur le corps étendu dus a sa partie déformée
par les effets de marée d’un corps générateur. On a vu au chapitre 4 que la déformation d’un
corps dans INPOP était modélisée par les variations de ses coefficients du potentiel (et donc de
sa matrice d’inertie). La variation du potentiel résultant de la déformation du corps est :

GM 400 n n
AU (r,o,\) = ——— Z Z ( ) wm (sin @) (ACyy, cosmA + ASyy, sinm\) (5.19)

n=2m=0

En prenant 'opposé du gradient, on en déduira les forces et les moments qui s’exercent entre
le corps étendu et le corps ponctuel perturbateur.

On se limite pour l'instant aux déformations des harmoniques de degré 2, c’est-a-dire que
I’on ne tient compte que des variations des coefficients de degré 2 du potentiel : ACy,, et ASpm
pour n = 2. A partir de ces variations des coefficients du potentiel, on peut déduire celles de la
matrice d’inertie (voir 'expression 4.34) :

1
§A020 — 2A022 —QASQQ —A021
1
AI = M R? —2A S99 gACQ() +2AC5% —ASy (5.20)
2
—ACy —AS2 —gACm

Cette expression reste valable quelle que soit la base utilisée, a partir du moment ou les
variations des coefficients du potentiel sont exprimées dans la méme que la variation de la
matrice d’inertie.

Pour le calcul des forces et moments, comme on se limite aux déformations des harmoniques
de degré 2, on peut utiliser 'expression du potentiel en fonction de la matrice d’inertie de
Mac Cullagh (démontrée au paragraphe 2.2.3.2) :
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2 2
GM [ R
AUy = ——— () E Py, (sin ) (ACo, cosmA + ASay, sinm) (5.21)
r r

m=0
G 3G

En prenant 'opposé du gradient de ce potentiel, on obtient I'accélération du corps ponctuel
perturbateur due a la déformation du corps étendu induite par un corps générateur de marées :

- 3G G
rp = — (57 AIF — tr (AI) r?) 7 — — AIT (5.23)
r r
. 15G 3G
Tp = —= (7 AIT") 7 — — Al (5.24)
o7 r
ainsi que le moment exercé sur le corps étendu :
- 3Gm .
M= ——7NAIT (5.25)
T

La encore, ces expressions sont valables dans n’importe quelle base, du moment que le vecteur
7 du corps ponctuel perturbateur et la variation de la matrice d’inertie Al sont exprimés dans
la méme.

Jusqu’a présent, les expressions (4.12) qui permettent de déterminer les variations des coef-
ficients du potentiel sont données dans le repere lié au corps étendu, c’est-a-dire que les coor-
données cartésiennes déphasées (7% i Ty r%) du corps générateur doivent étre exprimées dans Bs.
Ces coordonnées se déduisent de celles dans By par (on note o* = a(t — 7)) :

—k t
TBQ = P TB()

cosy*  siny* 0 1 0 0 cos¢p®  sing* 0
= | —siny* cosy* 0 0 cosf* sinf* —sing* cos¢® 0 |75, (5.26)
0 0 1 0 —sinf* cos6* 0 0 1
cosy*  siny* 0
= [ —siny* cosy* 0] 'Pfig, (5.27)
0 0 1

Dans le cas d’une vitesse de rotation rapide du corps étendu, on peut considérer que ’angle
rapide 1 varie linéairement entre ¢ et t — 7, ¢’est-a~dire que 'on a ¢(t — 7) ~ ¥ (t) — Tw ol w est
la vitesse de rotation (qui peut néanmoins ne pas étre constante au cours du temps). De plus, on
peut noter que les angles ¢ et 8 sont "lents”, c’est-a-dire qu’ils varient peu entre les instants ¢t — 7
et ¢t pour de faibles valeurs de 7 (c’est le cas par exemple pour la Terre, ou le temps de déphasage
le plus important est celui associé aux harmoniques AC; et ASs1, avec 791 ~ 1.3 x 1072 jour).

On utilisera alors les approximations suivantes :

Yt —71) ~P(t) — Tw
Ot —7) = ¢(1) (5.28)
0t —7) ~0(t)

Et les coordonnées déphasées du corps générateur de marées seront calculées dans Bs par :
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coswtT —sinwt 0 costy sinyg 0

g, = | sinwr  coswr 0 —siny costy 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 cos¢ sing 0
0 cosf sinf —sing cos¢ 0]z, (5.29)
0 —sinf cosf 0 0 1

Les approximations 5.28 ont été justifiées numériquement, en construisant deux solutions
planétaires du type INPOPO5 (avec une précession forcée pour la Terre). La premiere utilisait
'Py, Tautre ' P;. Les différences entre ces deux solutions sur la trajectoire de la Lune autour de
la Terre étaient bien inférieures aux différences obtenues entre INPOPO5 et DE405, illustrées
par les courbes de la figure 11.31.

En utilisant les expressions 5.20, 5.29 et 4.12, on peut donc calculer la variation de la matrice
d’inertie Al exprimée dans la base Bs.

5.2.1 Variation de la matrice d’inertie dans 5;

On a vu au paragraphe précédent le calcul de la variation de la matrice d’inertie dans Bs.
La premiére méthode pour exprimer Al dans B; est d’effectuer un changement de base a partir
de B :

cosy —siny 0 cosy siny 0
Alp, = | siny cosyp 0| Alg, [ —siny cosy 0 (5.30)
0 0 1 0 0 1

La deuxieme méthode est d’exprimer directement les coordonnées déphasées du corps géné-
rateur dans Bj.

coswtT —sinwt 0 1 0 0 cos¢p sing 0
g, = | sinwr  coswr 0 0 cosf sinf —sing cos¢ 0|, (5.31)
0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1
coswt —sinwt 0
= | sinwr  coswr 0| "'Pig, (5.32)
0 0 1

(5.33)

De 755, on en déduit les variations des coefficients du potentiel (exprimés dans By) grace aux
expressions 4.12, puis la partie déformée de la matrice d’inertie Alp, grace a 5.20.

Ces deux méthodes sont équivalentes, elles ont été comparées avec TRIP, le logiciel de calcul
formel dédié a la mécanique céleste et aux séries de perturbations et développé a 'IMCCE par
Gastineau & Laskar (2010).

Remarque : on n’a pas utilisé ici le fait que le corps était a symétrie de révolution, c’est inutile
pour le calcul de AI. Ca le serait si on devait calculer la matrice d’inertie "totale” d’un corps
comme la somme d’une partie "rigide” est d’une partie déformée : I(t) = Iy + AI. Si le corps
n’était pas a symétrie de révolution, Iy ne serait pas invariante par toute rotation de vecteur K.

5.2.2 Variation de la matrice d’inertie dans 5

La encore, on peut déduire I'expression de Al dans By par changement de base a partir de
B :
Alp, = PLAIg'Py (5.34)
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Par contre, les expressions des variations des coefficients du potentiel dans By a partir du
vecteur déphasé 77”[30 sont beaucoup plus compliquées que dans la base Bi, les paragraphes qui
suivent montrent pourquoi.

Dans tout ce qui suit, on appellera ACy,, et ASs,, les variations des coefficients du potentiel
exprimées dans B et I3 la matrice identité de R3.

5.2.2.1 Harmonique AC5

La variation de la matrice d’inertie due a celle de ’harmonique ACsq se déduit de 5.20 :

10 0
1 1
Als, = SMRACy (0 10 | = MR A020< 5 — 3KtK> (5.35)
00 —2

Exprimée sous forme vectorielle, cette expression est également valable pour déterminer Alp,
(avec toutefois ACyg calculé dans By) :

1 .
Al = S MR*ACk (13 - SKtK> (5.36)

A ce stade, on peut déja se rendre compte de la difficulté de calculer les variations des
coefficients du potentiel & partir des coordonnées dephasees du corps générateur exprimées dans
la base fixe By. Dans cette derniere, la matrice KK est pleine, et si on utilise 5.20, on peut
voir que (ACy)g, (et donc par exemple le nombre de Love kgg) interviendra dans tous les
(ACom,, ASap,) Bo- On ne peut donc pas utiliser aussi simplement dans By que dans By ou Bs les
expressions 4.12.

5.2.2.2 Autres harmoniques

De la méme maniere, pour les autres harmoniques ACs1, ASo1, AC, ASs, on obtient :

00 1
ACs : Alg, = —MR*ACs [0 0 0| = —MR2ACy (ﬁK+Kt1) (5.37)
100
000
ASo : Alg, = —MR2ASs [0 0 1] = —MR2ASs, (ﬁK+KtJ) (5.38)
010
100
ACss : Alg, = 2MR*ACs [ 0 1 0| = 2MR2ACH, (ftJ ﬁ) (5.39)
0 0 0
01 0
_ 2 _ 2 T T
ASos : Alg, = —2MR*ASx | 1 0 0 | = —2MR2ASs, <I J+JI) (5.40)
00 0

Toutes les matrices (@'7) pour (@, 7) €

r—’H

I J K } sont pleines si elles sont exprimées dans

By, et donc, chaque coefficient du potentiel exprimé dans cette base dépend de ’ensemble des
nombres de Love kyg , k21 et koo (et méme de I'ensemble des temps de déphasages 19, 721 et
To2). D’out des expressions plus compliquées si on voulait les calculer directement dans By.

58



5.2.3 Conclusion

Pour résumer, la base By est inutile, le calcul des forces et moments peut étre effectué dans
la base liée a son équateur B;. On s’affranchit ainsi de ’angle rapide 1.

Deux approximations ont été effectuées, n’intervenant que pour le calcul des coordonnées
déphasées du corps générateur de marées (dont on déduit les variations des coefficients du po-
tentiel).

La premiere est de considérer une variation linéaire de ’angle (rapide) de rotation propre du
corps entre t et t — 7 : (t — ) = 9 (t) — Tw. Cela ne signifie pas que la vitesse de rotation w doit
étre constante au cours du temps, mais que ses variations sont de périodes plus importantes que
7. Cette approximation n’est par exemple pas incompatible avec le ralentissement séculaire de
la vitesse de rotation de la Terre. La seconde est de considérer que ’équateur a la date ¢ est tres
proche de celui de la date t — 7. Elle a été vérifiée numériquement dans le cas d’une orientation
forcée par un modele de précession-nutation.

Enfin, la maniere la plus simple de calculer la matrice Alp, est de la calculer d’abord dans
B, puis par changement de base, dans By.

5.3 Calcul de l'orientation du corps

5.3.1 Orientation moyennée sur ’angle rapide

Boué & Laskar (2006) ont montré que I'orientation d’un corps en rotation rapide soumis aux
moments de degré 2 (voir expression 5.10) pouvait étre régie par I’équation différentielle :

L 2—3sin®J LN

2 -3sin’J C—-A
= X
1G] 2

Z%(ﬁ-ﬁ/)ﬁAW (5.41)

i

Dans cette équation :

— @G est le moment cinétique

— W est la moyenne de G /G sur I'angle rapide 1)

— J est ’angle moyen entre K et G

— 4 désigne 'indice d’un corps perturbateur

— 7 est le rayon vecteur du corps perturbateur, r; = ||7]|, p; le produit de la constante de

gravitation par sa masse

— A et C sont les moments principaux d’inertie du corps étendu

Remarque : cette expression peut étre étendue a un corps qui n’est pas a symétrie de révo-
lution, en remplacant C' — A par C' — (A + B)/2.

Dans le cas d’un corps en rotation rapide, J est petit (J = O(10~7) pour la Terre par
exemple, donc sin?.J = O(107'4)) et peut étre négligé. (5.41) devient alors :

N CcC-A Wi (o =\ -
W:?’Hc;uzyaf(”'W)”AW (5.42)

5.3.2 Théoreme du moment cinétique

D’apres le théoreme du moment cinétique projeté dans le repere fixe, sa dérivée G est égale
a la somme des moments extérieurs exercés sur le corps étendu :
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G=3 Mew (5.43)

Dans M gt peuvent intervenir les moments de degré 2 du potentiel (voir 5.10), comme c’est
le cas dans larticle (Boué & Laskar, 2006). Mais on peut également tenir compte des moments
de degrés supérieurs (voir 5.14 et 5.18) ou du moment du a la déformation du corps (voir 5.25).

5.3.2.1 Corps soumis aux moments de degré 2

On ne considere ici dans la somme des moments extérieurs qui s’exercent sur le corps étendu
que les moments de degré 2 (dus au coefficient du potentiel Cyg) calculés en 5.10. Le théoreme
du moment cinétique donne donc :

—

G=3MRCy Y o (K 7) K A (5.44)
=T

Or on a vu que 'on pouvait négliger sin?.J dans 5.41, ce qui est équivalent & utiliser 'ap-
proximation gyroscopique, c’est-a-dire remplacer K par G/||G||. L’équation précédente devient
alors :

s OMRCoo i (4 N A4 -

On remarque alors que ||G|| est constant au cours du temps (car G -G = 0), que M R2Cq =
A — C (voir les relations entre les coefficients de la matrice d’inertie et ceux du potentiel). On
retrouve alors (5.42) issue de (Boué & Laskar, 2006). Dans ces conditions, la vitesse de rotation
du corps est constante au cours du temps.

5.3.2.2 Cas général

Par rapport au paragraphe précédent, on ajoute les moments de degrés supérieurs (issus des
coefficients C3p et Cyp), ainsi que de ceux provenant de la déformation due aux effets de marées
de corps générateurs.

Le théoréeme du moment cinétique dans By s’écrit alors :

hi /J,Z‘ — —
G = 3MR2C g (K : F-) K AT,
20;7“15 [ 7
3 1223 - 2 > =
+ SMRCy Y 5 (5(K 1) — i) B AT
7 1

Hi o
+ 3 Z 57 A Al (5.46)

On a vu dans un paragraphe précédent que la matrice Alp, se déduisait de Alp, par chan-
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gement de base. L’équation précédente devient alors

G=  B3MRCxnY % (R-ii) KA
—r;
7 7

3 i = )2 2o
+ 2MR3C’30;7;<5(K'1”¢) —r?)K/\ ;

) 122 - - 2 — N
+ S MR'Cao §i 3 (Kr) (7 (Kr) - 3r3> R AT
Hi N
+ 3 E ﬁ?“i/\PlAfgltplri (5.47)

avec la matrice de passage P; qui ne dépend que de K.

On a vu dans le paragraphe précédent que I'on pouvait utiliser I’approximation gyroscopique
pour le calcul de l'orientation d’un corps soumis aux moments dus & son Cyy. Si on suppose
qu’on peut la conserver lorsqu’on prend en compte les moments de degrés supérieurs et ceux dus
4 la déformation du corps, on obtient au final, en posant G, = G/||G|| :

G=  3MRCy Z :i,) (Gue7t) Gun (5.48)
Yo S & (5 (éu : ﬁ-)Q - r§> Gu AT, (5.49)
2 i
- MR, S L (éu : F) <7 (éu - ﬂ-)Q . 3r§> Gu AT, (5.50)
2 ki
+ 3% % A BT BT (5.51)

avec cette fois la matrice f’l qui ne dépend que des coordonnées (G, Gy, G) de G dans By

GGy, GG
| Vera Jasa
Pl:@ 1G||G= GG, (5.52)
)
\/ G2+ G2 \/ G2+ G2
0 G2+ G G

et AT B, calculée en utilisant pl au lieu de P; lors du calcul des coordonnées déphasées des
corps générateurs de marées.



Chapitre 6

Estimation des déphasages

On a vu au chapitre 4 qu’en raison de la dissipation, un corps non rigide réagit avec un temps
de retard (noté 7) aux sollicitations d’un corps générateur de marées ou aux variations de son
spin. Sa forme a l'instant ¢ dépend donc de I’état du systéme a I'instant ¢t — 7. On se retrouve
alors & résoudre une équation différentielle du type :

Y ()= (LY (), Y (t—71),Y (t—7),...Y (t — 1)) (6.1)

Ce type d’équation est appelé "équation différentielle a retard” et les intégrateurs numériques
usuels sont inadaptés a leur résolution.

On cherche donc a se ramener & une équation différentielle classique, du type Y’ (t) =
g (t,Y (t)), en essayant d’éliminer les termes Y (¢ — 7); le but de ce chapitre est d’exposer et
de comparer quelques méthodes qui permettent d’estimer Y (¢ — 7) a partir de Y (¢). Pour cha-
cune des méthodes exposées ci-apres, deux types d’évaluation de leurs performances peuvent
étre effectués.

La premiere (que 'on notera Type-I) consiste & utiliser une solution planétaire de référence,
qu’on suppose avoir été obtenue avec une bonne méthode d’estimation des déphasages ; il semble
que ce soit le cas de DE405 (et des solutions INPOP décrites dans les chapitres 11 & 13). Avec
cette solution, on a acces aux valeurs du vecteur d’état Yy(¢) pour différents instants ¢, ainsi
qu’aux valeurs déphasées Y((t — 7). Puis, a partir de Yy(t), on utilise une méthode d’estimation
(numérotée ¢) pour obtenir Y;(t — 7) = h;(Yp(t)), qu’on compare & Yy(t — 7).

La seconde évaluation (notée Type-II) consiste a intégrer une premiere solution, notée SOLi_a
sur le modele d’'INPOPO5 par exemple (décrit au chapitre 11), mais en utilisant la méthode d’esti-
mation des déphasages que I'on souhaite évaluer. A partir de SOLi_a, on construit des polynomes
d’interpolation (Tchebychev) qui permettent d’avoir acces aux composantes du vecteur d’état
pour n’importe quel instant ¢. On integre ensuite une seconde solution, notée SOLi_b, sur le
méme modele dynamique, a la différence que chaque fois qu’une variable déphasée intervient, on
la détermine en faisant appel aux polynémes d’interpolation construits sur SOLi_a. La méthode
d’estimation est alors d’autant meilleure que les solutions SOLi_a et SOLi_b sont proches.

L’évaluation de Type-I donne I'erreur commise sur ’estimation de la quantité déphasée. Celle
de Type-II illustre les conséquences de cette erreur sur la solution planétaire.

Dans INPOP, seuls deux corps sont considérés non rigides :

— la Terre est déformée par les marées solides générées par la Lune et le Soleil

— la Lune est déformée par les marées solides générées par la Terre (et le Soleil selon les

versions), ainsi que par les variations de son spin.

Seules quelques composantes (déphasées) du vecteur d’état interviennent donc dans le calcul
des déformations ACy, et ASym : les vecteurs Terre-Lune, Terre-Soleil et Lune-Soleil, les angles
de d’Euler de la Lune (qu’on appellera aussi angles de libration de la Lune dans la suite de ce
document), ainsi que les dérivées de toutes ces variables.
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Enfin, il faut remarquer que ’on n’a pas nécessairement besoin d’une grande précision dans
I’estimation des quantités déphasées. Ces dernieres n’interviennent que dans la détermination des
variations des coefficients du potentiel (AC),,, ASy,) ou des matrices d’inertie. Ces variations,
petites devant les coefficients (Cypm, Spm), n'interviennent que dans les interactions dues a la
forme des corps, elles-mémes petites comparées au terme principal newtonien.

6.1 Positions relatives des corps dans 'lCRF a ¢t — 7

On souhaite obtenir une estimation des positions déphasées des corps dans le repere fixe
(ICRF). Dans tout ce qui suit, on note 7 = (), le vecteur centre du corps déformé-centre du
corps générateur de marées, ¥ = 7"(t) sa dérivée et 7; et 7; une estimation de 7(t — 1) et (¢ — 1)
(selon la méthode 7).

On ne s’intéressera ici qu’au vecteur Terre-Lune, les résultats étant similaires avec les vecteurs
Terre-Soleil ou Lune-Soleil. Par contre, 'efficacité d’une méthode d’évaluation peut dépendre du
temps de déphasage, selon §'il est important (737 pour la Lune est d’environ 4 heures) ou petit
(TE20, TE21 €t Tpaa pour la Terre valent environ 0, 20 et 10 minutes).

Pour chaque instant ¢ dans les comparaisons de Type-I, on prendra pour référence 7 et 7
les vecteurs position-vitesse Terre-Lune a t — 7 déterminés avec DE405. Les valeurs de 7 testées
seront 7py = 0.17 jour (environ 4 heures) et 7 = 0.013 jour (environ 20 minutes), proches de
celles employées pour DE405.

6.1.1 Méthode 1 : ordre 1 sur les coordonnées cartésiennes

A partir du vecteur Terre-Lune a I'instant ¢, on effectue un développement limité au premier
ordre en 7 ; cela revient donc a supposer qu’entre t et ¢t — 7, la trajectoire de la Lune par rapport
a la Terre est rectiligne uniforme :

T =
{he

Ce serait, d’apres E. M. Standish (communication privée, 2004), la méthode employée au Jet
Propulsion Laboratory pour le calcul de la solution DE405. Cette méthode est aussi employée
par Mignard (1979).
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FIGURE 6.1 — Erreurs (Type-I) sur la position ||7g — 71|| & gauche, la vitesse
|70 — 71| & droite dues & une approximation au premier ordre en 7 du vecteur
Terre-Lune déphasé de 7 = 0.17 jour (temps de réaction de la Lune). Les
erreurs sont en km et km/h, le temps est en années autour de J2000.

Les courbes de la figure 6.1 (comparaison de Type-I) montrent les différences entre 7 (valeur
de référence déterminée avec DE405) et 71 lors de 'estimation du vecteur Terre-Lune déphasé
de 7js. Cette méthode génére des erreurs importantes, atteignant 300 km sur la position. Les
erreurs commises avec le temps de déphasage 75 sont elles limitées a 2 km (non représentées).

En comparant (Type-II), les solutions SOL1_a et SOL1_b, les écarts se manifestent principa-
lement dans la longitude moyenne de la Lune. Comme on peut le voir avec la courbe de la figure
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6.2, les erreurs d’estimation génerent une dérive quadratique importante (environ 4 secondes de
degré sur 100 ans). Pour information, les effets de marées dans le systéme Terre-Lune induisent
une dérive quadratique dans la longitude moyenne de la Lune d’environ 25 secondes de degré
par siecle carré.

0
__~1000
8
£ -2000
=~ 3000
—-4000 ] ] ] -]
~100 -50 0 50 100

Temps depuis J2000 (années)

FIGURE 6.2 — Effet (comparaison de Type-II) sur
la longitude moyenne A de la Lune des erreurs
commises par la méthode d’estimation au pre-
mier ordre en 7 sur les coordonnées cartésiennes
(différence entre les solutions intégrées SOL1_a
et SOL1_b).

Lorsqu’on compare cette dérive aux écarts entre DE405 et INPOPO5 (voir les courbes de la
figure 11.22), il semble en fait peu probable que cette méthode d’estimation soit effectivement
employée au JPL.

6.1.2 Meéthode 2 : ordre O sur les éléments elliptiques

Dans ce paragraphe, on suppose que le corps générateur de marées est sur une orbite képlé-
rienne autour du corps qui subit les déformations. L’idée est alors d’utiliser les éléments ellip-
tiques, définis au chapitre 11. En effet, sur une telle trajectoire, tous les éléments sont constants.
Seule la longitude moyenne A varie linéairement avec le temps. En posant = G(M + m) (pro-
duit de la constante de la gravitation par la somme des masses des corps générateur et déformé),
on a :

A(t) = Xo+ /a3t (6.3)

De (7,7), on calcule les éléments elliptiques (a(t), A(t), e(t),i(t), Q(t),w(t)) & linstant ¢, et
on en déduit des estimations des éléments elliptiques a t — 7 :

a=a(t)

€= e((t))

1 =1t

Q= Q1) (6.4)
@ =w(t)

A= \t) — /p/adT

Enfin, & partir de ces estimations des éléments elliptiques a ¢ — 7, on obtient une estimation de
7(t — 7), qu’on note To.

Les courbes de la figure 6.3 (comparaison de Type-I) montrent les améliorations apportées
par rapport a la méthode 1 exposée au paragraphe précédent pour le temps de déphasage 13/,
avec une erreur commise sur le vecteur Terre-Lune réduite de 300 km a moins de 4 km. On
obtient le méme genre d’amélioration avec le temps de déphasage 7g, avec des erreurs sur la
position qui passent de 2 km & 20 m (non représentées).
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FIGURE 6.3 — Améliorations (Type-I) de la méthode 2 (ordre 0 sur les éléments
elliptiques) par rapport & la méthode 1 (ordre 1 sur les éléments cartésiens) sur
le vecteur Terre-Lune déphasé de 7). En noir sont tracées les erreurs |79 — 71|
et ||[7o — 71|, en gris les erreurs |7 — o|| et ||7g —72||. Les courbes grises dans
la partie inférieure sont les mémes que celles dans la partie supérieure, tracées
a une échelle mieux adaptée.

L’inconvénient de cette méthode est qu’il faut supposer que le corps générant les marées
est en orbite autour du corps déformé. C’est le cas par exemple de la Lune autour de la Terre
ou de la Terre autour du Soleil. Mais lorsqu’on souhaite prendre en compte la déformation de
la Lune générée par le Soleil, et donc calculer le vecteur Lune-Soleil déphasé, il est nécessaire
pour obtenir de bons résultats de passer par l'intermédiaire de la Terre (calculer les vecteurs
Lune-Terre et Terre-Soleil déphasés), d’ou des calculs supplémentaires.

Un autre probléme se pose, lié a I'intégrateur numérique choisi, comme par exemple ODEX
(Hairer et al., 1987) ou Bulirsch-Stoer (Press et al., 1986). Le but est de calculer le vecteur
d’état Y a linstant ¢t + H a partir de sa valeur a l'instant t. Le principe de ces algorithmes
est de découper le pas d’intégration H en i pas intermédiaires h; = H/i. On effectue alors 4
intégrations numériques successives (avec la méthode du point milieu modifiée par exemple)
qui conduit & une estimation Y; de Y(t+ H). A partir de plusieurs estimations Y;, calculees
pour i dans {2,3,4,6,8,12,...}, on extrapole la valeur de Y (¢ + H) lorsque h; tend vers 0 (ou ¢
vers 'infini). Ces intégrateurs sont particulierement bien adaptés aux grands pas d’intégration
H. Mais dans ce cas, il est possible que 'estimation Y3 (voire les suivantes) soit mauvaise et
éloignée de Y (t+ H). Par exemple, la Lune peut se retrouver sur une trajectoire parabolique ou
hyperbolique, qui rend la méthode d’estimation des déphasages de ce paragraphe inadaptée.

Cette méthode a cependant été implémentée dans INPOP. L’amélioration par rapport a celle
au premier ordre sur les coordonnées cartésiennes se confirme avec la comparaison (Type-1I) des
solutions SOL2_a et SOL2_b, présentant un écart dans la longitude moyenne de la Lune de 10
millisecondes de degré sur 100 ans (voir la courbe de la figure 6.4).

6.1.3 Méthode 3 : ordre 2 sur les coordonnées cartésiennes

A partir du vecteur d’état a l'instant ¢, on peut avoir une estimation de la dérivée seconde
7 en se limitant dans un premier temps & un modele simplifié, en ne prenant en compte qu’une
partie des interactions entre les corps. Par exemple, on peut se limiter aux accélérations dues aux
interactions newtoniennes @ (expression 1.3), qui constituent le terme principal et ne dépendent
que du vecteur d’état A Dinstant t. On peut donc avoir une estimation de 7(t — 7) et #(t — 7)
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FIGURE 6.4 — Effet (comparaison de Type-II) sur
la longitude moyenne A de la Lune des erreurs
commises par la méthode d’estimation a l'ordre
0 sur les éléments elliptiques (différence entre les
solutions intégrées SOL2_a et SOL2_D).

(notées 73 et 73) en effectuant un développement limité & I'ordre 2 en 7 :
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FIGURE 6.5 — Erreurs (Type-I) de la méthode 3 (ordre 2 en 7 sur les coordon-
nées cartésiennes, en gris) et de la méthode 2 (ordre 0 en 7 sur les éléments
elliptiques, en noir). Les comparaisons portent sur le vecteur Terre-Lune dé-
phasé de ) (en haut) et 75 (en bas). Les erreurs de position et vitesse sont
respectivement ||7g — 7;|| et |79 — 7;|| pour la méthode i, ot 7 et 7o sont

déterminés avec la solution DE405.

Les courbes de la figure 6.5 montrent les changements apportés par cette méthode (en gris)
rapport & la méthode 2 (ordre 0 sur les éléments elliptiques) exposée au paragraphe précédent
(en noir). Les résultats sont mitigés et dépendent du temps de déphasage. Pour 73, (courbes
supérieures), on remarque que cette méthode dégrade légerement les résultats, tandis que pour

TE, les erreurs sont réduites de 15 m a environ 2 m pour la position.

La comparaison des solutions SOL3_a et SOL3_b donne cependant des résultats paradoxaux.
Dans INPOP, les méthodes d’évaluation des quantités intervenant dans la déformation de la
Terre (déphasées de Tgag, TE21 ou TEoo) et de la Lune (déphasées de 737) peuvent étre choisies
indépendamment I'une de I'autre. Pour la déformation de la Terre, les différences entre SOL2_a
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FIGURE 6.6 — Effet (comparaison de Type-II)
sur la longitude moyenne A de la Lune des er-
reurs commises par la méthode d’estimation a
lordre 2 sur les coordonnées cartésiennes (dif-
férence entre les solutions intégrées SOL3_a et
SOL2_3). Pour SOL3_a, la méthode 3 est utili-
sée a la fois pour les temps de déphasage de la
Terre (Tp20, TE21 €t Tg22) et celui de la Lune

(Tar)-

et SOL3_a se manifestent par une faible dérive quadratique dans la longitude moyenne de la
Lune inférieure a 0.7 pas sur 100 ans. On peut donc en déduire que la méthode 2 était déja
suffisante.

Pour la déformation de la Lune, les écarts entre SOL3_a et SOL3_b (voir la courbe de la
figure 6.6) sont inférieurs a ceux entre SOL2_a et SOL2_b (courbe de la figure 6.4). Ce résultat
est en contradiction avec ce qu'indiquent les courbes supérieures de la figure 6.5. L’explication
de ce paradoxe réside peut-étre dans les éléments elliptiques dephasés de la Lune, dont certains
(la longitude moyenne, le nceud et I'inclinaison) sont mieux estimés avec la méthode 3 qu’avec
la méthode 2 (voir les courbes de la figure 6.7).

L’avantage de cette troisieme méthode est qu’elle ne nécessite que tres peu de temps de calcul :
lors de la détermination des variations des coeflicients du potentiel des corps, les accélérations
newtoniennes ont déja été calculées et sont alors disponibles.

6.1.4 Meéthode 4 : ordre 1 sur les éléments elliptiques

Des positions-vitesses du corps a 'instant ¢, on a vu précédemment qu’on peut en déduire ses
éléments elliptiques. En utilisant les accélérations newtoniennes, on peut aussi en déduire une
estimation des dérivées de ces éléments elliptiques. On suppose alors qu’entre les instants ¢ et
t — 7, le corps générateur des marées se trouve sur une trajectoire dont les éléments elliptiques
varient linéairement avec le temps (ellipse précessante), et on en déduit une estimation des
éléments elliptiques a l'instant ¢ — 7 en effectuant un développement limité au premier ordre en

a=a(t) —ra(t)

€= 6((75)) - T_ég(l)f)

i =i(t) — Tit

Q= Q(t) — Q) (6:6)
@ = w(t) — Tw(t)

A= At) — TA®)

Des éléments elliptiques estimés a ¢t — 7, on en déduit une estimation de la position 74 et
vitesse 74 du vecteur Terre-Lune déphasé.
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FIGURE 6.7 — Erreurs (Type-I) de la méthode 3 (ordre 2 en 7 sur les coordon-
nées cartésiennes, en gris) et de la méthode 2 (ordre 0 en 7 sur les éléments
elliptiques, en noir). Les comparaisons portent sur les éléments elliptiques du
vecteur Terre-Lune déphasé de 7). Ces derniers sont déterminés a partir des
vecteurs 7; et 7; (selon la méthode), ceux calculés avec la solution DE405

servant de référence.
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FIGURE 6.8 — Erreurs (Type-I) de la méthode 4 (ordre 1 en 7 sur les élé-
ments elliptiques, en gris) et de la méthode 2 (ordre 0 en 7 sur les éléments
elliptiques, en noir). Les comparaisons portent sur les éléments elliptiques du
vecteur Terre-Lune, déphasés de 757. Ceux calculés avec DE405 servent de
référence.

Les courbes de la figure 6.8 montrent, pour le temps de déphasage 7,7, ’amélioration apportée
par cette méthode par rapport a celle qui suppose le corps générateur de marées sur une orbite
képlérienne (méthode 2) sur les éléments elliptiques du vecteur Terre-Lune.
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Les améliorations sur les éléments elliptiques ne se traduisent cependant pas par une amélio-
ration sur les coordonnées cartésiennes, comme on peut le voir sur les courbes de la figure 6.9.
Si les erreurs sur la vitesse ont certes été réduites, c’est au prix d’une augmentation de celles des

positions.
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FIGURE 6.9 — Erreurs (Type-I) de la méthode 4 (ordre 1 en 7 sur les éléments
elliptiques, en gris) et de la méthode 2 (ordre 0 en 7 sur les éléments ellip-
tiques, en noir). Les comparaisons sont effectuées sur les positons et vitesse
de la Lune, déphasées de ;. Les erreurs de position et vitesse sont respecti-
vement ||7g — 74| et |79 — 7;|| pour la méthode 7, o1 7y et 7o sont déterminés
avec la solution DE405.

Avec le temps de déphasage 7, on observe le méme phénomene. Comparée a la méthode
qui donnait jusqu’ici les meilleurs résultats pour la Terre (ordre 2 en 7 sur les coordonnées
cartésiennes), cette méthode réduit les erreurs sur les éléments elliptiques (courbes de la figure
6.10) et la vitesse, mais augmente celles sur la position (courbes de la figure 6.11).
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FIGURE 6.10 — Erreurs (Type-I) de la méthode 4 (ordre 1 en 7 sur les éléments
elliptiques, en gris) et de la méthode 3 (ordre 2 en 7 sur les coordonnées
cartésiennes, en noir). Les comparaisons portent sur les éléments elliptiques
déphasés de 7, ceux calculés avec DE405 servant de référence.

En raison d’un cout en calcul élevé, cette méthode n’a pas été implémentée dans INPOP.
Les différences entre SOL4_a et SOL4_b ne sont donc pas disponibles.
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FIGURE 6.11 — Erreurs (Type-I) de la méthode 4 (ordre 1 en 7 sur les éléments
elliptiques, en gris) et de la méthode 2 (ordre 0 en 7 sur les éléments ellip-
tiques, en noir). Les comparaisons sont effectuées sur les positons et vitesse
de la Lune, déphasées de 7g. Les erreurs de position et vitesse sont respecti-
vement ||7g — 74| et ||7o — 7;|| pour la méthode 7, o1 7y et 7o sont déterminés
avec la solution DE405.

6.1.5 Meéthode 5 : “mini” intégration du systeme Soleil-Planetes-Pluton-Lune

L’idée ici est d’effectuer une “mini” intégration numérique d’un modele simplifié entre ¢ et
t — 7. On considere un systeme simplifié de 11 corps : le Soleil, les planetes de Mercure a
Neptune, Pluton et la Lune. Du vecteur d’état a l'instant ¢, on déduit les positions et vitesses
“barycentriques du Systéme solaire” (entre guillemets, car le barycentre de ce systéme restreint
a 11 corps n’est plus a l'origine du repere puisque les astéroides sont négligés) de tous ces corps
et on ne considere que les interactions mutuelles newtoniennes. Que le barycentre de ce systeme
ne soit pas confondu avec 'origine du repere n’est donc pas génant, puisque les accélérations
ne dépendent que des positions relatives (voir I'expression 1.3). On intégre numériquement ce
systéme entre ¢ et t — 7 avec un algorithme Runge-Kutta & l'ordre 4 (RK4) et on obtient alors
une estimation des positions déphasées des corps.

4
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Temps depuis J2000 (années)

FIGURE 6.12 — Améliorations (Type-I) de la méthode 5 (intégration Runge
Kutta 4 du systeme Soleil-Planetes-Pluton-Lune en interactions newto-
niennes, en gris) pour le déphasage 7). Cette méthode est comparée a la
n°2 (ordre 0 sur les éléments elliptiques) pour I'estimation de la position dé-
phasée (en noir a gauche), et a la n°4 (ordre 1 sur les éléments elliptiques)
pour celle de la vitesse (en noir a droite). Les erreurs de position et vitesse
sont respectivement ||Fg — 7;|| et ||7o — ;|| pour la méthode 7, ot 7y et 7
sont déterminés avec la solution DE405. Les courbes inférieures grises sont
les mémes que celles supérieures, tracées a une échelle mieux adaptée.

Pour le temps de déphasage Ty, les courbes de la figure 6.12 montrent les améliorations
apportées par cette méthode par rapport a celles qui présentaient jusqu’a présent les erreurs les
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plus faibles (méthode 2 pour la position, méthode 4 pour la vitesse de la Lune par rapport a la
Terre). On remarque une réduction spectaculaire des erreurs, aussi bien de la position (réduites
a 60 cm) que sur les vitesses (6 cm par heure). Pour le temps de déphasage 7g, cette méthode
permet des erreurs inférieures a 2 cm sur la position (contre 2 m pour la méthode 3) et 6 mm/h
pour la vitesse (contre 1 m/h pour la méthode 4).

D’autres algorithmes d’intégration numérique (RK3, RK2) ont été testés sur ce systéme
sans toutefois atteindre un niveau de précision équivalent. Cette méthode n’a cependant pas
été implémentée dans INPOP car celle qui suit est presque aussi précise et nécessite moins de
calculs.

Remarque : les méthodes 1 (premier ordre en 7 sur les coordonnées cartésiennes) et 3
(ordre 2 en 7 sur les coordonnées cartésiennes) peuvent aussi étre considérées comme des “mini-
intégration”. Dans les deux cas, on utilise la méthode d’Euler pour intégrer entre ¢ et ¢t — 7. Pour
la méthode 1, on suppose qu’aucune force ne s’exerce sur les corps. Pour la méthode 3, on tient
compte des interactions newtoniennes.

6.1.6 Meéthode 6 : “mini” intégration du systeme Soleil-Terre-Lune

On utilise exactement la méme méthode que précédemment, mais sur un systeme encore plus
simplifié, réduit au Soleil, a la Terre et a la Lune. En réduisant le nombre de corps, on réduit le
nombre des interactions newtoniennes a calculer, et donc le temps de calcul nécessaire.

Les courbes de la figure 6.13 montrent une comparaison entre cette méthode et la n°5 (inté-
gration du systéeme Soleil-Planetes-Pluton-Lune) pour le temps de déphasage 73;,. On remarque
que lerreur commise sur ’estimation de la position déphasée de la Lune reste similaire a celle
obtenue avec la méthode 5, tandis que celle commise sur les vitesses, certes légerement dégradées,
reste quand méme tres faible. On retrouve les mémes résultats avec le temps de déphasage 7.

0.8 T T T 020 T T T
E 06 T 015
S o4 8 010 |-
3 2
e 02 g 0.05

0.0 ' ' ' 0.00

-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Temps depuis J2000 (années) Temps depuis J2000 (années)

FIGURE 6.13 — Comparaison (Type-I) des méthodes n°5 (intégration RK4 du
systeme Soleil-Planétes-Pluton-Lune en interactions newtoniennes, en noir) et
n°6 (intégration RK4 du systéme simplifié Soleil-Terre-Lune en interactions
newtoniennes, en gris) pour le temps de déphasage 7). Les erreurs de position
et vitesse sont respectivement ||7o — 7| et |79 — 74 pour la méthode 7, ot 7
et 77“0 sont déterminés avec la solution DE405.

La comparaison (Type-II) des solutions SOL6_a et SOL6_b (courbe de la figure 6.14) montre
lefficacité de cette méthode, avec une différence sur la longitude moyenne de la Lune limitée
24 0.003 mas sur 100 ans. A noter que dans la construction des solutions INPOP, cette mé-
thode d’évaluation ne sera employée que pour le calcul de la déformation de la Lune (temps de
déphasage Tps). Pour celle de la Terre, on conserve celle a l'ordre 2 en 7 sur les coordonnées
cartésiennes, plus rapide en temps de calcul.
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FIGURE 6.14 — Effet (comparaison de Type-II)
sur la longitude moyenne A de la Lune des er-
reurs commises par la méthode d’estimation 6
(différence entre les solutions intégrées SOL6_a
et SOL6_b).

6.2 Repere sélénocentrique déphasé

Dans cette partie, on s’intéresse aux angles d’Euler de la Lune et a son vecteur instantané de
rotation. Ces quantités sont nécessaires pour le passage dans le repere sélénocentrique déphasé
a t — 77, ainsi que pour la détermination de la déformation de la Lune due aux variations de
son spin.

On effectuera les mémes comparaisons (Type-I et Type-II) que pour les positions relatives
des corps dans le repere fixe.

6.2.1 Meéthode 1 : premier ordre en 7 sur les angles d’Euler

On suppose qu’entre t et t—7, les angles d’Euler de la Lune varient linéairement avec le temps.
On effectue un développement limité au premier ordre en 7 afin d’en obtenir une estimation a
t—1T: ~ )
($1= o) — (1)
01 =0(t) — 70(t)

i = () - (1)

b = () 6.7
Ql = 0(t)
\ ¢1 = w(t)

On en déduit ensuite le vecteur instantané de rotation déphasé &1 grace aux expressions 3.2.

Les courbes noires de la figure 6.15 montrent les erreurs (Type-I) commises avec cette mé-
thode sur les angles d’Euler et le vecteur instantané de rotation.

Les courbes noires de la figure 6.16 montrent leurs conséquences (comparaison de Type-1I) sur
la solution planétaire. Elles ne sont pas négligeables lorsqu’elles sont comparées aux différences
observées entre INPOPO05 et DE405, ol les écarts sur les angles de libration de la Lune restent
inférieurs & 1 milliseconde de degré (voir les courbes de la figure 11.32).
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6.2.2 Meéthode 2 : ordre 2 en 7 sur les angles d’Euler via un mouvement libre

On suppose qu’au temps ¢, aucun moment ne s’applique sur la Lune; il s’agit alors d’un
mouvement de rotation libre. Les équations 3.10 avec M = 0 permettent alors de calculer w(t) :

L 5Lw .
; 1 - By " (6.8)
wy = Brwyw,
w, = —Y LWz Wy

On en déduit ensuite les dérivées secondes des angles d’Euler a U'instant ¢ (voir expressions
3.6). On effectue alors un développement limité a l'ordre 2 en 7 afin d’obtenir une estimation
des angles d’Euler déphasés :

( 2.

b2 = 6(t) = 7(t) + - 9(t)
2

by = O(t) — T0(t) + %é(t)

7'2 .
Uy = p(t) — T(t) + 90 (6.9)

b2 = B(t) — T(1)
by = 9( ) — 76(2)
s = (1) — (1)

Les courbes de la figure 6.15 montrent les améliorations (Type-I) apportées par rapport a la
méthode précédente. Seule la composante z du vecteur instantané de rotation ne présente pas
d’amélioration.

Ces bons résultats se traduisent également dans les différences (Type-II) entre les solutions
SOL2_a et SOL2_b, inférieures a celles entre SOL1_a et SOL1_b (voir les courbes de la figure
6.16).

6.2.3 Meéthode 3 : ordre 2 en 7 sur les angles d’Euler via le moment de la
Terre

Cette méthode est analogue a la précédente, mais au lieu de considérer un mouvement libre,
on tient compte des moments de degré 2 (termes Co et Cao du potentiel de la Lune) exercés par
la Terre. Ces moments se calculent simplement en fonction de la matrice d’inertie de la Lune

avec l'expression 2.33 :

3GM
My = =L

7 AIT (6.10)
o

Dans cette expression, GMyp est le produit de la constante universelle de la gravitation par la
masse de la Terre, I est la matrice d’inertie de la Lune, 7 est le vecteur Lune-Terre, r est sa
norme. Les erreurs d’estimation (Type-I) de cette méthode sont comparées a celles obtenues
dans I’hypothése d’'un mouvement libre (voir les courbes de la figure 6.17). L’amélioration est
générale, a part dans la composante x du vecteur instantané de rotation (qui présentait déja des
erreurs plus faibles que pour les deux autres composantes).

Ces améliorations se traduisent ensuite sur les différences (comparaison de Type-1I) entre
les deux solutions intégrées SOL3_a et SOL3_b; avec les courbes de la figure 6.18, on remarque
que les différences dans les angles de libration sont inférieures a celles obtenues entre SOL2_a
et SOL2_b (estimation via mouvement libre). Pour le vecteur instantané de rotation, seule la
composante z est grandement améliorée, les deux autres sont juste moins bruitées.
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FIGURE 6.15 — Améliorations (Type-I) sur les angles d’Euler et le vecteur
instantané de rotation déphasés de la Lune, apportées par la méthode 2 (ordre
2 en 7 sur les angles d’Euler en supposant une rotation libre) par rapport a
la méthode 1 (premier ordre en 7 sur les angles d’Euler). Les erreurs sur les
angles (a gauche) montrent les différences &y — &1 (en noir) et &g — a2 (en
gris), ol a désigne I'un des trois angles ¢, 6 ou . A droite sont présentées
les erreurs sur chacune des coordonnées du vecteur instantané de rotation
(Wo; — w1 en noir, Wo; — W en gris, ol j désigne I'une des composantes x,
y ou z). Les quantités déphasées agy et @y calculées avec DE405 servent de

référence.
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FIGURE 6.16 — Effets (comparaison de Type-II, différence entre les solutions
intégrées SOL1_a et SOL1_b en noir, SOL2_a et SOL2_b en gris) sur les angles
d’Euler et le vecteur instantané de rotation de la Lune des erreurs commises
par les méthodes d’estimation 1 (premier ordre en 7 sur les angles d’Euler)
et 2 (ordre 2 en 7 en considérant une rotation libre).
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FIGURE 6.17 — Amélioration (comparaison de Type-I) sur les angles d’Euler
et le vecteur instantané de rotation déphasés de la Lune, apportée par la
méthode 3 (ordre 2 en 7 sur les angles d’Euler en considérant le moment
exercé par la Terre sur la Lune) par rapport a la méthode 2 (ordre 2 en 7 en
considérant une rotation libre). Les erreurs sur les angles (& gauche) montrent
les différences &y — & (en noir) et &g — &3 (en gris), ou « désigne I'un des
trois angles ¢, 6 ou 1. A droite sont présentées les erreurs sur chacune des
coordonnées du vecteur instantané de rotation (@wy; —@2; en noir, Wo; —ws; en
gris, ou j désigne I'une des composantes z, y ou z). Les quantités déphasées
Qg et wg calculées avec DE405 servent de référence.

10 - 4_ 03 [ by J
— 5 < 0.2 LN
é gg - A AA Ak M A m‘ § 0.1 r/\pﬁ h ) ﬂN\» w
= -05 VV VVV VVV_ ;; 0.0 ,“ MV'~ vv
-tor I I I ] :8; B I I
T T T
04 |- - = 0.50 =
g ca Al M, 1E D
s -02 va ) VVV v v_‘ & 025 \\\4 \'\'\«
-04 | | | i -0.50 |
S s oo
I g oo nmmmmmwmm
E o MM "W [ m‘um W g o000
ST YT M e WW“W WW W
-1.0
-100 -50 O 50 100 —1 00 -50 100
Temps depuis J2000 (années) Temps depuis J2000 (annees

FIGURE 6.18 — Effets (comparaison de Type-II, différence entre les solutions
intégrées SOL2_a et SOL2_b en noir, SOL3_a et SOL3_b en gris) sur les angles
d’Euler et le vecteur instantané de rotation de la Lune des erreurs commises
par les méthodes d’estimation 2 (ordre 2 en 7 en considérant une rotation
libre) et 3 (ordre 2 en 7 sur les angles d’Euler en considérant le moment
exercé par la Terre sur la Lune).
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6.2.4 Methode 4 : intégration RK4 entre t et ¢t — 7

On effectue une “mini-intégration” entre ¢ et ¢ — 7 d’un systeéme tres simplifié, limité a la
Lune, au Soleil et a la Terre. On ne tient compte que des interaction newtoniennes entre les
corps, ainsi que des moments de degré 2 exercés par la Terre sur la Lune (supposée rigide). Au
systeme intégré au paragraphe 6.1.6, on ajoute donc les angles de libration de la Lune.

Les erreurs d’estimation (Type-I) de cette méthode sont comparées a celles obtenues avec la
méthode 3 décrite dans le paragraphe précédent. On remarque que 'amélioration est générale.
Leurs conséquences sur la solution planétaire (comparaison de Type-II) sont montrées dans la
figure 6.20. La encore, 'amélioration est générale, quoique moins spectaculaire. Les différences
entre SOL4_a et SOL4_b sont de I'ordre de respectivement 0.08, 0.03 et 0.08 milliseconde de degré
dans les angles de libration ¢, 6 et 1. Ces valeurs sont & comparer aux différences observées dans
les angles de libration entre INPOP05 et DE405 (courbes de la figure 11.32), qui atteignent
respectivement 0.6, 0.3 et 0.6 mas pour les mémes variables, soit tout juste un ordre de grandeur
supérieur. Cette méthode 4 est donc suffisamment précise, mais la marge de sécurité est réduite.
On peut cependant noter que l'effet maximal sur une observation Lunar Laser Ranging d’un
écart de 0.1 milliseconde de degré dans les librations de la Lune est inférieur a 1 mm, a comparer
a la précision des observations de 'ordre du centimetre. Cette valeur de 1 mm serait atteinte
pour un réflecteur qui serait idéalement placé a la périphérie du disque visible de la Lune; c¢’est
loin d’étre le cas de ceux actuellement en place.

. = oo [T

= MM A

; Y
~100 Tem_pssodepws J2000 (aﬁgees) 100 ~100 Tem_pssodepws J2000 (annees) 100

FIGURE 6.19 — Amélioration (comparaisons de Type-I) sur les angles d’Eu-
ler et le vecteur instantané de rotation déphasés de la Lune, apportée par
la méthode 4 (mini intégration du systeme Soleil-Terre-Lune avec prise en
compte du moment exercé par la Terre sur la Lune) par rapport a la mé-
thode 3 (ordre 2 en 7 en considérant le moment exercé par la Terre sur la
Lune). Les erreurs sur les angles (a gauche) montrent les différences ay — a3
(en noir) et @y — @4 (en gris), ou o désigne I'un des trois angles ¢, 6 ou .
A droite sont présentées les erreurs sur chacune des coordonnées du vecteur
instantané de rotation (Wo; —@s; en noir, wWyj —wy; en gris, ot j désigne 'une
des composantes x, y ou z). Les quantités déphasées g et @y calculées avec
DEA405 servent de référence.

Enfin, cette méthode est aussi utilisée pour la détermination de la dérivée de la matrice
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FIGURE 6.20 — Effets (comparaison de Type-II, différences entre les solutions
intégrées SOL3_a et SOL3_b en noir, SOL4_a et SOL4_b en gris) sur les angles
d’Euler et le vecteur instantané de rotation de la Lune des erreurs commises
par les méthodes d’estimation 3 (ordre 2 en 7 sur les angles d’Euler en consi-
dérant le moment exercé par la Terre sur la Lune) et 4 (mini intégration
du systeme Soleil-Terre-Lune avec prise en compte du moment exercé par la
Terre sur la Lune).

d’inertie de la Lune due a son spin (voir I'expression 4.42), intervenant dans I’équation d’Eu-
ler 4.28. En effet, une estimation de la dérivée du vecteur instantané de rotation déphasé est
accessible lors de I'intégration du systeme simplifié entre ¢t et t — 7.

Remarque : pour les méthodes 3 et 4, on néglige le moment exercé par le Soleil sur la
Lune. Sa prise en compte permettrait d’améliorer légerement les comparaisons de Type-I pour
la composante z du vecteur instantané de rotation, mais serait sans effet sur celles de Type-II.
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Chapitre 7

Interaction entre deux corps étendus
non sphériques

On étudie dans cette partie les interactions (moments et forces) qui s’exercent entre deux
solides &1 et Ss non sphériques. Ces deux corps sont supposés rigides et les développements
de leurs potentiels se limitent aux termes de degré 2. Les méthodes exposées ici, inspirées de
(Schutz, 1981; Bois et al., 1992; Vidyakin & Popova, 1999; Ashenberg, 2007), peuvent néanmoins
étre étendues a des corps déformables et a des harmoniques de degrés supérieurs.

Dans toute cette partie, on appellera pour chaque solide (Si)ie{1,2} :

— M; et R; respectivement sa masse et son rayon équatorial moyen

— G; son centre de masse

— (1:;, j;, I?Z) les vecteurs directeurs de ses axes principaux d’inertie

- Ri = (0, I:-, ji, KZ) le repere associé

— (Cff,)n, S’r(LZ’r)n) ses coeflicients du potentiel, exprimés dans R;

— 7;, sa matrice d’inertie

Comime (1:;, j;, I?Z) sont les vecteurs directeurs des axes principaux d’inertie, les matrices Z;
sont diagonales et les coefficients du potentiel de degré 2 se limitent aux C’éé) et C’é?.

On notera également

L
- 7 =010
— p'le vecteur entre Oy et un élément de masse dm de Sy

Solide S J2

Ki

Solide S:

FiGURE 7.1 — Reperes et vecteurs pour le calcul des interactions entre les
formes de deux corps.

78



7.1 Energie potentielle d’interaction

En utilisant I'expression 2.22 de Mac Cullagh, le degré 2 du potentiel du solide S en 7+ p
est :

G
= m (B(F+p) Ty (F+ p) — tr (T1) |7+ 511%) (7.1)

Remarque : on peut ici ne pas se limiter au degré 2. Si on souhaite étudier les interactions
dues aux degrés supérieurs du potentiel de Sy, il suffit de reprendre I’expression 2.10.

L’énergie potentielle d’interaction entre S; et ’élément de masse dm de Sy est alors §F, =
Udm; en effectuant ensuite un développement limité & 'ordre 2 en 5 de ||+ p]|~°, on obtient :

Goém
279

B 5 35
0B, = — <r4—5(r-ﬁ)r2—2p2r2+2(r-ﬁ)2>

(tr (@) |17+ A1° = 3(F+0) T (F+ 7)) (72)

Remarque : 1a encore, le développement limité peut étre étendu a un ordre supérieur si on
souhaite étudier les interactions dues aux degrés supérieurs du potentiel de So.
En projetant cette expression dans R, on a :

tr(T) = A1+ B+ Cy
Ay =Cy + MR2 (CS) —2cf)
By =Cy + M R? (5 + 208}
r?=a+y? + 22
p* = pi+py+p2
7P = Tpz + Ypy + 2p2
(F+0) - Ti (F+ ) = AL (x4 p)” + Bi(y + py)° + C1 (2 + p2)?

(7.3)

et en ne conservant dans 0F, que les termes de degrés inférieurs a 2 en p':

GMlR .

5Ep = T 1 4 Z 020 Z Qz]k ((IZ, Yy, Z) pxpg/plzdm
(4,5,k)EN3
i+j+k=n

+05 N Rk (2., 2) phplptom | (7.4)

(4,5,k)EN3
i+jtk=n

Dans cette expression, les fonctions Q;ji et R;ji ne dépendent que de (z,y, z). En intégrant
0E, sur le volume du solide Sz, on obtient I’énergie potentielle d’interaction entre les deux
solides :

GM1R2 =N B ) .
Ep = E OQO E QZ]’C pwpypzdm + C E Rl]k pxpypz(sm (75)
= (4,4,k)EN3 (i,4,k)EN3
'L+J+lc n 7+J+k n
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7.1.1 Termes de degré 0

Les termes de degré n=0 dans E,, se limitent a (¢,5,k) = (0,0,0). Avec f82 odm = Ms, on

obtient :
GM,R? M,
Eplp=0 = — —5 - py ( 20 )Qooo + Cég)Rooo) (7.6)

Dans cette expression,

1 1
Qooo = 3 (2z6 + 3224 — b + 3222% — 322yt — 3aty? — 136) =722 - 3 (x2 + y2) (77)
Rogo = 325 — 3y22* — 6y*22 — 395 + 3222% — 322y + 62122 + 32%y? = 3t (x2 —y?
et donc
GM\MyR} (Cf) ., W
Epln=0 = — ": 5 (222 — 2 —y?) +3Cy (2% — y?) (7.8)

On retrouve alors, au facteur My pres, 'expression 2.20 (les coefficients du potentiel C’él) ,

SS) et S%) sont nuls). Ep|,—o est donc I'énergie potentielle d’interaction entre le corps étendu
S1 et une masse ponctuelle de masse Mo située en Os. La force d’interaction qui en dérive a
donc déja été prise en compte dans le chapitre 2.

7.1.2 Termes de degré 1

L’origine du vecteur ' étant au centre de masse du solide S les intégrales | S pzom, |, S PyOm
et [ S p-0m sont par définition nulles. I, ne contient donc pas de termes en n = 1.

Ep|n=1 =0 (7.9)

7.1.3 Termes de degré 2

On s’intéresse maintenant aux termes de degré n = 2 dans F),

lelR% 1 (1) (1)
EP‘HZQ = T’5 7"4 C?O E : Q’L]k p;rpypzdm + C E : Uk pa:pypz (710)
( 7])k)EN3 S2 (177; EN3
itjfh=2 itjtk=2

Pour chaque vecteur @, de coordonnées cartésiennes (ug, uy, u.) et sphériques (|||, ¢, A) dans
R1 telles que :

Uy = ||| cos p cos A
uy = ||| cos g sin A (7.11)
u, = ||t sing
on note :
Xpm (@) = Py, (sing) cosmA . .
{ Voo (1) = P (sin.) sin mA ou Py, est la fonction associée de Legendre. (7.12)

Avec ces notations, les polynomes (Qjjk)i+j+k=2 €t (Rijk)itj+k=2 s'expriment en fonction de
Xym (7) et Yy (7). Par exemple :

1 1
Q200 = -1 (122* + 9y22® — 3y* — 812?2? + 92%y? + 122%) = 1! (—3){40 (7) + R (f’)) (7.13)
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De la méme maniere, on a :

1 1
. Rogo = r*|3Xua0 (F) — §X42 (7)) + §X44 (7?))
Q200 = 7| =3Xuo (F) + =~ Xa2 (7) 1 1
le Rozo = r*| —3X40 () — §X42 (7) — §X44 (77)>
Qoo = 7| —=3Xuo () — 752 Rooz = r*(Xaz (7))
Qooz = r*(6X40 (7)) Y R = EYZM ("7)> o
1
Q10 = | =Yaz (7) 1
2 4
Riopn = 1| —3Xu (F) + =Xu3 (7)
Qior = 7 (3Xu1 (7)) 2
Qo1 = 7r*(3Yu (M) 1
Ronn = r*|3Ym (F)+ 5Y43 (7)

En rassemblant les termes en X,,,,,(7) et Yy, (7), on obtient :

Xy (7) 12 [, (202 — (02 +py)) dm
Xy (7) 12 f52 pzpzdm
Yy (7 12 [, pypedm
GMlR% X42 ('F‘) Cé(l)) ng (,0% - ,032/) dm
Ep\n:Q == Yao (7) 4 2f82 P Pydm
" X3 (7) 0
Ya3 (7) 0
X4 (7) 0
Y (7) i 0
24 [5, (P = py)dm \ ]
—24 f32 pzpzdm
24 [, pyp-dm
o | 4)s, (202 = (02 +4))) dm
+-2 0 (7.15)

4 f52 pzpzdm

4 s, pyp=dm
Js, (pz = py) dm

2 f52 papydm i

A ce stade, on retrouve au facteur 8/5 pres, l'expression de V' gj)g donnée par Ashenberg

(2007, Eq. 20). Ce facteur a également été remarqué par Boué & Laskar (2009).

Or chacune des intégrales des polynomes homogenes de degré 2 en (pg, py, p-) peut étre
exprimée en fonction d'un coefficient de degré 2 du potentiel du solide Sy (voir en annexe C).
Comme pour les coordonnées (pg, py, p-), ces coefficients sont eux aussi exprimés dans R et on

les note (CNQ%)% S”T(LQT)L) ; on obtient alors :
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=(2) 2402

Xao (7) joe 6)

X (7) 3Gy ~6C

aAam: IAE

2 2 | X2 (7) ~(2 | 2Cs

Epln=z = —GMLEM?& Y (7) ciy) 2%3) + 032 0 (7.16)

S P 3 o
Y3 (7) 0 5
X4 (7) 0 @
Y4 (7) 0 50
22

Pour le calcul des coefficients du potentiel (C’,(ﬁ,)l, S’T(L%n) du solide S exprimés dans la base

(fl7 J, K 1), on peut utiliser la méthode générale (valable pour un degré quelconque) décrite en
annexe F. Mais on se limite ici au degré 2, et il est plus pratique d’utiliser (Boué & Laskar, 2009,
eq. 8), qui donne une expression vectorielle des intégrales ( [g pLonpidm) pour i+ j+k=2:

1 - o Lo
/ ﬁtﬁdm = 5 (A2 — By + 02) Iy + (BQ — AQ) Iy tIQ + (32 — 02) Ky tKQ (717)
Sa

Ainsi, en projetant cette relation dans la base (171, jl, K 1), on obtient :

¢

Ay — By + C: — :
Js, p20m = =222 4 Mo RS 405 12 + (O + 2057 ) K2
Ay — By + C. : :
Js, pom = 22T L mg (10212 4 (0 +202)) K
Ay — By +C - -
Js, p20m =222 L MRS (40K 12 + (C§§> + 205?) K2 (7.18)

[, papydm = MaR3 |4CS LI, + (C%) +2C5) ) K. K,
[, Pap=8m = MaR3 [ACS) I I + (C5) +20%) ) K. K.
Js, pup-0m = MoR3 [ACE 1L + (O + 208 ) K, K.

\

Des relations entre matrice d’inertie et coefficients du potentiel (voir en annexe F), on en
déduit directement les valeurs des (6’52,5’52) en fonction des (Céiz, Séil

) et des coordonnées
I, I, I,) de Iy et (K, K,, K,) de Ko dans (I}, Jy, K1) :
y y

- (2) 12X (fz) 12X 50 ( *2)

gz% o | 2 (I;> 2) ) 4X2 ( #2)

S*g) = C§2 4Ya, (fQ) + w 4Y5, ( _)2) (7.19)
C?g) X2 (f2> Xoo ( 42)

5 vaa (I Vi (.

En prenant le gradient de Ej|,—2 par rapport a 7, on déduit les forces qui s’exercent sur S;
et 82.
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7.2 Calcul du moment

On ne s’intéressera ici qu’au moment exercé sur le solide S;. Le calcul de celui sur Sy sera
obtenu de maniere analogue.

Remarque : contrairement a la force, le moment exercé sur S; n’est pas 'opposé de celui
exercé sur So.

7.2.1 Moment pour deux solides quelconques

Le moment exercé sur S; par I'élément de masse dm de Sy est :

3Gom

(S./\;i T ——
|17+ 71°

(7+ p) NIy (F+ ) (7.20)

De la méme manieére que pour ’énergie potentielle, on effectue un développement limité a
Pordre 2 en p. Les termes d’ordre 0 seront ceux dus a 'interaction entre S et un corps ponctuel
de masse myo situé en O, moment dont on a déja tenu compte au chapitre 2. Les termes d’ordre
1 en p seront nuls car p est compté a partir du centre de masse du solide Sy. Dans ce qui suit,
on ne s’intéressera donc plus qu’aux termes d’ordre 2 :

- 3Gdm 5
SMls = <7~4ﬁ/\ D=5 (7 7)r* (FATf+ AT + (7 (7 )% — p2r2> 7T

(7.21)

Termes en pAZip :

. scsm [ (C1— Bi) pyp:
SMI(FATP) = 5 (A1 = C1) pap= (7.22)

(Bl - Al) PPy

En intégrant sur le volume du solide Sy et en utilisant les relations 7.18, on obtient :

(Cy — By) (4C2 1,1, + () +200)) K, K.

i 3GM, R; (2) 2) | 0(2)
MI(FATip) = =5 | (A1 = C) (405 L L + (05 +205) ) K K.
(By — Ay) (4CP 1,1, + (¢ +20)) K, K,

3GMyR3 - - - .
Termes en 7 A7 :
- 15G
SM|(FADT) = 99 (7 (7 p)* = p27"2> VATH (7.24)
15G s 99\ L -
- 99 (7 (zps + Ypy + zpz)" —rp ) AN T (7.25)

Or, d’apres les relations 7.18, on a :
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7
/ T(xpy +ypy + 2p.)% — r?p*om = B (Ay — By + Co) 12 (7.26)
Sa

N2 N
+TMyR? (405? (F~I2) +oP (f.KQ) ) (7.27)
Ay + By + C
— %ﬁ (7.28)
= (345 — 4By + 3Cy) r? (7.29)

vy (508 (1) 47 (0f) +208) (7 Ra)") (30

En intégrant §M| (7 A Z,7) sur le volume du solide Sz, on obtient donc

- 15G My R} N2 L2
M| (FATF) = T“ <280§§> <F-Ig) +7(C§§)+2C§§’) (F.KQ) >F/\11F

15G
+7 (343 — 4By + 3Co) T NI (7.31)
T

Termes en P AZ1pg+ pALTF e

- 15G
SMI(FAT\ i+ AT = —— (7 ) (FATip+ fATT) (7.32)
T
15¢ [ (C1 = B1) (yp= + 2py) (xpz + ypy + 2p-)
- T (A1 = C1) (zpz + 2pa) (Tpz + ypy + 2p2) | (7.33)
(B1 — A1) (ype + 2py) (2pz + ypy + 2p2)

On s’intéresse A la partie dépendant de 7 de la projection de M| (F AT 5+ g A Li7) sur I :

(Yp= + 2py) (Tpa + Ypy + 2p2) = TYPup + Y pyp= + Y2p2 + T2pupy + y2p, + Fpyps (7.34)

En intégrant sur le volume du solide Sy et en utilisant les relations 7.18, on obtient :
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/ (yp= + 204) (wpa + ypy + 2p:) om = ayMa 3 (ACH L L + (CF) +208)) K. K. )
Sa

TP MBS (101, + (OFF) + 205 ) Ky K-
Az — By + C:
+yeMa RS (1R 1 + (O +202)) K2) plazBrtCe,
(2) (2)
+ a2 MR (ACE L1, + (C5F) +208)) KK,
Ay — By + C.
e (10 + (05 202 ) + B,

+ 22 MR (4C§§>[y12 + (cgg) + 205?) Ksz)

= MyR? (4();3)) (2L, +yl, + 2L.) (yl, + 21.)

+ Mo B3 (CF) +2C8)) (0K, + yK, + 2K.) (yK, + 2K.)
+ (A2 — B2+ C2) yz

L FATL+ L ATTF
_M2R2 (4053)) ( I) <11 r 112 2 17">

C, —

N (- FATIK: + Ko AT
+ Mo (0fF) +205) (7 o) (Il' o B 1)
1 — 1

b (As— Bat Co) 1 IO (7.35)
2 2 2 1 Cl—Bl .

On obtient le méme genre d’expression pour les projections sur Ji et Ky ; finalement :

M|(FATIF+FATF) = —W ( 0(2)> (f. I}) (m T+ I /\Ilf)

BT (o) +20)) (7o) (FATiRs + Ro 0 i7)

15G o o
- (A2 — By + 02) TANIT (7.36)
T

Somme des termes :
En posant @ = 7/r, en effectuant la somme des expressions 7.23, 7.31 et 7.36, on obtient le

moment total exercé par le solide S sur le solide Sy :

./T/l> 3GM2 R2

o (08 +20)
{2122 AT K+ 5 (7 (ﬁ.z?2)2 - 1) @ ATy — 10 (ﬁkg) (fmzl& Ty /\Iﬂl‘)}

3GM2 RQ

-\ 2 - - -
; P {812 AT Ty +20 (7 ﬁjg) - 1) @ AT — 40 (ﬁ-[g) (a/\zllg Ty /\Lﬁ)] (7.37)
5

7.2.2 Lien avec DE405

Dans DE405, on tient compte du moment exercé par la Terre (solide S) sur la Lune (solide

(2)

S1). Comme la Terre est supposée étre a symétrie de révolution, son coefficient du potentiel Cy;
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est nul. En notant py. = GMs, R, = Ro, Joe = —Cég), Te = U, Py

mene a I’équation donnée dans (Standish & Williams, 2006, p. 8) :

1541¢ R2 Je

5
2r,

_ N2
M ig-ig = {(1 — Tsin2 ¢) 7, A I7, + 2sin ¢ (re AIB, + P, A Ire) ~CReA IPe}

(7.38)
Cette expression est aussi cohérente avec celle de (Bois et al., 1992, p. 197).
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Chapitre 8

Anneau d’astéroides

Plusieurs centaines de milliers d’astéroides ont été découverts a ce jour dans le Systéeme
solaire, méme si leurs orbites ne sont pas toutes déterminées avec précision. Or tenir compte
individuellement des perturbations de chacun d’eux sur les planeétes engendrerait des temps de
calculs trop importants, méme en négligeant les perturbations mutuelles. Pour la tres grande
majorité, 'effet sur les orbites des planetes est d’ailleurs tres faible. Pour tenir compte de 'effet
global, qui peut ne pas étre négligeable, on suppose qu’a chaque instant, les astéroides dont
on n’integre pas les équations du mouvement se répartissent uniformément selon un anneau
circulaire (de masse M et de rayon R) centré au barycentre du Systéme solaire (ou centré sur
le Soleil pour INPOPO08). On peut remarquer que l'on ne suppose pas que leurs orbites sont
circulaires.

Ce type de modélisation a d’abord été introduit par Krasinsky et al. (2002), puis repris pour
DE414 (Konopliv et al., 2006; Standish, 2006).

8.1 Corps dans le plan de ’anneau

On se place dans le plan de I’anneau, auquel on associe le repere orthonormé direct R4 =
(O, 11, 7) tel que O est le centre de 'anneau (confondu ici avec le barycentre du Systéme solaire)
et @ = 7/r ou 7 est le vecteur position barycentrique du corps perturbé. Dans R 4, 7 a pour
coordonnées (r,0).

Soit un élément de masse dm de ’anneau, de coordonnées p(#) = (Rcos 6, Rsin@). L’accélé-
ration newtonienne du corps due a dm est :

p—7  GM (Rcost —r) i+ Rsin0v
17— 71 2 (r2+R2—2chose)3/2

6F = Gom (8.1)

En intégrant sur I'anneau (pour 6 € [0, 27]), on obtient I'accélération du corps due a ’anneau :

GM [?™ (Rcosf —r)d+ Rsin 07
2m Jo (r2+R2—2rR0080)3/2

i =

(8.2)

La fonction 6 — sinf (1 + (r/R)? — 2(r/R) cos6) 32 dtant impaire et 27 périodique, son
intégrale entre 0 et 27 est nulle. L’accélération du corps due a 'anneau est donc nulle selon 7,
ce qui était prévisible pour des raisons de symétrie (selon I’axe porté par ) :

GM [? (Rcost —r)d
2r Jo (T2 + R? — 2rRcos 9) 3/2

i =

do (8.3)
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8.1.1 Corps intérieur a anneau

Pour un corps intérieur, c’est-a-dire r < R, (8.3) s’écrit

. GM [ Rcosf —r)d
- / (Rcosf —r)d 0 (8.4)

T 27 R (1+(T/R)2—2(T/R) 0089)3/2

On introduit alors les coefficients de Laplace bgk) (a) tels que (Laskar, 2005, eq. 6) :

1+°O

(l-a2)*(l-—az!) " == Z bk (8.5)

k—foo

Avec a =1/R, z = e et s = 3/2, (8.4) devient :

. GMiu [ 1 I ,
7= /0 (Rcosf —r) (2 Z bé%( /R)ezke) do (8.6)

2R3 o

En intervertissant les signes [ et ), et en notant que pour tout n dans Z, f 2T gind g — 2700,n

(ot § est le symbol de Kronecker), que pour tout k dans Z, b )( ) = bgk)( ) d’apres (Laskar,

2005), on arrive finalement & :

( 3/2( r/R) — Rb;(e,o/)z(T/R)> a (8.7)

Pour faire le lien avec ’expression donnée dans (Krasinsky et al., 2002), il suffit d’exprimer les
coefficients de Laplace en fonction des fonctions hypergéométriques. D’apres (Laskar & Robutel,
1995, équation 39) (attention, il manque un facteur 1/2 dans (Laskar, 2005, expression 7)) :

} (k) o) = ( ) 5,8 @a —EOO MO{ n
I ()= et F (st bk o) = Srat Hn:l (k + Dn(1)n 2 (8.8)
Ainsi,

3r /2)n(5/ n
3/2( r/R) = 2R <1+;M(T/R)2 > (8.9)
+o0o
5 /2< r/R) = <1 -I—ZW(T/R)Qn) (8.10)

On injecte ces expressions dans (8.7); en notant que (3/2) x (5/2), = (3/2),, X (n+ 3/2) et
que (2), = (1), X (n+ 1), on retrouve bien 'expression de 1’accélération d’un corps interne a
I'anneau que donne Krasinsky et al. (2002) :

. GM | L aM (2620620 ()T L
r= ot (15,15 2:(r/R)") 7' = 5 7120(2)”(1)” () 7 (8.11)

Remarque : on aurait pu arriver au méme résultat en développant le dénominateur de (8.4)
en polynéomes de Legendre (comme au chapitre 2), puis en les intégrant entre 0 et 27.
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8.1.2 Corps extérieur a ’anneau
Pour un corps extérieur, c’est-a-dire r > R, (8.3) s’écrit :
. GM [?7 (Rcos® —r)u
=g /[ . 750 (8.12)
T Jo (14 (R/r)” —2(R/r)cos)

Les mémes développements que pour un corps interne peuvent étre effectués, menant a ’accélé-
ration d’un corps externe :

. @G
= 2;” (Rbgl/2(R/ )—b;}g(R/r)) (8.13)

La encore, on peut exprimer les coefficients de Laplace en fonction de F' (voir 8.8) :

400 2n
;bg% (Rfr) =1+ (3/(2>”(3/ i <R> (8.14)
n=1

Dn(1)n r
2 2n
LR, ) _ 3[R\ SR B/2)a5/2)n (R
> 7 Uy (R/T) 2()2) @)a(Dn ()
+oo

(]

(3/2)(5/2)a(3/2), (R
@)n(L)n

(3/2)(5/2)n- 1<3/2> (R)

r

3
Il
=)

+
8

@)n1(D-
2 (3/2a(3/2a (R
2ume (1) -

3
Il
—

[
(12

2n +1 In(1)n

Et on arrive & une expression équivalente pour 'accélération du corps extérieur :

.ooM [ 1 (3/2.6/2. (R) )
F= 1+;2n+1 Do\ 7 (8.16)

3
Il
i

Remarque : ici aussi, on aurait pu arriver au méme résultat en developpant le dénominateur
de (8.12) en polynémes de Legendre.

8.2 Cas général d’un corps en dehors du plan de ’anneau

On se place dans le repere (O, i, U, W) tel que W est le vecteur unitaire normal au plan de
I’anneau, u est le vecteur directeur de la projection de 7 colinéairement a w, et ¥ = @ A 4. Dans
ce repere, un élément de masse de 'anneau a pour coordonnées p = (Rcosf, Rsinf,0) et le
corps perturbé 7= (r cos ¢, 0, r sin ¢). L’accélération du corps due & om est :

Rcosf® — rcos ¢
. GM _
or = (R2 + 72 — 2rRcos 6 cos ¢) 5/2 Rsinf do (8.17)
B —rsin ¢
Rcosf® — rcos ¢
GM 2rR
= (1 — zcos 9)73/2 Rsin 6 df avec z = 2rftcos (8.18)
2, .2\3/2 R2 42
27r(R +r) —rsin ¢ "
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Comme on suppose que le corps perturbé n’est pas sur 'anneau (c’est-a-dire r # R ou
cos¢ # 1), |zcosf| est toujours strictement inférieur & 1. D’apres le développement en séries
entieres

+oo

_ (a)n
1—z)*=> —"a" (8.19)

n=0 (]-)n

appliqué a x = zcosf et a = 3/2, on obtient :
00 Rcosf — rcos ¢
. GM X (3/2)n
or = 372 <Z 8/2) 2" cos™ 0) Rsind do (8.20)
2m (R2 + 7“2) n=0 (Dn —rsing

En intégrant sur I'ensemble de 'anneau (6 € [0; 27]), et en intervertissant les signes Y et [,
on obtient ’accélération du corps due a ’anneau :

o RJ,41 — rcos ¢,
- GM I (3/2), n+1 n o
= 5 932 Z( /2) 2" Rfo27r sin @ cos™ 6 df avec J, :/ cos™ 0df  (8.21)
2m (R Tr ) 0 (Dn —rsin ¢J, 0

Comme l'intégrale fo% sin @ cos™ 6 df est nulle, 'accélération selon le vecteur ¥ est également
nulle (ce qui était prévisible, la encore pour des raisons de symétrie par rapport au plan (, 7)).
Intégrer J, par partie permet de trouver une relation de récurrence entre J, et J,_o, ce qui
permet de calculer J, :

_ o (/2
Jop, = 21
pour tout n dans N, (1), (8.22)
Jopnt1 =0

L’accélération du corps est alors :

. GM 23/2), 23/2),
= 75 (RZ< /2) z”JnHﬁ—Z( /2) ZanF>

27 (R2—|—7“2) =0 (Dn n—0 (D
. GM E2(3/2)on1 (D py . 2 (3/2)0n (1/2)n
(R2+T2)3/2 (R,; (Dan-1 (D ’ ! 7;) (D2n () o (8:23)

Dans le cas ot le corps est dans le plan de 'anneau, cos¢ = 1, @ = 7/r, (8.23) est équivalente
(vérifiée numériquement) aux expressions (8.7) ou (8.13) selon les cas r < R ou r > R.

Une expression équivalente faisant intervenir les intégrales elliptiques de premieére et seconde
espece est donnée dans (Kuchynka et al., 2010)
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Deuxieme partie

Réduction et ajustements aux
données Laser Lune Ranging
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Chapitre 9

Réduction des données laser Lune

Les données LLR (Lunar Laser Ranging) sont la mesure du temps de trajet aller-retour de
la lumiere entre une station terrestre et un réflecteur a la surface de la Lune.

Les stations se répartissent sur 4 sites :

— Fort Davis au Texas (Mc Donald, MLRS1 et MLRS2)

— Grasse en France (CERGA)

— Haleakala a Hawai

Apache Point au Nouveau Mexique (Apollo)
Les réflecteurs sont des miroirs ”coins de cube”, qui ont la propriété de réfléchir le rayon incident
vers la direction d’ou il a été émis. Au total, 5 ont été déposés par des missions lunaires améri-
caines (Apollo XI, XIV et XV) ou russes (Lunakhod-1 et Lunakhod-2). Le réflecteur Lunakhod-1
a longtemps été considéré comme perdu, mais I’équipe de T. Murphy (2010, communication pri-
vée) semble avoir obtenu des échos trés récemment ; peu nombreux, ils ne sont pour l'instant pas
pris en compte.

La lumiére est émise (et reque) par un point a la surface de la Terre et réfléchie par un point
a la surface de la Lune. Son temps de trajet est fonction non seulement des positions relatives
des centres de masse de la Terre et la Lune, mais aussi (entre autre) de leurs orientations dans
I’espace. Les données LLR renseignent donc a la fois sur la trajectoire de la Lune par rapport a
celle de la Terre et sur ses librations.

Les mesures ont commencé en 1969 et se poursuivent actuellement. On dispose de plus de
18600 données réparties sur pres de 40 ans. Il s’agit de points normaux calculés a partir des échos
requs sur une période d’une dizaine de minutes (voire moins pour la station récente Apollo).
Leur précision s’est améliorée avec le temps pour atteindre aujourd’hui quelques centaines de
picosecondes (sur environ 2.5 secondes) ce qui correspond & quelques centimétres sur la demi-
distance parcourue par la lumiere. Lors de leur réduction, il est donc important de modéliser
avec précision les positions dans l’espace des points d’émission, de réflexion et de réception des
photons.

A un instant donné (date d’émission qui sera notée t; dans la suite), on dispose donc de
la mesure du trajet aller-retour de la lumiere. Méme en dehors d’un cadre relativiste, on ne
pourrait rigoureusement pas parler de “distance Terre-Lune”, puisque pendant le temps de trajet
de la lumiere, la Terre et la Lune non seulement se déplacent sur leurs orbites, mais tournent
également sur elles-mémes. Le terme “distance” n’est employé que par habitude.

L’équation du temps de trajet T, du photon est la somme du temps aller T, et de celui de
retour 1) :

— —
EiR RoFE

T — | Ev R || L TRG | atm o 7 1Rz Es]| 4 TRG 4 qatm (9.1)
c C
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Emission Réflexion Réception

FicurE 9.1 — Trajet de la lumiere lors d’une observation LLR. Entre les
instants d’émission, de réflexion et de réception, la Terre et la Lune avancent
sur leurs orbites respectives et tournent sur elles-mémes. Les vitesses de la
Terre et de la Lune ont été exagérées; dans la réalité, les points d’émission
et de réception des photons sont proches I'un de 'autre.

— FEj est le point d’émission du photon (station & Uinstant t1)

— Ry est le point de réflexion du photon (réflecteur a 'instant t3)
— FEj3 est le point de réception du photon (station & l'instant ¢3)
— c est la vitesse de la lumiere

THG est le retard induit par la déviation relativiste des rayons lumineux en présence d’un

corps massif (Soleil, Terre)
T4 est le retard induit par la traversée de I’atmosphere

Dans la suite de ce chapitre, on ne détaillera que le calcul du temps de trajet aller Ty, celui

du retour 7, étant analogue. Le trajet aller Fy R du photon peut étre décomposé de la fagon
suivante :

FE1Ry = OLy + LoRy — OG1 — GlE{ (9.2)
ou

O : barycentre du Systeme solaire (point fixe et origine du repére de la solution planétaire)

|

OLs : vecteur position du centre de masse de la Lune par rapport au barycentre du Systeme
siah;e a instant de réflexion to

Lo Ry : vecteur position du réflecteur par rapport au centre de masse de la Lune a I'instant
de réflexion t9

OG] : vecteur position du centre de masse de la Terre par rapport au barycentre du
Systeme solaire a l'instant d’émission ¢;

G1 E1 : vecteur position de I’émetteur par rapport au centre de masse de la Terre a 'instant
d’émission ¢

Cette relation est projetée dans 'ICRF (voir le paragraphe 3.2.1), le repere dans lequel sont

exprimées les solutions INPOP.

S
Les vecteurs OG1 et OLg sont directement accessibles a partir de la solution planétaire.

Comme INPOP (ainsi que les solutions DE102 & DE423 du JPL) integre également les angles
d’Euler de la Lune, on peut donc en déduire 'orientation de la Lune par rapport a 'ICRF et
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ainsi déterminer le vecteur IJ_Q—R_; . Enfin, le vecteur CTE{, ainsi que les termes T.'¢ et T9™ seront
calculés conformément aux Conventions IERS 2003 de McCarthy & Petit (2004).

Remarque : pour les données d’Haleakala, I’émission et la réception des photons sont effec-
tuées par deux stations différentes, distantes de quelques metres.

Résolution par itérations

On remarque que pour le calcul de T,, il est nécessaire de connaitre 'instant de réflexion
t2. En notant que ty = t; + T}, 'expression (9.1) s’écrit sous la forme T, = f(13), et est une
équation implicite en Ty, que 'on résout par itérations. T, est alors la limite de la suite définie
par :

uo = 0 et up+1 = f(uy,) pour n >0 (9.3)

Dans le cas des données LLR, avec un court temps de trajet (aller ou retour) des photons, 4
itérations suffisent pour avoir |U, — U,_1| < 107! seconde.

9.1 Positionnement du point d’émission ou de réception

L’International Terrestrial Reference Frame (ITRF) est un repére tournant avec la Terre. Il
est construit a partir d’'un réseau de stations, dont les coordonnées ne présentent que de faibles
variations aux cours du temps. Ces dernieres sont générées par des effets géophysiques, dont
la prise en compte est décrite dans les paragraphes qui suivent. Plusieurs versions (ITRF97,
ITRF2000, ITRF2005, ...) se succedent selon les méthodes et modeles de réduction des observa-
tions (SLR, VLBI, GPS, LLR, DORIS, ...) effectuées par les stations. Pour plus de détails, on
peut se reporter au chapitre 4 des Conventions IERS 2003 (McCarthy & Petit, 2004).

9.1.1 Coordonnées des stations

TABLE 9.1 — Coordonnées ITRF des stations LLR.

Station Codes Coordonnées source
MINI DOMES x (m) y (m) z (m)
CERGA 01910 | 100025002 4581692.189 556196.025 | 4389355.082 | site IGN, ITRF2005
Mc Donald 71110 | 40442S002 | -1330781.376 | -5328755.585 | 3235697.658 | site IGN, ITRF2000
MLRS1 71111 | 40442S001 | -1330121.043 | -5328532.272 | 3236146.670 | site IGN, ITRF2000
MLRS2 71112 | 40442MO006 | -1330021.072 | -5328401.861 | 3236480.784 | site IGN, ITRF2005
Haleakala (ém.) | 56610 404455005 -5466007.089 | -2404427.632 | 2242188.760 | site IGN, ITRF2000
Haleakala (réc.) 56611 ? -5466000.273 | -2404424.634 | 2242206.911 | SYRTE (Chapront)
Apollo 70610 - -1463999.007 | -5166633.028 | 3435012.346 site Apollo

Les coordonnées “régularisées” (c’est-a-dire en dehors de tout effet perturbateur décrit ci-
apres) des stations sont exprimées dans 'ITRF, a la date de référence du 1°* janvier 1997. Cette
date correspond a 1’époque de référence de PITRF2000, dans lequel étaient repérées les stations
au commencement des réductions LLR effectuées avec INPOP. Il a depuis été remplacé par
PITRF2005, mais la date a été conservée, le site de 'IGN itrf.ensg.ign.fr donnant acces
aux coordonnées des stations pour une date quelconque. L’ITTRF2008 n’est pour l'instant pas
utilisable, les parametres de l'orientation de la Terre (voir le paragraphe 9.1.7 n’étant donnés
par la série C04 que pour les transformations entre 'TTRF2005 et 'ICRF.

Pour les différentes stations, les coordonnées utilisées sont données dans le tableau 9.1. A
chaque station est associé un code MINI, qui figure dans les fichiers de mesures LLR, dont
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un exemple est donné sur le site Apollo www.physics.ucsd.edu/~tmurphy/apollo/norm_pts.
html. Le code DOMES est celui qui permet, sur le site de 'IGN, d’identifier toutes les stations
intervenant dans la définition de 'ITRF.

Pour établir la correspondance entre les codes MINI et DOMES, on effectue une recherche
dans le fichier iers_sta_list.txt (disponible sur le site de 'IGN) sur les mots-clés Grasse, CERGA,
Fort Davis, Donald, Haleakala, Maui et LLR. Aprés affichage des sites sur une carte, on peut
sélectionner d’autres stations présentes dans leurs voisinages (sur un méme site peuvent coexister
plusieurs stations utilisant plusieurs techniques). On obtient ainsi plus de 30 codes DOMES
possibles. Pour pres de la moitié d’entre eux, aucune coordonnée n’y est associée. Parmi ceux
qui restent, on compare les positions fournies (dans 'TTRF2005 si disponibles, ITRF2000 sinon) &
celles utilisées dans le programme de réduction (appelé CAROL) utilisé pour S2001 de Chapront
et al. (2002), et maintenu au SYRTE par S. Bouquillon et G. Francou. On arrive alors & repérer
certaines correspondances.

La station du CERGA ne pose pas de probleme, ses coordonnées sont disponibles dans
I'ITRF2005.

Le cas de MLRS2 est plus problématique. Dans (Chapront et al., 2002, Tab. 5) sont publiées
ses coordonnées avant et apres ajustement avec la solution 52000, qui ne different que de quelques
millimetres. Mais sur le site de I'IGN, la station la plus proche est 40442M006, pourtant éloignée
de plus d’'un metre en Y et Z.

Pour Mc Donald, MLRS1 et la station d’émission d’Haleakala, les coordonnées des sites res-
pectifs 404425002, 404425001 et 404455005 ne sont disponibles que dans 'ITRF2000. Or les
“Earth Orientation Parameters” (ou EOP) de la série C04 (voir 9.1.7) sont déterminés pour
passer de PITRF2005 a 'ICRF. Les différences entre ITRF2000 et ITRF2005 sont cependant
suffisamment faibles (de l'ordre du centimetre pour 100025002 et 40442M006) pour que ler-
reur commise lors du passage de 'ITRF2005 & 'ICRF d’une position ITRF2000 ne soit pas
importante.

Ni la station de réception d’Haleakala, ni celle d’Apollo ne figurent dans le fichier
ters_sta_list.txt. Pour Haleakala, le tableau 9.1 contient les coordonnées ajustées par le pro-
gramme de réduction du SYRTE. Pour Apollo, dont la mise en service est certainement trop
récente pour figurer dans le réseau servant a la définition de 'ITRF, des coordonnées approxi-
matives sont données sur le site www.physics.ucsd.edu/ tmurphy/apollo

Pour résumer, certaines coordonnées sont incertaines (MLRS2). D’autres sont données dans
un repere obsolete (Mc Donald, MLRS1, émission d’Haleakala). Celles de la réception d’Haleakala
sont inconnues en dehors de CAROL et celles d’Apollo ne sont qu’approximatives. Pour résoudre
ces difficultés, les coordonnées des stations seront ajustées dans INPOP. Elles le sont d’ailleurs
par d’autres personnes et équipes qui travaillent a la réduction des données LLR (J. Williams,
L. Biskupek, J. Chapront, E. Yagudina).

Le seul argument opposable serait que la matrice de passage de 'I'TRF2005 a 'ICRF et les
positions ITRF2005 des stations forment un ensemble cohérent, c’est-a-dire que les EOP de la
série C04 et les coordonnées des stations sont ajustés en méme temps a I’ensemble des données
qui contraignent 'orientation de la Terre (VLBI, SLR, LLR, Doris, GPS). Mais pour les stations
LLR, leurs coordonnées ITRF2005 ont été ajustées en utilisant une solution planétaire et lunaire
différente ’INPOP. Il est donc légitime d’en actualiser les valeurs. Les coordonnées des stations
ajustées par INPOPOS8 (voir le tableau 13.14) sont d’ailleurs proches de celles du tableau 9.1
(sauf pour MLRS2). De plus, les pondérations associées aux données LLR dans la détermination
de la matrice de passage de 'ITRF2005 a 'ICRF sont faibles devant celles des mesures VLBI.
On peut donc supposer (non vérifié), que ces changements de position des stations LLR n’in-
duiraient que des changements négligeables dans la détermination de la matrice de passage de
I'ITRF2005 a 'ICRF. 1l serait d’ailleurs intéressant d’estimer I'impact d’'un changement de la
solution planétaire dans la construction des EOP.
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9.1.2 Tectonique des plaques

Les déplacements des stations induits par la tectonique des plaques sont modélisés par des
dérives linéaires dans chacune des coordonnées cartésiennes dans 'ITRF. Leurs valeurs sont
données dans le tableau 9.2 et sont issues du site de 'IGN.

TABLE 9.2 — Dérives des stations I'TRF dues a la tectonique des plaques.
Les vitesses sont données en metres par an, 1’échelle de temps est le Temps
Terrestre (TT)

Station Code | Vx (m/an) | Vy (m/an) | Vz (m/an)
CERGA 01910 -0.0156 0.0184 0.0089
Mc Donald 71110 -0.0125 -0.0001 -0.0065
MLRS1 (Mc Donald) | 71111 -0.0125 -0.0001 -0.0065
MLRS2 (Mc Donald) | 71112 -0.0125 -0.0001 -0.0065
Haleakala (émetteur) | 56610 -0.0138 0.0607 0.0311
Haleakala (récepteur) | 56611 -0.0138 0.0607 0.0311
Apollo 70610 -0.0141 -0.0015 -0.0064

Exprimées dans 'ITRF2000, les dérives de Mc Donald, MLRS1 et MLRS2 sont égales. On
peut supposer qu’elles le restent dans 'ITRF2005 et celles de Mc Donald et MLRS1 (uniquement
disponibles dans 'I'TRF2000) seront donc imposées égales a celles de MLRS2. De méme, celles
de la station de réception d’Haleakala sont reprises de celles de la station d’émission (on ne
dispose cependant ici que de leurs valeurs dans I'TTRF2000).

Enfin, comme on ne dispose d’aucune information pour Apollo, on reprend celles de la station
GPS de White Sands dont le code DOMES est 498845001, sa plus proche voisine & 65 kilometres.
Elle n’est cependant disponible que dans I'TTRF2000.

Dans le choix des dérives, on a donc supposé que des stations voisines présentaient des dérives
identiques, c’est-a-dire qu’elles étaient situées sur la méme plaque considérée localement comme
indéformable.

Cette supposition peut étre nuancée par le fait que sur le site de I'IGN, des stations voisines
sont parfois données avec des vitesses différentes. C’est le cas par exemple de trois stations
du CERGA, dont les numéros DOMES sont 10002M003 (Mobile VLBI mark 1989), 100025001
(SLR) et 100025002 (LLR). Moins de 80 m les séparent, alors que leurs vitesses en X et Z different
de 4.3 mm/an et 3.7 mm/an (avec des erreurs formelles données inférieures a 0.3 mm/an pour
S001 et S002). Il parait donc probable que les valeurs données par 'ITRF soient biaisées par
autre chose que la dérive tectonique (affaissement des batiments?). Les mémes constatations
peuvent étre faites pour les sites de Hartebeesthoek en Afrique du Sud, Metsahovi en Finlande,
Washington aux Etats-Unis...

Pour étudier l'effet de la tectonique des plaques dans la réduction des observations, on
construit 3 solutions :

— la premiere, INPOPO08 (décrite au chaptire 13), tient compte de la tectonique des plaques
et certains de ses parametres (59 au total) sont ajustés au LLR. Ses temps LLR calculés
serviront de référence.

— la deuxieme est identique & INPOPO08 (mémes parametres, méme modele dynamique), mais
néglige la tectonique des plaques lors de la réduction des observations.

— la troisieme, dont les modeles dynamique et de réduction dont identiques a la deuxieme, est
réajustée (les mémes 59 parametres que pour INPOP08) aux observations pour compenser
I’absence de tectonique

Cette procédure sera répétée pour 'ensemble des effets étudiés dans ce chapitre (marées
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FI1GURE 9.2 — Effet de la tectonique des plaques dans la réduction des données
du CERGA entre 1987 et 2010. Les points représentent les différences sur les
temps LLR calculés entre INPOPO8 (décrite au chapitre 13) et une solution
dans laquelle on néglige la tectonique dans le modele de réduction.

TABLE 9.3 — Effet de la tectonique des plaques sur les statistiques des résidus
LLR. Pour chaque solution, la moyenne et ’écart-type o sont donnés en

centimetres.
INPOPOS Sans tectonique

Station Epoque | (avec tectonique) non ajustée réajustée

Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA 1987-1995 | -0.16 6.32 -5.43 | 8.92 |-3.27 | 9.94
CERGA 1995-2010 | -0.03 3.97 228 | 6.54 | 0.84 | 5.60
CERGA 1984-1986 | 8.09 15.87 -2.52 | 22.99 | 3.28 | 23.66
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 6.42 | 33.55 | 0.35 | 31.29
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 -4.08 | 73.32 | -3.77 | 73.50
MLRS1 1985-1988 | 0.22 7.25 298 | 887 | 0.25 | 6.98
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 0.17 | 458 | 1.28 | 4.92
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 -0.07 | 4.99 | -1.17 | 5.26
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || -12.80 | 27.46 | -0.10 | 8.56
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 -4.75 | 830 | 0.07 | 5.53

solides, charges océanique et atmosphérique, ... ).

La figure 9.2 présente les différences sur les temps LLR calculés entre la deuxieme solution
et INPOPOS8 (on se limite aux données du CERGA entre 1987 et 2010). Elles s’accroissent au
fur et & mesure que l'on s’éloigne de la date de référence du 1°* janvier 1997, et d’autant plus
vite que les vitesses du tableau 9.2 sont importantes.

Dans le tableau 9.3, on compare les écart-types des résidus des trois solutions. On remarque
que les résidus de la troisieme sont dégradés par rapport a ceux d’INPOPO0S8. Négliger la tec-
tonique des plaques dans la réduction des données ne peut donc pas étre compensé par un
réajustement des parametres.

9.1.3 Effets de marées solides

On a vu au chapitre 4 que la Terre subissait des déformations par effets de marées solides,
générées par le Soleil et la Lune. Ces déformations ont non seulement un effet sur la dynamique
(via la variation des coefficients du potentiel), mais provoquent également des mouvements de
la croute terrestre et donc des déplacements des stations.

Deux modeles ont été implémentés dans le programme de réduction des observations; I'un
conforme aux Conventions IERS 2003, I'autre simplifié.
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9.1.3.1 Modele simplifié

Dans ce cas simplifié, on se limite aux termes indépendants de la latitude de la station et de
la fréquence d’excitation du modele décrit dans le chapitre 7.1.2 des Conventions IERS 2003 ;
I’expression du déplacement de la station du a l'effet de marée solide d’un corps générateur est
donnée par (McCarthy & Petit, 2004, chapitre 7, équation 9) :

ho L hal
3| = =1y | (s - ip)? — =] i (9.4)
2 2
avec

— pp : produit de la constante de la gravitation G par la masse du corps générateur de
marées

— pr : produit de la constante de la gravitation G par la masse de la Terre

— Ug : vecteur unitaire centre de la Terre - Station

— Up : vecteur unitaire centre de la Terre - centre du corps générateur de marées

— TP : distance entre le centre de masse de la Terre et celui du corps générateur

— TS : distance entre le centre de masse de la Terre et la station

— hgy et ly : nombres de Love (associés aux déplacements) de la Terre

Dans cette expression, le vecteur de la station est calculé en ne tenant compte que de la
tectonique, tandis que celui du corps générateur est calculé avec la solution planétaire. Les
valeurs des nombres de Love hg = 0.6072 et de lo = 0.0847 (aussi appelé nombre de Shida) sont
fixées égales a celles hY et [° des Conventions IERS 2003.

Remarque : pour un calcul rigoureux, il faudrait prendre en compte la transformation rela-
tiviste du paragraphe 9.1.8 dans le vecteur géocentrique du corps générateur, mais son effet est
négligeable ici.

TSs*
T

9.1.3.2 Modele complet TERS 2003

Par rapport a 'expression simplifiée précédente, le modele IERS 2003 ajoute :
— la dépendance des nombres de Love ho et lo en fonction de la latitude de la station.
des déplacements induits par les termes de degré 3 du potentiel perturbateur
— des corrections dues a la dépendance des nombres de Love aux fréquences d’excitation
— des corrections dues a la dissipation (modélisées ici avec des nombre de Love imaginaires)
Pour plus de détails, on peut se reporter au chapitre 7 des conventions IERS 2003, en pages 74
a 82. Le calcul des déplacements est implémenté dans le programme de réduction en utilisant la
routine de Véronique Dehant, disponible a ’adresse tai.bipm.org/iers/convupdt/convupdt_
c7.html. C’est le modele utilisé dans la construction de la solution INPOPOS.

9.1.3.3 Effet sur le LLR

Le graphe supérieur de la figure 9.3 illustrent l'effet des marées solides dans la réduction
des données LLR (CERGA entre 1987 et 2010). Si on n’en tient pas compte, on obtient des
différences qui peuvent atteindre 25 cm. Elles peuvent méme étre supérieures a 35 cm pour
les observations d’Apollo ou Mc Donald. D’autre part, on remarque dans le tableau 9.4 que la
solution qui néglige 'effet de marées solides et réajustée aux observations (mémes 59 parametres
qu’INPOPO08) présente des résidus dégradés par rapport & INPOPOS.

Par contre, les différences entre le modele des conventions IERS 2003 et celui simplifié sont
faibles (moins de 1 c¢cm), comme le montre le graphe inférieur de la figure 9.3. 1l est donc in-
dispensable de tenir compte du déplacement de la station par effet de marée solide, mais le
modele simplifié pourrait suffire, puisque les résidus des solutions qui l'utilisent ne sont pas
significativement différents de ceux d’INPOPO08 (voir le tableau 9.4).
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FIGURE 9.3 — Effet du déplacement de la station (ici celle du CERGA) da
aux marées solides dans la réduction des données. En haut sont tracées les
différences sur les temps LLR calculés entre INPOPOS, qui utilise le modele
IERS 2003, et une solution qui néglige les effets de marées. En bas sont
représentées les différences entre les modeles IERS 2003 et sa forme simplifiée.

TABLE 9.4 — Effet des marées solides sur les statistiques des résidus LLR. Pour
chaque solution, la moyenne et ’écart-type o sont donnés en centimetres.

INPOPO8 sans marée solide modele simplifié
Station Epoque (IERS 2003) non ajustée réajustée non ajustée réajustée
Moy. o Moy. o Moy. o Moy. o Moy. o

CERGA 1987-1995 | -0.16 6.32 -5.81 7.98 | -0.37 7.33 0.05 6.44 | -0.14 6.32
CERGA 1995-2010 | -0.03 3.97 -5.46 7.09 | 0.00 5.03 0.15 3.93 | -0.03 3.97
CERGA 1984-1986 | 8.09 | 15.87 2.87 | 15.59 | 8.07 | 16.22 8.34 | 15.98 | 8.08 | 15.90
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 | 31.63 -9.28 | 32.69 | 0.32 | 31.87 0.20 | 31.65 | 0.17 | 31.67
MLRS1 1982-1985 | -7.82 | 73.23 || -17.60 | 72.59 | -7.48 | 74.31 || -7.84 | 73.28 | -7.92 | 73.18
MLRS1 1985-1988 | 0.22 7.25 || -10.11 9.53 | 0.29 8.49 0.35 7.22 | 0.22 7.26
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 -9.46 6.60 | -0.72 5.52 || -0.86 4.32 | -0.87 4.24
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 -7.97 8.07 | 0.50 6.15 0.57 4.80 | 0.57 4.81
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || -11.63 8.81 | -0.43 8.59 || -0.40 8.14 | -0.44 8.11
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 -8.56 | 11.25 | 0.25 7.39 0.07 4.79 | 0.08 4.77

9.1.4 Charge atmosphérique

Il s’agit ici de prendre en compte les effets de la variation de la pression atmosphérique sur
le déplacement de la station. Lorsqu’une pression est exercée a la surface d’un corps, celui-ci
subit une force, dirigée selon la normale a sa surface. Comme la Terre n’est pas rigide, cette
force provoque un enfoncement de sa surface et un déplacement de la station. L’expression de
ce déplacement est donné dans les Conventions IERS 1996 (McCarthy, 1996, p. 68) :

Ar = —0.35py — 0.55p0 (9.5)

N

ou
— Ar est le déplacement (radial) de la station (en mm)
— po est Panomalie de pression (en mbar), ramenée au niveau de la mer par rapport au
standard 1013 mbar
— Po est la moyenne de cette méme anomalie de pression (en mbar) dans une région de 2000
km autour de la station
po se calcule a partir de la pression atmosphérique p et de la température T mesurées au
niveau de la station ainsi que de ’altitude h :
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gM T +Th
= X _
Po =P X €xXp 'R n T

ou
— g =9.81m/s? est la pesanteur terrestre
M = 28.964g/mol est la masse molaire de I’air
' = 0.0065° K /m est le gradient de température par rapport a laltitude
— R =8.315J/mol/K est la constante des gaz parfaits
— p est la pression atmosphérique mesurée a la station (mbar)
— T est la température mesurée a la station (' K)
h est l'altitude de la station (m)
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FIGURE 9.4 — Dans la partie supérieure est tracé l'effet de la charge atmo-
sphérique dans la réduction des données du CERGA entre 1987 et 2010. Dans
la partie inférieure est tracée la pression atmosphérique mesurée au cours de
chaque observation.

En réalité, si la pression au niveau de la station est mesurée lors de chaque observation, pg
n’est par contre pas facilement accessible. En effet, pour la calculer, il faudrait avoir acces a la
pression atmosphérique sur une zone de 2000 km autour de la station et en faire une moyenne.
Pour simplifier, sans pour autant sacrifier a la précision, on prendra I'approximation py = py.

La partie supérieure de la figure 9.4 illustre l'effet de la charge atmosphérique dans la réduc-
tion des données LLR (celles du CERGA entre 1987 et 2010). Outre le fait qu’il soit limité a
3 cm, on observe surtout un signal curieux entre 1987 a 1989, que ’on retrouve dans la pression
atmosphérique mesurée lors de chaque observation (graphe inférieur de la figure 9.4). Il semble
ici qu’il y ait un probleme de mesure.

La charge atmosphérique, sans étre négligeable, n’a que peu d’effet dans les résidus, puisque
les solutions qui n’en tiennent pas compte présentent sensiblement les mémes écart-types qu’IN-
POPO8 (voir le tableau 9.5).

Le modele exposé ici n’est pas conventionnel et n’est plus décrit dans les Conventions IERS
2003 (McCarthy & Petit, 2004), ou figure une simple discussion. Les solutions INPOP sont
donc construites avec un modele légerement différent de celui utilisé pour la construction de
I'ITRF2005. Dans la mesure ou 'effet de la charge atmosphériqu est faible, et que les positions
des stations sont réajustées, cette incohérence n’est pas génante.

9.1.5 Charge océanique

Il s’agit ici du méme phénomene que pour la pression atmosphérique. Les variations du niveau
de la mer (dues aux effets de marées) induisent des variations de pression au fond des océans.
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TABLE 9.5 — Effet de la charge atmosphérique sur les statistiques des résidus
LLR. Pour chaque solution, la moyenne et ’écart-type o sont donnés en

centimetres.

INPOPOS sans charge atmosphérique

Station Epoque (avec charge atmosphérique) || non ajustée réajustée

Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA | 1987-1995 | -0.16 6.32 || 0.61| 6.32|-0.12 | 6.27
CERGA 1995-2010 | -0.03 397 || 0.73 ] 3.98|-0.04 | 4.00
CERGA | 1984-1986 | 8.09 15.87 || 8.83 | 15.89 | 8.07 | 15.85
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 || 0.22 | 31.56 | 0.16 | 31.57
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 || -8.24 | 73.20 | -8.63 | 73.14
MLRS1 1985-1988 | 0.22 725 || 061 | 7.23| 023 | 7.21
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 || -0.93 | 4.27 | -0.78 | 4.26
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 || 0.34 | 4.84 | 049 | 4.84
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || -0.03 | 8.10 | -0.43 | 8.06
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 || 0.09| 4.78 | 0.08 | 4.79

La force qui en résulte au niveau des planchers océaniques provoque des déformations qui se
répercutent jusqu’a l'intérieur des continents.

L’autre effet des marées océaniques est de modifier la répartition des masses a la surface de
la Terre. Dans I'I'TRF, le centre de masse de la Terre a donc un mouvement dont il faut tenir
compte pour le positionnement de la station.

L’expression des déplacements, a la fois horizontaux et verticaux, de la station dans le GTRF
(repere dont l'origine est le centre de masse de la Terre et dont les vecteurs de base sont ceux
de 'I'TRF) est donnée dans les Conventions IERS 2003, page 72 :

11
Vie{1,2,3},Ac = Zafj cos (x;(t) — ¢5;) (9.7)
j=1

ol

— Ac1,Aco,Acg sont respectivement les déplacements radial, ouest et nord

- a;; et ¢7; sont respectivement I’amplitude et la phase de 'onde de marée j

— les x; sont des arguments astronomiques, dépendant des positions de la Lune et du Soleil

(anomalies moyennes, élongation moyenne, longitude moyenne, longitude du nceud de la
Lune). IlIs peuvent étre calculés avec la routine ARG, disponible & l’adresse tai.bipm.
org/iers/convupdt/convupdt_c7.html

Les amplitudes et phases de chacune des ondes de marées dépendent de la station. Comme
indiqué dans les Conventions IERS 2003, elles ont été obtenues sur le site www.oso.chalmers.
se/"loading (modele CSR4.0 et en corrigeant du géocentre). Leurs valeurs sont données en
annexe G.

L’implémentation de la charge océanique dans le programme de réduction est effectuée par
I'utilisation de la routine hardisp.f de D. Agnew, disponible sur le site tai.bipm.org/iers/
convupdt/convupdt_c7.html.

L’effet de la charge océanique sur la réduction des données est illustré par le graphe de la
figure 9.5. Il se limite & moins d’1 cm pour les observations du CERGA, mais peut atteindre 4 cm
pour celles d’Haleakala. Si on n’en tient pas compte, les résidus sont tres légerement dégradés
par rapport & INPOPO08, méme apres réajustement des mémes 59 parametres (voir le tableau
9.6).
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F1GURE 9.5 — Effet de la charge océanique dans la réduction des données du
CERGA entre 1987 et 2010.

TABLE 9.6 — Effet de la charge océanique sur les statistiques des résidus. Pour
chaque solution, la moyenne et 1’écart-type o sont donnés en centimetres.

INPOPOS sans charge océanique

Station Epoque | (avec charge océanique) | non ajustée réajustée

Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA | 1987-1995 | -0.16 6.32 | -0.28 | 6.33 | -0.17 | 6.33
CERGA | 1995-2010 | -0.03 3.97 || -0.14 | 4.00 | -0.03 | 4.00
CERGA | 1984-1986 | 8.09 15.87 || 7.99 | 15.89 | 8.09 | 15.89
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 || -0.07 | 31.65 | 0.17 | 31.66
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 || -7.99 | 73.31 | -7.79 | 73.33
MLRS1 1985-1988 | 0.22 7.25 || -0.02 | 741 | 023 | 7.36
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 || -1.05 | 4.29 | -0.89 | 4.30
MLRS2 1996-2008 | 0.56 480 | 0.44 | 4.86 | 0.60 | 4.83
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || -0.89 | 8.30 | -0.45 | 8.23
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 11 -0.08 | 5.00 | 0.09 | 5.00

9.1.6 Marée polaire

Il s’agit de prendre ici en compte le déplacement de la station di aux variations du spin de
la Terre. Son expression (en mm) est donnée dans les conventions IERS 2003, page 84 :

dX cosffcosA —sinA sinfcos\ Sp
dY | = | cosfsinA cosA sinfsin A S
dz —sinf 0 cos Sy
Sp = —9cos 26 (my cos A\ + mgysin \)
avec ¢ Sy =9cosf (mysin A —mgacos\) (9.8)

Sy = —32sin 20 (mq cos A + ma sin \)

— 0 et X sont respectivement la colatitude et la longitude de la station
— Sy, Sp et Sy sont respectivement les déplacements radial, sud et est (repere local)
— mq et mg sont les écarts a la moyenne des coordonnées du pole

mq et mo se calculent de la maniére suivante, avec t en années écoulées depuis J2000 :

{ m1 = X, — X, = X, — (0.054 + 0.00083¢)

my = — (Y, = Y,) = =Y, + (0.357 4 0.00395¢) (9.9)

Le graghe de la figure 9.6 illustre l'effet de la marée polaire de la Terre dans la réduction
des données LLR (CERGA entre 1987 et 2010). Limité & 1 cm, en tenir compte ou le négliger
n’induit pas de changement significatif dans les statistiques des résidus, comme le montre le
tableau 9.7.
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FIGURE 9.6 — Effet de la marée polaire dans la réduction des données.

TABLE 9.7 — Effet de la marée polaire sur les statistiques des résidus. Pour
chaque solution, la moyenne et ’écart-type o sont donnés en centimetres.

INPOPOS8 sans marée polaire

Station Epoque | (avec marée polaire) || non ajustée réajustée

Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA | 1987-1995 | -0.16 6.32 || -0.21 | 6.31 | -0.22 | 6.32
CERGA | 1995-2010 | -0.03 397 | -0.01 | 3.98 | -0.01 | 3.98
CERGA | 1984-1986 | 8.09 15.87 || 8.16 | 15.87 | 8.14 | 15.86
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 || 0.13 | 31.63 | 0.16 | 31.61
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 || -7.69 | 73.37 | -7.48 | 73.43
MLRS1 1985-1988 | 0.22 725 | 0.14 | 7.26 | 0.23 | 7.27
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 || -0.90 | 4.31 | -0.85 | 4.31
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 || 0.51 | 4.78 | 0.55 | 4.78
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || -0.48 | 8.05 | -0.43 | 8.06
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 || 0.00 | 4.86 | 0.09 | 4.82

9.1.7 Passage du GTRF au GCRF

Une fois calculées les coordonnées de la station dans le GTRF (repére dont l'origine est le
centre de masse de la Terre et les axes paralleles & ceux de 'ITRF), il est nécessaire de I'exprimer
dans le GCRF (repeére dont 'origine est le centre de masse de la Terre et les axes paralleles a
ceux de 'ICRF) :

UGORF = Q(t) R(t) W(t) UGTRF (9.10)

Le calcul de la matrice de passage se fait selon les conventions IERS 2003 (McCarthy &
Petit, 2004, page 33), via le pole céleste intermédiaire (CIP) et les corrections apportées sur
les mouvements du pole x,, et y,, ainsi que sur la mesure de UT1-UTC. Ces corrections (EOP)
sont disponibles a ’adresse hpiers.obspm.fr/iers/eop/eopc04_05/eopc04_IAU2000.62-now
et sont données pour chaque jour a 0h00 UTC. Comme les tirs n’ont pas forcément lieu a ces
instants, une interpolation (par polynomes de Lagrange) est donc nécessaire.

Remarque : il faut étre vigilant lors de 'interpolation de UT1-UTC, car en raison des sauts
de seconde, cette fonction de UTC n’est pas continue.

La matrice Q(t), avec t exprimé en Temps Terrestre, dépend des coordonnées X et Y du
CIP. Ces dernieres sont calculées avec la routine xys2000a.f, disponible sur le site maia.usno.
navy.mil/conv2003/chapter5, puis corrigées de dX et dY issus des EOP de la série C04. La
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quantité s se déduit des coordonnées X et Y.

1—-aX? —aXY X coss sins 0
Q=| —aXy 1-—aY? Y —sins coss 0 (9.11)
-X -Y  1-a(X?+Y?) 0 0 1

La matrice R(t) ne dépend que de I’angle de rotation de la Terre 6, ou ERA. Ce dernier est
une fonction linéaire du temps exprimé ici en UT1, donnée par Capitaine et al. (2000). UT1-UTC
est obtenues a partir de la série CO4.

cos) —sinf 0
R=|sinf cosf 0| avecd =27 (0.7790572732640 + 1.00273781191135448T,,)  (9.12)
0 0 1

Enfin, la matrice W (t) ne dépend des mouvements du pole x, et y,, donnés par la série C04
(la quantité s’ se déduit de x,, et yp) :

coss’ —sins 0 cosz, 0 —sinx, 1 0 0
W = [sins coss 0 0 1 0 0 cosy, siny, (9.13)
0 0 1 sinz, 0 cosz)p 0 —siny, cosyp

La formation de ces matrices a partir des arguments dont elles dépendent, ainsi que le calcul
des quantités s et s’ sont effectués en utilisant les routines SOFA (Wallace, 1996), disponibles
sur le site www.iausofa.org.

2T T T T T T T T T T T T T

1 _a11x101° — _a13x1010 —
I R N Y N Y T Y I Y Y
T T T T T T 1 [T T 11T T T T 1
—a22x1010 - _a23x1010 -
I R N Y N Y T Y I Y Y
T T T T T T 1 [T T 11T T T T 1
—a32x1010 - _a33x1010 -

-1} - -

ol I R N L1

| | | | | | | | |
01 2 3 456 7 01 2 3 456 7 01 2 3 456 7

Temps depuis 2000 (années) Temps depuis 2000 (années) Temps depuis 2000 (années)
FIGURE 9.7 — Ecarts sur la matrice de passage du GTRF au GCRF entre le
site internet de 'ITERS et le programme de réduction des observations LLR.
Les différences sur les coeflicients de la matrice (a;;) sont multipliées par 1019.
Les comparaisons portent sur la période 2000-2007 avec un point toutes les
30 heures pour tenir compte des interpolations des EOP.

En comparant les matrices de passage utilisées dans la réduction des données LLR a celles
calculées sur le site hpiers.obspm.fr/eop-pc (au 14 octobre 2008), on obtient des différences
inférieures & 2 x 10719, principalement dues aux méthodes d’interpolation des EOP différentes
(polynomes de Lagrange dans le programme de réduction, splines cubiques sur le site internet).
Pour un point a la surface de la Terre, 'erreur commise lors de la transformation est de I'ordre
du millimetre.
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Remarque : la précession de "'UAI2000A (dont le CIP dépend) est obtenue a partir de celle
de Lieske et al. (1977), en y reportant les dérives linéaires observées dans les angles de nutations.
Elle est donc différente de la précession P03 de Capitaine et al. (2003), sur laquelle est ajustée
l'orientation de la Terre intégrée dans la partie dynamique d’INPOP (voir le paragraphe 12.1.2).
Ces deux modeles induisent donc une légere incohérence que 'on ne peut pour linstant pas

éviter, car les EOP de la série C04 ne sont actuellement valables que pour la précession-nutation
UAI2000A.

9.1.8 Passage du GCRF a 'ICRF

Pour plus de précisions sur les échelles de temps TT, TCG, TCB, TDB, ainsi que sur les
constantes Lg, Lg et Lo, se reporter au paragraphe 9.2 qui suit.

Le passage du GCRF, dont 'origine est le centre de masse de la Terre et 1’échelle de temps
associée est TCG, a 'ICRF, dont 'origine est le barycentre du Systeme solaire et ’échelle de
temps TCB, nécessite la prise en compte de la transformation relativiste :

- Uy . V- FGoRr -
TICRF = (1 - Cz> TGCRF — TV (9.14)

Dans cette expression,

— U est le potentiel au centre de masse de la Terre (dit aux corps autres que la Terre)

— c est la vitesse de la lumiere

— V est la vitesse barycentrique de la Terre

Or, I’échelle de temps associée aux coordonnées ITRF des stations est le Temps Terrestre
(au lieu de TCG), et celle de I’éphéméride est le Temps Dynamique Barycentrique TDB (dans le
futur, il est cependant envisagé de la calculer directement en TCB). Avec 7rpg = (1 — Lp) FroB
et rcg = (1 + Lg) Prr, et en négligeant les termes en LgL¢, L% et L2, on obtient (McCarthy
& Petit, 2004, ex. 19, p. 115) :

B U L1 (Verr
TTDB = (1 -5 - LC) TTT — = < 5 ) 1% (9.15)
c 2 c
20 sl I I
5§ 10 =

1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010
Année

FiGURE 9.8 — Effet du passage du GCRS au BCRS dans la réduction des
données.

La figure 9.8 illustre l'effet de la transformation du GCRF a 'ICRF dans la réduction des
données du CERGA entre 1987 et 2010. Il atteint pres de 20 cm et ne peut pas étre compensé par
un réajustement des 59 mémes parametres que pour INPOP08; dans le tableau 9.8, les résidus
des solutions qui n’en tiennent pas compte sont dégradés (de pres de 5% pour Apollo, MLRS2,
CERGA) par rapport a ceux d’'INPOPOS.
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TABLE 9.8 — Effet du passage du GCRF a I'ICRF sur les statistiques des
résidus. Pour chaque solution, la moyenne et I’écart-type o sont donnés en

centimetres.

INPOPOS8 sans passage GCRF-ICRF

Station Epoque | (avee passage GCRF-ICRF) || nON ajustée réajustée

Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA | 1987-1995 | -0.16 6.32 || 11.77 | 7.83 | -0.15 | 6.47
CERGA | 1995-2010 | -0.03 3.97 || 12.18 | 4.93 | -0.03 | 4.16
CERGA | 1984-1986 | 8.09 15.87 | 20.17 | 16.90 | 8.11 | 15.88
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 || 13.36 | 31.83 | 0.17 | 31.67
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 6.36 | 73.99 | -7.68 | 73.41
MLRS1 1985-1988 | 0.22 7.25 || 15.06 | 7.68 | 0.21 | 7.44
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 || 13.05 | 5.54 | -0.88 | 4.45
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 || 14.11 | 5.89 | 0.56 | 5.04
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || 14.00 | 9.50 | -0.47 | 8.24
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 || 13.08 | 5.85 | 0.10 | 5.15

9.2 Echelles de temps

9.2.1 Généralités

Depuis 1967, la seconde est définie par la durée de 9 192 631 770 périodes de la radiation
correspondant a la transition entre les deux niveaux hyperfins de I’état fondamental de [’atome
de césium 133. Le Temps Atomique International (TAI) est une échelle de temps basée sur la
définition de la seconde et est réalisé a partir d’'un ensemble d’horloges atomiques réparties sur
la Terre.

35 T T T
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25 |- s -
20 |- - -
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F1GUuRE 9.9 — Différences TAI-UTC (en noir) et TAI-UT1 (en gris), en fonc-
tion du temps TAI

UT1 (Temps Universel) est une échelle de temps liée a la rotation de la Terre, qui définissait
la durée de la seconde avant 1960. En raison des variations et des irrégularités dans la rotation
de la Terre, cette échelle de temps n’est pas uniforme, comme lillustre la courbe grise de la figure
9.9. Les variations (non linéaires) entre UT1 et TAI sont imprévisibles et UT1 est construit a
partir des observations d’objets célestes lointains (données VLBI).

Pour faire le lien entre TAI et UT1, on construit UTC (Temps Universel Coordonné), dont la
durée de la seconde est celle de TAI, mais qui ne présente que des écarts inférieurs a 0.9 secondes
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avec UT1. Pour la réaliser, on introduit des sauts de secondes par rapport a TAI, déterminés en
fonction de la mesure de UT1. Ils ont lieu le dernier jour de juin ou de décembre (voire d’un mois
quelconque selon 'urgence, mais ce cas ne s’est pas encore produit) et sont annoncés au moins
huit semaines & ’avance par le bulletin C de 'TERS. UTC (voir la courbe noire de la figure 9.9)
présente donc 'avantage d’étre uniforme entre deux sauts de seconde, et de suivre la rotation de
la Terre. Il s’agit, aux décalages des fuseaux horaires pres, de 'heure indiquée par nos montres.
Les données LLR sont datées et mesurées dans cette échelle de temps. Les valeurs observées de
UT1-UTC font partie des EOP fournis par la série C04.

UTH1 ERA Rotation de la Terre
EOP |
UTC Datation des Temps légal
observations + fuseau horaire
Sauts de secondes
TAI Temps atomique

Offset 32,184 s

TT Coordonnées Temps terrestre

du CIP
A
L, /‘
TCG Temps terrestre
Temps
TCB systéme solaire
.
\
Solution Temps
TDB planétaire systéme solaire

FI1GURE 9.10 — Liens entre les différentes échelles de temps. Leurs acronymes
sont encadrées. Dans la partie gauche figurent les moyens pour passer de 'une
a l'autre. Dans la partie droite figurent les endroits ou elles interviennent.

Le Temps Terrestre (TT) est la continuation du temps des éphémérides (TE) et présente un
simple décalage de 32.184 secondes avec TAI Il est utilisé dans le calcul des coordonnées X et
Y du CIP.

Dans le cadre de la mécanique classique, on a séparation des 3 coordonnées spatiales et du
temps. Ce n’est plus le cas en relativité (méme restreinte) et ’étude de phénomenes physiques a
I’échelle de la Terre, puis du Systéme solaire nécessite I'introduction d’autres échelles de temps.

TAI (dont TT se déduit) étant construit de telle maniére que son unité d’échelle soit en
accord avec la seconde SI sur le géoide (donc a la surface de la Terre), la durée de la seconde y
est différente de celle d’'une horloge qui serait placée au centre de la Terre. La résolution B1.9
de P'UAI2000 fixe conventionnellement le lien entre le Temps Terrestre et le Temps-Coordonnée
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Géocentrique :

L
TOG —TT = ——% (TAI — 2443144.5)
1- Lg
L
- (TT — 2443144.5003725) (9.16)
1- Lg

La constante de définition Lg = 6.969290134 x 10719 est donnée dans les Conventions IERS 2003
et a été fixée & Wy/c?, le potentiel terrestre au niveau du géoide divisé par le carré de la vitesse de
la lumiere. A noter que I'expression page 104 des conventions IERS 2003 n’est qu’une expression
approchée. TCG peut étre utilisé par exemple lors du calcul des trajectoires de satellites. Il était
aussi utilisé pour définir ’échelle de temps de certaines réalisations de 'ITRF jusqu’a 'TTRF1997
(il a été depuis été remplacé par TT).

De la méme maniere que le temps ne s’écoule pas de la méme maniere au centre de la Terre
ou au barycentre du Systéme solaire, on introduit le Temps-Coordonnée Barycentrique pour la
modélisation de phénomenes a ’échelle du Systeme solaire. La transformation entre TCG et
TCB est complexe et fait appel & une solution planétaire (voir I’équation 9.18).

Enfin, depuis la résolution B3 de 'TAU2006, le Temps Dynamique Barycentrique (TDB) est
défini comme une fonction affine de TCB :

TCB—-TDB = Lp x (TCB —1Ty) x 86400 — T DB, (9.17)

avec Lp = 1.550519768 x 1078, Ty = 2443144.5003725 et TDBy = —6.55 x 10~ (TCB-TDB est
ici exprimé en seconde). La constante Lp a été choisie a partir de (Irwin & Fukushima, 1999) de
maniere a ce que TDB ne présente qu'une faible dérive par rapport a TT. C’est, pour l'instant,
I’échelle de temps utilisée lors de la construction de la solution planétaire dans les équations du
mouvement.

9.2.2 Intégration de TT-TDB dans INPOP

Les passages d’une échelle de temps a une autre se font de maniére conventionnelle. Seul celui
de TCG a TCB dépend d’une éphéméride planétaire et lunaire, ainsi que de la métrique associée
a espace-temps, qui conduit a I'expression des corrections relativistes 1.12. En fait, telles que
sont construites les solutions, TCG et TCB ne sont (pour 'instant) que des intermédiaires de
calcul. Ce dont on a besoin au final, est de pouvoir relier TT (lié via UTC et TAI & la datation des
observations) et TDB (le temps des équations du mouvement et donc de la solution planétaire).
C’est 'objet de ce paragraphe.

La différence entre TCB et TCG au géocentre est nulle au 1¢ janvier 1977 (TAI), et, d’apres
(Soffel et al., 2003), (Klioner, 2007, communication privée), est telle que :

dICG
dTCB

« 1)
1454+ — 9.18
e ( )

Les quantités « et § dépendent des trajectoires des corps du Systeme solaire, et donc de
I’éphéméride :

a=—=vp— — (9.19)
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(9.20)

Dans ces expressions,

— Lp est la constante pour le passage de TCB a4 TDB (sa valeur conventionnelle, issue de la
résolution 3 de I'TAU 2006, est 1.550519768 x 10~%)

— L est la constante pour le passage de TCG a TT (sa valeur conventionnelle, issue de la
résolution B1.9 de 'TAU 2000, est 6.969290134 x 1010

— A et B représentent les indices des corps présents dans le Systéme solaire (planétes, Soleil,
Lune, astéroides)

— T représente 'indice de la Terre

— pa est le produit de la constante de la gravitation G par la masse du corps A

— 74 est le vecteur position du corps A par rapport au barycentre du Systéme solaire

~ T7A =TA — 77, 7AT =774 = ||TTA|

— U4 est le vecteur vitesse du corps A par rapport au barycentre du Systeme solaire (v4 est
sa norme)

— 7 4 est le vecteur accélération du corps A

— [ et vy sont les parametres post-newtoniens (égaux a 1 pour la relativité générale)

En notant que :

drcG  dTCd dI'T dI'DB 1-1Lp drr
= X X = X
dIcB drr dl'DB dICB 1—-Lg dT'DB

(9.21)

L’expression 9.18 devient alors :

daIT  1-Lg 1+a+5 0.22)
dTDB 1-Lg 2 A '

Au final, en soustrayant la derivée de TDB par rapport & TDB, on retrouve (Klioner et al.,
2010, expression 6.5) :

d(ITT-TDB)  1-Lg 1L .
dTDB 1—Lp e
Lg—Lg 1-Lg{a §
— + — 4 — 9.23
1-Lg 1-—1Lpg (02 ct (9:23)

Si on néglige les termes en LfBLjG /c?* avec i + j + k > 3, cette expression est équivalente &
celle qui nous avait été fournie par S. Klioner en aotit 2007 et utilisée dans (Fienga et al., 2009) :

d(TT — TDB)

Q 1)
—(Q+Lg—L) | Lp+= ) - La+ — 9.24
dTDB (14 Ls G)< B 02> ¢T A (9:24)
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La différence TT-TDB est donc solution d’une “équation différentielle”. Plus rigoureusement,
il s’agit en fait d’intégration de fonction puisque le second membre ne dépend pas de TT-TDB.
Meéme si ce n’est pas obligatoire, il est intéressant de 'intégrer dans INPOP en méme temps que
les trajectoires des corps. Tous les termes, en particulier les vecteurs accélérations, sont alors
immédiatement disponibles sans calcul supplémentaire. La petite limitation qui se pose est la
détermination de la constante a la date initiale des intégrations. En effet, la définition du TDB
est telle qu’au 1¢* janvier 1977 (TAI), la différence est de —6.55 x 10~° seconde. Or la date initiale
des intégrations INPOP a été choisie a J2000, date a laquelle la différence TT-TDB est inconnue
a priori, puisqu’elle dépend de la solution planétaire. Dans INPOP, on integre donc TT-TDB
a une constante pres. Cette constante est déterminée a posteriori, lors de la construction des
polynomes d’interpolation, en s’assurant qu’au 1°* janvier 1977, la condition 9.17 soit respectée : a
TDB = Ty+T DBy = 2443144.5003725—6.55x 107° /86400, TT—~TDB = —TDBy = 6.55x107°
seconde.

On dispose donc de la transformation 7T — TDB = f(T'DB), qui permet de passer d’une
date TDB a une date TT. Mais dans les procédures de réduction, on doit aussi disposer de la
transformation inverse 7T — TDB = g(TT). g est également solution d’une équation différen-
tielle, mais il est inutile de I'intégrer en méme temps que les équations du mouvement des corps
dans INPOP. En effet, en notant que 77— TDB = f(TT — (I'T —TDB)), on obtient alors une
équation implicite que I'on peut résoudre par itérations. La différence TT-TDB étant petite (le
terme principal est un signal périodique annuel et d’amplitude 1.65 milliseconde, éventuellement
combiné & une dérive linéaire inférieure & 1 nanoseconde par an), une seule itération suffit.

9.2.3 Comparaison avec TE405

La valeur de la constante Lp de I'équation 9.17 a été choisie d’apres Irwin & Fukushima
(1999), qui décrit le calcul de TT-TDB avec la solution DE405 et appelé TE405. Les principales
différences avec INPOP sont :

— TE405 n’est pas intégré en méme temps que les équations du mouvement des corps, ce
qui complique la prise en compte de tous les termes intervenant dans «. En particulier, le
potentiel des astéroides est négligé

— les termes en ¢4 on été négligés

— la constante Lp n’est pas fixée par la résolution B3 de 'UAI2006, mais déterminée de
maniere & ne pas observer de dérive séculaire entre TE405 et TT

— la constante T'D By (voir I’équation 9.17) est nulle

Selon les auteurs, négliger les termes en ¢=* (§ = 0) induit une dérive linéaire de 109.7 x 10718,
Cette valeur est confirmée par INPOP (109.6 x 10718), en comparant deux intégrations effectuées
avec et sans ces termes.

Les courbes de la figure 9.11 montrent les différences entre TE405 et le TT-TDB d’INPOP0S8
(solution décrite au chapitre 13). Par la méme occasion, on compare ce dernier au TT-TDB
implémenté dans les routines SOFA, issu de (Fairhead & Bretagnon, 1990). Celui-ci est basé
sur les éphémérides analytiques planétaires VSOP82 de Bretagnon (1982) et lunaire ELP2000
de Chapront-Touzé & Chapront (1983) (elles-mémes ajustées & DE200), et corrigé des masses
utilisées dans DE405. Des différences de 20 nanosecondes peuvent sembler importantes, mais
on verra dans le paragraphe suivant que ces écarts n’ont que peu d’effet dans la réduction des
données. La dérive linéaire avec TE405 est mesurée a 0.07 nanoseconde par an et se situe dans
la tolérance indiquée par la résolution B3 de 'TAU2006 (elle ne doit pas dépasser 1 nanoseconde
par an).

D’autre part, cette faible dérive montre que méme si la valeur de Lp adoptée par I'TAU est
issue de Irwin & Fukushima (1999), elle est corrigée de maniere a inclure les effets des termes
en ¢4, Ces derniers ne doivent donc plus étre négligés, au risque d’obtenir une dérive entre TT
et TDB de pres de 3.5 nanosecondes par an (109.7 x 10718 jour/jour).
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FIGURE 9.11 — La courbe grise montre les différences entre TE405 (corrigé
de la constante T'DBy) et le TT-TDB intégré dans INPOPO08. En noir sont
tracées celles entre le TT-TDB implémenté dans SOFA et celui intégré dans
INPOPOS. Les différences sont exprimées en nanosecondes en fonction du
temps (TT), exprimé en années depuis J2000.

Enfin, négliger les termes en L"BL‘é /c?* avec i 4 j + k > 3 dans l'expression 9.23 n’induit
qu'une dérive inférieure & 1.5 x 10724 jour/jour, totalement négligeable.

9.2.4 Effets sur la réduction des données

Pour estimer l'effet de la différence entre TT et TDB dans les résidus LLR, on utilise les
trajectoires des corps de la solution INPOPO0S8 (décrite au chapitre 13). Puis on réduit les obser-
vations LLR de trois manieres différentes :

1. ala maniére d’INPOPOS, en utilisant le TT-TDB intégré avec les équations du mouvement
des corps

2. en identifiant TT=TDB
3. en utilisant la différence TT-TDB fournie par les routines SOFA

Comme on peut le remarquer avec la figure 9.12, ne pas faire la distinction entre TT et
TDB génere un important signal annuel (graphe supérieur) dans les résidus, absent des résidus
INPOPO8 (au milieu). Ce signal ne peut pas étre compensé par un réajustement des mémes 59
parametres qu INPOPOS.

Par contre, en comparant les résidus INPOPO8 & ceux réduits avec le TT-TDB de SOFA,
on obtient des différences inférieures & 0.01 mm (en bas) non significatives devant la précision
des observations. On montre donc que les écarts de pres de 20 nanosecondes observés a la figure
9.11 n’ont qu’un effet négligable lors de la réduction.

Tenir compte de la différence entre TT et TDB est donc indispensable, mais peu importe la
méthode de calcul de la transformation. Le choix d’intégrer le TT-TDB avec les équations du
mouvement des corps n’a été fait que dans un souci de cohérence entre 1’échelle de temps et la
solution planétaire : selon I'expression employée par S. Klioner, on obtient une “éphéméride 4D”.

9.3 Coordonnées des réflecteurs

Les coordonnées des réflecteurs sur la Lune sont données dans le repere des axes principaux
d’inertie.
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FIGURE 9.12 — En haut sont tracés les résidus du CERGA entre 1987 et 2005
lorsqu’on néglige de prendre en compte les différences entre TT et TDB.
Au milieu, les résidus sont calculés en utilisant la transformation TT-TDB
intégrée en méme temps que les équations du mouvement (résidus INPOPO0S).

Enfin, en bas sont tracées les différences entre les méthodes 1 (TT-TDB
intégré) et 3 (TT-TDB issu de SOFA).

9.3.1 Déplacement di aux marées solides

De la méme maniere que la Terre se déforme sous 'influence de la Lune et du Soleil, la Lune
se déforme sous celle de la Terre et du Soleil. En fait, comme la Lune est en résonance spin-orbite,
la position de la Terre dans le repere sélénocentrique varie peu. La déformation générée par la
Terre pourrait donc presque étre considérée comme permanente. Ce n’est par contre pas le cas
de celle générée par le Soleil.

Pour calculer le déplacement du réflecteur, on décide de transposer le modele simplifié de
marées solides des Conventions IERS 2003 pour la Terre (voir le paragraphe 9.1.3.1) & la Lune.

Son expression devient alors :
h h
3 (22 - z2> (k- ug)? — 22] u_j;g} (9.25)

— pg : produit de la constante de la gravitation G par la masse du corps générateur (Terre
ou Soleil)

LR!
L

avec

— pr, : produit de la constante de la gravitation G par la masse de la Lune

— 1Up : vecteur unitaire centre de la Lune - réflecteur

— g : vecteur unitaire centre de la Lune - centre du corps générateur de marées

— LG : distance entre le centre de masse de la Lune et celui du corps générateur

— LR : distance entre le centre de masse de la Lune et le réflecteur

— hg et lo : nombres de Love (associés aux déplacements) de la Lune

Des valeurs des nombres de Love hy et la sont données dans (Zhang, 1992) ou (Williams
et al., 2008). Elles pourront éventuellement étre ajustées par la suite (voir le chapitre 13.2).
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FI1GURE 9.13 — Effet du déplacement des réflecteurs induit par les marées
solides dans la réduction des données (CERGA entre 1987 et 2010).

TABLE 9.9 — Effet de la déformation de la Lune induite par les marées solides
sur les statistiques des résidus LLR. Pour chaque solution, la moyenne et
I’écart-type o sont donnés en centimetres.

INPOPOS sans marée solide

Station Epoque | (avec marée solide) non ajustée réajustée

Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA | 1987-1995 | -0.16 6.32 || -38.02 | 8.28 | -0.16 | 6.35
CERGA | 1995-2010 | -0.03 3.97 || -37.82 | 7.24 | -0.03 | 3.98
CERGA | 1984-1986 | 8.09 15.87 || -26.32 | 17.12 | 8.15 | 15.88
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 || -38.45 | 30.64 | 0.16 | 31.57
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 || -45.20 | 73.07 | -7.80 | 73.29
MLRS1 1985-1988 | 0.22 7.25 || -37.03 | 870 | 0.23 | 7.24
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 || -38.59 | 6.26 | -0.85 | 4.28
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 || -37.47 | 7.78 | 0.54 | 4.82
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || -37.31 | 9.17 | -0.44 | 8.05
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 | -38.66 | 8.09 | 0.09 | 4.91

La figure 9.13 illustre l'effet des déplacements des réflecteurs dus aux marées solides sur la
réduction des données récentes du CERGA. Avec pres de 60 cm, il peut paraitre important.
Mais il est en fait en grande partie compensable par un réajustement des 59 mémes parametres
qu’INPOPOS8; la solution qui néglige cet effet (nombres de Love hg et Iy nuls), mais réajustée
aux observations, présente sensiblement les mémes résidus qu’INPOPOS8 (voir le tableau 9.9).
Ceci s’explique par le fait que la Terre a une position apparente presque fixe dans le repere
sélénocentrique. Dans 'expression 9.25, le terme dii a la Terre ne varie que tres peu, on peut
considérer le déplacement comme permanent et le compenser par un changement des positions
des réflecteurs.

L’effet du Soleil aurait par contre été plus intéressant, puisqu’il n’a pas une position “fixe”
dans le repere sélénocentrique. Sa masse est certes 300000 fois plus importante que celle de la
Terre, mais il est aussi 400 fois plus éloigné. Son influence sur les déplacements des réflecteurs est
donc beaucoup plus faible que celle de la Terre (environ 500 fois) et la précision des données ne
permet pas de la mettre en évidence. On en tient cependant compte, pour des raisons de cohérence
des modeles. Il faut également ajouter que les tirs se font dans des configurations particulieres,
rarement a la pleine ou nouvelle Lune ; le déplacement dii au Soleil est donc perpendiculaire au
trajet de la lumiere et est encore plus difficile a observer.

9.3.2 Déformation due au spin

On a vu dans le chapitre 4.2 que la Lune était déformée par les variations de son spin.
Pour tenir compte du déplacement de sa surface, on transpose le modele appliqué a la Terre au
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paragraphe 9.1.6. Le potentiel dont dérive la force centrifuge en un point 7 de la Lune est (la
convention est inversée par rapport & 'expression (19) en page 83 des Conventions IERS 2003) :

V= 5 {T2w2 — (F'(D')Q] (9.26)

En corrigeant de la vitesse de rotation moyenne 0 qui induit une déformation permanente, la
variation du potentiel est alors :

AV =2 [ 2 (w? = Q2) — (@)% + (F- Q)Q] (9.27)

t

En exprimant i en coordonnées sphériques (6 est ici la colatitude), avec @& = (wg,wy,w;) et

0 = (0,0, ), I'expression précédente devient :
Lol o 2 i 2 . o 9
AV = —57 [w — Q7sin” § — (wy sinf cos A + wy sin §sin A + w, cos 6) ] (9.28)

Les déplacements S, (radial), Sy (sud) et Sy (est) sont donnés dans les conventions IERS2003
en page 83 (avec inversion du signe pour respecter la convention liée au potentiel) :

AV lo OAV lo O0AV
Sp=—hy—, Sp=———, Sy = ————— (9.29)
g g 00 gsinf O\
Avec g égal au produit de la constante de la gravitation G par la masse de la Lune My,
divisé par le carré de la distance r, on obtient :

—ly <92 cos 6 sin 6 + (wy cos B cos A + wy cos §sin A — w, sin 6) rw)
r
So A ‘ 7o
Sy | = ly (wg sin A — wy cos \) — (9.30)
S GML r 9
r h S =
2 w? - %sin?0 - <W>
2 T

On transforme ensuite les déplacements (S, Sp, Sy) du repere local au repére sélénocentrique
en utilisant la matrice de passage déja donnée au paragraphe 9.1.6.

0.02 T T T T T T T T T T
0.01 - o o —
000 [ aprl X e R :

-0.01

—0.02 ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]
1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010
Année

(cm)

FI1GURE 9.14 — Effet des variations du spin de la Lune dans la réduction des
données.

La figure 9.14 illustre 'effet du déplacement des réflecteurs induit par les variations du spin

de la Lune sur les observations LLR. Méme s’il est négligeable avec moins de 0.2 mm, il en sera
cependant tenu compte dans un souci de cohérence avec le modele dynamique.
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9.3.3 Passage du “LCRS” au BCRS

Le passage du repere sélénocentrique au repere fixe est effectué via les angles d’Euler de la
Lune, intégrés en méme temps que les équations du mouvement (voir le chapitre 3). Mais la
méme transformation relativiste qu’au paragraphe 9.1.8 doit étre appliquée lors du passage d’un
repere centré sur le centre de masse de la Lune (noté ici LCRS par analogie au GCRS) au BCRS,
centré sur le barycentre du Systéme solaire.

. Uy . V- Trers
TBCRS = (1 - 02> TLCRS — TV (9.31)

ou U est cette fois le potentiel au centre de masse de la Lune et V est la vitesse de la Lune par
rapport au barycentre du Systeme solaire.
En convertissant dans le systeme de I’éphéméride (utilisant TDB au lieu de TCB), on obtient :

B U V - FLORS =

L’effet de cette transformation n’est pas négligeable; comme on peut ’observer sur les gra-
phiques de la figure 9.15, ne pas en tenir compte produit un décalage d’environ 2 cm sur les
temps LLR calculés. Ce dernier ne se manifeste cependant pas dans les écart-types des résidus,
uniquement sur leurs valeurs moyennes : dans le tableau 9.10, les colonnes 3 et 5 different, mais
les 4 et 6 ne sont pas significativement différentes. Réajuster les mémes 59 parametres que pour
INPOPOS permet d’absorber les décalages.

(cm)
o = N W b
I

1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010
Année

FIGURE 9.15 — Effet (avant réajustement) de la transformation relativiste du
“LCRS” au BCRS dans la réduction des observations LLR du CERGA.

9.4 Délai induit par la déviation relativiste de la lumiere

Le terme T7C dans Iexpression (9.1) est le délai dit & la déviation relativiste des rayons
lumineux au voisinage d’un corps massif. D’apres (Williams et al., 1996; Moyer, 2000) :

©s
¥4 s 4+ (1 4y
RG 1+7 ! 2 R )c 1+~ ri+rd 4k
T = s In + 3 ur In T T T (933)
& S ,US ¢ Tt T — T
rf s —rh+ (L+7) =
¢
ol
— ¢ = ||77]| = |S1E]| est la distance héliocentrique du point d’émission & l'instant t;
— 7§ = ||75]| = ||S2Rz|| est la distance héliocentrique du point de réflexion & Iinstant to
.5 55 =
rip = [I75 — 77|
— T =||7T|| = |1 E}|| est la distance géocentrique du point d’émission & l'instant #;
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TABLE 9.10 — Effets de la transformation relativiste du “LCRS” au BCRS sur
les statistiques des résidus. Pour chaque solution, la moyenne et 1’écart-type
o sont donnés en centimetres.

INPOPOS8 sans passage LCRS-BCRS
Station Epoque | (avee passage LCRS-BCRS) || non ajustée réajustée
Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA 1987-1995 | -0.16 6.32 1.96 | 6.31 | -0.16 | 6.32
CERGA | 1995-2010 | -0.03 397 | 211| 3.98|-0.03 | 3.97
CERGA 1984-1986 | 8.09 15.87 | 10.16 | 15.84 | 8.10 | 15.86
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 | 2.16 | 31.67 | 0.16 | 31.63
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 || -5.78 | 73.18 | -7.80 | 73.23
MLRS1 1985-1988 | 0.22 7.25 233 | 724 0.22 | 7.26
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 1.28 | 4.28 | -0.86 | 4.27
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 2.68 | 4.82 ] 0.56 | 4.81
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 1.69 | 811 -0.44 | 8.09
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 2.14 | 490 | 0.08 | 4.84
T T 5 . 7 . . 7 . NIREE
— 1y = ||75 || = ||T2Rz|| est la distance géocentrique du point de réflexion a l'instant ¢o
- iy = |75 =T

— v est 'un des parametres post-Newtonien (il vaut 1 en relativité générale)

— c est la vitesse de la lumiere

— us et pur sont respectivement les produits de la constante de la gravitation G et de la

masse du Soleil, respectivement de la Terre

Dans ce délai, seuls les termes dus au Soleil et a la Terre sont pris en compte, celui de la
Lune est négligé.

On peut remarquer que l'expression (17) en page 114 des Conventions IERS 2003 et (Klioner,
2008, expression (6)) sont similaires, le terme pg/c? étant négligé.

850 T T T T T T T T T T T
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FIGURE 9.16 — Effet de la déviation de la lumiere dans la réduction des
observations LLR du CERGA.

Le graphique de la figure 9.16 montre I'effet de la déviation relativiste des rayons lumineux
sur les observations LLR du CERGA. L’effet est important et peut dépasser 8 metres. De plus,
il ne peut pas étre compensé par un ajustement des 59 parametres, comme le montrent les écart-
types des résidus des solutions qui n’en tiennent pas compte, fortement dégradés par rapport a
ceux d’INPOPOS8 (voir le tableau 9.11).

9.5 Délai troposphérique

Comme la vitesse de la lumiere dans l'air est inférieure a celle dans le vide, la traversée
de latmosphere (a 1’émission et a la réception) provoque un retard dans le temps de trajet du
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TABLE 9.11 — Effets de la déviation des rayons lumineux sur les statistiques
des résidus aux observations. Pour chaque solution, la moyenne et 1’écart-type
o sont donnés en centimetres.

INPOPOS8 sans déviation
Station Epoque | (avec déviation) non ajustée réajustée
Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA 1987-1995 | -0.16 6.32 || 754.37 | 27.73 1.18 | 10.78
CERGA | 1995-2010 | -0.03 3.97 || 756.05 | 28.58 | -0.35 | 8.32

CERGA | 1984-1986 | 8.09 15.87 || 770.22 | 32.39 8.46 | 19.91
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 || 751.27 | 41.18 0.14 | 33.71
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 || 735.12 | 64.61 | -13.36 | 71.40

MLRS1 1985-1988 | 0.22 7.25 || 758.30 | 28.52 0.04 | 9.48
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 || 753.47 | 29.04 | -1.19 | 8.27
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 || 754.17 | 30.55 0.79 | 8.89
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || 749.16 | 29.85 | -0.68 | 10.74
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 || 751.66 | 30.60 | -0.11 | 9.71

photon. L’expression de ce retard est donnée dans (McCarthy & Petit, 2004, page 99) et est
issue de (Marini & Murray, 1973) :

1 A A+ B
Tatm _ f( ) (934)
cf(o,H) . B/(A+ B)
simb + ———
sin £ + 0.01
A =0.002357F, + 0.000141¢eg (9.35)
s WP 2
B=184 x 10 °PyIyK +4.734 x 107° — ——— (9.36)
To3—1/K
K =1.163 — 0.00968 cos 2¢ — 0.001047p + 0.00001435F, (9.37)

avec

— E : élévation du satellite

— Py et Ty : pression atmosphérique et température mesurées a la station

— ¢p : pression partielle de vapeur d’eau a la station

— f(A) : fonction dépendant de la longueur d’onde A du laser (en micrometres)

— ¢ et H : latitude géodésique et altitude (en kilometres) de la station

— f(¢, H) : fonction dépendant de la position de la station

La pression partielle de vapeur d’eau se déduit du taux d’humidité relative Rp, de la pression
Py et de la température T, mesurés lors de I’observation :

€0 = —€sfw (938)

La pression de saturation de vapeur d’eau e; et le “facteur de majoration” f,, sont donnés
dans (Davis, 1992; Giacomo, 1982) :

es = 0.01exp (1.2378847 x 107°T — 1.9121316 x 10™>Ty + 33.93711047 — 6343.1645T; ")
(9.39)
fuw = 1.00062 + 3.14 x 1079P) + 5.6 x 10~ "(Tp — 273.15)> (9.40)
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TABLE 9.12 — Effets du ralentissement de la lumiere dans ’atmosphere sur
les statistiques des résidus. Pour chaque solution, la moyenne et 1’écart-type
o sont donnés en centimetres.

INPOPOS sans atmosphere

Station Epoque | (avec atmosphere) non ajustée réajustée

Moy. o Moy. o Moy. o
CERGA | 1987-1995 | -0.16 6.32 || 365.87 | 125.62 5.87 | 43.68
CERGA | 1995-2010 | -0.03 3.97 || 349.62 | 102.67 0.24 | 29.58
CERGA | 1984-1986 | 8.09 15.87 || 363.02 | 124.97 5.23 | 46.11
Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 31.63 || 274.00 | 77.03 | -2.63 | 41.28
MLRS1 1982-1985 | -7.82 73.23 || 256.78 | 82.26 | -16.58 | 77.38
MLRS1 1985-1988 | 0.22 7.25 || 255.07 | 57.72 | -2.63 | 25.78
MLRS2 1988-1996 | -0.86 4.26 || 266.96 | 49.89 | -3.47 | 23.76
MLRS2 1996-2008 | 0.56 4.80 || 276.59 | 59.17 | -2.29 | 25.63
Haleakala | 1984-1990 | -0.44 8.10 || 229.89 | 52.65 | -6.95 | 41.58
Apollo 2006-2009 | 0.08 4.82 | 264.83 | 65.65 | -3.34 | 27.24

La fonction dépendant de la longueur d’onde du laser est :

0.0164  0.000228
F) = 0.9650 + —5— + =3

(9.41)

La fonction dépendant de la position de la station est :

f(¢, H) =1 — 0.0026 cos 2¢ — 0.00031H (9.42)
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FI1GURE 9.17 — Effet de 'atmosphere dans la réduction des observations LLR
du CERGA.

Le graphique de la figure 9.17 montre leffet de la troposphere sur les observations LLR
effectuées par le CERGA entre 1987 et 2010. L’effet peut atteindre 12 metres mais dépasse
rarement 8 metres. Pour les autres stations, I’allure des graphes est la méme, avec cependant
un effet plus limité (rarement supérieur a 5 metres) car elles sont situées a une altitude plus
élevée que celle du CERGA, et donc I’épaisseur de I’atmosphere est réduite. Il ne peut pas étre
compensé par un ajustement des 59 parametres : les écart-types des résidus des solutions qui

ne tiennent pas compte du retard atmosphérique sont fortement dégradés par rapport a ceux
d’INPOPOS (voir le tableau 9.12).

9.6 Corrections de biais éventuels sur les mesures

Les expressions 9.1 permettent de calculer les temps de trajet aller et retour de la lumiere
entre la station et le réflecteur. On y ajoute parfois, selon les stations et les périodes, des correc-
tions constantes ou linéaires avec le temps lorsqu’on pense que les mesures ont été biaisées :
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TABLE 9.13 — Définition des périodes et des stations pour lesquelles des cor-
rections constantes ou linéaires sont susceptibles d’étre prises en compte. Les
codes des stations sont ceux donnés dans les fichiers d’observations au format
MINT (voir le tableau 9.1). Les début et fin de chacune des périodes sont au
format AAAAMMJJHH, ou AAAA est 'année, MM le mois, JJ le jour et
HH T’heure (UTC).

N~ | Station Début Fin N° | Station Début Fin

01 | 01910 | 1996120100 | 1998063000 || 21 | 01910 | 1969062800 | 2020010100
02 | 71110 | 1971120100 | 1972120500 || 22 | 01910 | 1996121000 | 1996122000
03 | 71110 | 1974081800 | 1974101600 || 23 | 01910 | 1997011200 | 1997011300
04 | 71110 | 1972042100 | 1972042700 || 24 | 01910 | 1997011300 | 1997011600
05 | 71110 | 1975100509 | 1976030102 || 25 | 01910 | 1997011600 | 1997020700
06 | 71110 | 1983120100 | 1984011700 || 26 | 01910 | 1997020800 | 1997050700
07 | 56610 | 1985082700 | 1985082800 || 27 | 01910 | 1997050800 | 1997060500
08 | 56610 | 1984100400 | 1986040200 || 28 | 01910 | 1997060600 | 1997103100
09 | 56610 | 1986040200 | 1987073100 || 29 | 01910 | 1997110100 | 1998042600
10 | 56610 | 1989082300 | 1989082400 | 30 | 01910 | 1998052600 | 1998062400
11 | 56610 | 1985060900 | 1985061000 | 31 | 01910 | 1998062500 | 1999090900
12 | 56610 | 1988060700 | 1988060900 | 32 | 01910 | 1996070800 | 1996070900
13 | 01910 | 1986112500 | 1986112600 || 33 | 01910 | 1998053020 | 1998053021
14 | 56610 | 1988113000 | 1988120100 | 34 | 01910 | 1999091000 | 2006123100
15 | 56610 | 1989012800 | 1989012900 | 35 | 01910 | 2004120400 | 2004120700
16 | 56610 | 1987073100 | 1987081500 | 36 | 01910 | 2005010300 | 2005010600
17 | 01910 | 1984010100 | 1987010100 | 37 | 01910 | 2005021700 | 2005030200
18 | 01910 | 1990050300 | 1990050700 | 38 | 70610 | 2005010100 | 2009123100
19 | 56610 | 1990010100 | 1992010100 | 39 | 71110 | 1972102120 | 1975080312
20 | 71110 | 1969062800 | 2000090100 | 40 | 71112 | 1990032109 | 1993032109

— soit parce que 'on observe un décalage dans les résidus

— soit parce que des modifications dans l'instrumentation sont susceptibles de biaiser les

mesures

Les stations et périodes des corrections que ’on peut éventuellement introduire et qui seront
ajustées aux observations, sont listées dans le tableau 9.13.

Le 1° biais est appliqué aux observations du CERGA entre le 1¢* décembre 1996 et le 30 juin
1998. 11 a été remarqué par Chapront-Touzé et al. (2000), puis repris par Chapront et al. (2002)
et Aleshkina (2002). Seul le terme constant (fixé a 0.7 ns, soit environ 10 cm sur la demi-distance
parcourue par les photons) était alors pris en compte, le terme linéaire était (et le reste pour
INPOP) négligé. Les graphes de la figure 9.18 montrent les résidus LLR d’une solution proche
d’INPOPO8 (décrite au chapitre 13), dans laquelle on ne tient pas compte de ce biais. On peut
remarquer un décalage des résidus, absent de ceux d’INPOPOS8 (voir la figure 13.18).

Les corrections n° 2 a 38 sont celles utilisées par J. Williams (2010, communications privées).
Il ne tient compte que des termes constants, sauf pour le n® 5 pour lequel il tient aussi compte de
la correction linéaire. On peut noter que le 1°* biais se décompose en n°s22 a 30. D’autre part,
je ne dispose d’aucune observation du CERGA le 25 novembre 1986 qui serait concernée par la
correction n° 13.

Enfin, les deux derniers biais sont propres a INPOP. Le n° 39 est introduit car on observe le
méme genre de décalage dans les données Mc Donald entre fin-1972 et mi-1975 que dans celles
du CERGA entre fin-1996 et mi-1998. 1l est illustré par le graphe inférieur de la figure 9.18 et
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FI1GURE 9.18 — Résidus LLR d’une solution proche d’INPOPO08, dans laquelle
on néglige de tenir compte de corrections (termes constants des biais n° 1 et
39) dans les observations du CERGA et de Mc Donald.

est encore plus visible dans (Krasinsky, 2002). Le n° 40 est lui observé lors des réductions avec
les solutions DE421 ou DE423 effectuées au paragraphe 13.4.2.1.

Si le tableau 9.13 présente toutes les corrections susceptibles d’étre apportées lors de la
réduction des données, seuls les termes constants des n° 1, 17, 39 seront effectivement utilisés
lors de la construction d’INPOP. Les autres n’ont été implémentés que pour en étudier les effets
sur les résidus ou les valeurs ajustées des autres parametres.
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Chapitre 10

Ajustements par moindres carrés

Dans ce chapitre sont décrites les procédures et méthodes utilisées pour 'ajustement des
solutions planétaires et lunaires aux données Laser Lune. On dispose pour n différents instants
(t;), de la mesure des temps de trajet aller-retour (¢;) d’'un photon entre une station terrestre
et un réflecteur sur la Lune. Pour ces mémes instants, on peut déterminer des temps de trajet
avec une solution planétaire et lunaire. On notera ces temps calculés (y;). On notera également
respectivement Y et Y les vecteurs colonnes des temps de trajet mesurés et calculés : ty =
(F1, 925 Un) et 'Y = (y1,92, -, Yn)-

Une solution planétaire est la combinaison d’un modele dynamique (interactions considérées),
d’un modele de réduction des données (effets qui influencent le trajet de la lumiere), et de valeurs
de parametres. Certains interviennent dans le modele dynamique (comme les conditions initiales
des planetes ou les coefficients du potentiel), d’autres dans le modele de réduction des données
(comme les coordonnées des réflecteurs, des stations, ou les nombres de Love hs et [ associés aux
déplacements de la surface lunaire). Enfin, quelques-uns interviennent & la fois dans la dynamique
et dans la réduction des observations (comme les masses du Soleil, de la Terre et de la Lune ou
le parametre post-newtonien ). Tous ces parametres seront par la suite notés (a;);c(1;p- Une
fois les modeles dynamique et de réduction des données fixés, on peut écrire :

pour tout ¢ € [1,n],y; = f (a1, a2, ...,ap,t;) = fi (o, 0o, ..., o) (10.1)

Le but ici est donc de déterminer les valeurs des parametres (o) qui minimisent les écarts
entre les temps de trajet mesurés et ceux calculés. Dans la méthode des moindres carrés, on
cherchera a minimiser la quantité :

n
N ~ 2
X2 = X2 (a17a27 ""ap) = Z (yl - %)2 = ”Y - Y” (10'2)
i=1

10.1 Généralités sur les moindres carrés

10.1.1 Linéarisation - équations normales

En pratique, on part d’une solution existante (et donc d’un jeu de parameétres fixés), et on
souhaite déterminer les corrections & apporter aux parametres pour minimiser y?; on cherche
les inconnues (day;) telles que

X2 (a1 + Sy, ag 4 dag, ..., ap + dayp) soit minimal (10.3)

Si on suppose que les corrections a apporter sont petites, c¢’est-a-dire que la solution de départ
n’est pas trop éloignée de la solution recherchée, chaque temps de trajet calculé y; peut étre
linéarisé autour du vecteur (o, g, ...., ;). Ainsi, pour tout i dans [1,n],
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= Ofi

yi (o + 0o, .o, ap + dap) = yi (1, @, .oy ) + a'éaj (10.4)
j=1 9%
Et donc, pour la linéarisation du vecteur Y :
oy \ ,
Y (o1 + 0, ...,ap +60y) =Y (a1, a0, ..., ) + e (0aq, 0a, ..., 60y) (10.5)
o
oy o : e
—— | est une matrice a n lignes et p colonnes, qu’on appellera matrice des dérivées par-
Qj

tielles A = (aj;) par la suite, et dans laquelle chaque coefficient a;; est la dérivée du temps de
trajet calculé y; par rapport au coefficient «; :

Afi
Qi3 = af (Ozl, a9, ..., O[p) (106)
Qj

On notera également B = Y -Y (aussi appelé vecteur des observations moins calculs, ou
vecteur des O-C) et le vecteur inconnu X = * (61, dag, ..., dayy). On cherche donc X tel que :

x? = | B — AX||* soit minimal. (10.7)

Si x? est minimal, son gradient par rapport aux inconnues (doy;) est nul, ce qui conduit aux

équations normales (tAA) X = 'AB, dont la solution X = (tAA)_ltAB est appelé pseudo-
inverse.

10.1.2 Matrices de variance-covariance et de corrélation

A partir de la matrice A, on détermine la matrice de variances-covariances des parametres
(Pelat, 2002) :

Cov (A) = (045) = 0 (*AA) ™ (10.8)
o2 est la variance des résidus, dont une estimation est fournie par

. X _|B-AX|?

g =
n—p n—p

(10.9)

De la matrice de variances-covariances, on calcule les erreurs formelles o; = /0; sur les
parametres ajustés, dont les carrés sont les éléments de la diagonale de C'ov (A). Si on suppose
une répartition gaussienne des résidus, alors I’estimation de chaque parametre suit la loi normale
de variance a?.

Enfin, a partir de la matrice de variances-covariances, on détermine également la matrice des
corrélations entre les parametres :

Uij
Tii0jj

On note que la matrice de corrélation ne dépend que de la matrice des dérivées partielles et
non de la précision des observations.

Cor (A) = (¢ij) ou ¢ = (10.10)
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10.1.3 Décomposition en valeurs singulieres

Parmi les méthodes disponibles pour inverser la matrice (*AA) (décompositions LU, QR,...),
celle des valeurs singulieres consiste a décomposer la matrice A sous la forme :

A=UDV (10.11)

avec V une matrice carrée p x p du groupe orthogonal (*V = V1), D est une matrice carrée
p X p diagonale et U une matrice n x p telle que le produit ‘UU = I, (U n’appartient cependant
pas au groupe orthogonal car elle n’est pas carrée). On obtient alors la solution :

X=VvD MUB (10.12)

La matrice des variances-covariances des parametres est alors (voir (Pelat, 2002, p. 288) ou
(Press et al., 1986, paragraphe 2.9)) :

Cov(A) = 0*(*AA)™ = ?V D2V (10.13)
Une estimation de la variance o2 est :
sz’n . HB - AX”2 _ ” (I B UtU) B||2
n-p  n—p n—p

0'2_

(10.14)

Remarque : dans le cas des observations LLR, la matrice A est mal conditionnée, avec des
disparités importantes dans ses valeurs de coeflicients selon les colonnes. Pour limiter les erreurs
numériques, les calculs sont effectués avec une matrice A’ obtenue en divisant chacun des vecteurs
colonnes de A par sa norme respective.

10.1.4 Pondérations des observations

Toutes les observations n’ont cependant pas la méme précision, et lors des ajustements, il
est souhaitable de donner plus d’importance a celles dont ’erreur de mesure est plus faible. En
introduisant la matrice des pondérations P = diag(p1, p2, ..., pn) avec p; > 0, on cherchera a
minimiser la quantité :

. N 2 o 2
X2 =Y 0 (@i — ) = |IPY - PY]| (10.15)
i=1

Dans ce cas, les développements exposés aux paragraphes précédents restent valables en
remplacant A par A’ = PA et B par B’ = PB.

10.2 Dérivées partielles

10.2.1 Calcul

On a vu au chapitre précédent qu’il était nécessaire de déterminer les dérivées partielles de
la quantité mesurée (temps de trajet du photon) par rapport a chacun des parametres que 1’on
souhaite ajuster (matrice A).

La premiere méthode consiste a les calculer par intégration numérique des équations aux
variations. Cette méthode, puissante, est cependant difficile & mettre en ceuvre avec des modeles
dynamique ou de réduction des données complexes que ceux utilisés pour les ajustements aux
données LLR.

La deuxieme, plus simple, consiste a approcher la tangente en un point par une corde : pour
tout j € [1, pl,

8fl fl (ab ceey Oéj + h, ceny Oép) — fz (041, ceny Oz]' — h,

(a1, .y ap) = o ) + O(h?) (10.16)

804]‘
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Pour chaque parametre «j, on effectue deux intégrations numériques avec les valeurs a; + h
et a;j — h. On calcule ensuite les temps de trajet de la lumiere pour ces deux solutions. Leur
différence divisée par 2h donne alors une estimation de la dérivée partielle en a.

La valeur de h employée est déterminée empiriquement et résulte d’'un compromis. Si elle est
trop grande, les directions entre la corde et la tangente risquent d’étre tres différentes. Si elle est
trop petite, les temps de trajets calculés avec a; + h et a; — h sont proches I'un de I'autre, et
leur différence génere des erreurs numériques importantes.

1e-05 |- dp—03 1e-07 d3—dy4 -
@ 0e+00 |- e =+ & 0e+00 - st
-1e-05 |- — -1e-07 -
—2e-05 —I"' | | | 7 —2e-07 I_.. | | | -
T T T T T T
4e-09 — 4e-08 d5—0g —
2e-09 4 _2e-08 | 94=s 7

2 0e+00 2 08+00 = i i3
—26-09 |-+t . _421:_82 i i
-4e-09 El I I I in I I I I I

1970 1980 1990 2000 2010 1970 1980 1990 2000 2010
Année Année

FiGUuRrE 10.1 — Illustration du choix de la valeur de h pour le calcul des dérivées partielles
du temps de trajet de la lumiere par rapport au coefficient du potentiel Coy de la Terre. Les
dérivées partielles 0; sont estimées avec des valeurs h; = 10~ @+ | Les différences les plus faibles
sont obtenues entre 95 et 94 et la valeur de h utilisée est arbitrairement choisie & hy = 107°.

Différents calculs des dérivées partielles sont effectués pour des valeurs de h, qui different
chacune d’un ordre de grandeur. Puis, on compare leurs différences deux & deux pour choisir
parmi elles celles qui présentent les écarts les plus réduits. La figure 10.1 illustre le choix de h pour
les dérivées partielles par rapport au coefficient du potentiel Cog de la Terre. Elles sont calculées
pour h variant de de 1072 & 1077 et notées respectivement 9; & Js. Les courbes supérieures a
gauche montrent les différences 9; — 92 (en noir), supérieures a celles d» — 93 (en gris). On en
déduit que l'erreur commise (ici la différence entre la tangente et la corde) avec 0; est supérieure
a celles commises avec dy ou d3. On répete les mémes comparaisons entre d2 — J3 (en noir) et
03— 0y (en gris), illustrées par les courbes supérieures a droite. De la méme maniére, on en déduit
que Perreur sur dy est supérieure & celles sur d3 ou d4. La situation évolue avec les comparaisons
de 03 — 04 (en noir) et 04 — 05 (en gris) sur les courbes inférieures & gauche. L’erreur numérique
en raison de trop petites valeurs de h entraine des erreurs plus importantes pour 05 que pour J3
ou J4. Les coubes inférieures a droite qui comparent 04 — 05 en noir a J; — Jg en gris confirment
ce résultat. Ainsi, la valeur de h employée pour calculer les dérivées partielles du temps de trajet
de la lumiere par rapport au coefficient du potentiel Cyy de la Terre sera hy = 107°. Le choix
est arbitraire, car on aurait aussi pu prendre h = 1074,

10.2.2 Vérification des procédures avec des observations idéales

Soit une solution planétaire, notée SOL1 dans ce paragraphe. Cette solution est définie par
un modele dynamique, un modele de réduction des observations LLR et un jeu de parametres.
On détermine les dérivées partielles par rapport a 174 des 188 parametres listés en annexe H.
Sont exclus les coordonnées et dérives de la station d’émission d’Haleakala, les nombres de Love
kgo0, kEo1, koo de la Terre, le temps de déphasage Tpoy de la Terre ainsi que les corrections
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(décalage constant et pente) appliquées sur les données du CERGA entre le 1¢* décembre 1996
et le 30 juin 1998 (biais n°1) et celles de la nuit du 25 au 26 novembre 1986 (n°13). Les
justifications de I’élimination de ces parametres sont données plus loin.
On se donne ensuite une autre solution (notée REF01) en conservant de SOL1 les mémes
modeles (dynamique et réduction), mais en modifiant les valeurs des 174 parametres pour les-
quels on a déterminé les dérivées partielles. Ces changements sont choisis aléatoirement dans un
intervalle [0.1h,10h] U [-10h, —0.1h], ou h est la valeur employée pour le calcul de la dérivée
partielle correspondante. Ainsi, les modifications des parametres, notées (6c;)ic[1:174, ne sont :
— ni trop importantes, de maniere a rester dans le domaine ou ’approximation linéaire de
x? reste valable

— ni trop petites, de fagon que les changements induits dans les temps de trajet de la lumiére
ne soient pas négligeables en regard de la précision numérique (limitée & quelques 10716
pour des calculs en double précision).

On génere alors avec REF01 des “observations LLR parfaites” (pas d’erreur autre que nu-
mérique, ni dans les modeles, ni dans les mesures). Puis, en partant de SOL1 et de ses dérivées
partielles, on ajuste par moindres carrés les 174 parametres modifiés sur les “données” géné-
rées avec REF01. Apres plusieurs itérations (la linéarisation de x? est une approximation), les
parametres convergent vers ceux employés pour REF01. Au final, on retrouve chacune des mo-
difications (dcvi)e[1:174) avec une erreur relative inférieure a 0.1%. da; est parfois du méme ordre
de grandeur que la valeur «; du parametre, parfois de plusieurs ordres de grandeur inférieure.
Si on s’intéresse plutdt aux valeurs des parametres (ai)z‘e[lzlm}, Ierreur relative est cette fois
inférieure a 0.01%.

Cette vérification a été effectuée pour 11 autres solutions de référence (de REF02 & REF12)
qui ne different de REF1 que dans leurs valeurs de parametres (choisies aléatoirement avec les
mémes contraintes). On retrouve a chaque fois les mémes résultats, voire des erreurs encore plus
réduites.

L’intérét de ce test est d’abord qu’il permet de valider les procédures d’ajustement aux
données LLR, en vérifiant qu’on obtient bien au final la solution attendue. En particulier, on a
vérifié que le calcul des dérivées partielles exposé au paragraphe précédent est correct.

Ensuite, 'autre intérét de cette vérification est de s’assurer qu’on ne pouvait pas exactement
compenser l'effet d’un parametre par un ajustement des autres. Les 174 parametres testés ici
sont donc linéairement indépendants, la matrice A des dérivées partielles est de rang 174 (soit
égal au nombre de colonnes), et (*AA) est inversible.

Remarque : on ne peut pas se contenter ici de calculer le déterminant de la matrice *AA pour
s’assurer de son inversibilité. En raison des erreurs d’arrondis lors de calculs numériques, il est
trés peu probable d’obtenir une valeur nulle lorsqu’une matrice est singuliere.
effets significatifs sur les temps LLR. Si on essaie d’ajuster a la fois les coordonnées des stations
d’émission et de réception d’Haleakala, on échoue a retrouver les mémes valeurs que celles de
REF01. Ces parametres ne sont donc pas linéairement indépendants, on peut compenser un
déplacement de la station d’émission par un déplacement de celle de réception. Il en est de
méme si on essaie d’ajuster les nombres de Love kgog, kg21, kE2o ainsi que le temps de déphasage
TEoo de la Terre. Le biais n°1 que Chapront-Touzé et al. (2000) applique sur les données du
CERGA entre les 1°* décembre 1996 et 30 juin 1998 se combine avec certains de J. Williams
(n°s22 & 30). Quant au biais n°13 pris en compte par J. Williams, aucune observation n’est
concernée.

Des erreurs de 0.01% peuvent sembler importantes en comparaison de la précision numé-
rique (~ 10716). Mais il faut savoir que certains parameétres n’ont qu'un effet assez limité sur
les observations LLR. Si la modification de la distance Terre-Lune (par 'intermédiaire de ses
conditions initiales) et celle induite sur le temps LLR sont du méme ordre de grandeur, il en est

125



différemment pour d’autres parametres. Ainsi, la valeur du nombre de Love ho de la Lune est
d’environ 0.05 et le déplacement maximal de sa surface induit par I'effet de marée solide généré
par la Terre est d’environ 60 cm. Ainsi, doubler la valeur de hy (soit un changement de 100%),
induirait un déplacement du réflecteur de 60 autres centimetres. La distance Terre-Lune étant
d’environ 360000 km, le changement relatif sur le temps LLR serait inférieur & 2 x 107°. Avec
de plus faibles modifications, la précision numérique serait vite atteinte. Il est donc normal dans
ces conditions de ne pas arriver a retrouver exactement les parametres de la solution REFO01, et
ce méme si le test décrit dans ce paragraphe ne portait que sur un seul parametre au lieu de
174. Il pourrait étre intéressant d’effectuer les réductions des observations en précision étendue
(epsilon machine d’environ 10~!?), voire en quadruple (10~34) pour voir jusqu’a quelle précision
il est possible de retrouver des valeurs de parametres. Il s’agirait cependant d’un travail assez
important (modification des programmes) qui n’a pas été effectué ici.

10.3 Sélection des parametres a ajuster

Dans le paragraphe précédent, on a démontré que les 174 parametres étaient linéairement
indépendants : les vecteurs colonnes de la matrice des dérivées partielle sont libres, on ne peut
pas exactement compenser le changement de valeur d’un parametre par une modifications des
autres. Le vecteur solution X qui minimise le x? est donc unique.

Toutefois, la précision des données réelles (de I'ordre de 107! seconde au lieu de 10716 avec
les données “idéales”) risque d’étre insuffisante pour séparer les signaux de certains parametres
dont les effets sur le LLR sont proches. Lors des ajustements, ces derniers pourraient prendre des
valeurs aberrantes, incompatibles avec la réalité. La solution obtenue serait certes la meilleure
en terme de résidus sur l'intervalle sur lequel elle serait contrainte. Mais, de la méme maniere
qu’avec un modele incomplet, elle pourrait ensuite se dégrader a ’extérieur.

Il est donc nécessaire de déterminer les parametres qui pourront effectivement étre ajustés.
Plusieurs méthodes de sélection ont été testées. Elles sont décrites dans les paragraphes qui
suivent.

10.3.1 Elimination des plus petites valeurs propres

Une fois la matrice des dérivées partielles exprimée sous la forme A = UD!V, le pseudo-
inverse X est calculé en annulant dans D! les inverses des plus petites valeurs propres. Cette
méthode, décrite dans (Pelat, 2002) est utile lorsque la matrice (‘AA) est singuliere, car elle
permet de déterminer, parmi l'infinité de solutions possibles, celle de variance minimale. Dans le
cas ot (‘AA) est inversible, d’aprés Tomassone et al. (1992) ou les “Numerical Recipes” (Press
et al., 1986), elle permet d’éliminer de ’ajustement les combinaisons linéaires qui augmentent le
plus les erreurs formelles sur les parametres.

Les 174 parametres ajustés au paragraphe 10.2.2 représentent cependant des grandeurs phy-
siques différentes et qui ne sont pas homogenes :

— des longueurs pour les positions initiales du vecteur Terre-Lune, les coordonnées des ré-

flecteurs, celles des stations, ...

— des vitesses pour les vitesses initiales du vecteur Terre-Lune, les dérives des stations, ...
des angles et vitesses angulaires pour les librations initiales de la Lune
des temps pour les temps de déphasage ou les biais

— des nombres sans dimension pour les coefficients du potentiel, les nombres de Love, les

parametres post-newtoniens 3 et 7, ...
Les unités dans lesquelles sont exprimés ces parametres peuvent étre différentes. Par exemple, le
vecteur vitesse initiale du vecteur Terre-Lune est exprimé en UA par jour, tandis que les dérives
des stations sont exprimées en metre par an. Le choix des unités est arbitraire, et ne doit pas
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avoir d’influence sur la solution produite. Et c’est la le probleme de cette méthode. Changer
d’unité se traduit par un facteur multiplicatif sur la colonne correspondante de la matrice A,
ce qui provoque la modification des valeurs et vecteurs propres. Si on annule un ou plusieurs
inverses de valeurs propres petites, on ne retrouve alors pas les mémes corrections a apporter.
La solution ajustée obtenue dépendrait donc des unités choisies pour exprimer les parametres,
ce qui serait incohérent.

Ce probleme a été mis en évidence lorsqu’on a cherché a minimiser les erreurs numériques
lors de I'inversion de la matrice A. Ses coefficients présentent des disparités importantes selon les
colonnes (ou les parametres). Ainsi, celles qui correspondent aux dérivées partielles par rapport
aux positions des réflecteurs sont de I'ordre de 1078 s/m contre 10° s/UA pour les positions
initiales du vecteur Terre-Lune. La matrice est donc mal conditionnée, avec un rapport de 10718
entre la plus petite et la plus grande des valeurs propres. Cela se traduit par des erreurs numé-
riques importantes lors de l'inversion de *AA. Pour les réduire, on a vu au paragraphe 10.1.3
qu’on normalisait chacune des colonnes de A ; cette opération est équivalente & un changement
d’unité sur chacun des parametres. Son conditionnement passe alors de 107% & 1076 et les er-
reurs numériques lors de 'inversion sont réduites (par rapport a un calcul de référence effectué
en quadruple précision). Si aucun inverse de valeur propre n’est annulé, les deux calculs avec et
sans normalisation des vecteurs colonnes conduisent au méme pseudo-inverse. Dés qu’au moins
un inverse de valeur propre est annulé, les résultats different.

Remarque : dans les “Numerical Recipes”, Press et al. (1986) conseillent de négliger dans
le calcul du pseudo-inverse les valeurs propres dont le rapport a la plus grande est inférieur a
la précision numérique. Pour des calculs effectués en double précision (e machine de l'ordre de
10716), aucune valeur propre ne serait éliminée avec la matrice normalisée, alors qu’au moins
une d’elles le serait sans la normalisation.

Pour pousser le raisonnement encore plus loin, on peut imaginer effectuer un changement de
variable sur les parametres, et poser Y = D!V X. Ce changement de variable est bijectif, car
la matrice A étant inversible (démontré au paragraphe 10.2.2), ses valeurs propres sont toutes
non nulles et D est inversible. On se retrouve alors a résoudre le systéme linéaire équivalent
A'Y = B, avec A’ = U, dont les valeurs propres sont toutes égales & 1. La méthode de sélection
devient alors inapplicable.

Une idée pour résoudre ce probleme de cohérence serait de diviser chaque colonne de la ma-
trice des dérivées partielles par la valeur du parametre correspondant. L’inversion et la sélection
des combinaisons linéaires de parametres que 1'on ajusterait se ferait alors sur une matrice in-
dépendante des unités. Mais lors des itérations pour compenser la non linéarité du x2, pour des
raisons de temps de calcul, on ne redétermine pas a chaque fois la matrice des dérivées partielles
A. Par quelle valeur du parametre faudrait-il alors diviser la colonne : celle ajustée lors de 'ité-
ration précédente, ou celle de la solution qui a servi au calcul des dérivées partielles 7 Et méme
si la matrice était recalculée a chaque itération (trés couteux en temps de calcul), il se pourrait
que les variations des parametres rendent la méthode instable et empéche la convergence vers
une solution.

Cette méthode n’a donc pas été retenue.

Remarque : la décomposition en valeurs singuliére de la matrice A du paragraphe 10.1.3 n’est
donc utilisée que pour inverser le systéme linéaire (*AA)X ='AB.

10.3.2 Elimination des parametres dégradant le moins les résidus

Dans 'ajustement, on élimine successivement les parametres qui dégradent le moins les rési-
dus, l'idée étant qu’il est inutile d’ajuster un parametre s’il n’améliore pas la solution.

On part d’une solution SOLO, pour laquelle on dispose du vecteur B des résidus LLR et de sa
matrice des dérivées partielles A. On peut donc déterminer le pseudo-inverse Xo = (fAA)~ 1 AB
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et avoir une estimation de la valeur de x3 ~ ||B — AX||? si les corrections étaient réinjectées
dans SOLO.

A partir de A, on construit les matrices (A) | en supprimant dans A la i®™¢ colonne. Pour

i€[1l:p
chacune de ces matrices, on calcule les pseudo—in[verses X; = (*A;A;) 71" A; B, qui correspondent
aux corrections a apporter aux parametres lorsque le i*™¢ n’est plus ajusté. Enfin, chaque pseudo-
inverse permet d’avoir une estimation des résidus LLR x? ~ || B—A4;X;||? si ces corrections étaient
injectées dans la solution SOL0O. En comparant chaque X? a X(2)> on peut alors repérer le parametre
dont le non-ajustement est le moins pénalisant pour les résidus.

On peut ensuite itérer le processus, et éliminer plusieurs parametres. Le critere d’arrét peut
étre la contrainte de ne pas dégrader les résidus au-deld d'une certaine limite par rapport a x3.
On détermine ainsi la liste des parametres qu’il est utile d’ajuster, et dont les corrections peuvent
étre injectées dans SOLO pour obtenir SOL1.

L’inconvénient de cette méthode est lié & la non linéarité du x2. Ainsi, les résidus post-
fit calculés avec SOL1 different de I'estimation donnée par la méthode des moindres carrés. Il
est donc nécessaire d’effectuer des itérations. Mais si la méme méthode de sélection est alors
employée, la liste des parametres ajustés change. Pour certains, la “bonne” valeur (celle qui
minimise les résidus) est trouvée des la premiere itération et n’ont donc plus a étre ajustés.
D’autres apparaissent, peut-étre en raison de différences parfois importantes entre les valeurs de
parametres de SOLO et celles de SOL1. Or l'utilité de construire des solutions planétaires est
aussi d’apporter des contraintes sur certaines grandeurs physiques, ce qui devient difficile lorsque
la liste des parametres ajustés varie d’une itération a l’autre.

On pourrait cependant limiter le probleme en déterminant lors du passage de SOL0 a SOL1 la
liste des parametres que 'on ajuste, et la conserver pour les itérations suivantes. Mais on aurait
toujours l'inconvénient d’une liste qui dépendrait de la solution initiale. On pourrait imaginer
partir d’une solution SOLO, dont les coordonnées des réflecteurs, et les conditions initiales du
vecteur Terre-Lune et des librations de la Lune (soit 24 parametres au total) auraient été ajustées
au LLR. Puis, on décide de construire une solution (avec les mémes modeles dynamique et de
réduction des données) en ajustant en plus un 25°™¢ parametre. Si on applique la méthode décrite
dans ce paragraphe, ce dernier parametre sera obligatoirement ajusté, car ce sera le seul dont la
modification pourra éventuellement améliorer les résidus (s’il restait inchangé, on retomberait
alors sur SOLO0) ; et ce, méme s’il est peu sensible au LLR, ou que son effet peut étre en partie
compensé par les 24 autres.

Cette méthode n’a donc pas été retenue.

Remarque : une autre méthode similaire a été testée. Au lieu de s’intéresser a l'effet des
parametres sur les résidus, on étudie plutét le rapport entre erreur formelle et la correction a
apporter, avec I'idée de ne pas ajuster les parametres dont ce rapport serait important. Curieuse-
ment, le critere de sélection est différent, mais elle élimine des ajustements les mémes parametres,
et dans le méme ordre, que la méthode décrite dans ce paragraphe. Elle possede cependant les
mémes inconvénients.

10.3.3 Elimination des paramétres fortement corrélés

On dit que deux parametres «; et a; sont exactement corrélés (respectivement anti-corrélés)
si, dans la matrice de corrélation du paragraphe 10.1.2, le coefficient hors diagonale ¢;; est égal a
1 (respectivement -1). Si |c;;| = 1, on peut montrer que les vecteurs colonnes ¢ et j de la matrice
A sont liés. Un changement de la valeur de I'un d’eux pourrait étre compensé par celle de 'autre
sans modifier les résidus. Ainsi, si au paragraphe 10.2.2 on essaie d’ajuster en méme temps les
positions des deux stations d’Haleakala (émission et réception), on trouve des corrélations entre
les différentes coordonnées supérieures a 0.99999999979.

Ce cas ne peut cependant pas se produire avec les 174 parametres du paragraphe 10.2.2, car
on y a justement vérifié que chacun d’eux possedait sa propre signature dans les résidus LLR.
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Toutefois, lorsque deux parametres sont fortement corrélés (corrélation voisine de 1), la pré-
cision des observations peut étre insuffisante pour distinguer leurs effets, ce qui peut générer des
incertitudes et/ou des biais importants dans la détermination de leurs valeurs.

On pourrait donc imaginer une méthode de sélection, ou parmi les deux parametres les
plus fortement corrélés, on supprime celui qui présente un rapport entre I’erreur formelle et sa
valeur ajustée le plus important. Le probleme est que ce critére ne dépend pas de la précision
des données, puisque la matrice des corrélations ne dépend que de celle des dérivées partielles.
Par exemple, au paragraphe 10.2.2, la corrélation entre les vitesses angulaires initiales b et 1
des librations de la Lune atteint 0.9999999986! Et pourtant, la précision des données idéales
permettait d’en retrouver les bonnes valeurs & mieux que a 0.01% pres.

D’autre part, il arrive que méme des parametres qui ne présentent que de faibles corrélations
avec les autres soit ajustés avec des incertitudes tres importantes. Par exemple, dans le tableau
13.16, le biais n° 12 présente une erreur formelle supérieure a 27 fois sa valeur; les corrélations
avec les autres parametres ne dépassent pourtant pas 0.15.

Le fait que de fortes corrélations n’impliquent pas obligatoirement de fortes incertitudes (et
inversement) n’est pas spécifique au cas particulier des données LLR utilisées ici. En annexe I
sont donnés deux contre-exemples tres simples dans un cadre un peu plus formel.

Pour résumer, deux parametres fortement corrélés peuvent néanmoins étre déterminés avec
de faibles incertitudes si les données sont suffisamment précises, tandis que de faibles corrélations
ne garantissent pas une bonne détermination. La seule analyse des corrélations ne permet donc
pas de déterminer quels parametres sont bien ou mal contraints.

10.3.4 Sélection selon le rapport o/«

On élimine de maniere itérative le parametre dont le rapport ) = o/« entre lerreur formelle
et la valeur ajustée est le plus grand. En effet, il est inutile d’ajuster un parametre dont la valeur
est incertaine, c’est-a-dire dont ’ajustement au LLR ne permet pas une bonne détermination. On
se donne une solution de départ SOL0. On construit la solution S1, en ajustant aux observations
LLR p parametres (plusieurs itérations sont nécessaires pour compenser la non linéarité de x?).
On repere celui qui présente le rapport @ le plus élevé et on le supprime de la liste des parametres
ajustés. On construit ensuite une solution S2 avec p — 1 parametres ajustés, et ainsi de suite.
Il faut néanmoins se fixer une limite et on s’arréte par exemple lorsque tous les parametres
présentent un rapport @ inférieur a 5%.

C’est la méthode qui a été retenue pour construire la solution INPOPO0S. Elle est illustrée
plus en détail dans le paragraphe 13.2.4. Elle a 'avantage de ne pas présenter les inconvénients
des deux autres décrites précédemment, c’est-a-dire que la liste des parametres ajustés ne dépend
ni des unités choisies pour les exprimer, ni de la solution de départ.

L’un de ses inconvénients (outre un volume de calculs important), est de ne pas étre réversible.
Si parmi les parametres éliminés, on souhaite réintroduire celui qui présente le plus faible rapport
@, on ne retombe pas toujours sur celui qui vient juste d’étre éliminé.

Cette méthode n’est donc pas sans inconvénient, mais c¢’est & mon avis la moins mauvaise de
celles envisagées ici.

10.4 Tests de stabilité des parametres

La solution INPOPOS, décrite au chapitre 13, ajuste 59 parametres aux observations LLR,
sélectionnés selon la méthode du paragraphe 10.3.4. Leurs valeurs sont données dans les tableaux
13.11, 13.12, 13.14 et 13.15, et ne peuvent pas étre dissociées des modeles dynamique et de
réduction des données.

On pourrait par exemple construire une autre solution, en considérant une Lune rigide lors
de la réduction des observations (nombres de Love hy et Iy nuls). L’ajustement des mémes
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parametres qu' INPOPOS8 conduirait alors a des valeurs légerement différentes pour les positions
des réflecteurs, mais les résidus ne seraient pas significativement changés. Cette solution ne serait
ni meilleure, ni pire qu'INPOPOS8 (voir les paragraphes 9.3.1 et 9.3.2). Par extension, les valeurs
ajustées des parametres sont biaisées par les imperfections et lacunes inévitables des modeles.

On peut aussi s’interroger sur l'influence que peuvent avoir certaines observations sur la
solution : si on avait disposé de moins de données, aurait-on obtenu les mémes valeurs de para-
metres 7 On souhaite donc étudier ici comment elles varient lorsque toutes les observations ne
sont pas utilisées, ou certaines plusieurs fois.

10.4.1 Suppression aléatoire de données

A partir des données conservées pour la construction d’INPOPO8 (voir le paragraphe 13.2.1),
on créé 1000 autres jeux d’observations en en éliminant aléatoirement 10%. Pour chaque jeu, on
construit une solution en ajustant les mémes 59 parametres qu’avec INPOPOS et en en conservant
les modeles dynamique et de réduction des données. Pour chaque parametre, on obtient ainsi 1000
valeurs différentes, pour lesquelles on calcule la moyenne (1), celles minimale (m) et maximale
(M) atteintes, ainsi que 'écart-type (€). Ces valeurs sont ensuite comparées a celles employées
pour INPOPOS, ainsi qu’a leurs erreurs formelles (o) issues de I’ajustement par moindres carrés.

Le tableau 10.1 résume les résultats obtenus. On remarque que pour chaque parametre :

— les valeurs moyennes restent tres proches de celles ajustées, avec des diférences relatives

qui restent faibles (0,02% au maximum)

— les 1000 valeurs différentes restent toutes incluses dans l'intervalle +£1.70 autour de la

valeur ajustée pour INPOPOS

— les valeurs sont peu dispersées, avec un écart-type environ égal au tiers de ’erreur formelle

Les mémes vérifications ont été effectuées en supprimant aléatoirement 20% des données.
Les différences relatives entre les valeurs moyennes et celles ’INPOP08 augmentent faiblement
a 0,033%. Les parametres se dispersent légerement plus, avec des rapports entre les écart-types
et les erreurs formelles issues des moindres carrés qui croissent a 0,54. Ces augmentations sont
normales car ces dernieres sont calculées avec I’ensemble des données. Si 20% des données en
avaient été supprimées lors de la construction d’INPOPOS, les erreurs formelles auraient elles
aussi été augmentées.

10.4.2 Suppression de données sur une période glissante

On se créé ici des jeux d’observations (233 au total) en supprimant les données sur une période
de 1 an, décalée de 2 mois pour chaque jeu. Ainsi, le premier jeu est créé en supprimant toutes
les données de janvier a décembre 1970, le second celles de mars 1970 a février 1971, et ainsi de
suite. On construit ensuite 233 solutions ajustées sur ces jeux de données. Le choix de la période
de 1 an est lié a celles des biais que 'on applique a certaines observations. Avec une période plus
longue (2 ans par exemple), toutes les données impliquées dans le biais du CERGA entre fin 1996
et mi-1998 auraient été supprimées, rendant impossible son ajustement. Le décalage de 2 mois
est choisi de maniere a avoir un nombre significatif mais raisonnable de jeux d’observations. Les
mémes comparaisons qu’au paragraphe précédent sont effectuées et présentées dans le tableau
10.2.

On remarque que les valeurs des parameétres varient ici plus que lors de la suppression aléatoire
de 10 ou 20% des données. Si les différences relatives entre les valeurs ajustées et les moyennes sur
les 233 valeurs restent inférieures a 0,25%, les valeurs extrémes atteintes sont bien supérieures.

Les plus fortes valeurs extrémes en comparaison de I'erreur formelle sont atteintes par le biais
n° 1. Il ne s’étend que sur 18 mois, et si on observe la figure 9.18, on remarque que le décalage des
résidus sur cette période n’est pas rigoureusement constant. Il est donc normal que les valeurs
varient en fonction des données conservées.
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TABLE 10.1 — Variabilité des parametres lors de la suppression aléatoire de 10% des données. Pour chaque
parametre, on donne les valeurs ajustées a avec INPOPOS (colonne 2) et leurs erreurs formelles 1o (colonne 3).
La colonne 4 présente ’erreur relative entre la moyenne des 1000 valeurs et celle ajustée. La colonne 5 compare
les extrema atteints aux erreurs formelles. La colonne 6 donne le rapport entre I’écart-type et ’erreur formelle.
Les noms des parametres sont décrits dans les tableaux 13.11, 13.12, 13.14 et 13.15.

Valeurs INPOP08 Statistiques sur 1000 jeux d’observations

Parameétre e o [(p—a)/p| max(M —a,a—m)/oc  €/o
GMguB 9.00 x 10710 719 x 10719 | 6.0 x 10~ 2 0.94 0.34
Caok —1.08x 10793 1,09 x 1079 | 6.9 x 1079° 1.08 0.33
C30E 2.88 x 10796 3.86x 107098 | 1.7 x 10704 1.18 0.33
To1E 1.23 x 10792 9.69 x 1079 | 6.0 x 10795 0.95 0.32
TooRE 6.98 x 10793 7.67 x 107096 | 8.2 x 10796 0.94 0.31
Coonr —2.03x 1079 276 x 10798 | 3.3 x 10797 0.92 0.32
Coomt 2.24 x 10795 2.65x 10709 | 2.7 x 10798 1.01 0.32
Csom —8.39x 10796 228 x 10798 | 1.2x 10795 1.20 0.33
Caim 3.18 x 1079 371 x 10797 | 82x 10795 1.10 0.32
C33m 1.73x 10796 6.20 x 10799 | 1.2 x 10795 1.08 0.32
S31s 329x 1079 880 x 10798 | 1.3 x 10795 1.09 0.33
S32Mm 1.69 x 10796 5,66 x 10=10 | 7.0 x 10797 1.01 0.33
(C/MR?) 3.93 x 107%1  4.65x 10795 | 2.1 x 10798 1.00 0.32
kons 2.63x 10792 1.70 x 10794 | 7.9 x 10796 0.96 0.31
™ 1.89 x 1091 1.53 x 10793 | 9.3 x 10796 0.75 0.25
z | —1.95x1079 613 x1071% | 2.8 x 10~ 12 1.02 0.34
Vecteur y | —1.78 x 10*02 5.51x 10713 | 1.4 x 10~12 1.03 0.33
Terro-Lune z | =509 x 10—0?l 5.60 x 10-1? 8.6 x 10-1; 1.26 0.34
3 t=J2000 & | 3.72x10" 1.16 x 10~ 6.9 x 10~ 1.12 0.34
¥ | —3.85x1079% 1.32x 10713 | 2.2 x 10712 1.00 0.33
Z2 | —1.74x107%% 1.34x 10713 | 8.9 x 10~12 1.05 0.36
¢ | —5.41x 10792 347 %x 10797 | 2.1 x 10708 1.19 0.33
Angles d’Euler 0 4.25 x 10701 1.26 x 10797 | 1.3 x 10799 1.10 0.33
P | 7.19x 10791 2119 x 1079 | 1.2 x 101! 1.04 0.33

de la Lune f o4 _os 06
3 £=J2000 ¢ | —1.17x 10 7.10 x 10 2.7 x 10 1.11 0.33
0 453 x 1079 329 x 10708 | 2.5 x 10796 1.18 0.33
¢ | 230x10791 647 x 10798 | 1.2 x 10799 1.11 0.33
x 1591926.442 1.500 2.3 x 10~ 11 1.07 0.33
Apollo XI y 690799.570 3.460 2.3 x 10709 1.10 0.33
z 21002.677 0.304 4.8 x 10798 1.18 0.33
x 1652725.312 1.140 7.4 x 10~10 1.13 0.33
Apollo XIV y -520893.898 3.590 2.9 x 10799 1.10 0.33
z -109731.641 0.316 9.5 x 10709 1.12 0.33
x 1554675.817 0.277 7.8 x 10~10 1.08 0.34
Apollo XV y 98193.230 3.370 1.5 x 10798 1.10 0.33
z 765004.978 0.302 1.3 x 10799 1.18 0.33
x 1339316.725 1.750 3.6 x 1010 1.04 0.33
Lunakhod 2 y 801956.280 2.910 1.5 x 10799 1.10 0.33
z 756358.527 0.266 9.7 x 10~10 1.19 0.33
x 4581692.121 0.003 5.2 x 10~12 0.95 0.31
Station 01910 vy 556196.024 0.001 5.3 x 1012 1.08 0.34
z 4389355.016 0.010 1.9 x 10~11 1.09 0.32
xz | -1330781.441 0.012 7.6 x 10~12 1.16 0.33
Station 71110 vy | -5328755.510 0.009 5.9 x 10~12 1.03 0.33
z 3235697.502 0.022 5.9 x 10~11 1.13 0.34
x | -1330121.101 0.014 1.5 x 10~ 11 1.05 0.33
Station 71111  y | -5328532.294 0.008 3.6 x 1012 1.34 0.35
z 3236146.580 0.024 2.0 x 10~ 11 1.70 0.38
x | -1330021.433 0.002 8.3 x 10~12 1.12 0.33
Station 71112  y | -5328403.288 0.003 4.7 x 10712 1.08 0.31
z 3236481.600 0.010 2.9 x 10~11 1.10 0.33
x | -5466000.459 0.011 1.3 x 10711 1.33 0.35
Station 56611  y | -2404424.716 0.013 1.2 x 1011 1.04 0.34
z 2242206.724 0.028 1.3 x 10~10 1.16 0.35
x | -1463998.838 0.005 14 x 10~ 1 0.96 0.32
Station 70610 vy | -5166632.674 0.004 7.9 x 10712 1.15 0.32
z 3435013.095 0.012 1.6 x 10~ 11 1.04 0.35
Offset 01 —5.95 x 10710 1,18 x 10~ | 5.7 x 10795 1.11 0.32
Offset 39 2.22x 10799 793 x 10711 | 1.5 x 10794 1.49 0.38

131



TABLE 10.2 — Variabilité des parametres lors de la suppression de données sur une période de 1 an. Pour
chaque jeu, la période est décalée de 2 mois par rapport au précédent. Pour chaque parametre, on donne les
valeurs ajustées o avec INPOPO8 (colonne 2) et leurs erreurs formelles 1o (colonne 3). La colonne 4 présente la
différence relative entre la moyenne des 233 valeurs et celle ajustée. La colonne 5 compare les extrema atteints
(M et m) aux erreurs formelles. La colonne 6 donne le rapport entre ’écart-type et 'erreur formelle. Les noms
des parametres sont décrits dans les tableaux 13.11, 13.12, 13.14 et 13.15.

Valeurs INPOP08 Statistiques sur 233 jeux d’observations

Parameétre e o [(p—a)/p| max(M —a,a—m)/oc €/o
GMEguvB 9.00 x 1010 719 x 10719 | 1.6 x 10~ 1T 5.35 0.90
Caok —1.08x 10793 " 1.09x 10799 | 1.8 x 10798 4.04 0.97
C30E 2.88 x 10796 3.86 x 10798 | 5.7 x 10704 2.80 0.69
TOIE 1.23 x 10792 9.69 x 10795 | 8.2 x 10795 4.56 1.26
TooE 6.98 x 10703 7.67 x 107096 | 8.9 x 10796 4.83 1.30
Caonm —2.03x 1079 276 x 10798 | 4.7 x 10796 2.97 0.75
Coomr 224 %1079  265x 10799 | 4.2 x 10796 2.29 0.63
Csom —8.39x 10796 228 x 10798 | 9.9 x 10795 2.97 0.76
C31m 3.18 x 10703 3.71 x 10797 | 1.6 x 10794 4.41 1.08
Cssnm 1.73 x 1079 6.20 x 10799 | 5.9 x 10795 3.16 0.81
S31s 329 x 1079 880 x 10708 | 4.2x 10794 2.92 0.67
S32Mm 1.69 x 10796 5,66 x 10=10 | 2.2 x 10796 3.66 0.71
(C/MR?) 3.93 x 107%1  4.65x 10795 | 4.2 x 10796 2.33 0.63
kor 2.63 x 10792 1.70 x 10794 | 4.7 x 10704 5.17 1.15
™ 1.89 x 10~01 1.53 x 10793 | 4.2 x 10704 4.05 0.94
z | —1.95x 1079 6.13x 10713 | 4.6 x 10~1% 5.33 0.95
Vecteur y | —1.78x107% 551 x 10713 | 9.8x107!2 3.58 0.71
Terro-Lune z | —5.09x107% 560 x 10713 | 4.5x 107! 4.22 1.10
5 £=72000 & 3.72 x 10704 1.16 x 10713 | 1.4 x 10~11 4.23 0.77
¥y | —3.85x107% 1.32x10713 | 2.0 x 10712 5.34 0.96
Z | —1.74x107%% 134x10713 | 2.0x 10~ 11 2.11 0.68
¢ | —5.41x 10792 347 %x 10797 | 2.3 x 10707 2.70 0.71
Angles d’Euler 0 4.25 x 10701 1.26 x 10797 | 1.1 x 10798 3.26 0.73
P | 7.19x 10791 219 x 1079 | 6.2 x 10708 2.75 0.67

de la Lune . —o4 —o8 —05
3 t=J2000 ¢ | —1.17x 10 7.10 x 10 2.3 x 10 3.23 0.73
0 4.53 x 10705 3.29 x 10798 | 2.6 x 1079® 2.69 0.71
¥ | 230x10791 647 x 10798 | 1.1 x 10708 3.23 0.73
x 1591926.442 1.500 1.6 x 10798 2.93 0.66
Apollo XI y 690799.570 3.460 7.3 x 10708 2.97 0.67
z 21002.677 0.304 5.4 x 10707 2.90 0.72
x 1652725.312 1.140 9.5 x 10099 2.92 0.69
Apollo XIV y -520893.898 3.590 1.0 x 10797 2.95 0.67
z -109731.641 0.316 1.1 x 10797 2.93 0.72
x 1554675.817 0.277 6.9 x 10799 2.38 0.65
Apollo XV y 98193.230 3.370 5.0 x 10707 2.97 0.67
z 765004.978 0.302 1.5 x 10798 3.02 0.71
x 1339316.725 1.750 2.5 x 10~08 2.82 0.66
Lunakhod 2 y 801956.280 2.910 5.1 x 10708 2.97 0.67
z 756358.527 0.266 1.2 x 10798 2.85 0.70
x 4581692.121 0.003 4.4 x 10712 1.57 0.33
Station 01910 vy 556196.024 0.001 1.4 x 10~ 11 2.23 0.54
z 4389355.016 0.010 6.1 x 10~ 11 2.35 0.67
x | -1330781.441 0.012 7.0 x 10~ 11 2.25 0.60
Station 71110  y | -5328755.510 0.009 6.4 x 1011 4.07 1.08
z 3235697.502 0.022 1.2 x 10710 2.96 0.63
x -1330121.101 0.014 1.8 x 10~10 4.49 0.63
Station 71111 gy | -5328532.294 0.008 1.6 x 1011 2.19 0.48
z 3236146.580 0.024 4.4 x 1071 1.81 0.37
x | -1330021.433 0.002 5.4 x 10~12 1.38 0.37
Station 71112  y | -5328403.288 0.003 9.6 x 1012 1.86 0.51
z 3236481.600 0.010 1.7 x 10710 2.07 0.60
x -5466000.459 0.011 2.4 x 10~ 11 3.22 0.68
Station 56611  y | -2404424.716 0.013 8.0 x 1011 2.84 0.59
z 2242206.724 0.028 7.5 x 1010 2.89 0.70
x | -1463998.838 0.005 1.7 x 10~10 2.76 0.49
Station 70610 y | -5166632.674 0.004 7.0 x 10~12 3.16 0.66
z 3435013.095 0.012 4.3 x 1011 3.25 0.76
Offset 01 —5.95 x 10710 1,18 x 10~ | 2.5 x 10793 12.23 1.49
Offset 39 2.22x 10799 7.93x 10711 | 3.9x 10795 3.58 0.74
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Pour les autres parametres, les valeurs extrémes sont atteintes lorsqu’on commence a sup-
primer les données a partir de 1984. C’est a partir de cette période que la précision s’améliore
avec les premieres observations effectuées au CERGA, et ou leur nombre par an augmente. Par
exemple, pres de 1100 données sont disponibles pour I'année 1996, ce qui représente plus de
6% du nombre total d’observations utilisées pour I'ajustement d’INPOPO0S8, de surcroit parmi
les plus précises. Sans elles, les parametres sont logiquement moins bien contraints. Mais il est
rassurant de constater que les valeurs extrémes ne different de la valeur ajustée avec INPOPOS
que rarement de plus de 5 fois 'erreur formelle.

Concernant les écart-types, il restent limités a moins de 2 fois 'erreur formelle et sont méme
souvent inférieurs a cette derniere.

10.4.3 Test “bootstrap”

La méthode du “bootstrap” (Efron, 1987) consiste a construire des jeux d’observations en
effectuant un tirage aléatoire avec remise parmi les données disponibles. Ainsi, si certaines sont
éliminées, d’autres peuvent étre comptées plusieurs fois. Si le nombre de jeux d’observations
construits est élevé, cette méthode permet de fournir des estimations des parametres non biaisées
par les observations et d’en estimer aussi les incertitudes. On construit donc 1000 solutions par
ajustement des 59 parametres d’INPOPOS sur 1000 jeux d’observations. Les mémes comparaisons
que pour les deux tests précédents sont présentées dans le tableau 10.3.

On remarque que les valeurs moyennes obtenues pour ces 1000 jeux de parametres s’écartent
légerement plus de celles ajustées par INPOPO8 que lors des deux tests précédents, avec un
maximum de 0,52% atteint pour le biais n° 39. En ce qui concerne les valeurs extrémes atteintes,
elles ne sont pas supérieures a celles que 'on avait obtenues avec la suppression des données
sur une période glissante. Quant & la dispersion des valeurs, elle peut atteindre 2,2 fois 'erreur
formelle issue des moindres carrés, ce qui indique que cette derniére est souvent sous-estimée,
peut-étre en raison de la forme particuliere des résidus du CERGA (voir le paragraphe 13.4.2).
Mais un facteur 2 reste raisonnable, surtout qu’il n’est dépassé que pour des parametres dont le
rapport entre lerreur formelle et la valeur est inférieur & 1077, c’est-a-dire bien contraints.

10.4.4 Conclusion

Ces trois tests montrent que les valeurs ajustées des parametres de la solution INPOPOS res-
tent stables, méme lorsque toutes les données ne sont pas utilisées ou certaines comptées plusieurs
fois. On en déduit que, si des biais sont introduits par les observations, ils sont certainement
faibles.

Les tests effectués ici ne permettent cependant pas de garantir qu’aucun biais n’est intro-
duit par des lacunes éventuelles dans les modeles dynamique ou de réduction des données. Il est
d’ailleurs probable que ces derniers soient supérieurs a ceux induits par les mesures, comme 1’in-
diquent par exemple les ajustements des coordonnées des réflecteurs différentes entre INPOP0S
et DE421 (voir le paragraphe 13.3.1.2).
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TABLE 10.3 — Variabilité des parametres lors du test du “bootstrap”, ott 1000 jeux de données sont construits
par tirage aléatoire avec remises des observations. Pour chaque parametre, on donne les valeurs ajustées a avec
INPOPO8 (colonne 2) et leurs erreurs formelles 1o (colonne 3). La colonne 4 présente les différences relatives entre
la moyenne des 1000 valeurs et celle ajustée. La colonne 5 compare les extrema atteints aux erreurs formelles.
La colonne 6 donne le rapport entre 1’écart-type et 'erreur formelle. Les noms des parametres sont décrits dans
les tableaux 13.11, 13.12, 13.14 et 13.15.

Valeurs INPOP08 Statistiques sur 1000 jeux d’observations

Parameétre e o [(p—a)/p| max(M —a,a—m)/oc €/o
GMEguvB 9.00 x 1010 719 x 10719 | 1.4 x 10~ 1T 4.97 2.04
Coor —1.08x 10793 " 1.09 x 10799 | 1.8 x 10797 4.05 1.20
C30E 2.88 x 10796 3.86 x 10798 | 3.6 x 10703 5.18 1.84
TOIE 1.23 x 10792 9.69 x 10795 | 1.8 x 10793 3.79 1.43
TooE 6.98 x 10793 7.67x 10706 | 2.6 x 10794 3.88 1.46
Caonr —2.03x 1079 276 x 10798 | 9.6 x 10797 4.54 1.59
Coomr 224 %1079  265x 1079 | 2.5 x 10796 4.40 1.55
C3on —8.39 x 1079 228 x 10798 | 4.8 x 10704 4.68 1.78
C31m 318 x 1079 371 x 10707 | 3.3 x 10794 4.95 1.57
C3sm 1.73 x 1079 6.20 x 10799 | 1.8 x 109 6.33 1.80
S31s 329x 1079 880 x 107098 | 4.8 x 10793 3.65 1.31
S32Mm 1.69 x 10796 5,66 x 10=10 | 7.0 x 10~96 4.51 1.54
(C/MR?) 3.93 x 107%1  4.65x 10795 | 2.3 x 10796 4.39 1.55
kons 2.63 x 10792 1.70 x 10794 | 5.7 x 10704 4.11 1.54
™ 1.89 x 10~01 1.53 x 1079 | 6.3 x 10794 3.30 1.26
z | —1.95x 1079 613 x10~1% | 3.0 x 10—t 4.74 1.73
Vecteur y | —1.78x107%% 551 x 10713 | 3.8x 107! 4.47 1.98
Terre-Lune z | =5.09x107%% 560 x 10713 | 7.5 x 1071 4.17 1.30
5 £=72000 & 3.72 x 10704 1.16 x 10~13 | 2.3 x 10~11 4.87 2.17
g | —3.85x1079% 1.32x10713 | 3.1x 1011 5.39 1.74
Z | —1.74x107%% 134x10713 | 25 x 10711 3.74 1.35
¢ | —5.41x 10792 347 %1097 | 1.0 x 1006 4.31 1.74
Angles d’Euler 0 4.25 x 10701 1.26 x 10797 | 4.0 x 10798 417 1.72
P | 7.19x 10791 219 x 10796 | 4.8 x 10797 3.67 1.30

de la Lune . —o4 —o8 —05
3 t=J2000 ¢ | —1.17x 10 7.10 x 10 8.1 x 10 4.14 1.72
0 4.53 x 10705 3.29 x 10708 | 1.1 x 10794 4.30 1.72
¥ | 2.30x10791 647 x 10798 | 3.7 x 10708 4.15 1.72
x 1591926.442 1.500 1.7 x 10797 3.83 1.35
Apollo XI y 690799.570 3.460 8.9 x 10707 3.67 1.30
z 21002.677 0.304 2.0 x 10706 4.24 1.73
x 1652725.312 1.140 1.2 x 10797 3.58 1.26
Apollo XIV y -520893.898 3.590 1.2 x 10796 3.66 1.30
z -109731.641 0.316 3.8 x 10707 4.08 1.72
x 1554675.817 0.277 1.0 x 10798 4.41 1.33
Apollo XV y 98193.230 3.370 6.2 x 1006 3.68 1.30
z 765004.978 0.302 5.9 x 1008 4.03 1.78
x 1339316.725 1.750 2.2 x 10707 3.79 1.33
Lunakhod 2 y 801956.280 2.910 6.5 x 10707 3.67 1.30
z 756358.527 0.266 5.2 x 10708 4.33 1.80
x 4581692.121 0.003 1.0 x 10~ 11 3.83 1.44
Station 01910 vy 556196.024 0.001 3.4 x 10~11 4.24 1.61
z 4389355.016 0.010 4.2 x 10710 4.30 1.58
x -1330781.441 0.012 1.3 x 10799 3.42 1.25
Station 71110  y | -5328755.510 0.009 9.5 x 1011 3.78 1.31
z 3235697.502 0.022 7.0 x 1010 3.56 1.58
x -1330121.101 0.014 4.2 x 10710 4.41 1.48
Station 71111 gy | -5328532.294 0.008 1.4 x 1011 2.99 1.06
z 3236146.580 0.024 6.0 x 1010 4.85 1.63
x | -1330021.433 0.002 3.3 x10-10 4.54 1.67
Station 71112  y | -5328403.288 0.003 1.3 x 10~ 11 3.46 1.27
z 3236481.600 0.010 8.4 x 10~10 4.41 1.66
x -5466000.459 0.011 1.4 x 10~10 4.56 1.58
Station 56611  y | -2404424.716 0.013 1.7 x 10~10 4.57 1.59
z 2242206.724 0.028 3.2 x 10710 5.71 1.76
x -1463998.838 0.005 2.1 x10-10 4.25 1.61
Station 70610 1y -5166632.674 0.004 5.6 x 1011 3.16 1.20
z 3435013.095 0.012 6.0 x 10—10 6.29 1.95
Offset 01 —5.95 x 10710 1,18 x 10~ | 2.9 x 10793 4.10 1.45
Offset 39 222 x 10799 7.93x 10711 | 5.2x 10793 4.95 1.72
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Troisieme partie

Solutions INPOP successives
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Chapitre 11

INPOPO5

L’objectif avec INPOPO5 était de s’assurer de la validité du modeéle dynamique. Cette solution
a été construite de maniere a reproduire le plus fidelement possible la solution planétaire DE405
du Jet Propulsion Laboratory (JPL), avec un modele dynamique aussi proche que possible et
les mémes valeurs de parametres et conditions initiales.

Lorsque ce travail a commencé, il n’existait pas de description vraiment complete de la
maniere avec laquelle DE405 avait été calculée. Tout ce dont on disposait était la solution
DE405 en elle-méme, c’est-a-dire la solution interpolée (polynomes de Tchebychev) a partir de
I'intégration numérique. On disposait également de l’article (Newhall et al., 1983), bien détaillé,
décrivant la maniere d’obtenir les anciennes solutions DE102, DE118 et DE200 (cette derniere
est une simple rotation de DE118, de I’équateur B1950 vers I’équateur J2000). Ensuite, (Standish
et al., 1995) et (Standish, 1998) donnaient une description tres générale des solutions DE403 et
DE405.

Plus récemment, Standish & Williams (2006) ont fourni plus de détails sur la construction
de la solution DE405, en particulier sur son modele dynamique. (Standish & Williams, 2006)
semble d’ailleurs étre une version réactualisée du chapitre 5 de I’ Explanatory Supplement to the
Astronomical Almanac de Seidelmann (1992).

Enfin, un programme écrit par Moshier (1992) et destiné a retrouver la solution DE200 a
également été tres utile. Méme si tout le code source ’INPOP est original, avoir des solutions de
référence pour comparaisons a permis de vérifier plus facilement 'implémentation des différentes
procédures.

La représentation d’INPOPO05 sous forme de polynémes de Tchebychev n’a jamais été diffu-
sée, méme si elle a été brievement été décrite dans (Fienga et al., 2008). Les différents change-
ments dynamiques a ajouter a partir du modele de DE200 sont décrits dans le paragraphe 11.1.
Ses comparaisons a DE405 sur les éléments elliptiques sont effectuées au paragraphe 11.2. En-
fin, un troisieme paragraphe 11.3 présente quelques développements postérieurs a la parution de
(Fienga et al., 2008) et qui permettent de réduire encore les différences entre INPOPO05 et DE405.

11.1 Construction d’INPOPO05

Cette partie décrit le processus de construction d’INPOPO05. La démarche consistait a partir
d’un modele dynamique proche de DE200 et d’ajouter au fur et a mesure les changements
apportés dans DE405. Les différentes étapes et solutions intermédiaires sont résumées dans le
tableau 11.1 et détaillées dans les paragraphes qui suivent.

Dans toute cette partie (sauf mention contraire), les comparaisons entre les différentes solu-
tions seront effectuées sur une période de 100 ans autour de J2000 et porteront sur les éléments
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TABLE 11.1 — Résumé des différentes solutions INPOP intermédiaires. IN-
POPO5 correspond a la version INPOPO04i.

INPOPO4a modele d’interactions DE200 avec les constantes DE405

INPOPO4b  ajustement de la phase et du demi-grand axe de la Lune

INPOPO4c  ajout de 295 astéroides, dont la modélisation est proche de celle de DE405
INPOP04d introduction du Jy solaire

INPOPO4e introduction de la déformation de la Lune

INPOPO4f J5 de la Lune cohérent avec celui de DE405

INPOP04g modele de déformation de la Terre conforme a DE405

INPOP04h  changement de la précession (Williams, 1994)

INPOPO04i  ajout de l'interaction forme-forme entre la Terre et la Lune

elliptiques (héliocentriques pour les planétes, géocentriques pour la Lune), exprimés dans I’éclip-
tique J2000 :

— a : demi-grand axe
A : longitude moyenne

— e : excentricité

— 4 : inclinaison

— Q : longitude du noeud

— w : longitude du périhélie (ou du périgée pour la Lune)

L’avantage des éléments elliptiques est qu’ils sont constants dans le probleme des deux corps;
seule la longitude moyenne varie linéairement. Dans le cas d’interactions plus complexes, mais
dont le terme principal reste I'attraction du Soleil, les variations sont plus faciles a interpréter
que celles des coordonnées cartésiennes, qui sont des fonctions “périodiques” du temps.

Le but étant de retrouver DE405, une bonne solution présentera de faibles différences avec
DE405, méme si certaines incohérences doivent étre introduites (voir le paragraphe 11.1.2). Pour
chacun des changements apportés, les courbes noires présenteront les différences avec DE405
avant modification, et les grises celles apres modification.

11.1.1 INPOPO04a-INPOPO04b

Une premiere solution, notée INPOP04a, est construite sur le modele des interactions de
DE200. Son modele dynamique est décrit dans l'article de Newhall et al. (1983), et tient compte :

— des interactions newtoniennes entre les planctes et 5 astéroides

— des corrections relativistes entre les planetes

— des interactions entre la forme de la Terre et la Lune et le Soleil (considérés ponctuels)

— des interactions entre la forme de la Lune et la Terre et le Soleil (considérés ponctuels)

— de l'interaction entre la déformation de la Terre générée par la Lune et la Lune
Les parametres et conditions initiales sont ensuite imposés égaux a ceux de DE405 (issus du
fichier header.405 pour les parametres, de ’appel a la solution interpolée a la date J2000 pour
les conditions initiales). Comme le modele de déformation de la Terre est différent entre DE200
et DE405 (voir le paragraphe 11.1.6), le nombre de Love kg de la Terre, ainsi que 'angle de
déphasage dr ne sont pas disponibles dans les constantes DE405. Ils seront dans un premier
temps imposés égaux & ceux de DE200 : kg = 0.30 et iz = 4.0700012 x 10~2 jour.

Un autre probleme est la non cohérence entre les valeurs de Cyg, Cao, 81, et v de la Lune
imposées par DE405 (voir au paragraphe 11.1.5 pour plus de détails). On ne reprend pour
I'instant que les valeurs de Co et de Cog du fichier header.405. Puis, a la place de 8 ou v comme
troisieme parametre indépendant, on reprend la valeur de C/M R? (moment d’inertie C' de la
Lune, divisé par sa masse M et le carré de son rayon équatorial moyen R) du programme de
Moshier (1992).
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TABLE 11.2 — Valeurs des parametres pour les solutions DE405, INPOP0O4a et INPOPO04b. kg
et g sont respectivement le nombre de Love et 'angle de déphasage de la Terre (en jour),
Cyo et Ca sont les coefficients du potentiel de la Lune, C/M R? est son moment d’inertie C
divisé par sa masse M et par le carré de son rayon équatorial moyen R, (z,y, z, &, ¥, 2) sont les
conditions initiales (& J2000) du vecteur Terre-Lune, en UA et UA/jour (la valeur de 'UA de
DEA405 est de 149597 870,691 km).

DE405 INPOPO4a INPOPO04b
kg non disponible 0.3 0.3
op non disponible 4.0700012 x 10~2 4.394915056967 x 10~2
C20 (Lune) —2.04312006654653 x 10~4 idem DE405 idem DE405
Ca2 (Lune) 2.251782439166225 x 10~° idem DE405 idem DE405
C/MR? (Lune) non disponible 0.390689526 (Moshier, 1992)  0.390689526 (Moshier,1992)
T —1.94928167834370 x 103 idem DE405 —1.94928167833554 x 103
Y —1.78289188212002 x 10~3 idem DE405 —1.78289188211256 x 10~3
z —5.08713666656353 x 10~4 idem DE405 —5.08713666654224 x 104
T +3.71670468455886 x 10~* idem DE405 +3.71670468456664 x 10~
Y —3.84697834475156 x 10~4 idem DE405 —3.84697834475961 x 10~4
z —1.74030157853646 x 10~* idem DE405 —1.74030157854010 x 104

Lorsqu’on compare INPOP0O4a a DE405, on observe une importante dérive quadratique de
la longitude de la Lune (courbes noires de la figure 11.1). Cette dérive peut étre compensée par
un ajustement de l'angle de déphasage dg. De la méme maniere, une dérive linéaire (invisible
ici car masquée par le terme quadratique plus important) peut également étre compensée par
un ajustement du demi-grand axe initial a de la Lune. Avec la version INPOP04b, on s’autorise
temporairement (et jusqu'a la version INPOP04f comprise) ces ajustements de parametres, dans
la mesure ou on sait que les modeles de déformation de la Terre different entre INPOP04a et
DE405. Les différentes valeurs adoptées sont résumées dans le tableau 11.2.

Les courbes de la figure 11.1 montrent les améliorations apportées sur la longitude moyenne,
le demi-grand axe, I’excentricité et la longitude du périgée de la Lune. L’inclinaison et la longitude
du noeud ne présentent certes pas de réduction des différences, mais un signal moins bruité.

600
400
200
0
-200

@ (mas)

e o
gz

| |
1.0 T T T

o5 fh i
00 |} l, I’*uw"“* i el (l“‘

iy e 5
-0.5 “'hwﬂ W' A Tl 'ht
Lot

i (mas)
e x10°

40% ! ! ! ]

S

20 | T e
|

«";w,, —
-40 ] ] o - i i

-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Temps autour de J2000 (années) Temps autour de J2000 (années)

Q (mas)
o
A (mas)

F1GURE 11.1 — Améliorations de la Lune apportées par 'ajustement de ’angle
de déphasage dp et du demi-grand axe initial a de la Lune.

138



11.1.2 Perturbations des astéroides

Dans le Systeéme solaire de DE200, seuls 5 astéroides étaient pris en compte : Céres (1), Pallas
(2), Vesta (4), Iris (7), et Bamberga (324). Leurs équations du mouvement ne sont pas intégrées
en méme temps que celles des planetes. Ils sont supposés rester sur des orbites képlériennes,
déterminées avec une solution planétaire préliminaire. C’est d’ailleurs de cette maniere qu’il sont
pris en compte dans la solution de Moshier (1992).

Le Systeme solaire de DE405 quant a lui, compte au total 300 astéroides, déterminés par
Williams (1984) pour étre ceux dont I'influence sur la trajectoire de Mars est la plus importante.
Ils sont répartis en deux groupes :

— le premier est composé de Céres, Pallas et Vesta. Les valeurs de leurs GMs (produits
de la constante de la gravitation par leur masse) sont imposées individuellement et sont
disponibles dans le fichier header.405

— le second regroupe les 297 astéroides restants, eux-mémes divisés en 3 sous-groupes, selon
leurs masses volumiques (classes taxonomiques C,S ou M, dont les valeurs sont données
dans le fichier header.405).

Ils sont pris en compte de la maniére suivante pour la construction de DE405 :

1. On dispose d’une solution planétaire préliminaire (DE200 ou DE403 par exemple).

2. Avec cette solution, on integre les équations du mouvement des 3 astéroides Céres, Pallas
et Vesta, soumis aux perturbations mutuelles ainsi que planétaires.

3. Une fois les trajectoires calculées, on construit des polynémes d’interpolation pour un usage
ultérieur.

4. Avec la solution préliminaire, ainsi que des trajectoires des 3 gros astéroides, on calcule
celles des 297 autres, en tenant compte des perturbations des planetes et des 3 gros asté-
roides.

5. A la différence des 3 gros astéroides, ce qui est conservé pour la suite n’est pas la trajectoire
de chacun des 297 astéroides, mais, pour chaque classe taxonomique, la somme des forces
exercées sur la Terre, la Lune et Mars, ainsi que la contribution au barycentre du Systeme
solaire.

6. Enfin, connaissant les trajectoires des 3 gros astéroides, ainsi que les forces exercées sur
la Terre, la Lune et Mars, la solution DE405 est obtenue en intégrant les équations du
mouvement des planétes soumises (entre autres) aux perturbations mutuelles, au forcage
des trois gros astéroides (sur leurs orbites fixées), et au forcage des 297 autres astéroides.

Au contraire, les astéroides d’INPOP sont intégrés en méme temps que les planetes, c’est-a-
dire que leurs positions-vitesses font partie du vecteur d’état (qu’il est nécessaire d’initialiser a
la date origine des intégrations). Pour que les pertubations des astéroides dans INPOP soient
cependant les plus proches possible de celles de DE405, les 300 astéroides ont également été
divisés en les deux mémes groupes, mais leur prise en compte differe. Pour Céres, Pallas et
Vesta, on tient compte des interactions ponctuelles newtoniennes mutuelles et avec les planétes.
Pour les 297 autres astéroides, ils subissent les forces newtoniennes exercées par les planetes,
mais en réaction ne perturberont que la Terre, Mars et la Lune. Il en résulte une certaine
incohérence, mais nécessaire pour retrouver les trajectoires des planetes extérieures de DE405
(voir le paragraphe 12.1.1, et en particulier le tableau 12.1). Le schéma de la figure 11.2 résume
les interactions ponctuelles dans DE405 (& gauche) et INPOPO05 (& droite).

Le tableau 11.3 résume les améliorations apportées par 'ajout des 295 astéroides. La pre-
miere colonne donne les différences entre INPOP04b et INPOPO04c et permet de mesurer 1’effet
de lajout des 295 astéroides. La comparaison des deuxieme (INPOP04b-DE405) et troisieme
(INPOP04c-DE405) colonnes permet de quantifier les éventuelles améliorations apportées.
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Soleil Soleil
Mercure Mercure
Venus Venus
Ceres Ceres
<: Jupiter - Pallas <: Jupiter - > Pallas :>
Saturne Vesta Saturne Vesta
Uranus Uranus
Neptune Neptune
Pluton Pluton
Y Y
Y Y
Terre 297 Terre 297
<: Lune - autres <: Lune - > autres
Mars astéroides Mars astéroides

FIGURE 11.2 — Schéma des interactions ponctuelles dans DE405 (& gauche) et INPOPO05 (a
droite). Les fleches indiquent les sens des perturbations newtoniennes (voir l’expression 1.3). La
zone grisée indique les corps pour lesquels on tient compte des corrections de relativité générale
(voir 'expression 1.12).

Les améliorations des éléments elliptiques sont importantes pour Mars et toutes les planetes
extérieures. On peut en voir une illustration avec les courbes des figures 11.3 (Jupiter) et 11.4
(Mars).
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FIGURE 11.3 — Améliorations apportées par I'ajout des 295 astéroides sur les
éléments elliptiques de Jupiter.

Pour les autres planetes intérieures, le bilan est plus nuancé :

— pour Mercure, les écarts entre INPOP04b et INPOPO4c, sans étre négligeables, sont assez
faibles. Méme si on observe une légere dégradation lorsqu’on compare INPOP04c a DE405,
elle n’est pas vraiment significative.
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TABLE 11.3 — Améliorations sur les positions héliocentriques des planetes (ou
géocentrique pour la Lune) apportées par ajout de 295 astéroides. Avec 7%,
Te et Ty05 les vecteurs Soleil-Planete (ou Terre-Lune selon le cas) calculés
respectivement avec les solutions INPOP04b, INPOP04c et DE405, les pre-
miere, deuxieéme et troisieme colonnes contiennent le maximum de ||7 — 7|
(respectivement |7, — 7405]| et |7 — Fa05]] ) sur 100 ans de part et d’autre de
J2000. Les résultats sont exprimés en metres.

Planete | 104b-104c | 104b-DE405 | 104c-DE405
Mercure 387 11408 11672
Vénus 1263 1970 2999
Barycentre Terre-Lune 2560 1486 1425
Mars 7950 11004 5946
Jupiter 19810 20550 972
Saturne 9285 9563 300
Uranus 1360 1483 174
Neptune 3984 4291 311
Pluton 6691 6841 266
Lune géocentrique 1 21 20
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FI1GURE 11.4 — Améliorations apportées par I'ajout des 295 astéroides sur les
éléments elliptiques de Mars.

— pour Vénus, on observe une nette dégradation de la solution. Les courbes de la figure
11.5 montrent qu’elle est principalement due a une dérive plus importante dans la longi-
tude moyenne. Le demi-grand axe et ’excentricité sont néanmoins grandement améliorés.
La dérive dans la longitude du périhélie est toujours présente, mais le signal est moins
bruité. L’inclinaison est inchangée tandis qu’une légere dérive linéaire est introduite dans
la longitude du nceud.

— enfin, pour le barycentre Terre-Lune, les différences de plus de 2 kilometres ne se retrouvent
pas dans les comparaisons d’INPOP04b et INPOPO4c a DE405. La légere amélioration
n’est pas significative.
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TABLE 11.4 — Valeurs des parametres pour les solutions DE405, INPOP04c
et INPOPO04d. Jo est le coefficient zonal de degré 2 du potentiel du Soleil,
s et &5 sont respectivement les angles de précession et nutation propre de
léquateur solaire (exprimés en degrés).

DE405 INPOPO04c  INPOPO04d

Jy  2.0x1077 sans objet idem DE405

Qg inconnu sans objet 286.13°
Os inconnu sans objet 63.87°
6 T T T u 0 T T T M
5 gy 1 ord ol
g 2 E ’
f; ot ! “‘\MMMAMMM © 10
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F1GURE 11.5 — Améliorations apportées par I'ajout des 295 astéroides sur les
éléments elliptiques de Vénus.

11.1.3 J; solaire

Dans DE200, le Soleil était considéré ponctuel. Ce n’est plus le cas avec DE405, qui tient
compte des perturbations dues a la partie non sphérique de son potentiel. La valeur de Jo =
2.0 x 1077 est donnée dans le fichier header.405; celle Jo = 0 de (Standish & Williams, 2006,
Tab. 8.8.3) est sirement une erreur de copie, car l'introduction du Jo solaire est justement l'un
des changements majeurs entre DE403 et DE405. Par contre, ni les coordonnées de son poéle, ni
les corps ponctuels avec lesquels il interagit ne sont indiqués.

On reprend donc dans INPOP04d la méme valeur de Jy solaire que dans le header.405.
Pour le pole, on choisit de prendre les valeurs publiées dans l'introduction aux éphémérides
astronomiques : a; et 05 sont respectivement les angles d’Euler (angle de précession et angle de
nutation propre, équivalents de ¢ et 6 de la figure 3.1) de la position de I’équateur solaire dans
le repere d’intégration. Le tableau 11.4 contient les valeurs utilisées.

On choisit également de faire interagir le Jo du Soleil avec toutes les planeétes, méme si on peut
déja supposer que son effet sur les planetes éloignées sera négligeable. Le tableau 11.5 résume les
améliorations apportées par la prise en compte du Jo solaire. Comme on peut le remarquer, son
effet sur les planetes extérieures est négligeable, et la 1égere dégradation obtenue pour Jupiter
et Saturne n’est pas significative.
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TABLE 11.5 — Améliorations sur les positions héliocentriques des planetes (ou
géocentrique pour la Lune) apportées par la prise en compte du Jo solaire.
Avec 7, 7y et Ty05 les vecteurs Soleil-Planete (ou Terre-Lune selon le cas)
calculés respectivement avec les solutions INPOP04c, INPOP04d et DE405,
les premiere, deuxieme et troisieme colonnes contiennent le maximum de ||7. —
74|l (respectivement ||7, — 7405|| et ||Fq — F405]| ) sur 100 ans de part et d’autre
de J2000. Les résultats sont exprimés en metres.

Planete | 104c¢-104d | 104c-DE405 | 104d-DE405

Mercure 11573 11672 146

Vénus 2746 2999 255

Barycentre Terre-Lune 1239 1425 191
Mars 490 5946 6305

Jupiter 21 972 991

Saturne 5 300 304

Uranus 1 174 174

Neptune 0 311 310

Pluton 0 266 266

Lune géocentrique 1 20 21

L’effet sur Mars, sans étre négligeable, reste néanmoins limité. La encore, on observe une
légere dégradation ; on peut donc se demander si DE405 tient compte de l'effet du Js solaire sur
les planetes au-dela de Mars inclus. L’amélioration est par contre trés importante pour Mercure
et Vénus (voir les courbes des figures 11.6 et 11.7). Il reste néanmoins un signal quadratique
important sur 'inclinaison de Vénus, et une explication de cette dérive est donnée au chapitre
11.3. Le barycentre Terre-Lune a lui aussi été grandement amélioré, méme si moins spectaculai-
rement (voir les courbes de la figure 11.8). A noter la forme particuliere du signal dans le noeud,
autour de J2000; comme les comparaisons sont effectuées dans I’écliptique J2000, I'inclinaison
est proche de zero autour de J2000 et le noeud est mal défini. Lorsque les comparaisons sont
faites dans 'ICRF, on obtient un signal plus régulier et fortement réduit, comme illustré par les
courbes des figures 11.26 et 11.27.

11.1.4 Déformation de la Lune

Dans la solution DE200, la Lune était considérée rigide. Avec DE405 est introduite la prise
en compte de la déformation de la Lune due aux marées solides générées par la Terre et celle
due aux variations de son spin.

La déformation de la Lune est prise en compte de la maniere suivante dans INPOPO04e :

1. a l'instant ¢, on dispose des coefficients du potentiel de la “partie rigide” de la Lune

2. du vecteur d’état a l'instant £, on estime la position déphasée a I'instant ¢t — 737 du vecteur
Lune-Terre avec la méthode exposée au paragraphe 6.1.6

3. du vecteur d’état a 'instant ¢, on estime la valeur déphasée a t — s du vecteur instantané
de rotation de la Lune avec la méthode exposée au paragraphe 6.2.4

4. avec ces quantités déphasées, on calcule les variations des coefficients du potentiel de la
Lune (on se limite au degré 2) dues aux effets de marées solides générées par la Terre (voir
Pexpression 4.12) et celles dues aux variations du spin (voir 4.27 )

5. les développements vus aux chapitres 2.3 et 2.4 permettent ensuite de déterminer les vec-
teurs accélérations de la Lune et des corps perturbateurs (Terre, Soleil, Jupiter et Vénus),
ainsi que les moments qui s’exercent sur la Lune.
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FIGURE 11.6 — Améliorations apportées par la prise en compte du .Jo solaire
sur Mercure.
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FIGURE 11.7 — Améliorations apportées par la prise en compte du .Jo solaire
sur Vénus.

6. des variations des coefficients du potentiel, on en déduit celles de la matrice d’inertie (4.34),
ainsi que de sa dérivée (4.41 et 4.42)

7. enfin, ’équation d’Euler 4.28 est résolue pour déduire les dérivées secondes des angles de
libration

Les valeurs de ka2 (nombre de Love de la Lune) et 75/ (temps de déphasage) sont issues du
fichier header.405 et sont données dans le tableau 11.6.

Le premier effet de la prise en compte de la déformation de la Lune est d’induire une dérive
quadratique dans sa longitude moyenne. Comme au paragraphe 11.1.1 (la modélisation de la
déformation de la Terre est toujours différente entre INPOPO4e et DE405), on s’autorise un
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TABLE 11.6 — Valeurs des parametres pour les solutions DE405, INPOP04d et
INPOPO4e. ko est le nombre de Love de degré 2 de la Lune, 73 son déphasage.

DE405 INPOP0O4d INPOPO4e
135 non disponible 4.394915056967 x 102 +4.473942548491503 x 102
x  —1.9492816783437004 x 1073  —1.9492816783355420 x 1073  —1.9492816783702677 x 1073
y  —1.7828918821200174 x 1073  —1.7828918821125555 x 1073  —1.782891882144317 x 1073
z  —5.0871366665635311 x 107*  —5.0871366665422395 x 10~  —5.0871366666328647 x 104
& +3.7167046845588649 x 1074 +3.7167046845666424 x 10~% +3.7167046845335363 x 10~
y  —3.8469783447515638 x 1074  —3.8469783447596140 x 10~% —3.8469783447253478 x 10~*
2 —1.7403015785364605 x 10~*  —1.7403015785401026 x 10~ —1.7403015785246012 x 10—+
ks 4+2.9922116659705348 x 102 sans objet idem DE405
™ 0.166716555849284465 sans objet idem DE405

réajustement de 'angle de déphasage de la Terre dp et du demi-grand axe initial de la Lune
pour compenser les dérives quadratiques et linéaires (les nouvelles valeurs des parametres sont
données dans le tableau 11.6).

Les courbes de la figure 11.9 permettent de voir I'amélioration de la Lune due a la prise
en compte de sa déformation, significative sur la longitude du périgée, le demi-grand axe et
I’excentricité.

11.1.5 Probléme du J; de la Lune

On a vu au paragraphe 2.2.3.1 qu’il existait des relations entre les coefficients de la matrice
d’inertie d’un corps et ceux de son potentiel. En particulier, les parametres Cyg, Cag (coefficients
du potentiel), A/MR?, B/MR? et C/M R? (moments d’inertie divisés par la masse M et par le
carré du rayon équatorial moyen R du corps) sont liés par les relations :

1 A B C 1 B A
Cy = ( + )— etC’22:< — >

== —_— —— 11.1
2\ MR?> MR? M R? 4\ MR?> MR? ( )
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FIGURE 11.9 — Améliorations de la Lune apportées par la prise en compte de
sa déformation.

Dans DE405, les constantes imposées pour la Lune sont Jy, = —C, Cao, B = (C — A)/B et
v = (B—A)/C. D’apres les relations précédentes, ces parametres devraient satisfaire I’équation
suivante :

YL

Or, si on reprend les valeurs du fichier header.405, cette relation n’est pas vérifiée. Cette
incohérence est en fait due a la définition méme du Jo de la Lune. Dans DE405, il s’agit du Jo
d’une Lune isolée et ne tournant pas sur elle-méme. A cette valeur est ajoutée un terme constant,
fonction de son spin moyen (et donc de sa période de révolution autour de la Terre puisque en
rotation synchrone, et donc de son demi-grand axe) pour tenir compte de sa déformation moyenne
due au spin (voir le paragraphe 8.3.9 de (Standish & Williams, 2006)). Les valeurs de (1, v, et
C5o sont en réalité cohérentes avec le Jy corrigé.

Dans les versions INPOP0O4a a INPOPO04e, la valeur du J> tient déja compte de la vitesse de
rotation moyenne de la Lune : dans les expressions 4.27, le vecteur instantané de rotation est
corrigé de sa valeur moyenne.

Dans INPOPO4f, on modifie donc les valeurs de Cyy, Co2 et C'/M R?. La valeur de Oy
est reprise du fichier header.405 (et donc inchangée), tandis que celles de Cag et C/M R? sont
déduites de celles de 81, et vz, du fichier header.405 :

<2ﬁ+4/8L—2> Cyp+ (BL+1)C% =0 (11.2)

228 — 461
C 402 o
MR2 = ryT et 020 = WCQQ (113)

I1 faut remarquer ici qu'il ne s’agit pas d’un ajustement de constante (comme c’est le cas de
langle de déphasage de la Terre pour compenser une “erreur” de modele), mais juste de rétablir
la cohérence dans la signification physique des parametres. Le tableau 11.7 résume les différentes
valeurs adoptées entre DE405, INPOP04e et INPOPO4f.

La encore, 'effet principal de ces modifications de constantes est d’induire une dérive linéaire
dans la longitude moyenne de la Lune (et une légere dérive quadratique), que l'on compense
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TABLE 11.7 — Valeurs des parameétres pour les solutions DE405, INPOPO0O4e et INPOPO4S. 6
est I'angle de déphasage de la Terre (en jour), Cao et Cag sont les coefficients du potentiel de la
Lune, C'/M R? est son moment d’inertie C' divisé par sa masse M et par le carré de son rayon
équatorial moyen R, (z,y, z, &, y, 2) sont les conditions initiales (& J2000) du vecteur Terre-Lune
(en UA et UA/jour).

DE405 INPOPO4e INPOPO4f

iy non disponible +4.473942548491503 x 10~2  4.473734829426994 x 102

Coo (Lune) —2.04312006654653 x 104 idem DE405 —2.045368525833681 x 104
Cs2 (Lune) 2.251782439166225 x 10~° idem DE405 idem DE405

C/MR? (Lune) non disponible 0.390689526 (Moshier, 1992) 0.395295198960948

x —1.94928167834370 x 10™2  —1.94928167837027 x 103 —1.94928167835324 x 1073

y —1.78289188212002 x 1073  —1.78289188214432 x 10~%  —1.78289188212871 x 1073

z —5.08713666656353 x 10°%  —5.08713666663287 x 10~%  —5.08713666658834 x 10~*

& +3.71670468455886 x 10™%  +3.71670468453354 x 10™*  +3.71670468454980 x 104

n —3.84697834475156 x 10™%  —3.84697834472535 x 10™%  —3.84697834474218 x 10~*

2 —1.74030157853646 x 10~%  —1.74030157852460 x 10~%  —1.74030157853222 x 10~*

encore une fois par un ajustement de ’angle de déphasage de la Terre dg et le demi-grand axe
initial de la Lune (voir le tableau 11.7 pour les différentes valeurs des parametres).

Les courbes de la figure 11.10 montrent alors les améliorations sur la Lune dues a l’intro-
duction de valeurs cohérentes avec DE405 dans la forme de la Lune. Elles sont particulierement
importantes sur l'inclinaison et le noeud.
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FIGURE 11.10 — Améliorations de la Lune dues a la cohérence des parametres
liés a sa forme.

11.1.6 Marées solides terrestres

Comme pour DE200, la Terre de DE405 est considérée comme déformable, mais son modele
de marées differe. Dans DE200, seule était prise en compte l'interaction entre la déformation
de la Terre générée par la Lune et la Lune (& la fois corps générateur et perturbateur). Les
différences avec DE405 sont a 2 niveaux :
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— d’une part le modele de déformation est différent : les nombres de Love et les temps de
déphasage de degré 2 dépendent de ’ordre de I’harmonique
— d’autre part, la Terre est déformée par la Lune et le Soleil (générateurs) et on tient compte
de l'interaction de cette déformation avec la Lune (perturbateur)
Dans DE200 (ainsi que toutes les versions INPOP04a & INPOPO04f), I’expression 4.14 était
appliquée, tandis que pour DE405, c’est I'expression 4.13 qui est utilisée.
Pour la version INPOP04g, on décide d’introduire les effets de la déformation de la Terre de
la méme maniere qu’ils 'ont été pour la déformation de la Lune :

1. a l'instant ¢, on dispose des coefficients du potentiel “rigide” de la Terre

2. du vecteur d’état a l'instant ¢, on déduit les vecteurs Terre-Lune et Terre-Soleil (dans
le repere fixe) déphasés aux instants t — Tgoo, t — Tp21 et t — Tpoo avec la méthode du
paragraphe 6.1.3

3. ces vecteurs sont ensuite exprimés dans ’équateur vrai de la date ¢

4. on effectue une rotation d’axe z et d’angle 7-wp (ou 7 est le temps de déphasage corres-
pondant) pour tenir compte de la rotation de la Terre (dont la vitesse de rotation est wy)
entre t et t — 7.

5. des vecteurs déphasés on déduit les variations des coefficients du potentiel de la Terre avec
les expression 4.12

6. enfin, on calcule les vecteurs accélérations de la Terre et des corps perturbateurs (Lune,
Soleil, Jupiter et Vénus) avec les développements du chapitre 2.

A la différence de la Lune, il est inutile ici de calculer les moments qui s’exercent sur la
Terre ou les variations de sa matrice d’inertie car son orientation est forcée par un modele de
précession-nutation. En toute rigueur, il faudrait passer dans ’équateur vrai de la date t — 7 (et
non de la date t), mais les différences sont négligeables. Dans la mesure ou la Terre est considérée
comme & symétrie de révolution, il est inutile de tenir compte du temps sidéral (ses coefficients
du potentiel tesséraux ne sont dus qu’aux effets de marées). On abandonne alors les constantes
kg et §g, nécessaires au modele DE200 des marées terrestres, et on reprend les valeurs DE405
des nombres de Love et des temps de déphasage de la Terre. Le demi-grand axe initial de la Lune
est lui aussi fixé égal a celui de DE405. Les différentes valeurs des parametres sont résumées dans
le tableau 11.8.

Les courbes de la figure 11.11 montrent alors ’amélioration sur la Lune due a la modélisation
de la déformation de la Terre conforme a celle de DE405 ; elle se manifeste sur I’ensemble des
variables.

Remarque : les modeles de déformation de la Terre continuent de légerement différer entre
INPOPO4g et DE405. Dans ces deux solutions, la déformation de la Terre est générée par la
Lune et le Soleil. Mais 14 ou DE405 se limite & I'interaction de cette déformation avec la Lune,
INPOPO4g tient compte également de celles avec le Soleil, Jupiter et Vénus (tous les corps per-
turbateurs de la Terre “rigide”). L’effet sur les éléments elliptiques n’est en fait pas négligeable,
avec I'apparition d’une petite dérive quadratique (70 microsecondes sur 100 ans) dans la lon-
gitude moyenne de la Lune. Et paradoxalement, I'utilisation (non illustrée ici) dans INPOP de
I’expression 4.13 implémentée dans DE405 donne des résultats 1égerement moins bons.

11.1.7 Orientation de la Terre

Dans les articles décrivant les différentes solutions planétaires du JPL, les procédures de
passage du repere d’intégration au repére terrestre ne sont pas toujours clairement explicitées.
Ces changements de repere sont utilisés lors du calcul des interactions dues a la forme de la
Terre.
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TABLE 11.8 — Valeurs des parametres pour les solutions DE405, INPOP04f
et INPOPO4g. krp et dp sont respectivement le nombre de Love et 'angle
de déphasage de la Terre (en jour), kg2o, kg21 et kgoo sont les nombres de
Love de degré 2 de la Terre, Tgog, TE21 €t Tpoo sont les temps de déphasage
associés (en jour), (z,y, z,&,7, 2) sont les conditions initiales (& J2000) du

vecteur Terre-Lune (en UA et UA /jour).

DE405 INPOPO4f INPOPO4g
kg non disponible 0.30 sans objet
O non disponible 4.473734829426994 x 102 sans objet

kgoo 0.34 sans objet idem DE405
kg1 0.30 sans objet idem DE405
kEoo 0.30 sans objet idem DE405
TE20 0.0 sans objet idem DE405
Tpo1r  1.29089593915602298 x 10~2 sans objet idem DE405
Troo  6.94178558405230284 x 1073 sans objet idem DE405
T —1.9492816783437004 x 1073 —1.949281678353206 x 102  idem DE405
Y —1.7828918821200174 x 10™3  —1.7828918821287116 x 1073  idem DE405
z —5.0871366665635311 x 1074 —5.0871366665883376 x 10~%  idem DE405
T +3.7167046845588649 x 10~*  +3.7167046845498021 x 10~* idem DE405
U —3.8469783447515638 x 10™*  —3.8469783447421838 x 10~* idem DE405
z —1.7403015785364605 x 10™*  —1.7403015785322174 x 10~* idem DE405
10 T T T 40
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FIGURE 11.11 — Améliorations de la Lune dues a I'introduction du modele de
déformation de la Terre de DE405.

11.1.7.1 DE200

Dans (Newhall et al., 1983), il est mentionné qu'un modele de précession-nutation est utilisé
pour déterminer l'orientation de la Terre. Il est précisé (voir le paragraphe C. Earth tides) que
seul le terme principal en 18,6 ans est pris en compte dans la nutation, mais les coefficients de
la précession restent inconnus. On peut seulement supposer qu’il s’agit d’un modele standard,
et le plus probable a ’époque était la précession de Lieske et al. (1977) et les nutations de Wahr
(1981). C’est d’ailleurs ce modele qui était utilisé dans les versions INPOP04a & INPOPO04g.
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11.1.7.2 DE403

Dans l'interoffice memorandum de Standish et al. (1995) concernant DE403, il est fait men-
tion a la fois d’une correction pour passer de 'ICRF a I’équateur moyen J2000 et de corrections
linéaires apportées dans les angles de nutations :

Ae = —0.00399 — 0.024T et sineAy = —0.01536 — 0.1193T (11.4)

avec T mesuré en siecle julien, Ae et sin eAy en secondes de degré. Les termes linéaires introduits
ici dans la nutation (qui ne devrait contenir par définition que des termes périodiques ou de
Poisson) peuvent étre plutot pris en compte dans la précession dans les angles w4, ¥4 et eq,
avec ’équivalence suivante :

— (bwa)p = (6A€)

— (dea)p = (0Ae)pn

— (0Ya)p = (0AY)u/sineg
avec la notation ou (da )1 désigne la correction sur le terme linéaire apportée dans I'angle «.

Alors qu’aujourd’hui le passage de 'ICRF & I’équateur moyen J2000 s’applique avant la
précession, il semble que la prise en compte du biais (voir le paragraphe 3.2.1) soit effectuée
par l'intermédiaire des termes constants (appelés "Celestial Pole Offsets”) dans les corrections
aux angles de nutations en longitude A et obliquité Ae (et donc apres la précession). Il est
possible qu’a ’époque (1995), les reperes ainsi que les procédures de changement n’étaient pas
aussi clairement standardisées qu’actuellement.

Quoiqu’il en soit, les valeurs de ces corrections sont présentes dans le fichier header.403, sous
les noms de :

— ROTFEX = 0.00396255543762880341

— ROTFEY = —0.0153487470324525019
DROTEX = 0.00024

- DROTFEY = —0.001193
On peut cependant constater que les valeurs de ROTEX et ROTEY ne correspondent pas exac-
tement & celles données dans (Standish et al., 1995), méme en tenant compte des arrondis. Mais
aucune autre variable du fichier header.403 ne s’approche des valeurs de 'interoffice memoran-
dum. Le facteur 100 dans celles de DROTEX et DROTEY ne sont dues qu’a des unités différentes
(secondes de degré par siecle dans (Standish et al., 1995) et secondes de degré par an dans le
fichier header.403). A noter également le changement de signe dans ROTEX et DROTEX (qui
correspondraient donc a —Ae).

FEn plus de ces corrections séculaires dans les angles de nutation en obliquité et longitude, il
est possible que 'amplitude du terme principal en 18,6 ans ait également été modifiée.

Il faut cependant remarquer qu’on ne sait toujours pas a quel modele ces corrections sont
apportées, méme si celui de Lieske et al. (1977) semble le plus probable.

11.1.7.3 DE405

Aucune information supplémentaire concernant ’orientation de la Terre n’est disponible dans
'interoffice memorandum (Standish, 1998) concernant DE405. On remarque néanmoins la pré-
sence dans le fichier header.405 des mémes variables ROTEX, ROTEY, DROTEX et DROTEY,
mais avec des valeurs différentes de celles de DE403 :

- ROTEX =0.0

- ROTEY =0.0
DROTEX = 0.000244 (proche de DE403)

DROTEY = —0.001193 (égale & DE403)

Décrivant avec plus de détails la solution DE405, (Standish & Williams, 2006) précise que

la précession utilisée est celle de (Lieske et al., 1977), avec des corrections en précession (notée
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d®y /dt) et obliquité (notée —d®x /dt) issues de (Williams, 1994). Des corrections constantes
®x et Oy ont également été ajustées aux observations. Le premier probleme est que les valeurs
de la constante d®y /dt données respectivement au paragraphe 8.3.3 et dans le tableau 8.8.3 de
(Standish & Williams, 2006) sont incohérentes; il s’agit stirement d’une erreur de notation, la
valeur —0.3" /cy correspondrait plutét a la correction en 0¢4 (voir le paragraphe précédent),
compatible avec la valeur de —0.1193" /cy pour (A),.

Le deuxieéme probleme est 'incohérence des valeurs ® x et ®y de (Standish & Williams, 2006)
(respectivement 0.006358” et —0.015571") avec les valeurs de ROTEX et ROTEY du fichier
header.405 (toutes deux nulles).

Ce n’est pas la premiere fois qu’une telle incohérence est observée ; c’était déja le cas avec la
valeur du Jo solaire et on avait alors vu qu’il fallait plutét faire confiance au fichier header.405.

Remarque : la confiance dans le fichier header contenant les constantes n’est pas systématique.
Lors de travaux préliminaires (non exposés ici), on souhaitait retrouver la solution DE200. Cette
solution n’était pas obtenue directement par intégration numérique des équations du mouvement
des corps, mais par rotation de la solution DE118 de I’équateur moyen B1950 a I’équateur moyen
J2000. En reprenant les valeurs de parametres et conditions initiales du fichier header.200, on
obtenait des oscillations de période 2,8 ans dans la longitude moyenne de la Lune. Le probléeme
venait des conditions initiales : celles des vecteurs positions-vitesses des corps avaient bien été
exprimées dans le nouveau repére (rotation de celles du header.118), mais pas celles des librations
de la Lune. Cette origine du probleme a été difficile & mettre en évidence, car comme pour la
solution a long terme DE406, DE200 ne permet pas ’acces aux librations de la Lune au cours
du temps.

11.1.7.4 Tests de différents modeles de précession

On voit donc que la bibliographie ne renseigne que de maniére partielle, et parfois contra-
dictoire sur le calcul de l'orientation de la Terre dans DE405. Le but de ce paragraphe est de
tester différents modeles de précession-nutation en comparant les résultats & DE405. Les effets
principaux de ces changements se manifestent sur la longitude du nceud €2 et sur I'inclinaison ¢
de la Lune, et les comparaisons ne porteront donc que sur ces deux variables.

(Lieske et al., 1977) et corrections affines dans les nutations

Le plus vraisemblable est I'utilisation du modele de Lieske et al. (1977), avec le terme principal
en 18,6 ans de la nutation de Wahr (1981) et des corrections linéaires apportées aux angles de
nutations en obliquité et en longitude conformes au header.405 (les corrections sont en secondes
de degré, T en siecle julien écoulé depuis J2000) :

Ae = 0.0244T et Ay = —0.1193T (11.5)

INPOPO04h01 est donc construite a partir de INPOP0O4g en introduisant ces corrections li-
néaires. Les courbes de la figure 11.12 permettent de voir 'amélioration apportée. Le résultat
est nuancé, avec de bons résultats pour les temps futurs, et des écarts qui se dégradent régulie-
rement dans le passé, qui rendent la solution INPOP04h01 plus mauvaise que INPOP04g pour
les temps antérieurs & J1900. On remarque cependant une réduction du signal sur 50 ans de part
et d’autre de J2000.

(Lieske et al., 1977) et corrections linéaires dans les nutations
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F1GURE 11.12 — Améliorations de la Lune dues aux corrections linéaires dans
les angles de nutation. En noir sont tracées les différences entre DE405 et
INPOPO4g, en gris celles entre DE405 et INPOP04h01.

Aux corrections linéaires, on ajoute dans la solution INPOP04h02 les corrections constantes
définies dans (Standish & Williams, 2006, Tab. 8.8.3) :

Ae = —0.006358 — 0.0244T et Ay = —0.015571 — 0.1193T (11.6)

Ces corrections sont exprimées en secondes de degré et avec T exprimé en siecle julien depuis
J2000. La comparaison des courbes de la figure 11.13 montre que INPOP04h02 (avec termes
constants) dégrade la solution par rapport & INPOP04h01 (sans termes constants), avec en par-
ticulier 'apparition d’oscillations au voisinage de J2000. Comme pour le Js solaire, on s’apergoit
qu’il fallait faire confiance au fichier header.405 pour les valeurs des corrections aux nutations
plutot qu’a (Standish & Williams, 2006, Tab. 8.8.3).
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FI1GURE 11.13 — Dégradation de la Lune due aux corrections constantes dans
les angles de nutation. En noir sont tracées les différences entre DE405 et
INPOPO04h01 (corrections linéaires, sans les termes constants), en gris celles
entre DE405 et INPOP04h02 (corrections affines).

Biais entre 'ICRF et I’équateur moyen J2000

La dégradation de INPOP04h02 par rapport & INPOP04h01 semble indiquer que la matrice
de passage de 'ICRF a ’équateur moyen J2000 n’a pas été prise en compte. A partir d’IN-
POP04h01 (sans correction constante dans les angles de nutation), on construit INPOP04h03
en introduisant la matrice biais (voir le paragraphe 3.2.1). La encore, on observe sur les courbes
de la figure 11.14 que INPOP04h03 est une solution dégradée par rapport a INPOP04h01, avec
les mémes oscillations, présentes des la date origine des intégrations.

INPOP04h02 et INPOP04h03 sont d’ailleurs tres proches I'une de 'autre. Peu importe ici
que le biais entre 'ICRF et I’équateur moyen J2000 soit introduit dans les nutations (comme au
JPL) ou avant la précession (méthode standard des Conventions IERS 2003). Mais quelle que
soit la méthode, elle n’a certainement pas été prise en compte dans DE405.
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FiGURE 11.14 — Dégradation de la Lune due a la prise en compte de la
matrice du biais de 'ICRF a I’équateur moyen J2000. En noir sont tracées
les différences entre DE405 et INPOP04h01, en gris celles entre DE405 et
INPOP04h03.

Transfert des termes linéaires des nutations a la précession

Les corrections linéaires 11.5 apportées aux angles de nutations en obliquité et en longitude
peuvent étre reportées de maniere équivalente dans les angles de précession :

Swa = —0.0244T
S1ha = —0.299917T (11.7)
Seq = —0.0244T

Avec la solution INPOP04h04, on reporte les corrections linéaires des angles de nutations aux
angles de précession. Les courbes de la figure 11.15 montrent que INPOP04h01 et INPOP04h04
sont tres proches I'une de lautre, leurs différences (en gris) étant tres inférieures aux écarts
observés entre DE405 et INPOP04h01 (en noir).
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FI1GURE 11.15 — Différences entre la prise en compte de termes linéaires dans
la nutation ou dans la précession. En noir sont tracées les différences entre
DE405 et INPOP04h01 (corrections linéaires dans la nutation), en gris celles
entre INPOP04h01 et INPOP04h04 (corrections linéaires dans la précession).

Autres modeles de précession

Les valeurs de 11.7 sont tres proches de celles de 'TAU2000, définie dans (McCarthy & Petit,
2004, page 43) ou (Capitaine et al., 2003), et certes un peu plus éloignées de celles de (Williams,
1994) et encore plus de (Simon et al., 1994). Pour tester I'influence de ces différents modeles de
précession, on construit a partir I’INPOP04g (donc sans les corrections linéaires aux nutations)
les solutions suivantes :

— INPOPO04h05 : remplacement de la précession de Lieske et al. (1977) par celle de Williams

(1994)
— INPOP04h06 : remplacement de la précession de Lieske et al. (1977) par celle de Simon
et al. (1994)
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— INPOP04h07 : remplacement de la précession de Lieske et al. (1977) par celle de 'UAI2000

Comme on peut le voir sur les courbes des figures 11.16 et 11.17, I'utilisation de la précession
de Williams (1994) ou celle de 'UAI2000 ne permettent pas de changement significatif par
rapport & INPOP04h01 ou INPOP04h04 ; les changements apportés par la précession de Simon
et al. (1994) sont un peu plus visibles, sans étre réellement importants (voir les courbes de la
figure 11.18).
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FI1GURE 11.16 — Changements apportés par 'utilisation de la précession de
Williams (1994) au lieu des corrections linéaires aux angles de nutation. En
noir sont tracées les différences entre DE405 et INPOP04h01 (corrections
linéaires), en gris celles entre DE405 et INPOP04h05 (précession de Williams

(1994)).
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FiGUurRE 11.17 — Changements apportés par l'utilisation de la précession
de I'TAU2000 au lieu des corrections linéaires aux angles de nutation. En
noir (seuls quelques points sont visibles sous le gris) sont tracées les dif-
férences entre DE405 et INPOP04h01 (corrections linéaires), en gris celles
entre DE405 et INPOP04h05 (précession de 'UAI2000).

0.15 F T T T = 0.010 F T =

_ 010 0.005

@ 005 1 & fir

£ 0.00 —\/\/\.««-wwn/\ /\ € 0.000 f \ N S \;'“

a —0.05 |- :-0.005 \. B
~0.10 . ‘
-0.15 | ! -0.010 [ . | ! ]

-100  -50 0 50 100 -100  -50 0 50 100

Temps autour de J2000 (années)

Temps autour de J2000 (années)

FiGURE 11.18 — Changements apportés par 'utilisation de la précession de
Simon et al. (1994) au lieu des corrections linéaires aux angles de nutation.
En noir sont tracées les différences entre DE405 et INPOP04h01 (corrections
linéaires), en gris celles entre DE405 et INPOP04h05 (précession de Simon
et al. (1994)).
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Influence du terme en 18,6 ans des nutations

Ensuite, pour étudier I'influence du terme principal en 18,6 ans de la nutation, la solution
INPOPO04h08 est créée a particr de INPOP04h07 (précession de I'TAU2000) en remplacant le
terme principal en 18,6 ans de la nutation de (Wahr, 1981) par celui de la nutation de IAU2000
de (Mathews et al., 2002). Comme on peut le voir (courbes de la figure 11.19), ce changement
dégrade nettement la solution.
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F1GURE 11.19 — Changements apportés par I'utilisation de la précession et le
terme principal en 18,6 ans de 'TAU2000. En noir sont tracées les différences
entre DE405 et INPOP04h07 (terme en 18.6 ans de (Wahr, 1981)), en gris
celles entre DE405 et INPOP04h08 (terme en 18.6 ans de (Mathews et al.,
2002)).

Or il est possible que pour DE403 (et donc pour son successeur), amplitude du terme en
18,6 ans de la nutation ait été modifié. Des tests on été effectués en corrigeant de la valeur
donnée dans Williams (1994, Tab. 1) sans donner de résultats probants. Des ajustements de ce
terme ont également été tentés sans succes.

Ajustement de termes quadratiques dans les nutations

Enfin, pour finir, des tests ont été effectués en introduisant a partir de INPOP04g, non
seulement des corrections constantes et linéaires, mais aussi quadratiques dans les angles de
nutation :

_ 2
{ Ae =ag+ a1 T + aT (11.8)

AY = By + BT + BoT?

L’idée était que si les termes constants ®x et ®y définis au paragraphe 8.8.3 de (Standish &
Williams, 2006) n’étaient vraisemblablement pas introduits dans la solution (voir la comparaison
entre INPOP04h01 et INPOP04h02), il était possible que d’autres modifications non documen-
tées aient été apportées a la précession. Les termes (o) et (3;) ont donc été ajustés par moindres
carrés a la longitude du nceud et a 'inclinaison de la Lune de maniere a réduire le signal entre
INPOP04h09 et DE405. Avec les valeurs ajustées suivantes :

ag = —T7.73 x 10~*
a; =9.85x 1073
as =1.15x 1072
Bo = 8.10 x 1074
pfr=—-1.23x10""
[ B2 = —8.37x 1072

(11.9)

on obtient une réduction significative du signal par rapport a INPOP04h01, comme on peut le
constater sur les courbes de la figure 11.20.
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FiGURE 11.20 — Changements apportés par 'ajustement de termes quadra-
tiques dans la nutation. En noir sont tracées les différences entre DE405 et
INPOPO04h01 (corrections linéaires imposées par le fichier header.405), en
gris celles entre DE405 et INPOP04h09 (corrections constantes, linéaires et
quadratiques ajustées).

On voit donc que ces écarts peuvent en partie étre compensés par un changement de la
précession. On peut cependant s’interroger sur la justification de modifier le modele dynamique
en introduisant arbitrairement deux constantes supplémentaires ajustées. Sans compter qu’alors,
pourquoi se limiter a des termes quadratiques ?

11.1.7.5 Choix de la précession de Williams (1994)

On voit donc que l'orientation de la Terre de DE405 est vraisemblablement déterminée avec
la précession de Lieske et al. (1977) associée au terme principal en 18,6 ans de la nutation de
(Wahr, 1981) corrigée de termes linéaires. Ces termes linéaires dans la nutation peuvent étre
reportés dans la précession, qui devient proche de celle de I'TAU2000 ou de Williams (1994). Les
versions INPOP04h01, INPOP04h04, INPOP04h05 et INPOP04h07 donnent sensiblement les
mémes écarts comparées & DE405. Le choix de 'utilisation de la précession de Williams (1994)
a été effectué en raison de I'appartenance de I'auteur au JPL et de la préférence d’utiliser dans
INPOP une précession bien référencée. Pour INPOPO04h, on choisit donc de prendre la solution
INPOP04h05.

Les courbes de la figure 11.21 montrent les améliorations sur la Lune apportées par 1'utilisa-
tion de la précession de Williams (1994) en remplacement de celle de Lieske et al. (1977).

11.1.8 Interaction forme-forme

Jusqu’a présent, seules les interactions entre des corps non-sphériques et un corps pertur-
bateur ponctuel étaient prises en compte. Avec DE405 est ajoutée 'interaction entre la forme
de la Terre et celle de la Lune (les 2 corps sont considérés non-sphériques). On se limite aux
termes de degré 2 du potentiel “rigide” de ces deux corps (Co pour la Terre, Cyg et Cao pour
la Lune). Dans DE405, seul est pris en compte le moment induit qui s’exerce sur la Lune. Les
accélérations de la Lune et de la Terre sont négligées, leur effet sur les éléments elliptiques de la
Lune étant inférieur d’un ordre de grandeur aux différences observées entre DE405 et INPOP05
(voir les courbes de la figure 11.31). D’autre part, il est inutile de calculer le moment exercé sur
la Terre car son orientation est ici forcée. Avec INPOPO04i, on introduit donc le moment exercé
sur la Lune di a linteraction entre sa forme et celle de la Terre (voir I'expression 7.38). Comme
on peut le voir sur les courbes de la figure 11.22, I'effet sur les éléments elliptiques de la Lune
n’est pas significatif.

Par contre, ses angles de libration sont grandement améliorés (voir courbes de la figure 11.23).

Les courbes noires de la figure 11.23 sont cependant tres différentes de (Bois et al., 1992, Fig.
3), censées représenter elles aussi I'effet du moment forme-forme sur les librations de la Lune.
Le tableau 11.9 résume les résultats d’une analyse en fréquences sur les différences calculées sur
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FiGURE 11.21 — Améliorations de la Lune dues au remplacement de la pré-
cession de Lieske et al. (1977) par celle de Williams (1994). En noir sont
tracées les différences entre DE405 et INPOPO4g, en gris celles entre DE405
et INPOP0O4h.
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FIGURE 11.22 — Améliorations de la Lune dues a l'introduction de l'interac-
tion entre la forme de la Lune et celle de la Terre (moment exercé sur la Lune
uniquement).

les angles d’Euler ¢, 0 et 1) entre les solutions INPOPO04i et INPOP04h. On remarque qu’avec
INPOP (et DE405), le terme prépondérant est celui en 81 ans, tandis que celui en 18,6 ans
n’atteint au maximum que 15 mas pour ¢. On ne retrouve donc pas les 40 mas de Bois et al.
(1992). 11 semble peu probable que des valeurs différentes de parametres (dans le potentiel de la
Lune ou de la Terre par exemple) soient responsables de ces écarts. En effet, en comparant la
solution INPOPOS ajustée aux données LLR & une autre dont on néglige le couple forme-forme,
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FIGURE 11.23 — Améliorations des librations de la Lune dues a l'introduction
de l'interaction entre la forme de la Lune et celle de la Terre (moment exercé
sur la Lune uniquement).

TABLE 11.9 — Résultats de I'analyse en fréquences de 'effet du moment forme-forme sur les
angles de librations de la Lune (différences entre INPOPO04i et INPOP04h).

¢ 4 Y
amplitude (mas) | période (an) | amplitude (mas) | période (an) | amplitude (mas) | période (an)
203.93 81.00 75.19 ) 186.56 81.00
14.94 18.65 80.65 80.61 12.66 15.11
12.61 15.12 11.36 18.62 5.74 2.89
2.81 189.10 2.50 24.12 3.66 24.22
1.41 0.09 2.50 15.13 2.61 18.60

on obtient les mémes résultats que ceux de la figure 11.23.

11.2 Comparaisons INPOP05-DE405

La solution INPOPO5 est la méme que INPOPO04i décrite dans le paragraphe précédent. Les
courbes qui suivent montrent les différences sur les éléments elliptiques pour chacune des planetes
et pour la Lune (héliocentriques écliptiques pour les planétes, géocentriques écliptiques pour la
Lune). Les différences sur les planetes au-dela d’Uranus ne sont pas tracées car aux amplitudes
pres, les signaux ressemblent & ceux de Saturne. Sont également tracés les éléments elliptiques
du barycentre Terre-Lune exprimés dans 'ICRF, pour montrer I’absence de dérive linéaire du
nceud que ’on observe pourtant dans ’écliptique. Enfin, le tableau 11.10 donne les différences
maximales sur 100 ans autour de J2000 sur les distances, longitudes et latitudes dans ’équateur
moyen J2000. Pour les planétes et Pluton, ces variables sont héliocentriques, pour la Lune, elles
sont géocentriques.
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FI1GURE 11.24 — Différences entre INPOP05 et DE405 sur les éléments ellip-
tiques de Mercure
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Ficure 11.25 — Différences entre INPOP05 et DE405 sur les éléments ellip-
tiques de Vénus
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FI1GURE 11.26 — Différences entre INPOP05 et DE405 sur les éléments ellip-
tiques du barycentre Terre-Lune (écliptiques)
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Ficure 11.27 — Différences entre INPOP05 et DE405 sur les éléments ellip-
tiques du barycentre Terre-Lune (ICRF)
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FiGure 11.28 — Différences entre INPOP05 et DE405 sur les éléments ellip-
tiques de Mars

600
400
200

o (pas)
o

-200
-400
-600
-800

i (uas)
e x10'2

o v MO

200 : : :
100 4

w0
0 1 2
-100 | <

—-200 1 1 1 1 1 1
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100

Temps autour de J2000 (années) Temps autour de J2000 (années)

Q (uas)

Ficure 11.29 — Différences entre INPOP05 et DE405 sur les éléments ellip-
tiques de Jupiter
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Fi1GURE 11.30 — Différences entre INPOPO05 et DE405 sur les éléments ellip-
tiques de Saturne

300 I I I 10
200 —~ 5
(]
§ 1o E o
B © -5
-100
-200 | | | -10
10 [ T T T = 60
5 40
E? %: 20
= 0 * 0
- -20
()
-5 B —40
_10 I I I -60 I I I
50 120 [ ' ' '
- 0 - 80
« ©
= -50 = 40
S _100 < 0k
-150 1 1 1 - -40 1 1 1
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Temps autour de J2000 (années) Temps autour de J2000 (années)

Fi1GuRrE 11.31 — Différences entre INPOPO05 et DE405 sur les éléments ellip-
tiques de la Lune
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FI1GURE 11.32 — Différences entre INPOPO05 et DE405 sur les librations de la
Lune

TABLE 11.10 — Différences maximales entre INPOPO05 et DE405 sur 100 ans
autour de J2000. Pour les planetes et Pluton, les comparaisons portent sur les
distances r (en m), latitudes ¢ et longitudes A (en microsecondes de degré)
héliocentriques dans 1’écliptique moyen J2000. Pour la Lune, les comparaisons
portent sur ces mémes variables, mais géocentriques et les distances sont
exprimées en mm.

Corps Ar | Ap | AX
Mercure 25.2 | 79| 664
Venus 2.1 31 | 489
EMB 7.6 | 10 | 266
Mars 515.0 | 203 | 6258
Jupiter 107.5 9| 253
Saturne 35.8 2 46
Uranus 439 | 04 13
Neptune 76.1 1 14
Pluton 117.8 2 7
Lune 33.4 mm 21 158
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11.3 Additifs a (Fienga et al., 2008)

La solution INPOPO05 décrite précédemment n’est en réalité pas la solution la plus proche de
DE405 qu’il est possible de construire. Outre le probleme de la précession qui reste incertaine,
la date origine des intégrations qui differe (1°* janvier 2000 & 12h00, soit J2000 pour INPOP, 28
juin 1969 pour DE405), il subsiste des différences dans le modele dynamique ; en particulier :

— le barycentre du Systeme solaire est déterminé dans INPOP en tenant compte des termes

[ alors qu’ils sont négligés dans DE405 (voir le chapitre 1.3.3)

— les équations du mouvement du Soleil sont intégrées dans INPOP alors que sa position
est déterminée en fonction de celles des autres corps dans DE405 en forgant le barycentre
a rester fixe a 'origine du repere (les termes [ étant négligés, les équations sont donc
incompleétes, voir le chapitre 1.3.4.2)

— les équations du mouvement de tous les astéroides sont intégrées dans INPOP tandis que
dans DE405, Céres, Pallas et Vesta sont sur des orbites fixées, et que les forces des 297
autres sur Mars, la Terre et la Lune sont imposées par des fonctions du temps

L’idée dans cette partie est de reprendre une modélisation des interactions ponctuelles proche
de celle de DE200, ou les astéroides (seulement 5 a I’époque, mais 300 ici) devront rester sur des
orbites képlériennes (ou précessantes) fixées a priori. Ces derniers résultats n’ont été découverts
qu’apres 'écriture de article (Fienga et al., 2008).

Les diverses solutions calculées ici sont résumées dans le tableau 11.11 et détaillées dans les
paragraphes qui suivent.

Pour toutes ces solutions, le barycentre du Systéme solaire (et donc la position du Soleil
lorsqu’il est actualisé) est calculé en tenant compte des termes /.

11.3.1 Influence du placement du Soleil

Les différences entre l'intégration des équations du mouvement du Soleil et son placement
en fonction des positions des autres corps avaient déja été exposées au chapitre 1.3.4.2. La
comparaison avait alors été effectuée dans le cadre d’un modele cohérent, c’est-a-dire que tous
les corps interagissaient entre eux. Ce n’est plus le cas avec INPOP05/DE405 puisque pour les
297 astéroides autres que Céres, Pallas et Vesta, on tient compte des forces exercées par toutes
les planetes mais de leurs réactions uniquement sur la Terre, Mars et la Lune. Cette incohérence
induit une dérive du barycentre, puisque la somme des forces internes au Systéme solaire n’est
pas nulle. On construit donc la solution b1, sur le modele d’INPOPO05, mais au lieu d’intégrer
ses équations du mouvement, le Soleil est placé de maniere a conserver le barycentre du Systeme
solaire a l'origine du repére. Le tableau 11.12 montre les différences entre bl et INPOPO05, entre
bl et DE405, et celles entre INPOPO5 et DE405 (simulations effectuées sur 100 ans de part et
d’autre de J2000).

Pour Jupiter, les planetes intérieures et la Lune, on remarque que les différences entre bl
et INPOPO5 sont bien inférieures (au moins un ordre de grandeur) a celles entre INPOPO5 et
DE405.

Pour les autres planétes, les écarts sont significatifs, mais ne permettent pas d’obtenir une

TABLE 11.11 — Résumé des différentes configurations testées.

Soleil intégré | Soleil placé
Astéroides intégrés INPOPO5 bl
Astéroides imposés sur des orbites képleriennes b3 c3
Astéroides imposés sur des orbites précessantes b4 c4

164



TABLE 11.12 — Comparaisons du placement ou de l'intégration du Soleil sur les
positions héliocentriques des corps (géocentrique pour la Lune). La premiere
colonne b1-INPOPO05 permet de voir les écarts générés entre l'intégration des
équations du mouvement du Soleil et son placement en fonction des positions
des autres corps. Les deuxieme et troisieme colonnes contiennent les écarts
entre la solution bl et DE405 d’une part, entre INPOPO05 et DE405 d’autre
part. Les comparaisons sont effectuées sur les écarts maximum des positions
héliocentriques des planetes, géocentrique pour la Lune. Les résultats sont
exprimés en m (en mm pour la Lune).

b1-INPOPO5 | b1-DE405 | INPOP05-DE405
Mercure 1.5 150 150
Vénus 3.8 260 260
EMB 3.4 190 200
Mars 16 6400 6400
Jupiter 65 930 1000
Saturne 200 130 310
Uranus 74 220 180
Neptune 115 330 320
Pluton 130 200 270
Lune 2 mm 280 mm 280 mm

solution plus proche de DE405. La seule amélioration de bl par rapport & INPOPO05 est obtenue
pour Saturne (et dans une moindre mesure pour Pluton), pour laquelle la dérive en longitude a
été légerement améliorée.

L’intégration du Soleil au lieu de son placement ne permet donc pas d’expliquer les écarts
entre DE405 et INPOPO5.

11.3.2 Forgage par les astéroides

Avec INPOPO05, on a acces (en tant que sous-produit) aux vecteurs positions-vitesses de
chacun des 300 astéroides dont on integre les équations du mouvement. L’idée ici consiste a
utiliser ces trajectoires intégrées et de les injecter dans une nouvelle solution qui n’integre plus que
les équations du mouvement des planetes. Plutot que de construire des polynémes d’interpolation
a partir de leurs positions, on modélisera leurs trajectoires par des orbites képlériennes (éléments
elliptiques constants, sauf la longitude) ou précessantes (éléments elliptiques variant linéairement
avec le temps).

Des positions-vitesses des astéroides intégrées avec INPOPO05, on déduit les éléments ellip-
tiques instantanés (a, A, e, 1,2, w) au cours du temps (simulation effectuée sur 100 ans de part
et d’autre de J2000).

Pour les orbites précessantes, chaque variable elliptique est modélisée par une fonction affine
du temps, dont les coefficients (2 par variable soit 12 au total par astéroide) sont ajustés par
moindres carrés sur les éléments elliptiques instantanés.

On procede de la méme maniere pour les orbites képlériennes, a la différence que les fonctions
sont constantes. On continue cependant a approcher la longitude par une fonction affine du
temps. Les trajectoires de chaque astéroide sont donc caractérisées par 7 parametres.

Remarque : dans le cadre du probleme des deux corps, les éléments elliptiques qui décrivent
les orbites képlériennes sont constants, exceptée la longitude moyenne qui varie linéairement
avec le temps. Sa dérivée est appelée moyen mouvement n, qui est lié au demi-grand axe a par
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la relation n?a® = p, o1 y est la somme des masses des deux corps multipliée par la constante

de la gravitation G. Pour les orbites képleriennes ajustées ici sur les trajectoires intégrées des
astéroides, la dérive en longitude est indépendante du demi-grand axe.

Les courbes de la figure 11.33 illustrent pour Céres ces deux types d’orbites. Les courbes noires
représentent les éléments elliptiques instantanés calculés a partir des trajectoires intégrées des
astéroides (INPOPO5). Les courbes grises pointillés et grises pleines représentent respectivement
leurs ajustements par les orbites précessantes et les orbites képleriennes. On voit que les orbites
précessantes permettent de mieux approcher les trajectoires intégrées.
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FiGure 11.33 — Céres : comparaison entre les éléments elliptiques vrais
(courbes grises), approchés par des fonctions constantes (carrés noirs) ou
linéaires (croix noires).

Ce résultat est également vérifié sur les coordonnées cartésiennes, comme le montrent les
courbes de la figure 11.34. Les positions issues de l'intégration des équations du mouvement de
Céres sont comparées d’une part a celles déduites de 'approximation képlerienne de son orbite,
et d’autre part a celles déduites de son orbite précessante.

Remarque : dans les perturbations des astéroides sur les planetes, seul le terme newtonien
(expression 1.3) est pris en compte et ne nécessite la connaissance que de la position (pas de
la vitesse) de l'astéroide. Or, on a vu au paragraphe 6.1.4 qu’une meilleure approximation des
éléments elliptiques ne se traduisait pas obligatoirement par une meilleure approximation des
positions. Un troisieme type de construction a donc été testé en ajustant par moindres carrés
les éléments elliptiques des orbites képleriennes sur les positions cartésiennes (mais pas sur
les vitesses) des astéroides. Cette méthode n’est cependant pas exposée ici car elle n’apporte
finalement rien aux deux autres décrites ci-dessus.

Les simulations b3 et b4 sont construites sur le méme modele qu INPOPO05, a la différence
qu’on n’integre plus les équations du mouvement des trois astéroides de Type-1 (Céres, Pallas
et Vesta), mais on impose & ces derniers de rester sur les orbites construites précédemment
(képleriennes pour b3, précessantes pour b4).

En comparant b4 & DE405 d’une part et INPOP05 a DE405 d’autre part, on observe qu’im-
poser des orbites précessantes aux astéroides dégrade fortement la solution, et ce sur tous les
corps. Une illustration est donnée avec les éléments elliptiques de Jupiter (courbes de la figure
11.35).
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FIGURE 11.34 — Les coordonnées cartésiennes de Céres obtenues par intégra-
tion des équations du mouvement (avec INPOPO05) sont comparées a celles
déduites des orbites fixes képleriennes (différences en noir) et a celles déduites
des orbites précessantes (différences en gris).
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FI1GURE 11.35 — Dégradation des éléments elliptiques de Jupiter due a I'uti-
lisation d’orbites précessantes. Les courbes noires représentent les différences
entre la solution b4 et DE405, les grises celles entre INPOPO05 et DE405.

Dans le cas des orbites képleriennes, les résultats dépendent des corps. Pour les planetes
au dela de Mars, la dégradation est générale sur tous les éléments elliptiques; pour Jupiter
par exemple, la dégradation est la méme que celle observée lors de l'utilisation des orbites
précessantes (voir les courbes de la figure 11.35). Par contre, pour Mercure et Vénus, les résultats
sont plus nuancés. Si on observe un signal plus bruité pour le périhélie, le demi-grand axe et
I’excentricité, les dérives quadratiques dans le nceud et l'inclinaison observées avec INPOP05
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sont réduites. Une illustration est donnée a la figure 11.36 avec le tracé des éléments elliptiques
de Vénus.
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F1GURE 11.36 — Influence des asteroides forcés sur des orbites képlériennes sur
les éléments elliptiques de Vénus. Les courbes noires montrent les différences
entre la solution b3 et DE405, les grises celles entre INPOP05 et DE405.

11.3.3 Combinaison Soleil actualisé - forcage des astéroides

On a vu dans les deux paragraphes précédents que placer le Soleil de maniére a conserver un
barycentre fixe, ou forcer les trajectoires des astéroides ne permettait pas d’obtenir une solution
plus proche de DE405 que ne I'est INPOPO05. La solution “miracle” est obtenue en combinant
ces deux méthodes. Ainsi, en comparant la solution ¢3 & DE405, on remarque que les écarts
sont parfois significativement réduits par rapport a ceux obtenus en comparant INPOPO05 et
DE405. Les améliorations sont plus particulierement sensibles sur Vénus et la Lune. Pour Vénus,
comme le montrent les courbes de la figure 11.37, on conserve les améliorations sur le nceud et
'inclinaison que l'on avait observées avec la solution b3 (élimination des dérives quadratiques),
sans dégrader les autres variables.

Pour la Lune (voir les courbes de la figure 11.38), Pamélioration est générale, avec en par-
ticulier 'atténuation des oscillations dans le nceud et l'inclinaison, longtemps attribuées a une
différence dans le modele de précession-nutation (voir le paragraphe 11.1.7 ).

Il faut noter a ce stade que 'approximation des trajectoires des astéroides par des orbites
képleriennes est ici indispensable. L’utilisation des orbites précessantes ne permet pas d’obtenir
ces améliorations.

En conclusion, pour retrouver DE405, il est nécessaire de dégrader le modele de prise en
compte des astéroides. A la lecture des différents articles décrivant les solutions du JPL (Newhall
et al., 1983; Standish et al., 1995; Standish, 1998, 2006), il semblait logique que les 3 gros
astéroides étaient imposés fixes sur des orbites képleriennes (c’était d’ailleurs le cas dans le
programme de Moshier (1992)). Mais lors de la soumission de I’article (Fienga et al., 2008), E.
M. Standish nous avait affirmé que certes, les équations du mouvement des astéroides n’étaient
pas intégrées en méme temps que celles des planetes, mais que le JPL ne se contentait pas de
I’approximation képlerienne dans la détermination de leurs trajectoires.
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Ficure 11.37 — Influence du forcage des asteroides sur des orbites képlé-
riennes et du Soleil actualisé sur les éléments elliptiques de Vénus. Les courbes
noires montrent les différences entre INPOPO05 et DE405, les grises celles entre
la solution c¢3 et DE405.
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FiGURE 11.38 — Influence du forcage des asteroides sur des orbites képlé-
riennes et du Soleil actualisé sur les éléments elliptiques de la Lune. Les
courbes noires montrent les différences entre INPOPO05 et DE405, les grises
celles entre la solution c3 et DE405.
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Chapitre 12

INPOPOG6

INPOPO5 a permis de comprendre et de verifier la bonne implémentation du modele dyna-
mique. Avec INPOPO06, I'objectif est d’en éliminer les quelques inconsistances et d’y apporter
quelques améliorations. Ces changements nécessiteront ensuite un nouvel ajustement aux ob-
servations planétaires, y compris celles disponibles depuis la parution de DE405. Cette solution
est aussi décrite plus sommairement dans (Fienga et al., 2008). Elle a été diffusée sur le site
www.imcce.fr/inpop dans ses versions INPOP06b et INPOPOG6Gc, qui ne different que par les
ajustements aux observations planétaires. Elle est a la base depuis 2007 de 'ouvrage “Ephémé—
rides Astronomiques - Connaissance des Temps”, publié par 'IMCCE.

12.1 Changements dans le modele dynamique

12.1.1 Asteroides

On a vu au chapitre 11.1.2 que la modélisation des astéroides d’INPOP05 était incohérente,
puisque les 297 astéroides du deuxieéme groupe subissaient les forces exercées par toutes les
planetes, mais n’exercaient en retour une force que sur la Terre, Mars et Vénus. Cette incohérence
était indispensable pour retrouver DE405.

En théorie, on devrait tenir compte des mémes interactions pour tous les corps du Systeme
solaire, en particulier de toutes les interactions mutuelles newtoniennes ainsi que de toutes les
corrections relativistes. Dans ce cas, le nombre d’interactions a considérer varie avec le carré du
nombre de corps, ce qui augmente considérablement les temps de calcul de la solution. Il est alors
préférable, dans la mesure ou certaines interactions n’ont qu’un effet négligeable sur la solution,
d’accepter une réduction de la cohérence dans le modele dynamique pour gagner en temps de
calcul sans toutefois perdre en précision.

Des tests ont été effectués avec les simulations qui suivent (la numérotation est interne a
ce paragraphe). Elles sont construites a partir ’'INPOP05, avec les 300 mémes astéroides et
les mémes valeurs de conditions initiales et parametres. Seul change le modele des interactions
ponctuelles (newtoniennes et corrections relativistes), dont les schémas sont illustrés en figure
12.1.

12.1.1.1 Solution 1 - modele complet relativiste et newtonien

Pour cette solution, on choisit de tenir compte des interactions mutuelles newtoniennes ainsi
que des corrections relativistes pour tous les corps. Si on note I’ensemble

A = {Soleil, planétes, Lune, Pluton, 300 astéroides}
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Soleil Ceres Soleil Ceres
Mercure Pallas Mercure Pallas
Venus Vesta Venus Vesta
Iris Iris
Terre Bamberga Terre Bamberga
Lune Lune
<: Mars <: Mars
Jupiter Jupiter
Saturne Saturne
Uranus 295 Uranus 295
Neptune autres Neptune autres
Pluton astéroides Pluton astéroides
Soleil Ceres Soleil Ceres
Mercure Pallas Mercure Pallas
Venus Vesta Venus Vesta
Iris Iris
Terre Bamberga Terre Bamberga
Lune - - Lune
C Mars C Mars
Jupiter Jupiter
Saturne Saturne
Uranus 295 Uranus 295
Neptune autres Neptune autres
Pluton astéroides Pluton astéroides

FIGURE 12.1 — Schémas des interactions ponctuelles pour les solutions 1 (en haut & gauche), 2
(en haut a droite), 3 (en bas a gauche) et 4 (en bas a droite). Les fleches indiquent le sens des

perturbations newtoniennes. Les zones grisées indiquent les corps pour lesquels on tient compte
des corrections relativistes.

alors pour chaque corps i de A, les sommes des accélérations newtoniennes (expression 1.3) et
des corrections relativistes (expression 1.12) sont effectuées sur tous les corps j de A — {i}.
Il s’agit donc de la solution dont le modele des interactions ponctuelles est le plus complet,

mais également la plus couteuse en temps de calcul (environ 5h30 pour 100 ans de simulation).
Elle servira de référence pour la suite de cette étude.

12.1.1.2 Solution 2 - modele complet newtonien et partiel relativiste

A partir du modele dynamique de la solution 1 du paragraphe précédent, on choisit de négliger
les corrections relativistes des 300 astéroides. On conserve cependant toutes les interactions
newtoniennes ponctuelles. Si on note les ensembles :

A; = {Soleil, planetes, Lune, Pluton}
Ay = {300 astéroides}
Alors :

— pour chaque corps i de A; U Ay, la somme des accélérations newtoniennes (expression 1.3)
est effectuée sur tous les corps j de A; U Ag — {i}.

— pour chaque corps ¢ de Aj, la somme des corrections relativistes (expression 1.12) est
effectuée sur tous les corps j de A; — {i}.
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Le modele étant simplifié par rapport a la solution 1, son temps de calcul est diminué (ramené
a environ 1h10).

12.1.1.3 Solution 3 - modeéle partiel relativiste et newtonien

A partir du modele dynamique de la solution 2 du paragraphe précédent, outre les corrections
relativistes de tous les astéroides, on choisit de négliger également leurs perturbations mutuelles.
Si on reprend les mémes ensembles que pour la solution 2, alors

— pour chaque corps i de Aj, la somme des accélérations newtoniennes (expression 1.3) est

effectuée sur tous les corps j de A; U Ay — {i}.
— pour chaque corps i de A;, la somme des corrections relativistes (expression 1.12) est
effectuée sur tous les corps j de A; — {i}.

— pour chaque corps i de Ag, la somme de des accélérations newtoniennes (expression 1.3)

est effectuée sur tous les corps j de Aj;.

Son temps de calcul est d’environ 10 minutes pour 100 ans.

12.1.1.4 Solution 4 - modele partiel relativiste et newtonien

A partir du modele dynamique de la solution 3 du paragraphe précédent, on choisit de
réintroduire les perturbations mutuelles et les corrections relativistes pour les 5 astéroides Céres,
Pallas, Vesta, Iris et Bamberga. On note les ensembles :

A; = {Soleil, planetes, Lune, Pluton, Céres, Pallas, Vesta,Iris, Bamberga}
Ay = {295 autres astéroides}
(12.1)

Alors :
— pour chaque corps i de Aj, la somme des accélérations newtoniennes (expression 1.3) est
effectuée sur tous les corps j de A; U Ag — {i}.
— pour chaque corps i de A;, la somme des corrections relativistes (expression 1.12) est
effectuée sur tous les corps j de A; — {i}.
— pour chaque corps i de Ag, la somme des accélérations newtoniennes (expression 1.3) est
effectuée sur tous les corps j de Aj;.
Ce sera le modele dynamique utilisé pour INPOPO06. Les différences avec INPOPO05 sont les
suivantes :
— les deux astéroides Iris et Bamberga font partie du groupe 1 (celui pour lequel on tient
compte des interactions newtoniennes mutuelles) au lieu du groupe 2
— on prend en compte les corrections relativistes pour les astéroides du groupe 1
— pour les astéroides du groupe 2, on tient compte des réactions exercées sur Mercure, Vénus,
Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune, Pluton, ainsi que sur tous les astéroides du groupe 1
Comparé a celui de la solution 3, le temps de calcul augmente d’environ 20% (& environ 12
minutes pour 100 ans).

12.1.1.5 Comparaison des solutions et choix du modeéle dynamique

Les différences maximales entre les solutions (1), (2), (3) et (4) sont données dans le tableau
12.1. Les comparaisons portent sur les positions héliocentriques des planetes, du barycentre Terre-
Lune, de Pluton et sur la position géocentrique de la Lune. Elles sont exprimées en millimetres
sur une durée de 100 ans de part et d’autre de J2000. Le tableau comporte également des com-
paraisons sur les positions héliocentriques de quelques astéroides significatifs. Plus importantes
que pour les autres corps, elles sont exprimées en kilometres.
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TABLE 12.1 — Ce tableau résume les différences maximales sur 100 ans de
part et d’autre de J2000 entre les solutions 1, 2, 3 et 4 sur les positions
héliocentriques des planetes et des astéroides, géocentrique pour la Lune. Les
résultats sont exprimés en millimetres pour les planétes, Pluton et la Lune,
en kilometres pour les astéroides.

(1-@) | (1)-63) | (1)-a)
Mercure (mm) 6 6 3
Vénus (mm) 7 8 2
EMB (mm) 11 16 6
Mars (mm) 380 800 240
Jupiter (mm) 22 73 10
Saturne (mm) 2 4 1
Uranus (mm) 2 3 1
Neptune (mm) 2 3 1
Pluton (mm) 2 3 2
Lune (mm) 0.18 0.18 0.06
Ceres (1) (km) 1838 | 2228 | 0.1
Pallas (2) (km) 3630 | 8402 | 0.15
Vesta (4) (km) 2433 7947 0.7
Iris (7) (km) 3127 | 1491 | 0.32
Bamberga (324) (km) | 3225 | 13942 | 0.03
Victoria (12) (km) 4343 9025 4543
Thétis (17) (km) 2458 | 80125 | 6336
Winchester (747) (km) | 5475 | 3849 | 5448

La premiere colonne, qui contient les différences maximales entre les solutions (1) et (2),
met en évidence les effets de la suppression des corrections relativistes pour les astéroides. La
deuxiéme, qui présente celles entre les solutions (1) et (3), montre les conséquences induites si
on néglige a la fois les corrections relativistes et les interactions newtoniennes mutuelles entre
les astéroides.

On peut remarquer que méme si les écarts sur les astéroides peuvent atteindre plusieurs
dizaines de milliers de kilometres, les différences sur les planetes, la Lune et Pluton sont tres
faibles, et surtout négligeables devant les précisions des observations planétaires (voir les résidus
de la solution INPOP06 dans Fienga et al., 2008). Le méme genre de résultats avait été obtenu
lors de tests de solutions de travail, lorsque les conditions initiales a J2000 des astéroides étaient
issues de différentes sources (base de données ASTORB, site web de 'IMCCE, ...). Les écarts
dans les conditions initiales des astéroides conduisaient la aussi a des trajectoires parfois tres
différentes pour les astéroides sans effet significatif sur celles des autres corps.

Le cas de Mars pourrait sembler litigieux, puisque les meilleures données (MEX, MGS) ont
une précision de 'ordre du metre. Mais il faut rappeler ici que les comparaisons du tableau 12.1
ont été effectuées sur une période de plus et moins 100 ans autour de J2000. Si on se limite &
30 ans autour de J2000 (intervalle qui contient & la fois les observations MEX,MGS et Viking),
on obtient des différences inférieures & 9 centimetres (et méme inférieures a 8 millimetres si on
compare les solutions (1) et (4), dont le modele des interactions ponctuelles est le méme que pour
INPOPO06). Confrontées aux observations, ces 4 solutions seraient équivalentes (conditionnel,
car les résidus n’ont pas été calculés pour chacune d’elles), d’autant plus qu'un ajustement de
conditions initiales et /ou de parametres permettrait de réduire encore ces écarts.

Les solutions (1) et (2) étant cotliteuses en temps de calcul sans pour autant avoir d’effet
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TABLE 12.2 — Ce tableau résume les différences maximales sur 100 ans au-
tour de J2000 entre les solutions INPOPO05 et DE405 d’une part, DE405 et
la solution (4) d’autre part, sur les positions héliocentriques des planetes,
géocentrique pour la Lune. Les résultats sont exprimés en metres.

DE405-(4) | DE405-INPOP05

Mercure 120 150
Vénus 180 270
EMB 200 200
Mars 6300 6300
Jupiter 81000 1000
Saturne 37000 310
Uranus 20000 180
Neptune 23000 310
Pluton 19000 270
Lune 0.29 0.29

significatif sur les planetes, leurs modeles d’interactions n’a pas été retenu pour celui d’INPOPO06.
Celui de la solution (3) est le plus adapté au calcul d’éphémérides, car rapide & calculer tout en
conservant des écarts négligeables par rapport au modele complet. Mais c¢’est finalement celui de
la solution (4) qui a finalement été retenu, car il est proche de celui utilisé dans les éphémérides
russes postérieures & EPM2000 décrites dans (Pitjeva, 2001, 2005a,b, 2008, 2009).

Remarque : ces justifications pour le choix du modele des interactions ponctuelles ne valent
que parce qu’on n’utilise pas (pour Uinstant) de données sur les astéroides pour en contraindre
les trajectoires dans INPOP. Selon la précision de ces observations (optiques pour la plupart),
il serait alors possible que plusieurs milliers de kilometres d’écart puissent étre détectables dans
les résidus, ce qui permettrait de différencier les modeles. Mais dans la mesure ou l’objectif
avec INPOP est d’obtenir des éphémérides des planetes, du Soleil, de la Lune et de Pluton, une
meilleure détermination des orbites des astéroides (qui ne sont quun “produit dérivé”) n’est pas
utile pour l'instant.

Le tableau 12.2 montre les comparaisons (en m) entre DE405, INPOPO05 (décrite en 11) et
la solution (4). Comme on peut le remarquer pour les planeétes extérieures, la prise en compte
de la réaction des astéroides sur toutes les planetes (et pas uniquement la Terre, la Lune et
Mars) conduit a des écarts plus importants avec INPOPO05. L’incohérence dans la modélisation
des interactions mutuelles I’ INPOPO05 était donc indispensable pour retrouver DE405. Pour le
barycentre Terre-Lune, Mars et la Lune géocentrique, on ne remarque pas de changement, ce
qui est logique puisque les forces newtoniennes (terme principal) qui s’exercent sur la Terre, la
Lune et Mars ont été conservées entre INPOPO5 et la solution (4). Pour Mercure et Vénus, on
observe une “amélioration” de la solution (4) par rapport & INPOPO05, mais l'ordre de grandeur
du changement est bien inférieur a la “dégradation” obtenue sur les planeétes extérieures.

12.1.2 Orientation de la Terre

Dans INPOPO5, l'orientation de la Terre était forcée par un modele de précession-nutation.
Cette maniere de procéder a deux inconvénients majeurs :

— les longues périodes des angles de la précession sont modélisées par des fonctions polyno-
miales qui divergent en l'infini. A partir d'un temps suffisamment long (quelques milliers
d’années en pratique), leurs valeurs deviennent importantes et n’ont plus aucune signifi-
cation physique. Les modeles de précession n’ont donc qu'une durée de validité limitée, ce
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qui restreint d’autant la possibilité de calculer une solution planétaire sur le long terme.
— un modele de précession-nutation est construit a partir d’une solution planétaire, et in-
versement. Le forcage de 'orientation de la Terre risque donc d’étre incompatible avec la
solution obtenue.
Intégrer les équations de la rotation de la Terre en méme temps que celles du mouvement
des corps permet de pallier a ces deux inconvénients.

12.1.2.1 Equation différentielle

Mais utiliser les mémes variables que pour la Lune (angles d’Euler) poserait un probleme.
En effet, la vitesse de rotation de la Terre est rapide (1 tour par jour), ce qui introduirait une
courte période dans le systeme. Le pas d’intégration devrait étre diminué, augmentant ainsi a la
fois le temps calcul de la solution et dégradant sa précision sur le long terme.

La Terre étant considérée comme a symétrie de révolution (pas de coefficients tesséraux
dans son potentiel), on peut utiliser les développements vus au chapitre 5. Son orientation sera
donc modélisée par son vecteur moment cinétique G (et plus rigoureusement par G /MR?, dont
I’évolution est régie par la méme équation différentielle).

Remarque : pour INPOPO06, les moments dus aux Js et Jy de la Terre sont négligés. Leur effet
principal (outre une légere dérive quadratique en obliquité) est d’introduire une dérive linéaire
dans l'angle de précession, qui peut étre compensée par un ajustement de constante (voir le
paragraphe 13.1.2.3).

G est donc solution d’une équation différentielle qui peut étre intégrée en méme temps
que I’équation de libration de la Lune et celles des mouvements des corps. Ses coordonnées
(Gx,Gy,Gz) exprimées dans le repere fixe d’intégration (ICRF) font partie du vecteur d’état et
doivent étre initialisées a la date origine des intégrations (J2000).

Mais plutot que d’en imposer directement les valeurs initiales (& J2000), on a choisi comme
parametres libres les deux coordonnées (ICRF) Xy et Yy du vecteur directeur porté par G
ainsi que le rapport C'/MR? (troisitme moment d’inertie divisé par la masse et le carré du
rayon équatorial moyen) de la Terre. De Xy et Yy, on déduit la troisieme coordonnée Zy =

1 — X2 — Y# du vecteur directeur G/||G||. Ensuite, sa norme est déduite du rapport C/M R2
et de la vitesse de rotation de la Terre wp. Dans le repere des axes principaux d’inertie de la
Terre, le vecteur Ga pour coordonnées :

A 0 O Wy
G=(0 A 0 Wy (12.2)
0o o0 C Wy
Le carré de sa norme est donc
||C3H2 = A%2 + A%}Z + C%w? = C?Wk + (A% — CHw? + (A — 02)(,05 (12.3)

Comme I’aplatissement dynamique de la Terre est faible (Jo ~ 1.08 x 1073), la différence A — C
est petite devant C'. De méme, w, et w, sont négligeables devant wz. On en déduit IG/MR?|| ~
Cwr/MR?, ce qui permet d’initialiser le vecteur G /MR?. Le choix de ces parametres libres
permet de conserver a la date J2000 la méme vitesse de rotation de la Terre (qui intervient dans
les effets de marées) que celle utilisée dans DE405. Elle est ensuite laissée libre d’évoluer et est
calculée & partir de G et de C /MR? (la figure 12.8 illustre son évolution).

12.1.2.2 Ajustement sur une théorie de ’orientation de la Terre

On a vu au paragraphe précédent que l'orientation de la Terre pouvait étre intégrée en méme
temps que les équations du mouvements des corps. Il reste néanmoins nécessaire de la contraindre
en ’ajustant sur un modele de précession-nutation.
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Comme on ’a vu lors de la construction d’INPOPO05 (voir en particulier le chapitre 11), le
modele d’orientation de la Terre utilisé pour DE405 n’était pas clairement identifié. On suppose
aujourd’hui que c’était la précession de Williams (1994) associée au terme principal en 18,6 ans
des nutations de 'UAI80 (Wahr, 1981). Pour INPOPO06, on aurait pu choisir d’ajuster le vecteur
G sur ce modele pour minimiser les changements, mais il est tout de méme préférable d’utiliser
des modeles non seulement plus récents (et donc plus précis), mais également publiés afin de
pouvoir y faire référence.

Un autre candidat possible était le Pole Céleste Intermédiaire (CIP), défini par la précession
de 'UAT2000, dont les développements sont donnés dans Capitaine et al. (2003), et les nutations
MHB2000 de Mathews et al. (2002) ; ce modele est publié et bien référencé. C’est d’ailleurs le
modele standard des Conventions IERS 2003. Il présente cependant quelques inconvénients :

— a la différence des modeles de Lieske et al. (1977), Williams (1994) ou Simon et al. (1994),

il n’a pas été obtenu par intégration des équations de précession de ’équateur moyen.
L’analyse des données de l'orientation de la Terre (mesures VLBI entre autres) montrait des
dérives linéaires dans les angles de nutations en longitude et obliquité, qui ne devraient par
définition contenir que des termes périodiques (et de Poisson). La précession de I"'UAI2000
a donc été obtenue a partir de celle de Lieske, en transférant ces termes linéaires des
nutations vers la précession.

— la variation séculaire du .Jo terrestre n’y est pas prise en compte.

On définit le CIP-P03 comme le pole (vecteur unitaire) de la Terre défini par la précession
P03 de Capitaine et al. (2003, 2005) et les nutations de Mathews et al. (2002). Ce modele a
I’avantage d’avoir été déterminé par I'intégration des équations de précession et de tenir compte
de la variation séculaire du Js. Il a de plus été choisi pour remplacer a partir du 1¢* janvier 2009
celui de P'UAI2000 (résolution 1 de 'UAI 2006).

Les ajustements sur le CIP-P03 ont été effectués sur une période de 200 ans autour de J2000.
Les modifications de Xy et Yy permettent de rattraper d’éventuels décalages en X et Y, tandis
que I'ajustement de C'/M R? permet de compenser une éventuelle dérive linéaire dans I’angle de
précession (ou en X).

12.1.2.3 Comparaisons intégration / forcage

Pour comparer les différentes méthodes de modélisation de l'orientation de la Terre, on
effectue les trois simulations suivantes :

— solution 1 : on la force avec la précession P03 et les nutations de Mathews et al. (2002)

(CIP-P03)
— solution 2 : on la force avec la précession P03 et la nutation principale en 18,6 ans de
Mathews et al. (2002)

— solution 3 : on l'integre comme décrit dans les paragraphes précédents.

La solution (1) est censée étre la plus précise sur le court terme, et servira de référence pour
les comparaisons ; elle est par contre tres cotteuse en temps de calcul, les nutations contenant
plus de mille termes. La solution (2) est construite a la maniére du JPL, en prenant des valeurs
plus récentes pour la précession-nutation que celles utilisées dans la construction de DE405 :
on remplace la précession de Williams (1994) par celle de Capitaine et al. (2003), et la nuta-
tion en 18,6 ans de Wahr (1981) par celle de Mathews et al. (2002). Enfin, la solution (3) est
représentative du modele utilisé pour INPOPOG.

Les courbes de la figure 12.2 montrent les différences entre les solutions 1 et 3. Les compa-
raisons sont effectuées sur les coordonnées X et Y du vecteur directeur G/||G|| pour INPOP, et
celles du CIP-P03 (s’agissant de vecteurs unitaires, la troisieme coordonnée Z se déduit des deux
autres et n’apporte pas d’information).

Ces écarts sont principalement dus aux effets de la Terre non rigide. En effet, les nutations
TAU2000 sont obtenues & partir de celles pour une Terre rigide de (Souchay & Kinoshita, 1996,
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F1GURE 12.2 — Différences sur les coordonnées du pole de la Terre entre le
CIP-P03 et son intégration dans INPOPO06.

1997; Souchay et al., 1999), dont les amplitudes sont corrigées par la fonction de transfert et
Pellipticité dynamique de Mathews et al. (2002). Méme si tous les termes sont modifiés, la
correction la plus importante est apportée a celui en 18,6 ans, ce qui explique la forme du signal.
Pour plus d’information, se reporter au paragraphe 13.1.2.

Malgré ce signal, 'orientation de la Terre de la solution 3 reste meilleure que celle utilisée
dans la solution 2 (illustration avec les courbes de la figure 12.3). En se limitant au terme en 18,6
ans, le JPL néglige les autres périodes, avec en particulier le terme en 6 mois dont 'amplitude

dépasse la seconde d’arc.
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FiGURE 12.3 — Différences sur les coordonnées du pole de la Terre entre le
CIP-P03, son intégration dans INPOPO06 (en gris) et le pole “JPL” (en noir),
ce dernier étant obtenu a partir du CIP-P03 en ne conservant que le terme

principal en 18.6 ans des nutations.

Enfin, les courbes de la figure 12.4 illustrent la divergence de X et Y due a 'approximation des
longues périodes dans le CIP-P03 par des fonctions polynémiales. On comprend alors pourquoi
la solution a long terme DE406 du JPL se limite a 5000 ans dans le passé, car au dela, 'erreur
sur I'orientation de la Terre devient trop importante pour représenter correctement la réalité.
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FIGURE 12.4 — Différences sur les coordonnées X et Y du pole terrestre entre
le CIP-P03 et son intégration dans INPOPO06.

En résumé, l'orientation de la Terre intégrée dans INPOP présente toutes les périodes des
nutations avec des erreurs sur les amplitudes dues aux effets non rigides, tandis que si elle est
imposée comme au JPL, le terme en 18,6 est exact, mais d’autres périodes importantes sont

négligées.
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Les conséquences sur les distances mutuelles des corps sont néanmoins limitées. L’effet le
plus visible est dans la trajectoire de la Lune autour de la Terre (avec en particulier des signaux
dans le nceud et l'inclinaison, comparables a ceux illustrés par les courbes du paragraphe 11.1.7,
lors des tests des différents modeles de précession-nutation). Mais 1'objectif & terme est d’ajuster
les solutions aux données Laser-Lune et il est alors plus judicieux de comparer les solutions sur
la distance Terre-Lune (le terme principal d’une observation LLR). Comparées a la solution de
référence (1), les solutions (2) et (3) présentent des écarts inférieurs a 10 cm (voir courbes de
la figure 12.5). Ils ne sont certes pas négligeables devant la précision des données LLR & cette
période ( environ 30 cm), mais il faut remarquer qu’ils sont obtenus sans aucune modification
de constante ou parametre. En compensant ces différences de modele par un ajustement de
conditions initiales ou parametres, il est probable que ces écarts seraient bien plus faibles (non
testé).
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F1GURE 12.5 — Influence de l'orientation de la
Terre sur la distance Terre-Lune. Une solution
INPOP dont 'orientation de la Terre est forcée
par le pole CIP-P03 sert de référence. En noir
sont tracées les différences sur la distance Terre-
Lune avec une solution dont 'orientation forcée
de la Terre ne tient compte que du terme prin-
cipal en 18,6 ans des nutations (méthode em-
ployée pour les solutions du JPL). En gris sont
tracées les différences avec une solution INPOP
dont l'orientation de la Terre est intégrée.

Remarque : les différences sur la distance Terre-Lune ne permettent pas de déterminer laquelle
des solutions (2) ou (3) est la meilleure lorsqu’elle est comparée a la solution de référence (1).
Sur la période [-30 :5], la solution (3) présente les écarts les plus faibles, et inversement sur le
reste de I'intervalle [5 :30].

12.1.2.4 Variation séculaire du J,

L’analyse par Cox & Chao (2002) des données SLR (Satellite Laser Ranging) montre une
dérive linéraire dans I’évolution du Jo de la Terre. Cette variation séculaire est attribuée au
rebond post-glaciaire : depuis la derniere glaciation, la neige a fondu et exerce une charge moins
importante aux poles. La Terre se relache et tend a reprendre une forme plus sphérique. Mesurée
A —3.0 x 107 par siecle, cette dérive linéaire est prise en compte dans le modele de précession
P03 de Capitaine et al. (2003). Si on suppose que le rebond post-glaciaire a pour effet une
redistribution des masses a la surface de la Terre, la trace de la matrice d’inertie est conservée.
A la dérive séculaire du Js (ou de son opposé, le coefficient du potentiel Cyy) doit donc étre
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associée une dérive séculaire du rapport C'//M R? ; avec t mesuré en siecle julien, on a alors :

Jo(t) = J2(J2000) — 3.0 x 10~
Cag(t) = Ca0(J2000) + 3.0 x 1079 (12.4)
C/MR?(t) = C/MR?(J2000) — 2.0 x 107%¢

Les courbes de la figure 12.6 montrent 'effet de la variation séculaire du J, terrestre et la
nécessité de la prendre en compte pour rester compatible avec la précession P03.
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FIGURE 12.6 — Influence de la variation séculaire du Js terrestre. Les coordon-
nées du CIP-P03 sont comparées a celles du pole de la Terre obtenu grace a
deux simulations INPOP : sans JQ en noir, avec JQ (méme modele dynamique
qu’INPOPO6) en gris.
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FIGURE 12.7 — Comparaison sur les coordonnées du pole de la Terre entre
INPOP (sans J3) et le CIP-UAI2000 (en noir) d’une part, INPOP (avec J3)
et le CIP-P03 (en gris) d’autre part.

Enfin, les courbes de la figure 12.7 justifient le choix de s’ajuster sur le CIP-P03 et non sur
le CIP-UATI2000. Dans la comparaison avec le CIP-UAI2000, 'orientation de la Terre intégrée
avec INPOP ne tient pas compte de la variation séculaire du Jy terrestre. Les écarts importants
ne se manifestent qu’apreés 1000 ans. Sur le court terme (moins de 200 ans), les comparaisons
avec le CIP-P03 ou le CIP-UAT2000 donnent des résultats tres proches.

12.1.2.5 Ralentissement de la vitesse de rotation

On a vu que grace au vecteur (G, on pouvait avoir acces a une estimation de la vitesse de

rotation de la Terre :

_ IG| 1
MR? "~ C/MR?

Cette vitesse varie au cours du temps, d’une part en raison du moment de marées exercé sur la
Terre (qui fait que la norme de G nest pas conservée au cours du temps), et d’autre part en
raison de la variation séculaire du rapport C'/M R? induite par le rebond post-glaciaire. Cette
expression est utilisée dans les effets de marées pour le calcul des variations des coefficients du
potentiel de la Terre, et plus précisément dans I’évaluation des coordonnées déphasées du corps
générateur (voir le paragraphe 11.1.6). Contrairement & INPOPO05 ou la vitesse de rotation de
la Terre était constante, celle I’INPOPO06 est libre d’évoluer au cours du temps.

(12.5)
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La courbe de la figure 12.8 montre ’évolution de la vitesse de rotation de la Terre (a gauche).
En y ajustant un polynéme de degré 2, on trouve (T est exprimé en milliard d’années depuis
J2000, wr en radian/jour) :

wr ~ 6.30038736002 — 1.56 x T + 134.7 x T2 (12.6)

Le terme constant est bien celui qui est imposé a J2000 et correspond a la vitesse de rotation de
la Terre utilisé dans INPOPO5.

En étudiant la longueur du jour (LOD = 27 /wyp, exprimée ici en heure et représentée a
droite sur la figure 12.8), on obtient :

LOD ~ 23.934472399128691 + 5.91 x T — 510.2 x T? (12.7)

L’écart sur le terme linéaire avec celui de (Laskar et al., 2004) (respectivement 7.432167 et
7.444649 pour le passé et le futur) est en grande partie du a la prise en compte du rebond post-
glaciaire. Sans variation séculaire du Jy terrestre (et donc avec un rapport C'/M R? constant au
cours du temps), la pente aurait été de 7.36 heures par milliard d’années. Les termes quadratiques
sont eux par contre tres différents (avec ou sans rebond post-glaciaire), certainement en raison
de l'intervalle de temps limité a 6000 ans autour de J2000 pour la simulation INPOP contre
250 millions d’années pour (Laskar et al., 2004).
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FIGURE 12.8 — Illustration du ralentissement de la rotation de la Terre. A
gauche, on observe la décroissance de sa vitesse de rotation wp (en radians
par jour), a droite on observe I'augmentation de la durée du jour (en heures).

Compte tenu de sa faible valeur, le ralentissement de la Terre (qui n’intervient que dans le
calcul de la déformation de la Terre) n’a en réalité qu'une influence négligeable sur les trajectoires
des corps.

12.1.3 Anneau d’astéroides

Comme expliqué au chapitre 8, le Systeme solaire compte des centaines de milliers d’asté-
roides, dont l'intégration des équations du mouvement serait rédhibitoire en temps de calcul.
On se contente donc d’intégrer celles des 300 astéroides d’'INPOPO05 (ou DE405), et de supposer
que ceux restant se répartissent a chaque instant uniformément sur un anneau circulaire centré
au barycentre du Systeéme solaire. En supposant que les corps sont dans le plan de ’anneau,
les développements du paragraphe 8.1 permettent de calculer les accélérations des planetes in-
térieures (expression 8.7) et extérieures (expression 8.13). Le rayon de l'anneau est imposé a
2.8 UA (la méme valeur pour la solution DE414 de Konopliv et al. (2006), avec cependant des
valeurs de 'UA qui peuvent différer de quelques metres selon les solutions), sa masse sera ajustée
aux observations planétaires par Fienga et al. (2008).

Le tableau 12.3 montre les effets de I'introduction de I’anneau sur les positions héliocentriques
des corps (géocentriques pour la Lune).

L’anneau induit pour tous les corps une dérive linéaire dans leur longitude moyenne (voir
les courbes des figures 12.9 et 12.10 pour Mars et Jupiter), qui pourrait étre compensée par un
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TABLE 12.3 — Effets de I'anneau d’astéroides sur une période de 100 ans de
part et d’autre de J2000. Le tableau contient les différences maximales sur
les positions héliocentriques des corps (géocentrique pour la Lune) entre une
solution avec une autre sans anneau. Les résultats sont exprimés en metres.

Corps | Différences (m)
Mercure 20
Vénus 70
EMB 170
Mars 850
Jupiter 3800
Saturne 2100
Uranus 1300
Neptune 1300
Pluton 1200
Lune 0.05

ajustement du demi-grand axe. A cet effet principal s’ajoute également une légere dérive dans
le périhélie.

T T T
m
(3]
=2
B
— [V}
8 =
= >
= (0]
-0.005
0 @
2 2
G < =200
-400
] ] -600 = ] ] ]
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Temps autour de J2000 (années) Temps autour de J2000 (années)

FIGURE 12.9 — Effet de I’anneau d’astéroides sur les éléments elliptiques éclip-
tiques de Mars.

Remarque : ce modele d’anneau introduit des incohérences dans le modele dynamique. Outre
le fait qu’on suppose que les corps se trouvent dans le plan de I’anneau, on introduit également
un forgage dans le systeme. Ce dernier n’est plus isolé, le mouvement de son barycentre n’est plus
rectiligne uniforme, le référentiel n’est plus galiléen. Les conséquences sur les positions relatives
des corps sont cependant limitées. Pour plus d’information, se reporter au paragraphe 13.1.1.1.
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FiGURE 12.10 — Effet de I’anneau d’astéroides sur les éléments elliptiques
écliptiques de Jupiter.

12.2 Ajustements

12.2.1 Aux données planétaires

Comme on I’a vu au paragraphe 12.1.1 (et en particulier le tableau 12.1), la prise en compte
d’un modele d’interactions plus cohérent induit des écarts importants dans les trajectoires des
planetes. Il est donc nécessaire de réajuster certains parametres du modele (conditions initiales
des planétes, masses des astéroides, ...) aux observations planétaires afin de conserver de bons
résidus, d’autant plus que de nouvelles observations sont disponibles depuis la parution de DE405.
Ce travail a été effectué par Agnes Fienga et est décrit dans (Fienga et al., 2008).

12.2.2 Contraintes sur la Lune

Les courbes de la figure 12.11 montrent les différences (sur les éléments elliptiques géocen-
triques de la Lune) entre INPOPO5 et la solution ajustée aux observations planétaires par Agnes
Fienga (qui n’est pas encore INPOP06 et qui sera appelée INPOPOGbeta dans ce paragraphe).

La dérive linéaire dans la longitude moyenne peut étre compensée par un ajustement du
demi-grand axe. Les écarts en demi-grand axe, excentricité et périhélie se résorberont par la
méme occasion. Le signal caractéristique dans le noeud et I'inclinaison est plus problématique.
Ce ne sont pas les changements introduits dans le modele dynamique (décrits au chapitre 12.1)
qui sont responsables de ces écarts, mais la modification des conditions initiales du barycentre
Terre-Lune, ajustées aux observations planétaires.

Pour le vérifier, on considere un Systeme solaire tres simplifié, constitué du Soleil, de la
Terre et de la Lune, pour lesquels on ne tient compte que des interactions ponctuelles newto-
niennes (probléme a trois corps). Une premiere solution dont les conditions initiales (du Soleil,
du barycentre Terre-Lune et du vecteur Terre-Lune, soit 18 composantes au total) sont issues
d’'INPOPO05/DE405 est comparée & une seconde dont seules les conditions initiales du barycentre
Terre-Lune ont été modifiées (égales a celles I’'INPOPOGbeta, ajustées par Agnes Fienga). En
changeant les conditions initiales du barycentre Terre-Lune, on modifie I'effet de marées du Soleil
(attraction différentielle) dans le systeme Terre-Lune. On retrouve alors les mémes différences
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FIGURE 12.11 — Différences INPOPO0O6beta - INPOP05

que celles entre INPOP05 et INPOPO6beta (courbes de la figure 12.11).

Ce résultat est a relier aux courbes de la figure 11.38. Elles illustraient alors les différences
entre deux types de solutions :

— la premiére intégrait les équations du mouvement du Soleil et de tous les astéroides (IN-

POPO5)

— la seconde imposait des orbites elliptiques aux astéroides et calculait la position du Soleil

en fonction de celles de tous les autres corps
On compensait alors un mouvement du barycentre du Systéme solaire (induit par le forgage des
astéroides) par un déplacement du Soleil, modifiant par la méme occasion les forces (y compris le
terme newtonien, prépondérant) exercées par le Soleil sur tous les autres corps. Les signaux dans
I'inclinaison et le nceud des courbes des figures 12.11 et 11.38 (noires) ont donc la méme origine :
la modification de la trajectoire du Soleil vue du systeme Terre-Lune. Dans 12.11, la modification
est présente des l'origine (avec le changement des conditions initiales), tandis que dans 11.38, les
oscillations sont modulées par une fonction croissante du temps, liée au changement progressif
de la trajectoire du Soleil qui compense la dérive du barycentre du Systeme solaire.

Les ajustements des conditions initiales des planetes, et en particulier celles du barycentre
Terre-Lune, se répercutent donc ensuite dans le mouvement de la Lune autour de la Terre.

Les effets sur la distance Terre-Lune sont illustrés par les courbes de la figure 12.12. Avec pres
de 8 metres de différence avec DE405, la solution INPOPO6beta serait certainement une mauvaise
solution si elle était confrontée aux observations LLR, et ne représente donc pas correctement la
réalité. L’idéal serait de prendre en compte les observations LLR dans les ajustements, mais les
procédures de réduction (décrites dans le chapitre 9) n’étaient a I’époque pas encore disponibles.
On choisit alors d’utiliser la distance Terre-Lune de DE405 (une solution censée étre ajustée aux
données LLR) pour contraindre la trajectoire de la Lune. La solution INPOPO06 est construite
a partir ’INPOPO6beta en ajustant les conditions initiales du vecteur Terre-Lune et les temps
de déphasages (intervenant dans les effets de marée) a la distance Terre-Lune de DE405, sur
une période de 30 ans de part et d’autre de J2000. Les courbes de la figure 12.13 montrent les
différences entre DE405, INPOPO05 et INPOPOG6. Les écarts entre INPOPO06 et DE405 inférieurs a
1 cm laissent espérer des résidus aux observations LLR similaires pour ces deux solutions (vérifié
au paragraphe 13.4.2.1).
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FiGure 12.12 — Effet de la modification des
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sur la distance Terre-Lune (différence entre IN-
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FiGUuRE 12.13 — Comparaisons des distances

Terre-Lune entre DE405 et INPOPO05 (en noir),
DE405 et INPOPO06 (en gris).

Remarque : comme INPOPO6beta, la solution DE414 du JPL n’est ajustée qu’aux obser-
vations planétaires. Mais aucune contrainte n’a été imposée sur la Lune, dont les conditions
initiales (au 28 juin 1969) sont identiques a celles de DE405. Lorsqu’on compare les distances
Terre-Lune de DE405 et DE414, on obtient apres 35 ans des différences supérieures a 1 metre.
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Chapitre 13

INPOPOS

La version INPOPO06 du chapitre précédent n’était pas complétement indépendante du JPL,
puisque les conditions initiales de la Lune et les temps de déphasage étaient ajustés sur la distance
Terre-Lune de DE405. Avec INPOPO0S, on souhaite non seulement améliorer le modele dynamique
(voir le paragraphe 13.1), mais surtout contraindre certains de ses parametres directement aux
observations Lunar Laser Ranging (voir le paragraphe 13.2).

La version présentée ici (que 'on pourrait plus rigoureusement appeler INPOPO08e selon la
numérotation interne a 'ITMCCE) est une évolution de celle décrite dans (Fienga et al., 2009),
cette derniere étant diffusée sous le nom de INPOPO08a sur le site www.imcce.fr/inpop. Il s’agit
également d’une version antérieure a la derniere version INPOP10a récemment diffusée.

Pour toutes ces versions, les modeles dynamique et de réduction des données LLR restent
identiques. Seules les valeurs des parametres sont modifiées. Ces dernieres sont contraintes par
des observations LLR supplémentaires, disponibles depuis la parution de (Fienga et al., 2009) et
par des ajustements planétaires différents (a la fois dans les méthodes et les données disponibles),
qui conduisent & une autre solution “F08” (voir le paragraphe 13.2).

13.1 Changements dans le modele dynamique

13.1.1 Anneau d’astéroides
13.1.1.1 Dérive du du Systéme solaire

L’anneau d’astéroides implémenté dans INPOPO6 (voir le chapitre 12.1.3) a deux inconvé-
nients. Le premier, sans grande conséquence, est que dans le calcul des accélérations (expressions
8.7 et 8.13), on suppose que chacun des corps est dans le plan de ’anneau. Le second, plus problé-
matique, est qu’il perturbe les planetes mais qu’aucune force de réaction n’est prise en compte. 1l
en résulte que le systeme composé du Soleil, des planetes, de la Lune et des astéroides n’est pas
isolé et, comme l'illustrent les courbes de la figure 13.1, leur barycentre n’a pas un mouvement
rectiligne uniforme (que l'on aurait éventuellement pu compenser par un changement d’origine
du repere).

Cette dérive est importante si on la compare a celle obtenue dans le cas d’un systeme isolé,
et il suffit de supprimer l'effet de ’anneau (tout en conservant les autres interactions) pour
retrouver des courbes identiques a celles de la figure 1.4.

Le fait que le barycentre s’éloigne de 'origine du repére pose probleme pour le calcul des
corrections relativistes. En effet, dans I'expression 1.12, les termes 7; et ¥/; désignent les vitesses
par rapport au barycentre du systeme, mais sont calculées dans la routine correspondante avec les
vitesses 7 et 7’} par rapport a l'origine du repére (voir le paragraphe 1.3.3). L’erreur commise est
cependant peu importante, en raison d’une part du facteur ¢~2 qui intervient dans les corrections
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Ficure 13.1 — Hlustration de la dérive du barycentre du Systeéme solaire d’INPOP06 induite
par la prise en compte de I'anneau d’astéroides.

relativistes, et d’autre part de la faible dérive du barycentre (moins de 1 m/an) devant les vitesses
des corps (de 1.2 x 10'2 m/an pour Mercure, & 1.0 x 10! m/an pour Pluton).

L’autre probleme induit par I’anneau est que le systeme n’est pas isolé, le repere dans lequel
sont projetées leurs équations du mouvement n’est pas galiléen.

Pour corriger ces incohérences, il est nécessaire de prendre en compte la réaction qu’exerce
chacun des corps perturbé sur I’anneau.

Remarque : méme si ces problémes étaient prévisibles, ils n’ont été mis en évidence que grace
a des simulations a long terme effectuées par Jacques Laskar. Apres plus d’un million d’années,
la dérive du barycentre (et de ’ensemble des corps) était telle que la trajectoire de Mars venait
tangenter ’anneau, dont le centre était imposé fixé a 1’origine du repere. Il en résultait une force
infinie qui entrainait une instabilité complete du systeme.

13.1.1.2 Intégration de ses équations du mouvement

L’idée ici est de considérer 'anneau comme la Terre ou la Lune, c’est-a-dire un corps non
ponctuel (mais plan, circulaire et indéformable) en rotation sur lui-méme, et dont on integre les
équations du mouvement. Sa masse et son rayon sont notés respectivement M4 et R 4.

Les vecteurs positions-vitesses de son centre de masse (notés 4 et 7 'A), ainsi que les coordon-
nées de son moment cinétique de rotation G A (on utilisera 'approximation gyroscopique avec
G 4 normal au plan de 'anneau) font partie du vecteur d’état, et doivent étre initialisés a la date
origine des intégrations.

Pour son centre de masse, ses coordonnées barycentriques seront par exemple initialisées a
J2000 confondues avec le barycentre du Systéme solaire (74 = 74 = 0) ou avec celles du Soleil
(74 = 75 et 4 = 7g). Le vecteur directeur du moment cinétique peut étre initialisé de différentes
manieres (qui n’ont finalement que peu d’importance dans les résultats) :

1. par celui de la somme des moments cinétiques de révolution des planetes
2. par celui de la somme des moments cinétiques de tous les corps présents dans INPOP

3. par celui de la somme des moments cinétiques de tous les astéroides dont on n’integre pas
les équations du mouvement

Sa norme est calculée en fonction de la vitesse de rotation d’une particule en orbite circulaire de

rayon R4 autour du Soleil :
|Gall = May/GMgRa (13.1)

Remarque : pour le cas (3) décrit précédemment, on peut donc s’arranger pour que G Aet My
soient les sommes respectivement des moments cinétiques et des masses de tous les astéroides
dont on n’integre pas les équations du mouvement. R4 est alors choisi de maniere a respecter
I’expression 13.1. On évite ainsi tout ajustement de sa masse ou son rayon.

L’accélération du corps perturbé est calculée avec 'expression 8.23. On en déduit I'accéléra-
tion du centre de masse de 'anneau (m est la masse du corps perturbé) :
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Le corps perturbé n’étant pas dans le plan de I'anneau, il exerce donc un moment sur ce
dernier :

- G—mg/z <R§ (3/2)2n—1 (1/2)n z2n_1ﬁ . io (3/2)2n (1/2)n22n77> (132)

—
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(R2 N 7»2) Doy (D ) AU (13.3)

n=1

L’inconvénient de cette modélisation est que la configuration est instable, quelles que soient
les conditions initiales. Pour tous les corps intérieurs a I’anneau (en particulier le Soleil), la force
est répulsive et son intensité croit avec la distance entre les centres de masses. Pour les corps
extérieurs (en particulier Jupiter), elle est attractive et croit avec le rapprochement des centres
de masses. Apreés quelques années, I'anneau repoussé vers 'extérieur (voir la courbe droite de
la figure 13.2) vient tangenter la trajectoire de Mars, provoquant une force infinie (r = Ry4) qui
stoppe la simulation (qui de toute fagon n’a plus de réalité physique). Il est cependant rassurant
de constater que le barycentre ne dérive plus, comme le montre la courbe gauche de la figure
13.2.
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FIGURE 13.2 — Dérives du barycentre et de la position de ’anneau pour
une simulation INPOP06 dont on intégre les équations du mouvement de
'anneau. A gauche est représentée la distance (en mm) entre le barycentre
et Porgine du repére, a droite celle (en UA, dont la valeur est d’environ
150000 000 de kilometres) entre le centre de masse de 'anneau et I'origine du
repere (||74]?).

13.1.1.3 Anneau solidaire du Soleil

Par rapport a la modélisation décrite dans le paragraphe précédent, on impose maintenant
une “liaison rotule” entre le Soleil et ’anneau : les centres de masses sont solidaires, mais leurs
orientations restent indépendantes. Pour réaliser cette liaison, les forces exercées par les corps
sur I’anneau sont transmises au Soleil. La somme des forces qui s’exercent sur le Soleil peut étre
décomposée en F 1+ Fy ot :
— Fy représente la somme des forces exercées par les corps sur I'anneau (et transmises au
Soleil). 11 s’agit, a la masse M4 de ’anneau pres, de I'expression 13.2.

- F '1 représente la somme des forces qui s’exercent directement sur le Soleil. Ce sont, a la
masse mg du Soleil pres, les termes newtoniens 1.3, les corrections relativistes 1.12, les
effets de forme du chapitre 2 (Terre étendue, Lune étendu, Jo solaire)...
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Ainsi, 'accélération du Soleil (lié a anneau) est alors

1
mg + Ma

(mg?%g + MA#A)

(13.4)

ot de la méme maniere que les forces, 775 désigne I'accélération du Soleil due aux effets autres

que anneau, M 474 est la force transmise par ’anneau.

Comme on peut le voir sur les courbes de la figure 13.3, on observe avec cette modélisation
les mémes dérives du barycentre que pour celles de la figure 1.4, obtenues en ne considérant que
des interactions ponctuelles.
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Fi1GURE 13.3 — Dérives du barycentre pour une simulation INPOPO06 dont I'anneau est 1ié au

Soleil. Le temps est compté en années depuis J2000.

TABLE 13.1 — Différences maximales entre INPOPO06 (anneau fixe a I'origine
du repere) et la solution intégrée avec un anneau solidaire du Soleil. Pour
les planetes et Pluton, les comparaisons portent sur les distances r (en m),
latitudes ¢ et longitudes A\ (en microsecondes de degré) héliocentriques dans
Iécliptique moyen J2000. Pour la Lune, les comparaisons portent sur ces
mémes variables, mais géocentriques et les distances sont exprimées en mm.

Corps Ar | Ap | A
Mercure 0.11 | 43| 1.9
Venus 0.01 3.8 1 0.3
EMB 0.04 | 5.0 0.6
Mars 0.52 | 154 | 4.5
Jupiter 1.63| 09 5.1
Saturne 6.23 | 0.4 6.9
Uranus 19.89 0.1 | 4.7
Neptune 20.38 | 0.1 ] 3.9
Pluton 4526 | 0.3 | 0.8
Lune 0.43 mm 6.2 | 2.0

Les comparaisons du tableau 13.1 montrent que le changement de modélisation de ’anneau
n’a finalement que peu d’effet sur les positions relatives des corps, avec des différences qui
restent inférieures, voire tres inférieures pour les planétes intérieures et la Lune, aux écarts que
'on observe entre les solutions INPOP05 et DE405 (voir le tableau 11.10).

Enfin, pour vérifier la stabilité de l'orientation du plan de ’anneau sur le long terme, on
effectue une simulation sur 200 000 ans (sans astéroide pour gagner en temps de calcul). Comme
on peut le voir sur les courbes en haut a droite de la figure 13.4, la direction de son pdle ne varie

que tres peu.
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FIGURE 13.4 — Evolution du plan de 'anneau sur 200 000 ans autour de J2000.
¢ et 6 représentent respectivement les angles de précession et de nutation
propre exprimés dans 'ICRF (plus adapté que l’écliptique J2000 pour ces
variables). X et Y représentent les coordonnées du pole de 'anneau exprimées
dans Décliptique J2000. La troisieme composante Z se déduit de X et Y et
n’apporte pas d’information. La figure en bas a droite est un agrandissement
de celle en haut a droite.

13.1.2 Orientation de la Terre

Les différentes solutions de travail INPOPO0O7a a INPOP07e ne sont construites que pour
illustrer les changements apportés; leur numérotation est interne a ce paragraphe. Dans ce
paragraphe, sauf précision, les comparaisons des différents modeles et solutions porteront sur les
coordonnées X et Y du pole de la Terre dans le GCRF, exprimées en millisecondes de degré, sur
une période de 200 ans autour de J2000.

13.1.2.1 Définition du péle REN2000-P03

Les courbes de la figure 12.2 montraient les différences entre 1’orientation de la Terre intégrée
dans INPOPOG et celle donnée par le CIP-P03 (précession de Capitaine et al. (2003), et nutations
de Mathews et al. (2002)). Ces différences sont principalement dues au fait que :

— Dorientation de la Terre d’INPOPO06 est modélisée par son moment cinétique G , tandis que
celle du CIP-P03 donne I’évolution de 'axe de figure K. Dans la figure 12.2 se trouvent
donc les termes d’Oppolzer.

— la Terre est considérée solide dans INPOPO06, alors que le CIP-P03 tient compte des effets
dus a la Terre non-rigide. En effet, les nutations du CIP-P03 sont obtenues a partir de celles
pour une Terre rigide REN2000 de Souchay et al. (1999), corrigées ensuite de Dellipticité
dynamique de 'UAI2000 et par la fonction de transfert pour une Terre non-rigide de
Mathews et al. (2002).

Pour comparer ce qui est comparable, on définit le pole REN2000-P03 par celui obtenu avec :

— la précession de Capitaine et al. (2003), la méme que celle du CIP-P03

— les nutations du moment cinétique de REN2000 (Souchay et al., 1999), corrigées de 'ellip-
ticité dynamique de 'UAI2000 (facteur sur les amplitudes de 1.000012224).
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Entre le CIP-P03 et REN2000-P03, seules changent les nutations (termes périodiques), les
évolutions a long terme restant identiques.
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F1GURE 13.5 — Comparaison sur les coordonnées X et Y dans 'ICRF du pdle
de la Terre I’INPOPO06 avec le CIP-P03 (en noir) et REN2000-P03 (en gris).

On remarque avec les courbes de la figure 13.5 que l'orientation de la Terre d’INPOPO06 est
bien plus proche de REN2000-P03 que du CIP-P03.

13.1.2.2 Introduction de la précession géodésique

La précession géodésique est un effet relativiste mis en évidence par de Sitter (1916). Dans
le cas particulier de la Terre, son effet principal est d’induire une dérive linéaire d’environ 1,92
secondes de degré par siecle dans ’angle de précession.
Comme pour les corrections relativistes dans les équations du mouvement 1.12, considérées
comme ’ajout d’une force, elle peut étre modélisée par I'introduction d’un moment supplémen-
taire dans la dérivée du moment cinétique de rotation de la Terre. Si on considere la Terre comme

un gyroscope “ponctuel”, 'expression de ce moment (noté M,,) est donnée dans (Misner et al.,

1973, pages 1118-1119) :

Dans cette expression,

(13.5)

(13.6)

(13.7)

(13.8)

— G est le vecteur moment cinétique de rotation de la Terre (exprimé dans le repére fixe)

— 7 est un parametre post-newtonien (égal & 1 en relativité générale)

— 7 est le vecteur position barycentrique du Systéme solaire du corps i (7g est celui de la

Terre)

— ¥ est le vecteur vitesse barycentrique du Systéme solaire de la Terre
— ap est Paccélération newtonienne de la Terre, calculée avec 'expression 1.3
— p; est le produit de la constante de la gravitation par la masse du corps ¢
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— c est la vitesse de la lumiere

Cette expression est cohérente avec (Barker & O’gg)nnell, 1970, eq. 17).

On construit la solution INPOP0O7b en ajoutant My, dans I’équation du moment cinétique
5.48. Seule la contribution du Soleil est importante, la suivante (celle de la Lune) est 1000 fois
plus faible. Cependant, le calcul de M,, dans le programme d’intégration des équations du
mouvement est effectuée apres celui des accélérations newtoniennes des corps. Tenir compte de
tous les termes (Soleil, Lune, planetes, astéroides) n’est donc pas plus couteux en temps de
calcul.
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FIGURE 13.6 — Effet de la précession géodésique (différence INPOPOG6-
INPOPO7b) sur les angles de précession et d’obliquité de la Terre, exprimés
en millisecondes de degré, sur une période de 200 ans de part et d’autre de
J2000.

Les courbes de la figure 13.6 montrent I'effet de la précession géodésique sur I'orientation de
la Terre. L’effet principal est une dérive linéaire dans l'angle de précession. En y ajustant une
droite, on mesure une pente de 1,9193 secondes de degré par siecle, valeur proche de 1,9198830
donnée par Brumberg et al. (1992) et identique a celle de (Bois & Vokrouhlicky, 1995, tableau
1).

On construit ensuite INPOPO07c & partir d’INPOPO7b, en ajustant le rapport C/M R? de la
Terre de maniere & compenser cette dérive. Les courbes de la figure 13.7 montrent I’amélioration
apportée en se comparant au REN2000-P03, avec I’élimination du signal en 18,6 ans.
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F1GURE 13.7 — Amélioration apportée par la prise en compte de la préces-
sion géodésique pour la Terre (apres ajustement). Les courbes montrent les
différences sur les coordonnées X et Y dans 'ICRF entre REN2000-P03 et
INPOPO06 d’une part (en noir), entre REN2000-P03 et INPOPO7c (en gris)
d’autre part. Les courbes grises a droite sont les mémes que celles de gauche,
tracées a une échelle mieux adaptée.
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13.1.2.3 Prise en compte des moments dus aux J3 et J,

Pour INPOPO06 (et donc pour la version INPOPO7c décrite dans le paragraphe précédent),
on ne tenait pas compte des moments dus aux Js et Jy de la Terre (on rappelle que J,, = —Chy).
Avec INPOPO07d, on ajoute les lignes 5.49 et 5.50 (jusqu’ici négligées) dans la dérivée du moment

cinétique G de la Terre. Puis, avec INPOPOT7e (dont le modele pour 'orientation de la Terre est
identique a celui d’INPOPO08), on compense la dérive linéaire observée en X par un ajustement
du rapport C/M R?.

Les effets des moments dus aux Js et Jy ne sont pas trés importants (dérive linéaire en X
et une légere dérive quadratique en Y), d’autant plus qu’ils se compensent en grande partie par
I'ajustement du C'/M R? (voir les courbes de la figure 13.8).
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FI1GURE 13.8 — Effet de la prise en compte des moments dus aux J3 et Jy de
la Terre sur son orientation. Les courbes noires montrent 1’effet avant ajuste-
ment du C/M R? (INPOPO07c-INPOPO07d), les grises celui aprés ajustement
(INPOPO7c-INPOPO7e).

L’amélioration apportée n’est pas spectaculaire, mais les amplitudes des différences avec
REN2000-P03 sont légerement réduites, avec un signal moins bruité, comme on peut le voir sur
les courbes de la figure 13.9.
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FIGURE 13.9 — Amélioration sur les coordonnées X et Y dans 'ICRF du podle
de la Terre, apportée par la prise en compte des moments dus a ses J3 et Jy.
Le pole REN2000-P03 est comparé & celui ’'INPOP07c¢ d’une part (en noir),
et a celui ’INPOPOTe d’autre part (en gris).

13.1.2.4 Conclusion

L’introduction de la précession géodésique, et dans une moindre mesure celle des moments
dus aux Js3 et Jy, permet d’améliorer I'orientation de la Terre intégrée dans INPOP lorsqu’elle
est comparée au pole REN2000-P03 ; ces améliorations n’auraient pas pu étre mises en évidence
si on avait continué a utiliser pour référence le CIP-P03.
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Avec INPOPO06, on compensait une “lacune” dans le modele dynamique par un ajustement
de constante. Dans la mesure ou on ne modifie pas ici le Js de la Terre, ajuster le rapport
C/MR? est équivalent & ajuster l'ellipticité dynamique H = (C' — A)/C = Jo/(C/MR?). Or
Peffet d’'un changement de H est d’induire & la fois une dérive dans I'angle de précession et
une modification des amplitudes des termes de nutations. Le tableau 13.2 compare les valeurs
des ellipticités dynamiques pour différents modeles/solutions. Pour INPOPO06 et INPOPO7e, les
valeurs du .J de la Terre sont celles utilisées dans la solution DE405. Pour INPOPOS, le J5 fait
partie des parameétres ajustés aux observations LLR (voir le tableau 13.11). On remarque que les
changements introduits dans ce chapitre permettent a ’ellipticité dynamique de se rapprocher
de la valeur 0,00327379492 employée dans le modele MHB2000.

TABLE 13.2 — Ce tableau présente les valeurs des ellipticités dynamiques pour
différentes solutions INPOP. Pour INPOP06 et INPOPO07e, la valeur du Jo
terrestre est reprise de DE405, celle I’INPOPOS est ajustée aux observations
LLR (voir plus loin). Les valeurs du rapport C'/M R? sont ajustées de maniere
a éliminer les dérives linéaires dans la coordonnée X du pole de la Terre.

Ja C/MR? H HraB2ooo — H
INPOPO6 | 1.08262600 x 10—2 | 0.330822078 | 0.00327253249 1.262 x 1076
INPOPOTe | 1.08262600 x 10~2 | 0.330696213 | 0.00327377804 1.688 x 108
INPOPO8 | 1.08262733 x 102 | 0.330696296 | 0.00327378125 1.367 x 1078

Les conséquences sur les trajectoires des planetes sont tres limitées. Les différences entre IN-
POPO06 et INPOPOT7e sur les éléments elliptiques sont de plusieurs ordres de grandeur inférieures
a celles (déja petites) observées entre les solutions DE405 et INPOPO5.
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FIGURE 13.10 — Effets (apres ajustement) de ’ajout de la précession géodé-
sique et des moments dus aux J3 et Jy de la Terre sur les éléments elliptiques
de la Lune (INPOPO7e-INPOPO6).

Seule la Lune présente des écarts significatifs (voir les courbes de la figure 13.10). Comme on

pouvait s’y attendre avec des modifications dans 'orientation de la Terre (voir le chapitre 11.1.7),
c’est le nceud qui présente les changements les plus importants. C’est d’ailleurs la seule variable
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pour laquelle les écarts entre INPOP06 et INPOPO7e sont supérieurs a ceux entre INPOPO5 et
DEA405.
Remarque : dans le chapitre 11.1.7, il était surprenant (remarque de N. Capitaine) que :
— lintroduction de dérives linéaires dans les nutations Ae et At induise des termes de Poisson
dans le nceud et U'inclinaison de la Lune (voir les courbes de la figure 11.12)
— la modification du terme principal en 18,6 ans des nutations Ae et Ay induise une dérive
linéaire (mais aussi des termes périodiques) dans le noeud et l'inclinaison de la Lune (voir
les courbes de la figure 11.19)
On observe ici sensiblement la méme chose ; en modifiant les termes périodiques dans les coor-
données X et Y du pole de la Terre, on obtient une dérive linéaire du nceud de la Lune.
Méme si la dérive dans le nceud est importante, les écarts sur la distance Terre-Lune (terme
principal d’une observation LLR) restent presque inchangés, avec des différences maximales
inférieures a 0,8 mm sur 200 ans autour de J2000.

13.1.3 Orientation de la Lune

De la méme maniere que pour la Terre, on introduit le moment géodésique dans 1’équation
du moment cinétique de la Lune 4.28 :

— 1y .
Mg = <'y + 2) (UL AVU) N IS (13.9)
1
= <7+ 2) (U Nap) NG (13.10)

_ <7+1) S M EA - ) A TS (13.11)

2 i£L C2HFZ’_FL||3

Dans cette expression,

— I est la matrice d’inertie de la Lune, & est son vecteur instantané

— v est un parametre post-newtonien (égal & 1 en relativité générale)

— 75 est le vecteur position barycentrique du Systeme solaire du corps i (77, est celui de la

Lune)

— ¥, est le vecteur vitesse barycentrique du Systéme solaire de la Lune

— ay, est accélération newtonienne de la Lune, calculée avec 'expression 1.3

— p; est le produit de la constante de la gravitation par la masse du corps ¢

— c est la vitesse de la lumiere

Seules les contributions du Soleil et de la Terre seraient nécessaires, mais ’accélération new-
tonienne de la Lune est la encore disponible au moment du calcul du moment géodésique. On
tient donc compte de celles de toutes les planetes et astéroides sans supplément de calcul.

Sur 100 ans autour de J2000, I'effet sur les coordonnées cartésiennes des corps est négligeable
avec des écarts inférieurs a 0.3 mm. Par contre, il est significatif sur les angles de libration de la
Lune, comme l'illustrent les courbes de la figure 13.11. Leur allure rappelle (Bois & Vokrouhlicky,
1995, figure la-c), avec cependant des amplitudes différentes : 12 mas ici en ¢ et 1 contre
environ 2 mas dans (Bois & Vokrouhlicky, 1995). Le tableau 13.3 montre les résultats d’une
analyse en fréquences effectuées sur les courbes de la figure 13.11. Méme en ne comparant que
les termes en 18,6 ans (environ 5 millisecondes de degré, soit 10 mas créte a créte) avec les
différences maximales (inférieures & 2 mas créte a créte) données dans (Bois & Vokrouhlicky,
1995, tableau 2), on obtient des résultats incompatibles. Ces différences s’expliquent peut-étre
par le fait que Bois & Vokrouhlicky (1995) tiennent compte dans leurs comparaisons des moments
post-newtoniens alors qu’on se limite ici au moment géodésique.
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FiGURE 13.11 — Effet de la prise en compte du moment géodésique M PG
sur la Lune. ¢, 8 et 1 sont respectivement les angles de précession, nutation
et rotation propre de la Lune (angles d’Euler) dans 'ICRF, exprimés en
millisecondes de degré. Le temps est en années autour de J2000.

TABLE 13.3 — Résultats de 'analyse en fréquences sur les angles de librations
de la Lune de l'effet dG au moment géodésique exercé sur la Lune.

¢ 0 Y
amplitude (mas) | période (an) | amplitude (mas) | période (an) | amplitude (mas) | période (an)
5.33 80.79 2.11 80.95 4.89 80.79
5.31 18.60 2.11 18.60 4.87 18.60
0.33 15.12 0.33 15.12
0.33 9.30 0.33 9.30

Remarque : dans (Bois & Vokrouhlicky, 1995), les angles ¢ et 1) désignent respectivement
I’angle de rotation propre et I’angle de précession.

13.2 Ajustement aux données LLR

Une fois ces changements dynamiques introduits, on modifie les parametres suivants pour

tenir

compte de valeurs plus récentes que celles utilisées dans DE405 :

les coefficients du potentiel de la Lune sont issus du modele LP150Q de (Konopliv et al.,
2001). Ils sont disponibles sur le site www.ipgp.jussieu.fr/ wieczor.

les coefficients du potentiel de la Terre sont repris du modele EGM96 de Tapley et al.
(1996). Ils ont été téléchargés a partir du site cddis.nasa.gov/926/egm96/getit.html
les nombres de Love kog, ko1 et koo de la Terre sont déduits des nombres de Love complexes
du modele de marées solides décrit dans les Conventions IERS 2003 (McCarthy & Petit,
2004).

les conditions initiales des corps (autres que la Lune), le Jo solaire et les masses des
astéroides sont ajustés aux observations planétaires (effectué par Agnes Fienga dans une
solution que l'on notera FO8 dans la suite de ce chapitre)
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TABLE 13.4 — Statistiques des résidus LLR de la solution S099_01 (99 para-
metres ajustés). Toutes les observations sont pondérées de la méme valeur. N
désigne le nombre total d’observations disponibles pour la station et ’époque
considérée. Les moyenne et écart-type (o) des résidus sont exprimés en cen-

timetres.

Station Epoque N Moyenne | Ecart-type
CERGA | 1987-1995 | 3460 0.23 16.65
CERGA | 1995-2010 | 4932 1.30 23.12
CERGA | 1984-1986 | 1187 -0.00 44.47

Mc Donald | 1969-1986 | 3604 0.85 158.03

MLRS1 1982-1985 | 418 -3.00 79.42
MLRS1 1985-1988 | 174 6.80 33.47
MLRS2 1988-1996 | 1192 -6.40 27.67
MLRS2 1996-2008 | 2243 -1.10 546.16

Haleakala | 1984-1990 | 770 -0.31 40.08

Apollo 2006-2009 | 642 0.42 18.16

Le modele de gravité terrestre EGM96 a été préféré a GGMO02C de Tapley et al. (2005),
pourtant plus récent, car c’est celui de référence pour les Conventions IERS 2003. Des tests
ont cependant été menés avec GGMO02C (dont les coefficients sont téléchargeables sur le site
WWw.csSr.utexas.edu/grace/gravity). Comme on le verra plus tard, on réajuste aux données
LLR les Js et J3 de la Terre; pour ces deux parametres, peu importe donc les valeurs initiales.
Seul le J4 reste fixé, mais les valeurs issues de GGMO02C et EGM96 étant voisines, on obtient au
final les mémes résidus.

LP150Q n’est pas non plus le modele de potentiel de la Lune le plus récent. SGM100h,
décrit dans (Matsumoto et al., 2010), est construit a partir des données de la sonde Kaguya.
Malheureusement, il n’est pas précisé ou les valeurs des coefficients sont disponibles.

Les ajustements aux données planétaires sont donc effectués en premier. A Tlissue de ceux
aux données LLR, on vérifie cependant que la solution finalement obtenue ne dégrade pas les
résidus aux observations planétaires.

13.2.1 Sélection et pondération des observations

Au paragraphe 10.2.2, on avait vérifié que 174 parametres étaient linéairement indépendants.
Parmi eux, on décide :

— de fixer les parametres post-newtoniens 8 et v a la valeur 1, de maniere a rester en confor-

mité avec la relativité générale

— de n’ajuster que les termes constants des biais n° 1, 17 et 39. Les autres sont laissés a zéro

et ne sont donc pas pris en compte. La raison sera justifiée ultérieurement
Il reste alors 99 parametres que I'on ajuste aux observations LLR. Toutes les données sont prises
en compte et pondérées de la méme maniere.

Le tableau 13.4 donne les moyennes et les écart-types (notés o par la suite) des résidus selon
les stations et les époques d’observation pour la solution (notée S099_01) ainsi construite.

La séparation des données du CERGA entre avant et apres 1987 est justifiée par le chan-
gement de la longueur d’onde du laser de 693.8 nm (Rubis) & 532 nm (Yag), ce qui modifie la
précision des observations. Celles du CERGA entre avant et apres 1995, de MLRS1 entre avant
et aprés 1985 et de MLRS2 entre avant et apres 1996 seront justifiées ultérieurement, méme si
on observe déja une grande différence dans les écart-types des observations.
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Comparés a la précision attendue des observations, les o sont tres importants : pres de 23 cm
pour les données les plus récentes du CERGA, 27 cm (voire plus de 5 m) pour celles de MLRS2,
alors que la précision des données correspondantes est censée n’étre que de quelques centimetres.
En fait, les responsables de ces mauvais résultats sont des points aberrants. Comme l'illustre
le graphique de la figure 13.12, une majorité d’observations présentent des résidus faibles en
comparaison des valeurs maximales atteintes par quelques points isolés. Ainsi, celui du CERGA
vers 2002, dont le résidu atteint presque 10 m, dégrade a lui seul I’écart-type de 6 cm. Certains
points de MLRS2 (non représentés) atteignent eux plus de 120 metres (la raison est parfois
une valeur absurde de la pression atmosphérique mesurée). Ces points aberrants ne doivent pas
étre pris en compte dans les ajustements car ils peuvent provoquer des biais importants sur la
détermination des parametres.

1000

| |
CERGA 1987-2010 100<
800 - [3,100] 7
600 <30 . .

400 |- -
200 |- -
O |- i rvone o el g vt e TS ! 30 i 0 .

—200 ] ] ] ] ]
1990 1995 2000 2005 2010

Année

T

Résidus LLR (cm)

FIGURE 13.12 — Résidus LLR du CERGA (exprimés en cm) d’une solution
ou toutes les données sont prises en compte avec les mémes pondérations. Les
points dont les résidus dépassent 100 sont représentés par des carrés, ceux
compris entre 30 et 100 par des triangles et ceux inférieurs a 30 en par des
points noirs (o est la valeur de I’écart-type calculé sur 'ensemble des points).

Idéalement, les résidus des observations ne devraient étre dus qu’a des erreurs de mesure,
considérées comme une variable aléatoire obéissant a la loi normale. Or I'une de ses propriétés
est que 99,7% des valeurs présentent un écart a la moyenne inférieur & 3o. Pour éliminer les
points aberrants, on détermine donc le nombre d’observations dont les résidus sont supérieurs a
30. Si ce nombre représente plus de 0,3% des données, elles sont écartées de 1’ajustement. Sinon,
seules celles dont les résidus dépassent 100 sont éliminées.

Par exemple, les observations du CERGA entre 1987 et 1995 comptent 14 points (carrés et
triangles) dont les résidus sont supérieurs a 3o. Ils représentent 0,40% des 3460 observations
de cette époque et sont donc rejetés. Pour celles entre 1995 et 2010, seules 7 dépassent 3o,
soit seulement 0,14% des 4932 données disponibles. Seules les deux supérieures & 100 sont donc
éliminées.

Les données conservées sont alors pondérées (voir le paragraphe 10.1.4) par l'inverse de
Iécart-type du groupe auquel elles appartiennent (p; = 1/0); on donne ainsi plus de poids
aux observations les plus précises. Ces nouvelles pondérations sont utilisées dans un nouvel
ajustement des 99 mémes parametres et le processus de sélection/pondération est itéré plusieurs
fois. Si, au cours des itérations, une observation précédemment éliminée présente un résidu
inférieur a 3o, elle est alors réintégrée. Le tableau 13.5 présente les résultats des différentes
itérations. A partir de la 12°™¢, ni les écart-types, ni le nombre de données éliminées n’évoluent.

Les graphiques de la figure 13.13 montrent les résidus pour le CERGA et MLRS2 & l’issue du
processus de sélection/pondération. Pour le CERGA, on observe que les données avant mi-1995
présentent un signal plus prononcé qu’apres. C’est pourquoi les pondérations ont été calculées
séparément pour ces deux périodes. Si cela n’avait pas été le cas, une grande partie des données
éliminées 'auraient été dans les années 1987-1988, avec simplement un écrétement du signal qu’il
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TABLE 13.5 — Evolution du nombre d’observations éliminées et de I’écart-type sur les résidus
au cours du processus de sélection et pondération. Pour chaque station et époque, la colonne
“Total” représente le nombre d’observations disponibles. Pour chaque itération, la colonne o
représente ’écart-type calculé sur les observations prises en compte dans 'ajustement, Ng est
le nombre d’observations éliminées.

Station Epoque Total 1tUerat1<:)nJéE 1t;rat1(;n]3E 1t;rat1§or}v ?; 1t0erat1§or}\7 42
CERGA 1987-1995 | 3460 | 16.65 0 5.68 | 14 | 535 : 42 | 5.56 | 55
CERGA 1995-2010 | 4932 | 23.12 0 574 2 368 : 21 | 333 | 53
CERGA 1984-1986 | 1187 | 44.47 © 0 2068 © 2 1541 © 20 | 14.92 i 29
Mc Donald | 1969-1986 | 3604 | 158.03 i 0 4430 ¢ 40 | 31.78 i 84 | 29.62 | 115
MLRS1 1982-1985 | 418 7942 i 0 7711 P2 73.69 i 8 70.97 : 13
MLRS1 1985-1988 | 174 33.47 0 15.60 : 4 861 i 8 6.72 i 10
MLRS2 1988-1996 | 1192 | 27.67 @ 0 7890 | 18 | 475 i 16 | 4.17 | 38
MLRS2 1996-2008 | 2243 | 546.16 i 0 | 126.23 i 25 | 83.17 | 96 | 45.42 : 198
Haleakala | 1984-1990 | 770 40.08 i 0 14.02 ¢ 7 854 i 20 7.82 1 28
Apollo 2006-2009 | 642 18.16 0 455 0 383 : 0 3.81 i 2
Station Epoque Total 1t§rat1?n]\5;E 1t§rat1?n]\([5E 1t;rat1§or}v'; ltjratléor}VSE
CERGA 1987-1995 | 3460 571 | 50 5.84 : 45 | 5.85 : 45 | 5.86 : 45
CERGA 1995-2010 | 4932 321 71 317 71 | 316 71 | 316 : 71
CERGCA 1984-1986 | 1187 | 14.98 @ 29 | 15.02 : 29 | 1504 @ 29 | 15.04 | 29
Mc Donald | 1969-1986 | 3604 | 29.49 | 115 | 29.52 : 115 | 29.52 i 115 | 29.53 i 115
MLRS1 1982-1985 | 418 71.51 ¢ 13 71.75 ¢ 13 | 7177 ¢ 13 | 71.78 i 13
MLRS1 1985-1988 | 174 6.40 § 11 634 : 11 | 634 : 11 | 634 : 11
MLRS2 1988-1996 | 1192 4.05 | 46 411 44 | 412 44 | 412 | 44
MLRS2 1996-2008 | 2243 | 20.87 i 282 | 4.71 i 429 | 4.38 i 455 | 4.24 © 467
Haleakala | 1984-1990 | 770 745 | 36 747 | 36 7.46 i 36 746 i 36
Apollo 2006-2009 | 642 385 2 3.88 2 3.87 i 2 3.85 i 2
Station Epoque Total 1tUerat1<;nJ\?E 1tzratlo§n ]{[(; 1tzrat1(§)n]\}; 1tzrat1<;n]éz
CERGA 1987-1995 | 3460 5.85 | 45 5.86 | 45 | 5.86 : 45 | 5.86 | 45
CERGA 1995-2010 | 4932 316 71 316 : 71 | 3.16 : 71 | 316 : 71
CERGA 1984-1986 | 1187 | 15.04 : 29 | 15.04 | 29 | 15.05 i 29 | 15.05 i 29
Mc Donald | 1969-1986 | 3604 | 29.52 : 115 | 29.53 @ 115 | 29.54 i 115 | 29.54 : 115
MLRS1 1982-1985 | 418 7177 ¢ 13 7178 ¢ 13 | 71.79 : 13 | 71.80 i 13
MLRS1 1985-1988 | 174 6.34 | 11 6.34 | 11 6.34 i 11 6.34 i 11
MLRS2 1988-1996 | 1192 412 | 44 412 ¢ 44 | 412 0 44 | 412 | 44
MLRS2 1996-2008 | 2243 4.38 i 455 | 4.24 i 467 | 4.16 i 475 | 4.16 : 475
Haleakala | 1984-1990 | 770 7.46 36 7.46 | 36 7.46 1 36 7.46 | 36
Apollo 2006-2009 | 642 387 | 2 385 | 2 384 | 2 384 | 2

est nécessaire de conserver (il ne s’agit pas de points aberrants). Pour MLRS2, on observe & partir
de 1996 une dégradation des résidus, avec une multiplication des points qu’on pourrait hésiter a
considérer comme aberrants. Il faut cependant remarquer que cette dégradation n’est présente ni
dans les données du CERGA, ni d’Apollo (qui couvrent une partie de la méme période, mais non
représentées ici) ; elle est donc spécifique & MLRS2. Apres discussion avec Randall L. Ricklefs,
il semble qu’elle soit due au vieillissement du détecteur de photons, utilisé depuis le début des
observations LLR, conjugué au départ d’une personne chargée du calcul et de la vérification des
points normaux. Pour MLRSI1, la grande différence entre les résidus d’avant et apres 1985 n’est
pas expliquée (on peut en voir une illustration avec les graphes de la figure 13.18).

Le tableau 13.6 résume les nombres des données disponibles, conservées et éliminées pour
la solution S099_12. Le pourcentage de points rejetés est toujours inférieur a 5%, sauf pour les
données MLRS1 apres 1985 et celles MLRS2 apres 1996.

Pour s’assurer de la pertinence de la méthode de sélection des données, et surtout qu’on
n’a pas rejeté trop d’observations, on peut comparer avec celles utilisées dans les solutions
DE421 (Folkner et al., 2008) et EM-3 (Aleshkina, 2002), et résumées dans le méme tableau
13.6. Pour DE421, il n’est pas précisé combien d’observations ont été rejetées et on supposera
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FIGURE 13.13 — Résidus LLR (exprimés en cm) de la solution obtenue apres
le processus de sélection et pondération des données (solution S099_12). Pour
les stations du CERGA (en haut) et MLRS2 (en bas), les données conservées
sont représentées en noir, celles éliminées en gris.

que les nombres de données indiqués pour chacune des stations correspondent a celles qui ont
été conservées lors des ajustements. Pour EM-3, il est mentionné qu’avec 'utilisation du critere
a 30, seules 9 observations ont été rejetées, ce qui est beaucoup moins que dans la solution
S099_12.

Ces deux solutions étant plus anciennes que S099_12, il est normal que le nombre de données
differe pour les stations qui ont continué a observer (MLRS2, CERGA et Apollo). EM-3 est
parue en 2002 ; a cette date, les stations de Mc Donald, MLRS1, Haleakala avaient cessé leurs
observations, de méme que le CERGA avec le laser de longueur d’onde de 693.8 nm. Pour ces jeux
d’observations, on remarque que le nombre de données conservées dans ’ajustement de S099_12
est toujours supérieur ou égal a celui de EM-3, sauf pour le CERGA (1158 contre 1160). On
peut donc supposer que les données utilisées dans 'ajustement d’EM-3 avaient déja été triées. Il
est méme probable qu’elles aient été reprises du JPL car pour Mc Donald, MLRS1 et Haleakala,
les nombres correspondent entre EM-3 et DE421. A la date de parution de DE421 en 2008, le
CERGA n’avait pas encore repris les observations arrétées en 2005. La encore, en comparant le
nombre global d’observations du CERGA jusqu’en 2005 (2 longueurs d’onde du laser confondues
et en soustrayant les 35 depuis fin 2009), 9399 données ont été conservées pour S099_12, ce qui
est supérieur aux 9177 de DE421. La méme remarque peut étre faite pour MLRS2, avec 2916
données conservées pour S099_12 contre 2746 pour DE421.

En conclusion, la méthode de sélection et pondération des données exposée ici n’est pas
plus restrictive que celles (inconnues) utilisées pour les solution EM-3 et DE421. Si seulement
9 observations ont été rejetées selon le critere a 30 dans (Aleshkina, 2002), c’est certainement
parce que les données de départ avaient déja été triées.

13.2.2 Contraintes sur les dérives des stations

La solution S099_12 décrite au paragraphe précédent est la meilleure possible en terme de
résidus. Si les modeles dynamique et de réduction des données sont conservés, le changement de
I'un des 99 parametres par rapport a sa valeur ajustée entrainera une augmentation des résidus
(plus rigoureusement, de la fonction x?2, définie en 10.15) ; cette derniére ne sera cependant pas
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TABLE 13.6 — Comparaison des nombres de données conservées dans S099_12
avec celles utilisées dans les solutions EM-3 et DE421.

Station Bpoque o, S09912 EM3 | DE421
N = Eliminées = Conservées N N
CERGA | 1987-1995 | 3460 45 (1.30% ) 3415 6371 ]
CERGA | 1995-2010 | 4932 = 71 ( 1.44% ) 4861 9177
CERGA | 1984-1986 | 1187 = 29 (2.44% ) 1158 1160 T
Mc Donald | 1969-1986 | 3604 115 ( 3.19% ) = 3489 3451 | 3451
MLRS1 | 1982-1985 | 418 = 13 (3.11% ) 405 ors | 975
MLRS1 | 1985-1988 | 174 = 11(6.32% ) 163
MLRS2 | 1988-1996 | 1192 44 (3.69% ) 1148 0187 | 2746
MLRS2 | 1996-2008 | 2243 = 475 ( 21.18% ) 1768
Haleakala | 1984-1990 | 770 = 36 (4.68% ) = 734 694 | 694
Apollo | 2006-2009 | 642 = 2(0.31%) = 640 - 247

TABLE 13.7 — Dérives des stations LLR (en cm/an) ajustées dans la solution

S099_12.
Station Vx Vy Vz
CERGA —1.57+£0.02 1.05 £ 0.05 2.25+£0.04
Mc Donald 1.16 £0.30 | —2.62£0.19 | —2.79 £ 0.50
MLRS1 2.50 + 1.50 3.55+0.89 7.06 + 2.31
MLRS2 —1.90 +£0.07 0.42 £0.03 0.50 £ 0.08
Haleakala (réception) 0.20 £ 0.53 4.424+0.72 | =9.53 £1.27
Apollo —3.45+0.41 | —0.80 £0.26 5.02 +0.80

forcément significative.

Ces parametres étaient choisis de maniere a étre linéairement indépendants et étaient ajustés
sous la seule contrainte des observations LLR. Parmi eux figurent les vitesses des stations, dont
le tableau 13.7 donne les valeurs ajustées et les erreurs formelles (a 1o, telles que définies au
paragraphe 10.1.2).

La station MLRS1 présente des erreurs formelles élevées, d'une part en raison d’une médiocre
qualité des observations, d’autre part en raison du faible intervalle de temps qu’elles couvrent :
sur moins de 5 ans, la dérive n’est pas suffisamment importante pour avoir un effet significatif
et étre déterminée avec précision.

On observe aussi des disparités importantes entre les valeurs obtenues pour Mc Donald et
MLRS2, stations pourtant éloignées de moins de 1200 m. Or les vitesses des stations sont censées
modéliser la tectonique des plaques et il n’est pas normal d’obtenir des valeurs si différentes entre
deux points relativement proches (méme si ce point de vue peut étre nuancé, comme expliqué
au paragraphe 9.1.2).

Ensuite, les valeurs obtenues pour la station de réception d’Haleakala sont tres importantes
(plus de 10 cm/an au total). Il est vrai qu'Hawal est une zone particuliere, avec une activité
volcanique importante, et cette valeur n’est peut-étre pas aberrante. Mais les vitesses de la
station d’émission données sur le site de 'IGN ( respectivement 1.4, 6.1 et 3.1 cm/an pour les
dérives en X, Y et Z) sont incompatibles avec celles ajustées ici pour la station de réception.

L’inconvénient est donc que des stations proches (Mc Donald, MLRS1 et MLRS2 d’une
part, émission et réception d’Haleakala d’autre part) présentent des dérives tres différentes. Ce
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TABLE 13.8 — Résidus LLR des solutions S099-12 et S081 (suppression de
lajustement des dérives des stations). Les moyennes et les écart-types selon
les stations et les époques sont exprimés en cm. La dégradation des écart-
types lors du passage de S099_12 a S081 est donnée en pourcentage. Les
allures des courbes des résidus en fonction du temps sont similaires & celles
de la figure 13.18.

Station Fpoque Mf}?QQli MOySOéSl i Dégradation
CERGA 1987-1995 | -0.13 | 5.86 | 0.19 | 6.25 6.7%
CERGA | 1995-2010 | 0.06 | 3.16 | -0.01 | 3.27 3.5%
CERGA 1984-1986 | 0.00 | 15.05 | 0.00 | 15.37 2.1%

Mc Donald | 1969-1986 | 0.21 | 29.54 | 0.21 | 31.02 5.0%

MLRS1 1982-1985 | -0.65 | 71.80 | -8.12 | 72.94 1.6%
MLRS1 1985-1988 | 0.03 | 6.34 | 0.22 | 7.45 17.5%
MLRS2 1988-1996 | -0.04 | 4.12 | -0.92 | 4.22 2.4%
MLRS2 1996-2008 | -0.11 | 4.16 | 0.48 | 4.37 5.0%

Haleakala | 1984-1990 | -0.32 | 7.46 | -0.31 | 7.97 6.8%

Apollo 2006-2009 | 0.02 | 3.84 | 0.05 | 4.26 10.9%

probléeme pourrait étre évité en imposant des dérives identiques pour les stations d’'un méme site.
On n’ajusterait donc plus que 3 composantes au lieu de 9 pour Mc Donald, MLRS1 et MLRS2,
et on imposerait des dérives égales (ajustées) pour les deux stations d’Haleakala. On obtiendrait
alors une solution dont la cohérence interne du modele serait respectée.

Mais les vitesses ajustées de la station LLR du CERGA different aussi de celles de la station
SLR, distante de seulement 37 metres. Le méme probléme se pose également pour Apollo, dont
les vitesses ajustées sont tres différentes de celles de la station GPS de White Sands (code
DOMES 498845001) située &4 65 km. La matrice de passage de 'ITRF a 'ICRF est déterminée
par une combinaison de plusieurs techniques (SLR, GPS, LLR, Doris, ...); mais dans le calcul
des Earth Orientation Parameters (EOP), ce sont les données VLBI qui sont prépondérantes.
Or, modifier les dérives d’une station LLR, ¢’est implicitement changer celles de stations VLBI
voisines, et par conséquent, la matrice de passage de 'ITRF a 'ICRF que l'on a imposé au
paragraphe 9.1.7.

Pour réduire les risques d’incohérence, on décide de ne plus ajuster les vitesses des stations;
les valeurs sont imposées conformes a celles du paragraphe 9.1.2. On construit donc la solution
S081 (pour 81 parametres ajustés), dont les résidus sont comparés a ceux de S099-12 dans le
tableau 13.8.

Comme prévu, la suppression de 18 degrés de liberté dans ’ajustement entraine une aug-
mentation générale des résidus. La dégradation est méme supérieure & 10% pour les données
d’Apollo et MLRS1 apres 1985, mais c’est le prix & payer pour obtenir une solution cohérente,
S099_12 n’était de toute fagon physiquement pas acceptable.

13.2.3 Contraintes apportées par les observations planétaires

Entre la solution FO8 (ajustée par Agnes Fienga aux observations planétaires) et la solution
S081 (décrite dans le paragraphe précédent), les conditions initiales du barycentre Terre-Lune
et le rapport des masses entre la Terre et la Lune (7 parametres au total) ont été modifiés.
Ces modifications induisent des changements importants dans la trajectoire de la Terre. Ainsi,
les différences entre les solutions FO8 et S081 sont supérieures a 100 km pour la distance Terre-
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Vénus, et dépassent 150 km sur la distance Terre-Mars (voir les courbes noires de la figure 13.14).
Or ces distances sont les termes principaux des mesures VEX, MEX et MGS, dont la précision
est de l'ordre de quelques metres (voir (Fienga et al., 2009, Tableau 1)). La solution SO81 est
donc incompatible avec ces données. Des essais ont été effectués par Agnes Fienga pour tenter
de réajuster SO81 aux observations planétaires, mais elle est trop éloignée pour converger.
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FIGURE 13.14 — Différences entre les solutions FO8 et S081 d’une part (en
noir), FO8 et S074a d’autre part (en gris). Les comparaisons portent sur les
distances Terre-Vénus (en haut) et Terre-Mars (en bas), exprimées en metres.
Le temps est exprimé en années autour de J2000.

Dans la mesure ou la trajectoire de la Terre est mieux contrainte par les observations pla-
nétaires, on décide de ne plus ajuster ni les conditions initiales du barycentre Terre-Lune, ni le
rapport de leurs masses aux observations LLR. Leurs valeurs resteront égales a celles qui ont
été employées dans la solution F08. On construit alors la solution S074a (pour 74 parametres
ajustés). Les différences avec FO8 dans les distances Terre-Vénus et Terre-Mars sont ramenées
a respectivement de 2 m et 30 cm (voir les courbes grises de la figure 13.14). Les résidus LLR
de S074a sont donnés dans le tableau 13.9. Comme lors de la suppression de I'ajustement des
dérives des stations, I’élimination de 7 degrés de liberté dégrade les résidus, et particulierement
ceux du CERGA apres 1995.

Remarque : les écarts dépassant 100 km entre FO8 et SO81 sont ici tres importants. Avec
d’autres solutions de départ FOS, il arrivait que les différences restent inférieures a 10 km. Mais
elles restaient toujours impossibles a réduire en réajustant S081 aux observations planétaires.

13.2.4 Elimination successive des parametres mal déterminés

On commence par construire la solution S074b sur les mémes données que celles sélectionnées
avec S099_12, mais en actualisant leurs pondérations avec les résidus de S074a. On rétablit ainsi
la cohérence entre résidus et pondérations qu’on avait perdue avec S081 et S074a; les résidus de
S074b different de moins d’un millimetre de ceux de S074a.

Pour chaque parametre ajusté, on définit le rapport @@ = o/« entre lerreur formelle et sa
valeur.

Dans la solution S074b, certains présentent des valeurs de @) élevées. Par exemple, le nombre
de Love Iy de la Lune est ajusté & (3.59 & 26.9) x 10~%. L’erreur formelle représente ici plus de
sept fois la valeur ajustée, qui est donc tres incertaine.

Dans d’autres solutions de travail (avec moins d’observations disponibles, pondérées différem-
ment, ou avec une autre solution de départ “F08”, ...), il arrivait que le plus grand des rapports
Q@ atteigne des valeurs plus élevées encore (parfois plus de 150!). Pour certains parametres, il
est facile de juger si la valeur ajustée au LLR est physiquement réaliste. Par exemple, les temps
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TABLE 13.9 — Résidus LLR des solutions S081 et S074a (suppression de 1’ajus-
tement des conditions initiales du barycentre Terre-Lune et du rapport des
masses entre la Terre et la Lune). Les moyennes et les écart-types selon les
stations et les époques sont exprimés en cm. La dégradation des écart-types
lors du passage de S081 a S074a est donnée en pourcentage. Les allures des
courbes des résidus en fonction du temps sont similaires a celles de la figure

13.18.

Station Fpoque M0y§1081 i MOjOWLaU Dégradation
CERGA | 1987-1995 | 0.19 | 6.25 | 0.22 | 6.33 1.3%
CERGA | 1995-2010 | -0.01 | 3.27 | -0.02 | 3.64 11.3%
CERGA | 1984-1986 | 0.00 | 15.37 | 0.00 | 15.94 3.7%

Mc Donald | 1969-1986 | 0.21 | 31.02 | 0.16 | 31.34 1.0%

MLRS1 1982-1985 | -8.12 | 72.94 | -7.76 | 73.44 0.7%
MLRS1 1985-1988 | 0.22 | 7.45 | 0.20 | 7.94 6.6%
MLRS2 1988-1996 | -0.92 | 4.22 | -0.89 | 4.33 2.6%
MLRS2 1996-2008 | 0.48 | 4.37 | 0.45 | 4.59 5.0%

Haleakala | 1984-1990 | -0.31 | 7.97 | -0.40 | 8.15 2.3%

Apollo 2006-2009 | 0.05 | 4.26 | 0.14 | 4.62 8.5%

de déphasage intervenant dans les effets de marée doivent impérativement étre positifs car le
corps déformé ne peut réagir en avance & une sollicitation. De méme qu’un ressort doit s’étirer
lorsqu’on tire dessus, les nombres de Love doivent eux aussi étre positifs. Or il arrivait qu’on
obtienne Iy = (—3.79 £ 28.4) x 10~ pour la Lune. La encore, I'erreur formelle était importante
comparée a la valeur ajustée. Par contre, d’autres parametres comme les coefficients du potentiel
peuvent prendre des valeurs positives ou négatives, grandes ou petites. Il est alors difficile de
juger si la valeur ajustée est physiquement réaliste ou non.
Lorsque la valeur de Q) est élevée pour un parametre, on suppose ce dernier mieux déterminé
par une autre méthode que I'ajustement d’une solution planétaire aux observations LLR, et on
choisit alors de ne plus l'ajuster.
Remarque : ce n’est pas parce qu'un parametre est mieux déterminé par une autre technique
qu’il faut forcément s’interdire de I’ajuster au LLR. En effet, la valeur d’un parametre ne peut pas
étre dissociée du modele avec lequel elle a été déterminée. Par exemple, Konopliv et al. (2001)
utilise des données de 'orbiteur Lunar Prospector pour calculer les coefficients du potentiel
de la Lune jusqu’au degré 150, avec en particulier 1'utilisation de la solution DE403 du JPL
pour la modélisation des positions mutuelles des corps. Avec une solution planétaire et/ou un
systeme de masses différents (par exemple DE421, INPOP06 ou INPOPO0S), les valeurs auraient
été différentes, et parfois tres différentes. D’autre part, on se limite dans INPOP a la prise en
compte des coefficients de degré 4 dans le potentiel de la Lune. Il est donc légitime d’en modifier
les valeurs par rapport a LP150Q, pour compenser en partie le fait qu’on néglige les effets des
coeflicients de degrés supérieurs. Les mémes remarques sont valables pour les coefficients du
potentiel de la Terre : EGM96 va jusqu’au degré 360 alors qu’on se limite a 4 pour INPOP.
Pour sélectionner les parametres que l'on ajuste, on procede par itérations :
— on dispose d’une solution S(n), obtenue par ajustement de n parametres aux observations
LLR avec les pondérations P(n)

— de S(n), on détermine les écart-types sur les résidus pour chacune des stations et des
époques du tableau 13.9

— les inverses de ces écart-types déterminent les pondérations P(n-1)
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— dans S(n), on repére le parametre qui présente le plus grand rapport entre son erreur
formelle et sa valeur et on le supprime de I’ensemble des parametres ajustés
— on produit la solution S(n-1) en ajustant les n-1 parametres restants aux observations LLR
pondérées par P(n-1).
Lors de la pondération des données, contrairement au paragraphe 13.2.1, on ne cherche plus
a éliminer les points aberrants ou a réintégrer des observations précédemment éliminées; on
conserve la méme sélection que celle effectuée avec S099_12. Seules les pondérations sont réac-
tualisées, en fonction des résidus. Des tests ont cependant été effectués en éliminant /réintégrant
au cours des itérations des données dont les résidus sont supérieurs/inférieurs a 3o. L’ordre des
premiers parametres éliminés pouvait alors varier, mais au final, on obtient sensiblement les
meémes solutions et incertitudes sur les parametres.
Le tableau 13.10 donne, pour chaque solution, le parametre qui présente le facteur @ le plus
élevé, et qui est éliminé des ajustements pour les itérations suivantes.
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FI1GURE 13.15 — Evolution de I’écart-type des residus pour chacune des sta-
tions et époques lors de la suppression des parametres ajustés. Les évolutions
sont données en pourcentage par rapport aux valeurs de la solution S074b.
Le nombre de parametres ajustés est indiqué en abscisse.

Comme on réduit le nombre de degrés de liberté, les résidus augmentent. Cette évolution est
illustrée avec les courbes 13.15. La dégradation reste tres limitée pendant une dizaine d’itéra-
tions : les premiers parametres éliminés sont ceux dont 'effet sur le LLR est le plus facilement
compensable par 'ajustement des autres. On finit cependant par atteindre la limite avec la sup-
pression du nombre de Love hy de la Lune, et les résidus du CERGA apres 1995, plus faibles
donc plus sensibles, commencent a augmenter. La méme chose est observée plus tard avec ceux
d’Apollo (ainsi qu’avec MLRS2 et Haleakala, non représentés ici). Ceux du CERGA avant 1984
(et ceux de MLRS1) ne présentent pas de dégradation, certainement car ils sont plus grands que
les autres. Le cas de Mc Donald est particulier. Les résidus sont du méme ordre de grandeur que
ceux de MLRS1, mais les observations s’étendent sur une période plus longue (16 ans au lieu de
5 pour MLRS1) et sont aussi les plus anciennes. Or plus on avance dans le temps, plus effet de
certains parametres, comme les coefficients du potentiel, est important.

En contrepartie, la suppression d’un parametre permet de diminuer I'erreur formelle de ceux
avec lesquels il était éventuellement corrélé. Ainsi, lors du passage de S070 a S069, on fixe la
valeur du coeflicient du potentiel Cy; de la Lune a sa valeur LP150Q obtenue par Konopliv et al.
(2001). L’erreur formelle sur le C3q de la Lune passe alors de 1.79 x 1076 pour S070 & 3.14 x 10~8
pour S069 (pres de 60 fois inférieure). C’est pourquoi les itérations sont nécessaires; on ne peut
pas se contenter de repérer dans la solution de départ S074b tous les parametres mal déterminés
(dont @ serait supérieur a une spécification) et les éliminer en une seule fois.
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TABLE 13.10 — Liste des parametres qui présentent les plus grands rapports erreur/valeur au
cours des iterations. Les solutions sont notées Sxxx, o1 xxx est le nombre de parametres ajustés.
(CrmE, SnmE) sont les coefficients du potentiel de la Terre, (Cpimar, Spmar) sont ceux de la Lune.
Biais xx désignent les corrections constantes (décalages) appliquées aux observations. ly et ho
sont les nombres de Love associés aux déformations de la surface de la Lune. Q) est le rapport
entre erreur formelle et la valeur ajustée. Enfin, la derniére colonne contient les valeurs (fixées)
utilisées dans la suite des itérations.

Solution | Parametre | Valeur ajustée | Erreur formelle (10) | Q (%) | Valeur fixée
S074b lom 3.59 x 1072 2.69 x 1073 748 1.05 x 102
S073 Cior 1.80 x 107° 8.98 x 1076 49.9 1.62 x 1076
S072 Cuonmr —1.50 x 104 5.78 x 1075 385 | —1.59 x 10~
S071 Csanr —3.76 x 10~ 1.01 x 1076 26.9 4.85 x 107
S070 Cuim 1.59 x 10~* 5.41 x 107° 341 | —5.69 x 1076
S069 Cusnr 1.33 x 1077 3.08 x 1078 23.1 | —8.12x 1078
S068 Susar 1.00 x 107° 1.36 x 1076 13.6 | —8.03 x 1077
S067 Saiu 1.80 x 107° 4.17 x 1076 23.2 1.57 x 10~
5066 Caanr —-3.28 x107° 3.69 x 1076 11.2 | =127 x 1077
S065 Caomr 7.05 x 1073 6.29 x 1074 8.92 9.64 x 1076
S064 haonr 3.97 x 1072 3.10 x 1073 7.81 3.79 x 1072
S063 Saonr —4.44 x 104 2.24 x 1075 504 | —1.52 x 1076
S062 Saan 1.30 x 1077 3.13x 10~8 24.0 | —2.49 x 1077
S061 Saans 5.26 x 1078 1.78 x 1078 33.8 8.31 x 10~8
S060 Biais 17 | 6.80 x 10~10 3.55 x 10~ 11 5.22 0.0
S059 Biais 39 2.22 x 1079 7.93 x 10711 3.57 0.0
S058 S31a 3.33x 1076 8.97 x 1078 2.69 5.90 x 1076
S057 Biais 01 | —6.37 x 10710 1.20 x 10~11 1.88 0.0
S056 Csop 2.86 x 1076 427 x 1078 1.49 2.53 x 1076
S055 Csinm 3.37 x 1075 417 x 1077 1.24 2.85 x 107°
S054 Tauy 1.83 x 1071 1.73 x 1073 0.95 2.11 x 107!
S053 Taus g 1.27 x 1072 1.08 x 107* 0.85 7.66 x 1074
S052 Csonm —8.37x 1076 3.42 x 1078 0.41 | —847x1076
S051 Casnr 1.75 x 10~6 4.63 x 1077 0.27 1.71 x 10~

Globalement, on observe une diminution des maxima atteints par les rapports ) au fur et
a mesure des suppressions de parametres, a part pour quelques étapes. Ces augmentations ne
sont pas dues a une hausse des erreurs formelles, mais & une baisse de la valeur ajustée. Ainsi,
en fixant la valeur de Csaps lors du passage de S071 a S070, celle ajustée de Cy1ps passe de
1.17x 1073 £ 1.31 x 107* (Q=11.2), &4 1.59 x 10~* £ 5.41 x 107° (Q=34.1). La méme chose est
observée lors du passage de S063 a S062, puis a S061.

13.3 Choix de la solution INPOPOS

La solution INPOPOS8 est basée sur S059, la premiere dont tous les parametres présentent
des rapports @ inférieurs & 5%. La modification du J, terrestre induit un changement dans
lellipticité dynamique de la Terre et provoque une faible dérive en précession de son orientation.
A partir de S059, on ajuste les conditions initiales du moment cinétique de la Terre et de son
rapport C'/MR? sur les coordonnées du pole REN2000-P03 (voir le paragraphe 13.1.2). Ces
modifications de constantes laissent les résidus LLR inchangés.

D’autre part, on vérifie qu’avec INPOPOS, dont les parametres sont modifiés par rapport a
ceux de FO8, les résidus aux observations planétaires ne sont pas dégradés.
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TABLE 13.11 — Valeurs des parameétres intervenant dans le modele dynamique. Pour chacun,
on donne la valeur initiale (avant ajustement) et celles employées pour les solutions INPOP08
(avec lerreur formelle & 1o s’il est ajusté), DE421 ( £7 indique si le parametre y est ajusté)
et EM-3. Tous les parametres sont sans unité, exceptés les temps de déphasages 7ps, Tpo1 et
Tr22 (exprimés en jours) et GMgap (produit de la constante de la gravitation G par la somme
des masses de la Lune et de la Terre, exprimé en UA3/jour?, avec la méme valeur de 'UA que

DE405 soit 149597 870,691 km).

Parametre Initiale INPOPOS8 DE421 EM-3
GMEguB 8.9970 x 10~10 | 8.9970 x 10~ 10+ 7.19 x 10~ 19 | 8.9970 x 10~ 10 ?
CooE —1.0826 x 1073 | —1.0826 x 1073 £1.09 x 10~° | —1.0826 x 103 ?
C3or 2.5327 x 10~ 2.8813 x 1076 £ 3.86 x 108 2.5325 x 10~ ?
CuoE 1.6196 x 106 1.6196 x 106 1.6200 x 106 ?
To1E 7.6619 x 10~4 1.2334 x 1072 £9.69 x 10~5 1.1142 x 10247 ?
TooE 3.4273 x 10~4 6.9795 x 1073 £ 7.67 x 106 6.5743 x 1073 +£7 ?
Coom —2.0326 x 104 | —2.0346 x 10~* £2.76 x 10~8 | —2.0327 x 10~ %£? | —2.02351 x 10~*+1.3 x 109
Caons 2.2358 x 1075 2.2399 x 1075 £2.65 x 1079 2.2390 x 107547 2.2699 x 1075 £6.0 x 10~10
Csom —8.4745 x 1076 | —8.3915 x 1076 £2.28 x 1078 | —8.4047 x 107647 | —8.0680 x 10~6 +8.0 x 10~10
C31m 2.8452 x 10~° 3.1787 x 1075 £3.71 x 107 2.8452 x 10~° 3.7067 x 1075 £ 1.1 x 10~8
Csom 4.8452 x 1076 | 4.8452 x 10~6 4.8464 x 107647 3.3963 x 1076+ 1.0 x 1010
C3snm 1.7132 x 10—6 1.7250 x 106 £6.29 x 10~9 1.6740 x 10~ 647 1.0962 x 1076 + 2.0 x 102
Caonm 9.6423 x 10~ 9.6423 x 106 9.6423 x 10~ ?
Ca1nmr —5.6927 x 1076 | —5.6927 x 10—6 —5.6927 x 10~6 ?
Cuanr —1.5862 x 10=6 | —1.5862 x 10~6 —1.5862 x 106 ?
Cusnmr —8.1204 x 1078 | —8.1204 x 108 —8.1204 x 108 ?
Cuamt —1.2739 x 107 | —1.2739 x 10~7 —1.2739 x 10~7 ?
S31s 5.9008 x 10~ 3.2878 x 1076 £8.80 x 108 5.9008 x 10~ 4.8400 x 1076 £ 1.0 x 1077
S320m 1.6700 x 10~ 1.6871 x 1076 £ 5.66 x 10~10 1.6842 x 107647 1.1861 x 1076+ 1.2 x 109
S33s —2.4855 x 107 | —2.4855 x 10~7 —2.4855 x 107 —1.8727 x 1077 +£ 1.0 x 10— 11
Sa1n 1.5744 x 10~6 1.5744 x 10~6 1.5744 x 10~6 ?
Saonm —1.5173 x 106 | —1.5173 x 10~6 —1.5173 x 10~6 ?
Sz —8.0279 x 107 | —8.0279 x 10~ 7 —8.0279 x 10~7 ?
Saans 8.3147 x 108 8.3147 x 108 8.3147 x 108 ?
(C/MR?)p; | 3.9069 x 10~ | 3.9316 x 10~ +£4.65 x 1075 3.9327 x 107147 3.906895 x 10!
kons 2.9922 x 10—2 2.6256 x 102 4+ 1.70 x 10—+ 2.1634 x 10~ 247 2.054 x 1072+ 8.0 x 10~
™ 1.6672 x 10~1 1.8910 x 10~ 1 +£1.53 x 103 1.0786 x 10~ 147 ?
13.3.1 Valeurs des parametres

Dans les tableaux 13.11 , 13.12 et 13.14 sont données les valeurs des parametres pour la
construction d’INPOPO0S8 (y compris ceux qui sont fixés), ainsi que leurs erreurs formelles pour
ceux ajustés.

13.3.1.1 Parameétres dynamiques

Le tableau 13.11 contient les valeurs des parametres intervenant dans le modele dynamique.
Elles sont comparées aux valeurs initiales avant ajustement, issues de :

— DE405 pour GMEgyp (constante G multipliée par la somme des masses de la Terre et la
Lune), le temps de déphasage 73; et le nombre de Love kops de la Lune
LP150Q pour les coefficients du potentiel Cj;ys et Sijn de la Lune
EGM96 pour les coefficients du potentiel C;jr de la Terre

— des Conventions IERS 2003 pour les temps de déphasage 7915 et 79 de la Terre

Elles sont aussi comparées a celles employées dans les solutions DE421 de Folkner et al.
(2008) et EM-3 de Aleshkina (2002) (lorsqu’elles sont publiées). Dans (Folkner et al., 2008), il
est indiqué si chaque parametre est fixé ou ajusté, mais dans ce dernier cas, I'incertitude n’y est
pas précisée.

On ne s’intéresse dans un premier temps qu’au statut (ajusté ou fixé) des parametres. Les
raisons pour lesquelles un parameétre est fixé ou ajusté dans DE421 ne sont pas expliquées dans
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(Folkner et al., 2008) ; on remarque cependant une assez bonne adéquation avec INPOP. Seuls
different les coefficients du potentiel de la Terre Cogr et Csog, ceux de la Lune S31ps et Cs1ay, et
GMEgyp (somme des masses de la Terre et la Lune, multipliées par la constante universelle de la
gravitation). Ces parametres sont ajustés dans INPOP08 mais fixés pour DE421. C’est l'inverse
pour le coefficient du potentiel de la Lune Cs2)s, fixé dans INPOPOS et ajusté dans DE421.

Remarque : dans DE421, certains parametres ne sont pas directement ajustés, mais se dé-
duisent d’autres qui le sont. C’est le cas, entre autres, de Cagns, Coons et (C/MR?)yy, liés aux
Br et yr (voir les relations au paragraphe 11.1.5).

Dans (Folkner et al., 2008), ainsi que pour la solution EM-3 additionnelle, il est aussi fait
mention de I'ajustement d’autres parametres intervenant dans l'orientation de la Terre. Cette
derniere intervient a la fois dans le modele dynamique et lors de la réduction des données. Pour
plus de détails a ce sujet, se reporter aux paragraphes 13.4.2.2.2 et 13.4.2.2.3.

Ensuite, les comparaisons des valeurs employées dans les diverses solutions nous indiquent
qu’en raison des modeles différents utilisés, il n’est pas anormal d’obtenir des valeurs qui peuvent
parfois étre tres éloignées les unes des autres. Ainsi, sur les graphes de la figure 13.16 sont repré-
sentées pour chaque parametre ajusté dans INPOPOS, les différences entre les valeurs ajustées
et celles employées dans d’autres solutions (DE200 a DE421 et EM3), rapportées aux erreurs
formelles d’INPOPOS. Si tous les modeles utilisés pour construire ces solutions étaient parfaits et
si le bruit de mesure était gaussien, ces rapports devraient tous étre compris entre [-3,3] (comme
pour le coefficient du potentiel Cygp de la Terre). C’est loin d’étre le cas pour tous les parametres,
avec des rapports qui peuvent dépasser 50. Mais cela ne signifie pas que les valeurs d’INPOP0S8
sont aberrantes :

— soit parce qu’il s’agit de valeurs “médianes” ; par exemple celle du temps de déphasage 15

est comprise entre celles de DE403 et DE421.

— soit parce que les différences entre les solutions du JPL ou EM3 sont elles-mémes impor-

tantes, comme par exemple le temps de déphasage m9og

Seul le coefficient du potentiel de la Terre C'3p semble problématique, car les valeurs utilisées
dans les solutions du JPL et dans les modeles de potentiel EGM96 et GGMO02C sont toutes
proches de 2.53 x 107°. Celle ajustée dans INPOP s’en écarte significativement. Pourtant, dans
les nombreuses solutions intermédiaires construites (plusieurs centaines selon les modeles, les
données LLR disponibles, leurs pondérations, les solutions de départ type FO8, ...), cette valeur
est assez stable, ne variant qu’entre 2.81 x 1076 et 2.93 x 1075, Au paragraphe 10.4, on note que
la valeur de C3gg reste trés proche de celle ajustée ici, surtout au cours des tests de variabilité
des parametres par élimination aléatoire de données. Avec la méthode du Bootstrap, la valeur
minimale atteinte est de 2.71 x 1076, mais reste supérieure & celle I’EGM96. La valeur ajustée
par INPOPO0S8 n’est donc pas une anomalie. Les raisons d’un tel écart sont inconnues. Les modeles
de potentiel de la Terre sont calculés pour des degrés élevés ; comme on se limite au degré 4 dans
INPOP, il est possible que le Csgp s’ajuste pour compenser ’absence de prise en compte des
degrés supérieurs.

Quant aux temps de déphasages o1 et T9p, les valeurs ajustées sont tres éloignées de celles
issues du modele de marées solides des conventions IERS 2003. Ces derniéres ne tiennent compte
que de la dissipation dans le manteau et négligent celle dans les océans (qui est prise en compte
séparément). Les valeurs INPOPO8 sont d’ailleurs proches de celles de DE421, et encore plus
proches de celles de DE405.

Enfin, les incertitudes des parametres ajustés dans EM-3 sont inférieures a celles d’INPOPOS,
a part pour le coefficient Ssa57. C'est paradoxal, car depuis 2002 (date de parution d’EM-3), on
dispose de plus de données, parmi les plus précises, et couvrant un intervalle de temps plus long ;
on s’attendait donc a avoir une meilleure détermination des parametres dans INPOP que dans
EM-3. On peut aussi noter que dans les graphes de la figure 13.16, si les valeurs et erreurs d’EM-3
avaient servi de références en remplacement de celles I’ INPOPO08, les dispersions auraient été
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F1GURE 13.16 — Différences entre les valeurs de parametres de diverses solutions et celles d’IN-
POPOS, divisées par les erreurs formelles issues de 'ajustement par moindres carrés. Le gra-
phique inférieur est identique au supérieur au changement d’échelle pres. Les deux traits poin-
tillés verticaux du graphique inférieur délimitent la zone [-3,3].

encore plus importantes.
Remarque : dans (Aleshkina, 2002), le coefficient du potentiel Coops, qui devrait étre négatif,
est certainement publié avec une erreur de transcription.

13.3.1.2 Coordonnées des réflecteurs

Pour EM-3, une seule coordonnée d’Apollo XV est ajustée, ses longitude et latitude étant
fixées (pour plus de détails, voir le paragraphe 13.4.2.2.3). Pour DE421 et INPOPOS8, toutes les
coordonnées de tous les réflecteurs sont ajustées. Elles different cependant de beaucoup entre
elles, parfois de plus de 100 metres, sauf pour les composantes Z.
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TABLE 13.12 — Comparaison des coordonnées sélénocentriques (le repere est
propre a chacune des solutions) des réflecteurs des solutions DE421, INPOP0S

et EM-3. Les valeurs sont données en metres.

Réflecteur DE421 INPOPOS EM-3
x | 1591967.522 | 1591926.442 + 1.500 | 1591955.000
Apollo 11y 690698.106 690799.570 £ 3.460 690724.400
Z 21003.309 21002.677 4+ 0.304 21004.900
x | 1652689.359 | 1652725.312 +1.140 | 1652696.800
Apollo 14y | —520999.194 | —520893.898 £ 3.590 | —520972.300
z | —109731.018 | —109731.641 +0.316 | —109728.600
x | 1554678.949 | 1554675.817 £ 0.277 | 1554675.100
Apollo 15y 98094.117 98193.230 4 3.370 98120.100
Z 765004.907 765004.978 £ 0.302 765006.700
x | 1339364.624 | 1339316.725 £ 1.750 | 1339348.900
Lunakhod2 y 801870.788 801956.280 £ 2.910 801893.400
Z 756358.470 756358.527 + 0.266 756359.500
g 1341
g 132
> 130
12.8 L L ; L L
30 25 -20 -15 -10 -5 0 5 10

Temps autour de J2000 (années)

FI1GURE 13.17 — Différences entre les librations
de la Lune de DE421 et celles d’INPOPOS. Les
angles sont exprimés en secondes de degré, le
temps en années depuis J2000.

Les courbes de la figure 13.17 montrent les différences dans les librations de la Lune entre
DE421 et INPOPOS. Elles sont logiquement bien plus importantes (500 fois) que celles entre
INPOPO05 et DE405 du graphique de la figure 11.32. Si les angles de précession ¢ et nutation
0 oscillent autour de zéro, on observe surtout un déphasage d’environ 13,2 secondes de degré
dans I'angle de rotation propre 1. Ce décalage n’est pas anormal car les modeles dynamiques
different (entre autres parce que la Lune de DE421 contient un noyau). Il pourrait cependant
étre en partie compensé par un changement de repere sélénocentrique. Sa définition dans DE421
est identique & celle d’'INPOP : il est confondu avec les axes principaux d’inertie (on le note
Ra21). Mais ce choix est arbitraire et on pourrait associer a la Lune un autre repére sans nuire
a la cohérence des modeles :
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TABLE 13.13 — Coordonnées sélénocentriques des réflecteurs de DE421, ex-
primées dans le repere R’401 décalé de -13,2 secondes de degré par rapport a
R421. La troisieme colonne donne les différences entre les valeurs d’INPOPO0S
et celles exprimées dans le repere R'491. Toutes les valeurs sont exprimées en

metres.

Réflecteur R421 R/421 INPOP08—R,421
x | 1591967.522 | 1591924.005 2.437
Apollo 11y 690698.106 690798.399 1.171
z 21003.309 21002.309 0.368
x | 1652689.359 | 1652721.820 3.492
Apollo 14y | —520999.194 | —520894.880 -0.982
z | —109731.018 | —109731.018 0.623
x | 1554678.949 | 1554672.817 3.000
Apollo 15y 98094.117 98191.945 1.285
z 765004.907 765004.907 0.071
x | 1339364.624 | 1339314.479 2.246
Lunakhod2 y 801870.788 801955.378 0.902
z 756358.470 756358.470 0.057

— en modifiant les conditions initiales des librations
— en autorisant 'apparition de termes extra-diagonaux dans la matrice d’inertie de la Lune
(et donc de coefficients Ca1pr, So1as €t Saanr).
— en modifiant les coefficients du potentiel de la Lune selon les développements exposés en
annexe F
— en modifiant les coordonnées des réflecteurs
On peut donc ainsi définir le repere R’ 491 comme I'image de R401 par la rotation d’axe Z et d’angle
a = —13.2 secondes de degré. L’évolution des angles d’Euler de R’491 ne présenterait pas de
décalage par rapport a ceux intégrés dans INPOP. D’apres I’expression F.14, il faudrait introduire
un terme S9ops dans le potentiel et modifier le Cogps. Les autres coefficients se déduiraient de
I'expression F.14. Enfin, les coordonnées (X, Y, Z) des réflecteurs ajustées par DE421 dans R421
se transforment en (X', Y’ Z’) dans R'42;1 selon I'expression :

X’ cosa sina 0\ /X
Y| =|-sina cosa 0] |V (13.12)
A 0 0 1 VA

Les valeurs des nouvelles coordonnées (X', Y’, Z'), sont données dans le tableau 13.13. Les
différences avec celles ajustées par INPOPO8 dans le repere cinématiquement proche de R'491
sont alors bien plus faibles, quelques metres au plus au lieu de plusieurs dizaines de meétres dans
le tableau 13.12.

Remarque : au paragraphe 13.4.2.1, on applique le modele de réduction LLR utilisé pour
INPOP a la solution DE423 et on réajuste certains parametres, dont les coordonnées des ré-
flecteurs. Le méme travail avait aussi été effectué pour DE421, méme s’il n’est pas exposé ici.
Les coordonnées ajustées des réflecteurs ne different alors que de quelques centimetres (10 au
maximum) par rapport a celles publiées dans (Folkner et al., 2008).

13.3.1.3 Coordonnées des stations

Les coordonnées des stations ajustées dans INPOPO08 sont données dans le tableau 13.14,
et comparées aux valeurs initiales du tableau 9.1. Elles sont aussi ajustées dans DE421 et EM-
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TABLE 13.14 — Comparaison des coordonnées des stations entre les valeurs de
départ issues du tableau 9.1 et celles ajustées avec INPOP dans 'TTRF2005,
a la date du 1°* janvier 1997. Les valeurs sont données en metres.

Station Tab. 9.1 INPOPOS Ecarts

X 4581692.189 4581692.121 +0.003 | —0.068

Station 01910 y 556196.025 556196.024 + 0.001 | —0.001
Z 4389355.082 4389355.016 = 0.010 | —0.066

x | —1330781.376 | —1330781.441 + 0.012 0.065

Station 71110 y | —5328755.585 | —5328755.510 + 0.009 | —0.075
Z 3235697.658 3235697.502 £ 0.022 | —0.156

x | —1330121.043 | —1330121.101 4+ 0.014 0.058

Station 71111 y | —5328532.272 | —5328532.294 + 0.008 0.022
Z 3236146.670 3236146.580 +0.024 | —0.090

x | —1330021.072 | —1330021.433 = 0.002 0.361

Station 71112 y | —5328401.861 | —5328403.288 + 0.003 1.427
Z 3236480.784 3236481.600 = 0.010 0.816

x | —5466000.273 | —5466000.459 + 0.011 0.186

Station 56611 y | —2404424.634 | —2404424.716 + 0.013 0.082
7 2242206.911 2242206.724 + 0.028 | —0.187

x | —1463999.007 | —1463998.838 + 0.005 | —0.169

Station 70610 y | —5166633.028 | —5166632.674 + 0.004 | —0.354
Z 3435012.346 3435013.095 £ 0.012 0.749

3, mais ni les valeurs, ni leurs incertitudes ne sont publiées. Dans DE421 sont aussi ajustées
les dérives des stations ayant observé plusieurs années (il n’est pas explicitement mentionné
lesquelles). Dans la solution “additionnelle” EM-3 sont aussi ajustées des dérives dans les latitudes
des stations par rapport a celle de MLRS2.

On remarque que les valeurs ajustées par INPOPOS8 ne different que de quelques centimetres
de celles du paragraphe 9.1.2. Seule la station MLRS2 présente un écart supérieur a 1 meétre.
Mais si on compare les valeurs INPOPO0S8 a celles de (Chapront et al., 2002, Tab. 5), on remarque
que les différences ne sont plus que de 7 cm au maximum. On pourrait donc se poser la ques-
tion si la station dont le code DOMES est 40442M006 sur le site de 'IGN itrf.ensg.ign.fr
correspond effectivement a la station MLRS2 qui effectue des tirs sur la Lune. Mais sur le site
de I'International Laser Ranging System ilrs.gsfc.nasa.gov, aucune autre n’est mentionnée
et on peut vérifier qu’elle a bien la capacité de tirer sur la Lune.

Il est aussi possible que ses coordonnées soient déterminées & partir de ses observations
Satellite Laser Ranging (SLR), et que lorsque des tirs sont effectués sur la Lune, on change le
dispositif instrumental et que le point de référence en soit modifié.

13.3.1.4 Nombres de Love hy et ky de la Lune

Les nombres de Love hg et lo de la Lune sont fixés dans INPOPOS a leurs valeurs reprises de
DE421 (kg est ajusté) :

— hy = 0.03786

— Iy =0.0105

Dans (Williams et al., 2008), il est indiqué que hg est déduit de ko = 0,02163 (lui-méme est
ajusté) selon la relation he = 1,75 x ko. La justification de cette contrainte n’est pas précisée.
On retrouve cependant dans (Zhang, 1992) des rapports entre hg et ko qui varient entre 1,73
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TABLE 13.15 — Valeurs des biais ajustés dans
INPOPOS, exprimées en nanosecondes.

n° ‘ Valeur (ns)
1 | —0.595+£0.012
39 2.224 £0.079

et 1,75 selon les modeles. Pour DE418 de Folkner et al. (2007), le rapport est différent, avec
ha = 1,90 x ko (on ignore s’il est imposé ou si les deux nombres sont ajustés sans contrainte).

Enfin, Williams (2008) indique que, dans une solution non précisée, les deux nombres de
Love hs et ko de la Lune sont ajustés aux données LLR et en donne les valeurs et incertitudes :

— ko = 0.0199 £ 0.0025

— he =0.042 + 0.008
Ici, le rapport entre ho et ko est de 2,11.

Remarque : I'incertitude sur ko est intéressante ; elle est supérieure a 0,00017, erreur formelle
obtenue avec INPOPO0S8 (10). Compte tenu des faibles valeurs publiées par Aleshkina (2002), avec
en particulier une erreur formelle de £8 x 107° sur ko, c’est plutot rassurant.

Dans (Melchior, 1979, p. 60), on trouve la relation pour un corps en équilibre hydrostatique :

',
predr
h2:R2/0

P 7 (13.13)
2 / pridr
0
Si on suppose de plus que le corps est a symétrie sphérique, alors :
hy 2 MR?
2ot (13.14)
ke 3 C

Avec C/MR? ~ 0.393, le rapport devrait étre hg/ks ~ 1,70. Il n’est que de 1,45 pour
INPOPOS, ce qui montre que la valeur imposée pour hs, est trop faible en comparaison du
ko ajusté. On peut cependant noter que si on néglige de tenir compte des déplacements des
réflecteurs dus aux marées solides (soit hy = Il = 0), on obtiendrait sensiblement les mémes
résidus, comme le montre le tableau 9.9. Pour des soucis de cohérence, il sera toutefois souhaitable
dans les prochaines versions d’INPOP d’imposer un rapport hs/ke dépendant du C/M R?.

13.3.1.5 Biais

Au paragraphe 13.2.4, on commencait avec la solution S074b par ajuster 3 biais :

— n°1 : sur les données du CERGA entre le 1°* décembre 1996 et le 28 juin 1998

— n°17 : sur celles du CERGA entre le 1 javnier 1984 et le 1°* janvier 1987

— n°39 : sur celles de Mc Donald entre le 21 octobre 1972 et le 3 aotut 1975
On tenait compte de ces biais pour corriger des décalages observés dans les résidus, illustrés par
les graphes de la figure 9.18 pour les n° 1 et 39, et par 'obtention d’une moyenne non nulle de
8 cm pour le n° 17 (voir le tableau 13.17). Puis, alors que les n° 1 et 39 sont conservés dans les
ajustements tout au long du processus de sélection des parametres (leurs valeurs sont données
dans le tableau 13.15), le n° 17 présentait avec la solution S060 (I'itération précédant INPOPOS)
un rapport @ légérement supérieur a 5%. Il avait donc été éliminé de la liste des parameétres
ajustés.

Aleshkina (2002) tient elle aussi compte du biais n°1, dont la valeur de 0.7 ns est reprise de
(Chapront-Touzé et al., 2000). Pour INPOPOS, elle est ajustée a -0.6 ns, le signe n’étant qu’une
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TABLE 13.16 — Valeurs, erreurs formelles o et facteurs Q (rapport entre lerreur formelle et la
valeur) des biais ajustés dans la réduction DE423b. Les colonnes ¢ indiquent le degré de la
correction : constante si la valeur est 0, linéaire avec le temps si la valeur est 1 (ne concerne que
le biais n°5). Les valeurs et erreurs formelles sont données en picosecondes, le facteur Q en %.

n°e ittt val | o | Q e ittt oval | o i Q
0l  0: 00 : 00 | 00 21 0 1 2828 | 399 @ 14.1
02 {0 119.7 | 1140 i 952 22 10 | —484.7 © 528 | 109
03 0 0 3671.0 : 249.0 i 6.8 23 10 | —134.5 : 113.0 | 84.0
04 | 0 i —2810.0 | 419.0 | 14.9 24 10 | —610.0 | 50.9 | 8.3
05 © 0  —2334.0 : 242.0 104 25 00 —89.1 . 264 296
05 1. 43 = 29 669 26 0 —596.4 169 2.8
06 @ 0 —2549.0 : 531.0 | 20.8 27 0 0 i —665.8 @ 463 @ 7.0
07 0 0 —186.0 : 213.0 i 1145 || 28 | 0 = —4285 : 21.6 . 5.0
08 i 0 —21.3 | 482 i 226.7 || 29 i 0  -391.0  27.1 | 6.9
09 0 —3841 | 503 | 13.1 30 0 0 i —440.1 i 79.7  18.1
10 0 10960 : 139.0 127 [ 31 0 . 1925 114 = 59
11 0 11240 : 185.0 . 16.5 32 . 0 —471.3  145.0 @ 30.8
120 71 196.0  2742.0 || 33 : 0 i —196.0 : 148.0 | 75.5
3:0: 00 { 00 : 00 34 10 792 76 96
14 1 0 ¢ 7895 2100 @ 26.6 35 10 0 101.8 | 33.7 @ 331
15 0§ 1399.0 | 509.0 | 36.4 36 1 0 186.0 : 39.6 @ 21.3
16 1 0 i 585 123.0: 2104 |[ 37 i 0  -311.8 @ 67.3 | 216
17 0 57L7 307 @ 54 38 .0 649.8 . 90.3 139
18 0 —397.0 . 91.3 . 23.0 39 0 00 - 00 : 00
19 1 0 0 —411.3 | 83.7 = 204 40 0 00 - 00 : 00
20 1 0 @ 1765.0 | 238.0 i 13.5

convention : soit on applique le biais sur les mesures, et il doit étre positif, soit, comme dans
INPOP, on corrige les temps LLR calculés.

Quant a DE421, rien n’est précisé dans les différents Interoffice Memorandum du JPL, mais
d’apreés Williams (2010, communications privées), les termes constants des biais n°2 a 38 du
tableau 9.13, ainsi que le terme linéaire du n°5 sont utilisés pour la solution DE421. Certains
sont introduits en raison de décalages observés dans les résidus, d’autres de modifications dans
I'instrument de mesure qui pourraient induire le méme genre de décalage. Tous sont ajustés aux
observations.

Ainsi, 10 biais sont ajustés par J. Williams pour le site d’'Haleakala. Il précise (2010, com-
munication privée) que quatre différentes configurations instrumentales y ont été utilisées, selon
les lentilles installées ou la présence d’un compensateur. Il y a donc bien des raisons objectives a
tenir compte de ces 4 biais. Mais pourquoi en introduire 10 7 On verra au paragraphe 13.4.2.1 que
leur prise en compte permet d’atténuer des signaux résiduels dans les observations du CERGA,
et plus nettement encore dans ceux d’Haleakala. Or un signal dans les résidus est caractéristique
d’un probléeme dans la modélisation. Par exemple, on néglige (pour 'instant) dans INPOP la
présence d’un noyau interne a la Lune, qui induirait principalement des modifications dans ses
librations ; il s’agit la d’une lacune possible dans le modele dynamique. On peut aussi envisager
qu'un tel signal, selon une idée de S. Bouquillon (2009, communication privée), serait di a ’at-
mosphere : méme si son effet est pris en compte (voir le paragraphe 9.5), on néglige le fait que
par effet de marée, son épaisseur varie en fonction de la position de la Lune. On aurait alors ici
une lacune dans le modele de réduction des données. Introduire des biais pour réduire un signal
pourrait donc masquer un probleme plus important de modélisation.

Un autre inconvénient a l'introduction de tant de biais est que leurs valeurs sont a priori
inconnues et doivent donc étre ajustées en méme temps que celles de tous les autres parametres.
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Le tableau 13.16 en présente les valeurs ajustées dans le cadre de la réduction DE423b
effectuée au paragraphe 13.4.2.1, les erreurs formelles, ainsi que les facteurs ) associés. On
remarque que les erreurs formelles sont souvent tres importantes, et représentent toujours plus
de 5% de la valeur ajustée (sauf pour le n°26, qui s’applique sur les données du CERGA entre
le 8 février et le 7 mai 1997).

Cette situation se dégrade encore pour la construction d’INPOP, lorsqu’a I’ajustement des
parametres du modele de réduction s’ajoutent ceux du modele dynamique. Ainsi des essais ont
été effectués pour ajuster avec INPOP les mémes 37 biais pris en compte par J. Williams :

— au paragraphe 13.2.1, la sélection/pondération des observations avait été effectuée avec

133 parametres au lieu de 99.

— au paragraphe 13.2.2, la suppression de ’ajustement des dérives des stations conduisait a
ajuster 115 parametres au lieu de 81.

— au paragraphe 13.2.3, ne plus ajuster les conditions initiales du barycentre Terre-Lune ni
le rapport des masses entre la Terre et la Lune réduisait le nombre de parametres ajustés
a 108.

— enfin, la sélection des parametres ajustés selon de rapport () du paragraphe 13.2.4 incluait
au départ tous les biais de Williams, qui pouvait ensuite étre éliminés des ajustements si
leur rapport () était trop important.

Au final, I'utilisation du méme critere de sélection (facteur @ inférieur a 5%) en éliminait la
plupart et aboutissait & une solution a 60 parametres ajustés, dont seulement 3 biais conservés
(n°s 26, 31 et 34, tous concernant le CERGA) sur 37 au départ. Les biais exceptés, les 57 autres
parametres ajustés correspondaient a ceux qui le sont aussi avec INPOPOS.

Les résidus de cette solution étaient légerement meilleurs que ceux d’INPOP08 pour le
CERGA, mais dégradait en contrepartie ceux des autres stations. L’amélioration du CERGA
était aussi partiellement due au rejet de 30 données supplémentaires lors de leur sélection.

Cette méthode de construction n’a donc pas été conservée, car elle était plus coliteuse en
temps de calcul et donnait des résultats similaires a INPOPO08. D’autre part, introduire au départ
autant de biais, dont les justifications physiques sont discutables, pour ensuite n’en conserver
que 3 est difficilement justifiable.

13.3.2 Résidus INPOPOS

Les graphiques de la figure 13.18 montrent les résidus LLR de la solution INPOPOS8 en
fonction du temps et des stations, le tableau 13.17 en donne les statistiques.

13.4 Critiques envers la solution

13.4.1 Ecart-types des résidus Apollo

Dans les fichiers des observations LLR, en méme temps que les données nécessaires a leur
réduction, figurent les estimations des incertitudes pour chacun des points normaux. Elles dé-
pendent (S. Bouquillon, communication privée) :

— de la précision des détecteurs

— de la largeur d’impulsion

— de la précision des dateurs

— de 'atmosphere (seeing)
de 'angle d’incidence des photons sur le réflecteur
du nombre d’échos recus

La figure 13.19 en montre les évolutions au cours du temps pour les stations du CERGA,
MLRS1, MLRS2 et Apollo. On remarque que celles du CERGA présentent une allure curieuse :

— sur la période 1987 a 1993, les incertitudes sont de I'ordre de 5.5 cm en moyenne
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TABLE 13.17 — Résidus LLR d’INPOPOS8. Les moyennes et les écart-types
(o) selon les stations et les époques sont exprimés en cm. N est le nombre

d’observations disponibles, N, celui des observations éliminées.

Station Epoque Moy. o N Ne
CERGA | 1987-1995 | -0.16 | 6.32 | 3460 | 45
CERGA | 1995-2010 | -0.03 | 3.97 | 4932 | 71
CERGA | 1984-1986 | 8.10 | 15.87 | 1187 | 29

Mc Donald | 1969-1986 | 0.16 | 31.63 | 3604 | 115

MLRS1 1982-1985 | -7.80 | 73.23 | 418 | 13
MLRS1 1985-1988 | 0.22 | 7.25 | 174 | 11
MLRS2 1988-1996 | -0.86 | 4.26 | 1192 | 44
MLRS2 1996-2008 | 0.56 | 4.80 | 2243 | 475

Haleakala | 1984-1990 | -0.44 | 8.10 | 770 | 36

Apollo 2006-2009 | 0.08 | 4.82 | 642 2

— puis, elles décroissent pour atteindre environ 1.5 cm sur la période 1995-1998

— elles connaissent un minimum en 1999 a 0.5 cm

— enfin, elles augmentent & pres de 4.5 cm
D’autre part, on observe que les incertitudes des observations éliminées (car considérées comme
aberrantes au paragraphe 13.2.1) ne sont pas supérieures a celles des données conservées (a part
pour MLRS2); pour toutes les stations, des ronds gris (observations éliminées) se retrouvent
noyés parmi des points noirs (observations conservées). C’est pourquoi ces estimations des incer-
titudes de mesures n’ont pas été utilisées aux paragraphes 13.2.1 ou 13.2.4, ni dans la sélection
des données, ni dans le choix des pondérations.

Par contre, 'augmentation des incertitudes de mesures pour MLRS2 vers 2000 confirme ce
qu’on avait observé avec la dégradation des résidus correspondants (voir le graphe inférieur de
la figure 13.13). Il en est de méme pour MLRS1, avec une allure des incertitudes cohérente avec
celle des résidus (voir la figure 13.18).

Si les ordres de grandeur entre les incertitudes et les résidus correspondent pour la majorité
des stations (CERGA excepté), ce n’est pas le cas pour Apollo : environ 0.5 cm contre pres de
5 cm.

Les données du CERGA étant & la fois les plus nombreuses et parmi les plus précises, ce sont
elles qui contraignent le plus les parametres. Dans le cas ou elles seraient biaisées, les valeurs
des parametres s’ajusteraient pour en minimiser les résidus, quitte a dégrader celles des autres
stations, y compris d’Apollo.

Pour infirmer cette hypotheése, on construit 5 solutions (S1 & S5) en ajustant les mémes 59
parametres que pour INPOPO0S, aux mémes observations LLR, mais en changeant la pondération
(voir le paragraphe 10.1.4 pour la signification de p) des données Apollo par rapport aux autres
stations :

— S1 : pondérées avec p=1/(3 cm)

— S2 : pondérées avec p=1/(1 cm), soit environ x5 par rapport a INPOP08

— S3 : pondérées avec p=1/(0.5 cm), soit environ x10 par rapport a INPOP08

— S4 : pondérées avec p=1/(0.1 cm), soit environ x50 par rapport & INPOP08

— S5 : pondérées avec p=1/(0.01 cm), soit environ x500 par rapport a INPOPO08

On compare ensuite les résidus de chacune des ces solutions avec ceux d’INPOPOS. Les
résultats sont donnés dans le tableau 13.18.

Sans dégrader ceux des autres stations, la solution S1 présente des résidus Apollo améliorés,
méme s’ils restent supérieurs a U'inverse de leur pondération (4.3 cm au lieu de 3.0 cm). Quant
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FIGURE 13.18 — Résidus INPOPOS selon les stations, exprimés en cm.

TABLE 13.18 — Résidus LLR (en cm) de solutions ajustées en surpondérant
les données Apollo par rapport aux autres stations.

Station Epoque | INPOPOS | S1 S2 S3 S4 S5 | DE421
CERGA 1987-1995 6.32 6.41 | 701 | 7.71 | 10.70 | 30.45 | 7.95
CERGA | 1995-2010 3.97 3.98 | 412 | 438 | 6.59 | 2841 | 6.95
CERGA 1984-1986 15.87 15.99 | 16.63 | 17.29 | 19.24 | 27.62 | 14.95
Mc Donald | 1969-1986 31.63 31.88 | 32.57 | 32.67 | 33.58 | 86.49 | 30.04
MLRS1 1982-1985 73.23 73.65 | 75.01 | 75.94 | 76.57 | 77.43 | 72.18
MLRS1 1985-1988 7.25 7.62 | 9.05 | 10.01 | 11.57 | 23.68 | 7.51
MLRS2 1988-1996 4.26 4.29 | 473 | 536 | 8.25 | 30.01 | 25.90
MLRS2 1996-2008 4.80 4.77 | 489 | 5.21 | 7.80 | 30.31 | 27.38
Haleakala | 1984-1990 8.10 822 | 896 | 9.54 | 11.19 | 2291 | 9.63
Apollo 2006-2009 4.82 4.32 | 3.24 | 290 | 2.64 | 2.56 4.11
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FIGURE 13.19 — Incertitudes des mesures estimées par les observateurs. Les
points noirs correspondent aux observations conservées dans l’ajustement
d’'INPOPOS, les ronds gris a celles qui ont été rejetées (voir le paragraphe
13.2.1).

aux autres solutions, plus les pondérations sur Apollo augmentent, plus on dégrade les résidus des
autres stations. Et dans tous les cas, y compris avec les pondérations les plus fortes a 1/(0.01 cm),
les résidus Apollo ne descendent qu’a 2.5 cm.

Avec S5, il est possible que les données des autres stations, méme faiblement pondérées,
continuent & “perturber” celles d’Apollo. On fixe donc la solution planétaire & DE421, on ne
conserve que les données Apollo, et on n’ajuste que les parametres qui n’interviennent que
dans la réduction des observations : les coordonnées des réflecteurs et celles de la station. Pour
minimiser les résidus, on ajuste aussi ses dérives, au détriment de la cohérence avec d’éventuelles
stations proches (voir le paragraphe 13.2.2). Les résidus ainsi obtenus sont eux aussi donnés dans
le tableau 13.18 et on remarque qu’ils restent supérieurs a 4 cm. Ceux des autres stations ne
sont pas significatifs, car leurs coordonnées n’ont pas pu étre ajustées (aucune observation autre
que d’Apollo n’a été prise en compte).

Au cours de ce travail, lorsque les données Apollo ne couvraient qu’une période de deux
ans et qu’on ajustait alors les dérives de la station, on arrivait a des résidus inférieurs a 3 cm.
La disponibilité de nouvelles observations en septembre 2008, puis en juillet 2009 a entrainé
leur dégradation. Ces derniéres données ne sont pourtant pas de plus mauvaise qualité que
les anciennes; mais la compensation d’erreurs de modele ou de mesure par 'ajustement de
parametres était moins efficace avec des données couvrant une plus longue période. Ce phénomeéne
a encore 6té aggravé par le choix de ne plus ajuster les dérives de la station (voir 13.2.2).

On voit donc que les incertitudes de mesure estimées pour les observations Apollo sont
incompatibles avec les “meilleurs” résidus obtenus ici. Williams (2008) confirme que la précision
sub-centimétrique n’est pas atteinte lors de leur réduction, si les solutions sont ajustées en tenant
compte des 40 années d’observations LLR. Méme si on ne peut pas exclure a ce stade un probleme
dans la réduction des données (modele trop approximatif, des procédures erronées, ...), il est
possible que les incertitudes de mesure aient été fortement sous-estimées.

13.4.2 Signaux du CERGA et d’Haleakala

Les graphes de la figure 13.18 montrent un important signal résiduel dans les données du
CERGA et d’Haleakala.

Ces signaux ont toujours été présents, quelles que soient les nombreuses solutions intermé-
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diaires construites. Ils sont problématiques car ils mettent en évidence un probleme dans la
modélisation. D’autre part, ils montrent que les résidus ne suivent pas la loi normale centrée, les
erreurs ne sont pas gaussiennes. Rigoureusement, les développements du paragraphe 10.1.2; et
en particulier le calcul des erreurs formelles ne devraient donc pas étre appliqués ici. Les tests
de stabilité des parametres du paragraphe 10.4 ont cependant permis de vérifier que les valeurs
des parametres restaient cependant tres proches de celles ajustées par moindres carrés lorsque
les jeux de données sont modifiés.

13.4.2.1 Réduction des données LLR avec des solutions externes

Le but ici est de réduire les observations LLR avec une solution extérieure, indépendante
d’INPOP, pour s’assurer que la partie dynamique ne présente pas d’anomalie. On avait com-
mencé par construire INPOP05 en utilisant DE405 comme référence pour limiter les erreurs,
a la fois dans le modele et dans son implémentation. Puis, a chaque modification du modele
dynamique (intégration de l'orientation de la Terre, introduction de 'anneau d’astéroides, ...)
dans les versions INPOPO06 et INPOPOS, on s’était assuré que les effets n’induisaient pas de
changements importants sur la distance Terre-Lune. Mais il est toujours possible de passer a
c6té d’un probleme. D’ou 'idée de réduire les observations avec une solution qui, on suppose, ne
contient pas une erreur éventuellement présente dans INPOPOS.

Sur le site ftp://quasar.ipa.nw.ru sont disponibles les ephémérides EPM2004 (Pitjeva,
2005a) et EPM2008 (Pitjeva, 2009). Malheureusement, seules les trajectoires des planetes, de la
Lune, Pluton et du Soleil sont accessibles. Il manque les librations de la Lune, sans lesquelles
il est impossible de déterminer les positions des réflecteurs dans I'lCRF, et donc de réduire les
observations LLR.

On se limite donc aux solutions du JPL DE403, DE405, DE418, DE421 et DE423. Les
réductions avec DE418 et DE421 donnent les mémes résultats que celles avec DE423 (la plus
récente, mais pour laquelle aucune description spécifique du traitement des données LLR n’est
publiée) et ne sont donc pas exposées ici. Les résidus de la solution INPOP06 ont également été
calculés; tres proches de ceux de DE405, ils ne sont pas représentés ici.

L’utilisation d’une solution extérieure empéche de modifier les parametres qui interviennent
dans la dynamique. Par contre, tous ceux qui n’interviennent que dans la partie réduction peuvent
(et doivent) étre réajustés. On effectuera ainsi trois types de réduction, selon les parametres
ajustés :

— type a : tous les parametres intervenant dans la partie réduction des données sont réajustés,
c’est-a-dire les coordonnées sélénocentriques des réflecteurs, les coordonnées et dérives des
stations (sauf la station d’émission d’Haleakala) dans 'ITRF, les nombres de Love hsy et
l5 de la Lune. A ces parametres s’ajoutent tous les biais utilisés par Williams, dont la liste
est donnée au paragraphe 9.6. Ce type de réduction, qui laisse le plus de degrés de liberté,
permet d’obtenir les meilleurs résidus

— type b : similaire au type a, excepté que comme dans INPOPOS, les dérives des stations
ne sont plus ajustées et seront fixées a leurs valeurs résumées dans le tableau 9.2.

— type c : identique au type b, mais au lieu d’ajuster tous les biais de J. Williams, on
n’ajuste plus que les 2 (n° 1 et 39) ajustés dans INPOPO0S. Ainsi, la réduction de type ¢
ajuste les mémes parametres qu’ INPOPOS, exceptés ceux qui interviennent dans le modele
dynamique.

Seules les données antérieures a la date de parution de la solution sont utilisées dans les
ajustements, avec les mémes pondérations que celles déterminées pour INPOPO0S8. On évite ainsi
de pénaliser une solution sur une période ou elle n’a pas été contrainte.

Les graphiques de la figure 13.20 montrent les résidus du CERGA pour les différentes solutions
du JPL (réductions de type a) et ceux d’INPOPO0S. Les points noirs représentent les données
qui ont été prises en compte dans 'ajustement (pondérations égales a celles d’INPOP). Ceux en

218



75 F ! ! ! I 1]

g 50 - ]
8 Bl 1
R i 1
e - B ‘ 1 | A | |_

100 : | |

50 |- I '; ;‘ .

50 |- ' -
~100 | | |

DE405a (cm)
o
T

DE423a (cm)
- ‘.’ ‘T
%
| T

s 3
m
. -
|
%
e
ES
5“-1..
*.
.
P

o0 .
ZE: 20—;7 -LI.; sl . ! ! '
= 10 F audi J Y P TR T )i .
@ i Bl b bk i b v .
z o ’W% i E; ‘Wkﬁﬁihﬁ m i ]
8 _10_.,-.‘: : ’r.i‘.“-"'. ‘\“. * . _x
£ -20 T ! ! 17
1990 1995 2000 2005 2010
Année

F1cURE 13.20 — Résidus LLR du CERGA obtenus en utilisant les solutions du
JPL DE403, DE405 et DE423. Les points noirs sont antérieurs a la parution
de la solution et sont pris en compte dans les ajustements. Ceux en gris ont
des pondérations nulles.

gris correspondent aux données postérieures a la date de parution de la solution (pondérations
nulles). Ces graphiques ne sont pas les résidus qu’obtient le JPL avec son propre modele de
réduction. Ces derniers sont rarement publiés et de maniére assez succinte. Le tableau 13.19
donne les écart-types des résidus pour chaque solution et chaque type de réduction.

On remarque que les résidus de DE405 ne sont pas aussi bons que ceux de DE403. Il semble
que cette solution n’ait en fait pas été correctement ajustée au LLR. Lors de la construction
d’INPOPO06, solution non directement ajustée au LLR, on avait besoin de contraintes sur la tra-
jectoire de la Lune; on s’était alors servi de la distance Terre-Lune de DE405 (voir le paragraphe
12.2.2). On s’apergoit ici que c’était une erreur. L’idée de départ n’était pourtant pas mauvaise :
les résidus calculés avec INPOPO6 présentent les mémes statistiques que ceux de DE405; les
temps LLR calculés des deux solutions peuvent différer de 2 centimetres, mais leurs écart-types
sont les mémes a quelques millimetres pres.

On remarque ensuite que la solution DE403 se comporte bien sur les données antérieures
a sa parution (points noirs), mais qu’elle se dégrade ensuite progressivement (points gris). Le
méme phénomene est observé pour les données MLRS2 (non exposées ici) et est normal. On
illustre ainsi la nécessité de disposer régulierement d’observations pour éviter qu’une solution
ne se dégrade avec le temps et ne soit finalement plus représentative de la réalité. A noter
que les résidus Apollo, trés mauvais, ne sont pas significatifs : leur dégradation est plus liée au
non-ajustement des coordonnées de la station, qui n’a commencé ses observations qu’en 2006.
On remarque également que les points noirs ne présentent pas un signal aussi marqué qu’avec
INPOPOS8. Mais cela ne démontre pas obligatoirement la présence d’un probleme dans INPOP0S8
qui serait absent de DE403; comme cette derniére est contrainte sur une durée plus courte (25
années entre 1970 et 1995), il est plus facile de corriger une éventuelle erreur de modele par un
ajustement de parametres.
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TABLE 13.19 — Comparaison des résidus obtenus en appliquant le modele de réduction utilisé
pour INPOP aux solutions du JPL DE403, DE405 et DE423. Pour chaque solution et chaque
type de réduction (a,b ou c), la colonne de gauche présente les écart-types des résidus sur les don-
nées disponibles avant la parution de la solution, et utilisées dans 'ajustement des parametres
spécifiques au modele de réduction. La colonne de droite contient ceux des observations non
disponibles a la date de parution, et négligées dans les ajustements. Les résidus sont exprimés
en centimetres.

DE403a DE403b DE403c
<1995.0 = 1995.0< | <1995.0 | 1995.0< | <1995.0 | 1995.0<
CERGA 1987-1995 5.49 4.37 6.06 @ 4.88 6.38 | 4.05
CERGA 1995-2010 - 17.81 - i 16.89 - i 16.88
CERGA 1984-1986 14.92 - 15.07 - 14.77 -
Mc Donald | 1969-1986 28.66 - 32.05 - 30.13 -
MLRS1 1982-1985 72.65 - 72.25 - 71.32 -
MLRS1 1985-1988 6.91 - 7.84 - 7.28 -
MLRS2 1988-1996 4.57 4.87 4.73 6.03 482 | 5.69
MLRS2 1996-2008 - 14.42 - i 16.51 - i 16.60
Haleakala | 1984-1990 6.57 - 6.55 - 771 -
Apollo 2006-2009 - 54.72 - | 56.42 - i 56.91
DE405a DE405b DE405¢
<1998.0 = 1998.0< | <1998.0 i 1998.0< | <1998.0 : 1998.0<
CERGA 1987-1995 23.52 - 23.66 - 25.09 -
CERGA 1995-2010 19.85 27.21 19.94 2548 23.22 | 28.67
CERGA 1984-1986 28.73 - 3042 - 28.59 -
Mc Donald | 1969-1986 46.66 - 49.59 - 48.26 -
MLRS1 1982-1985 75.52 - 76.06 - 70.41 -
MLRS1 1985-1988 23.09 - 23.32 i - 21.30 i -
MLRS2 1988-1996 20.71 - 20.67 - 22.67 -
MLRS2 1996-2008 17.46 28.08 17.57 | 26.58 20.50 i 29.75
Haleakala | 1984-1990 20.04 - 19.99 - 22.39 -
Apollo 2006-2009 - 39.42 - © 40.66 - {4522
DE423a DE423b DE423c
<2010.0 © 2010.0< | <2010.0 i 2010.0< | <2010.0 i 2010.0<
CERGA 1987-1995 5.60 - 5.86 | - 5.88 | -
CERGA 1995-2010 3.50 3.52 3.52 | 3.55 3.87 | 381
CERGA 1984-1986 14.68 - 14.75 - 14.74 -
Mc Donald | 1969-1986 28.31 - 31.80 ! - 29.78 ! -
MLRS1 1982-1985 70.18 - 70.51 - 70.30 -
MLRS1 1985-1988 5.90 - 6.22 - 6.11 -
MLRS2 1988-1996 4.70 - 4.63 - 4.65 -
MLRS2 1996-2008 4.45 - 451 - 457 -
Haleakala | 1984-1990 6.37 - 6.70 - 812 -
Apollo 2006-2009 4.36 - 453 - 473 -
INPOPO8
<2011
CERGA 1987-1995 - - - - 6.32 -
CERGA 1995-2010 - - - - 3.97 | -
CERGA 1984-1986 - - - - 15.87 -
Mc Donald | 1969-1986 - - - - 31.63 -
MLRS1 1982-1985 - - - - 73.23 -
MLRS1 1985-1988 - - - - 725 -
MLRS2 1988-1996 - - - - 4.26 -
MLRS2 1996-2008 - - - - 4.80 -
Haleakala | 1984-1990 - - - - 8.10 -
Apollo 2006-2009 - - - - 482 -

Cette hypothese est confirmée de deux manieres. D’une part, en construisant une solution
INPOP ajustée uniquement a des données antérieures a 1995, on arrive a éliminer le signal
d’INPOPOS sur les données du CERGA.

D’autre part, il semble logique que les solutions les plus récentes s’améliorent par rapport
aux plus anciennes, méme si DE403 et DE405 en sont un contre-exemple. Le signal obtenu avec
la réduction DE423a, quoique légerement moins marqué, est pourtant similaire a INPOPOS.
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Cette atténuation est due aux nombreux biais pris en compte par J. Williams : on s’en rend
compte en comparant les réductions DE423b et DE423c des graphiques de la figure 13.21. Cette
atténuation est plus facilement mise en évidence avec les données Haleakala, pour lesquelles la
réduction DE423c¢ présente des signaux comparables a ceux obtenus avec INPOPO0S.

DE423b DE423c
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F1GURE 13.21 — Résidus LLR (CERGA et Haleakala) des réductions DE423b
(avec ajustement de tous les biais de J. Williams) et DE423c (avec ajustement
des seuls biais d’INPOPO0S).

On voit donc que les signaux sur le CERGA et Haleakala ne sont pas spécifiques & INPOPO0S.
On les retrouve en utilisant DE423 a la place d’INPOPO08 dans le modele de réduction des
données LLR (les mémes constatations ont été faites pour DE418 et DE421). Les modeles dy-
namiques sont pourtant différents, entre autres parce que celui ’INPOPO0S8 ne tient pas compte
de la présence d’un noyau interne a la Lune. On en déduit que les erreurs éventuelles dans la
partie dynamique d’INPOPOS8 ne sont pas suffisamment importantes pour générer ce signal. En
corollaire, on en déduit aussi que I'introduction de ce noyau dans INPOP ne reglera certainement
pas ce probleme. Elle permettra peut-étre en revanche d’améliorer les résidus, car, a part pour la
premiere période de MLRS2, ceux de DE423c¢ sont inférieurs a ceux d’INPOPO08 (voir le tableau
13.19).

13.4.2.2 Résidus publiés d’autres solutions

Dans le paragraphe précédent, I'utilisation d’une solution indépendante d’INPOP permettait
d’éliminer une anomalie éventuelle dans la partie dynamique. Mais a ce stade, rien n’exclut un
probleme dans le modele de réduction des données ou son implémentation.

L’idéal serait de comparer, pour une méme solution planétaire, les résidus obtenus avec deux
programmes de réduction différents. Malheureusement, les publications de statistiques ou tracés
de résidus sont rares :

— DE403 : (Standish et al., 1995, Fig. 6)

— 52000 : (Chapront et al., 2001, Fig. 1, Tab. 1)

— EM-3 : (Aleshkina, 2002, Fig. 2, Tab. 3)

— EPM ? : (Krasinsky, 2002, Fig. 1,2,3,4)

— DE421 : (Folkner et al., 2008, Fig. B-1)

(Williams, 2008, Fig. 1) présente 1’évolution de ’écart-type des résidus, débutant & 35 cm
en 1970 pour atteindre environ 2 cm en 2007. Ce niveau n’a jamais été atteint avec INPOPOS.
Le méme genre de graphique est présenté dans (Miiller et al., 2008, Fig. 2b), avec cependant
une remontée des résidus a partir de 1997 que 'on n’observe pas non plus avec INPOP. Cela
aurait pu s’expliquer avec la dégradation des données MLRS2 observée a partir de 1996 (voir
la figure 13.13), mais d’apres Miiller (2010, communication privée), elles sont négligées a la fois

221



pour INPOPOS8 et dans (Miiller et al., 2008).

13.4.2.2.1
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FiGURE 13.22 — Résidus LLR calculés avec la réduction DE403a.

Le graphique de la figure 13.22 présente les résidus de la réduction DE403a du paragraphe
13.4.2.1, d’une maniere similaire a celle de (Standish et al., 1995, Fig. 6) : toutes les stations et
périodes sont tracées ensemble. On y remarque un signal important entre 1970 et 1983 sur les
données de Mc Donald. On voit donc que les modeles de réduction different, entre celui utilisé
alors au JPL et celui implémenté actuellement dans INPOP. Cette différence n’est pas forcément
incohérente, puisqu’en 1995, les procédures de changement de repere entre 'I'TRF et 'ICRF
n’étaient pas les mémes qu’actuellement. Il est méme mentionné dans (Standish et al., 1995) que
des ajustements de parametres liés a I'orientation de la Terre sont effectués (obliquité, précession,
certains termes de nutation). Dans INPOP, c’est le modele TAU2000 qui est implémenté, donc
forcément différent de celui pour DE403. On remarque aussi que les mauvaises données de MLRS1
entre début 1984 et mi-1985 ne sont pas représentées sur (Standish et al., 1995, Fig. 6) ; compte
tenu de leurs mauvais résidus, il n’est pas aberrant de les éliminer totalement des ajustements
(elles restent faiblement pondérées dans INPOP). Enfin, il est difficile de comparer les résidus
apres 1987 sur des observations plus précises : elles sont écrasées par la représentation a la méme
échelle des résidus Mc Donald dont les écart-types sont presque dix fois supérieurs.

13.4.2.2.2 DE421
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FIGURE 13.23 — Résidus LLR calculés avec la réduction DE421a. Toutes les
stations sont représentées ensembles, les couleurs correspondent & (Folkner
et al., 2008, Fig. B-1) : Mc Donald et MLRS1 en vert, CERGA en bleu,
Apollo en orange, Haleakala en magenta et MLRS2 en noir.

De la méme maniere, le graphique de la figure 13.23 (résidus DE421a) est a comparer a
(Folkner et al., 2008, Fig. B-1) et les mémes remarques que pour DE403 peuvent étre faites
ici. On peut juste ajouter que le signal caractéristique en forme de “V” autour de mi-1993 dans
les données du CERGA, entouré dans la figure 13.23 et mieux visible a la figure 13.20, semble
plus marqué que dans (Folkner et al., 2008, Fig. B-1). C’est I'inverse pour celui qui concerne les
données Haleakala vers 1987-1988. On observe aussi que les résidus MLRS2 de (Folkner et al.,
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2008, Fig. B-1) sont significativement moins bons que ceux du CERGA, alors que ce n’est pas
aussi flagrant avec la réduction DE421a.

A ce stade, on a donc mis en évidence des différences de modele de réduction LLR, entre celui
implémenté dans INPOP et ceux utilisés au JPL. Dans les Inter Office Memorandum du JPL, et
en particulier (Folkner et al., 2008), il est mentionné que des ajustements de I'orientation de la
Terre sont effectués : deux angles de rotation a J2000 (... ) sont ajustés pour orienter l’équateur
de la Terre dans ’espace par rapport a son orbite. (... ) les vitesses de précession et d’obliquité
ainsi que quelques coefficients des nutations sont également ajustés.

Or lorientation de la Terre intervient a deux étapes de la construction d’une solution plané-
taire :

— dans le calcul des interactions dues a la forme de la Terre (partie dynamique)

— dans le calcul des coordonnées des stations dans 'ICRF (partie réduction des données)

Il est tres probable que ces changements soient pris en compte dans la partie dynamique de
DE421; c’était le cas pour DE403 et DE405, comme détaillé au paragraphe 11.1.7.3. On re-
trouve d’ailleurs dans le fichier header associé & DE421 les mémes parametres ROTEX, ROTEY,
DROTEX et DROTEY, avec des valeurs modifiées par rapport a celles de DE403 et DE405.

Les résultats du paragraphe 13.4.2.1 montrent que modifier 'orientation de la Terre dans la
partie dynamique ne permettait pas d’absorber le signal du CERGA. Introduire cette possibilité
dans INPOPO0S8 serait de toute facon problématique, car depuis INPOP06 et son intégration,
on ne peut plus aussi facilement imposer un forcage cinématique dans l'orientation de la Terre,
comme c’était le cas avec INPOPO05. On pourrait éventuellement introduire des termes constants
par l'intermédiaire de des conditions initiales X et Y, ou une dérive linéaire dans la précession
en modifiant le rapport C'/MR? de la Terre (voir le paragraphe 12.1.2). Mais les parametres
physiques qui permettraient de modifier une dérive en obliquité ne sont pas identifiés (sinon, la
dérive en Y observée dans la courbe de la figure 13.9 aurait été corrigée). Il en est de méme avec
les amplitudes des nutations.

Si la modification de l'orientation de la Terre permet d’absorber le signal sur le CERGA, c’est
donc dans la partie réduction des données qu’elle doit étre introduite. Cela n’a pour l'instant
pas été testé avec INPOP, en raison de probléemes d’incohérence qui risqueraient de survenir.
Comme on n’utilise aucune observation permettant de la contraindre, I'orientation de la Terre
est soit ajustée sur un modele (REN2000-P03) dans la partie dynamique, soit calculée selon les
spécifications de 'TERS dans la partie réduction (voir les Convention IERS 2003 de McCarthy &
Petit (2004)). Dans ce dernier cas, la matrice de passage entre 'I'TRF et I'ICRF est construite
a partir d’'un modele de précession-nutation (UAI2000), puis corrigée en fonction des observa-
tions précises (principalement VLBI) de 'orientation de la Terre (EOP de la série C04). Or ces
corrections sont liées au modele de précession-nutation et les appliquer a un modele modifié
semble inapproprié, car les changements engendrés risqueraient d’étre en contradiction avec les
observations VLBI.

D’autre part, le but d’INPOP est aussi de d’offrir une base pour 'exploitation d’autres
types d’observations (astéroides, planetes extrasolaires, pulsars,...). La solution doit donc étre
exprimée dans un repere bien défini. Or si les matrices de passage entre les différents reperes sont
modifiées, on n’est plus assuré d’eétre dans 'ICRF. Il sera cependant intéressant, lors de travaux
futurs, d’étudier I'influence de ce genre de modifications dans les résidus LLR. Mais, la solution
ainsi obtenue ne devrait pas étre diffusée.

13.4.2.2.3 EM-3

Avant de comparer les résidus, on commence par quelques remarques au sujet de (Krasinsky,
2002) et de (Aleshkina, 2002).

Dans ce dernier article, 2 solutions sont construites; la premiere est appelée “principale”, la
seconde “additionnelle”.
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La premiere semble construite d’une maniere assez similaire & INPOPO08, méme si les modeles
dynamiques different, notamment celui des marées solides repris de DE200 (voir I’expression
4.14). Les parametres ajustés sont, avec leurs nombres entre parentheses :

— les coordonnées des réflecteurs, sauf les longitude et latitude d’Apollo XV (10)

— les coordonnées des stations (15)
les conditions initiales du vecteur Terre-Lune (6)

— les conditions initiales des librations de la Lune (6)

— les coefficients du potentiel de la Lune jusqu’au degré 4 (20)

— le nombre de Love et I'angle de déphasage de la Lune (2)

— l'angle de déphasage de la Terre (1)

Quant & la seconde solution (“additionnelle”), sa description souléve plusieurs interrogations
concernant les parametres supplémentaires ajustés :

— time shift, secular trends in latitude for the stations with respect to MLRS2 : si la deuxieme
partie semble claire (mais pourquoi se limiter a la latitude 7), la premiere partie, quant a
elle, semble ambigiie : s’agit-il de décalages tels que décrits au paragraphe 9.6 pour tenir
compte de biais différents dans les mesures? Ou bien d’un décalage dans la datation des
observations pour compenser un éventuel probléme de synchronisation des horloges entre
les différents sites?

— linear trends in sideral time, secular trends in obliquity and precession : au moins trois
parametres (plus si on ne se limite pas a des termes linéaires en obliquité et précession)
supplémentaires sont ajustés, modifiant ainsi le modele de précession-nutation et la rotation
de la Terre. Les mémes remarques a ce sujet qu’au paragraphe précédent 13.4.2.2.2 sont
ici aussi valables.

— linear trends in lunar sideral time : cette phrase indique qu'une dérive dans ’angle de
rotation propre de la Lune 1) est ajustée. La premiere partie de ’article montre pourtant
que, comme dans INPOP, les librations de la Lune sont aussi intégrées en méme temps que
les trajectoires des planetes. L’inconvénient majeur d’introduire un tel forcage cinématique
est qu’on prend le risque d’une perte de la synchronisation entre la vitesse de rotation de
la Lune sur elle-méme avec celle de sa révolution autour de la Terre. Méme si cette dérive
est faible, au bout d’un temps de simulation suffisamment long, la Lune finirait par nous
présenter sa face cachée. D’autre part, Newhall et al. (1983) mentionne la solution DE96
(Standish, 1976) dont le forgage des librations par une solution analytique déstabilisait la
trajectoire de la Lune apres 300 ans.

Cette solution “additionnelle” présente donc des inconvénients. Mais la solution “principale”
présente elle aussi des incohérences. Ainsi, il est mentionné que 49 parametres y ont été ajustés,
mais si on fait le total de ceux listés précédemment, on en compte 60. Méme si on retire les 9
coefficients du potentiel de degré 4 de la Lune, signalés comme ajustés mais dont ni les valeurs,
ni les incertitudes ne sont publiées, il reste quand méme 51 parametres.

Krasinsky (2002) est plus explicite dans sa liste de parametres ajustés. Ils sont 65 au total,
dont 5 sont liés a la modélisation d’un noyau interne a la Lune. Il ne fait pas mention de time
shift, secular trends in latitude for the stations with respect to MLRS2.

On peut aussi noter la définition “complexe” du repere lié a la Lune. Dans INPOP, le repere
sélénocentrique est celui de ses axes principaux d’inertie, avant prise en compte des effets de
marées solides et de sa déformation due aux variations de son spin. C’est pourquoi le terme
“rigide” I de I’expression 4.34 peut étre choisi diagonal. Il s’ensuit que les coefficients du potentiel
Co1, So1 et Soo sont nuls. Le repere sélénocentrique ainsi défini, on peut alors ajuster les 3
coordonnées de chacun des 4 réflecteurs, ainsi que les angles d’Euler et leurs dérivées a l'instant
initial. Pour EM-3, deux coordonnées du réflecteur Apollo-XV sont fixées, et en contrepartie,
on ajuste (au moins) les 2 coefficients du potentiel de la Lune Cy; et Soo (il n’est fait aucune
mention du Sz, mais ce dernier est ajusté par Krasinsky (2002)). Cette maniere de procéder, plus
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TABLE 13.20 — Résidus LLR d’INPOPOS et des solutions EM-3. Pour chaque
station, on donne le nombre Nc¢ d’observations conservées pour la construc-
tion de la solution, ainsi que la période sur laquelle elles sont disponibles. Les
écart-types o sont donnés en centimetres. op correspond aux écart-types de
la solution “principale”, o4 sont ceux de la solution “additionnelle”.

INPOPOS EM-3
Epoque Nc o Epoque Nec op oA
CERGA | 1987-1995 3415  6.32 L
CERGA | 1995-2010 = 4861 = 3.97
CERGA | 1984-1986 1158  15.87 | 1984-1986 1160 12 10
Mc Donald | 1969-1986 3489 31.63 | 1970-1985 3451 40 30
MLRS1 | 1982-1985 405 = 73.23 - S -
MLRS1 | 1985-1988 163  7.25 | 1986-1988 275
MLRS2 | 1988-1996 = 1148 = 4.26
MLRS2 | 1996-2008 1768 = 4.80 1988-2002 | 2187
Haleakala | 1984-1990 734 = 8.10 | 1985-1990 694 8
Apollo | 2006-2009 640  4.82 - e

Station

1987-2002 6871 8 4

c: 0o 00 1
Sy o

complexe, n’a pas été introduite sans raison : Krasinsky (2002) indique que “comme les mesures
LLR sont invariantes par toute rotation du systéme Terre-Lune dans son ensemble, tous les
parametres liés aux orientations de ce systéme ne peuvent pas étre ajustés simultanément”. Malis
il est & mon avis plus simple de se fixer l'orientation de la Terre (car mieux déterminée par le
VLBI) que les coordonnées d’un réflecteur, que Krasinsky (2002) ajuste de toute maniére en
fixant lors d’une premiere étape les librations de la Lune.

Enfin, un autre probleme de cohérence se pose au sujet des effets de marées. Si le modele
utilisé dans DE200 (voir 'expression 4.14) est applicable & la Terre, il ne 1’est pas pour la Lune :
dans le repere sélénocentrique, la position de la Terre oscille autour d’une position moyenne.
L’angle de déphasage n’est donc pas constant et varie autour de zéro. Aleshkina et Krasinsky
arrivent pourtant a en ajuster une valeur non nulle au LLR.

L’article (Aleshkina, 2002) a cependant le mérite de présenter les valeurs de certains para-
metres ajustés, avec parfois leurs barres d’erreurs (voir le tableau 13.11).

En terme de résidus, (Aleshkina, 2002, Fig. 2, Tab. 3) et (Krasinsky, 2002, fig. 2) ne semblent
pas présenter de signal aussi fort qu’INPOPO0S. Mais la encore, la représentation des résidus
récents du CERGA avec ceux des données plus anciennes et moins précises & la méme échelle
écraserait un éventuel signal. On peut aussi noter que (Krasinsky, 2002, fig. 1) présente un
décalage important de ’ensemble des données apres mars 1998. Il est corrigé en ajustant deux
jeux indépendants de coordonnées pour les réflecteurs, 'un pour la période précédant mars 1998,
I’autre pour apres. L’auteur justifie ce choix par un possible déplacement soudain de la surface
lunaire par rapport au barycentre du systéme Terre-Lune, qui d’apres lui, se produit aussi dans
une moindre mesure pour la Terre. Mais quelle en serait la source 7 Ce biais n’est observé ni avec
INPOP, ni avec les réductions utilisant les solutions récentes du JPL.

L’intérét de (Aleshkina, 2002) est aussi de publier des statistiques sur les résidus apres ajus-
tement, résumées dans le tableau 13.20 et comparées a celles I’INPOP08. On remarque que les
écart-types de la solution EM-3 “principale” sont souvent supérieurs a ceux d’INPOP, & part pour
les premieres observations du CERGA. Ceux de la solution “additionnelle”, quant & eux, sont
bien meilleurs. Ces comparaisons confirment le fait qu’ajuster des parametres dans l’orientation
de la Terre semble améliorer les résidus, avec toutes les réserves déja exprimées a ce sujet au
paragraphe précédent.
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TABLE 13.21 — Comparaison des résidus INPOPO8 et S2000 de Chapront et al. (2001). Pour
chaque station et période, on donne I’écart-type des résidus o (en cm) et le nombre de données.

S2000 INPOPOS
o N o N
1972-1975 | 43.0 1487 | 36.4 = 1760
Mc Donald et MLRS1 | 1976-1979 | 27.3 1029 | 25.3 = 1045
1980-1986 | 29.5 992 | 45.9 1252
CERGA (Rubis) 1984-1986 | 19.6 1166 | 15.9 1158

Station Période

Haleakala 1987-1990 | 7.9 455 | 7.5 454
1987-1991 | 5.6 230 | 5.3 203
MLRS2 1991-1995 | 4.3 581 | 4.1 922

1995-2000 | 3.4 1621 | 4.1 1864
1987-1991 | 5.1 1570 | 6.3 1710
CERGA (Yag) 1991-1995 | 3.8 2040 | 5.4 2419
1995-2000 | 3.1 2754 | 4.2 3267

13.4.2.2.4 S2000

S2000 est une solution semi-analytique, dont les résidus du CERGA sont illustrés dans (Cha-
pront et al., 2001, Fig. 1). On y remarque le méme signal qu’avec INPOP08. Lorsqu’ont com-
mencé les réductions LLR pour INPOP, on s’appuyait sur une notice de calcul non publiée de
Michelle Chapront-Touzé, qui participait alors au développement de S2000. Les modeles n’étaient
alors pas totalement indépendants. Mais au fur et & mesure du développement d’INPOP, la mo-
délisation des effets a été réactualisée selon les conventions IERS 2003. Par exemple, le modele
de marées solides de la Terre simplifié du paragraphe 9.1.3.1 a été remplacé par celui complet ;
le passage du GTRF au GCRF se fait par 'intermédiaire du CIP et non plus en utilisant la
transformation classique de précession-nutation. D’autre part, certains effets ont été ajoutés,
soit parce qu'ils figuraient dans les conventions IERS (marée polaire), soit par souci de cohé-
rence interne a INPOP (déplacements des réflecteurs par marées solide ou variations du spin).
Enfin, le code source du programme de réduction a été créé a partir de zéro. Si on ne peut pas
exclure toute erreur de codage, il est peu probable que 2 personnes fassent la méme.

Le tableau 13.21 compare les résidus (Chapront et al., 2001, Tab. 1) avec ceux de d’IN-
POPO08. On remarque que les écart-types obtenus avec INPOP (sur les mémes intervalles) sont
généralement légerement inférieurs a ceux de S2000, sauf pour :

— les données Mc Donald/MLRS1 entre 1980 et 1986. Cependant, si on ne tient pas compte
pour INPOP de la tres mauvaise période MLRS1 1984-1985, le sigma d’INPOP tomberait
de 45.9 cm & 23.7 cm. Mais le nombre de données serait alors de 891 au lieu de 992 pour
52000.

— les données MLRS2 entre 1995 et 2000

— toutes les données du CERGA depuis 1987

A part pour Haleakala et MLRS2 entre 1987 et 1991, le nombre de données est toujours
supérieur pour INPOP. Serait-il possible que la méthode de sélection des données employée
par Chapront et al. soit plus restrictive que celle du paragraphe 13.2.1, et donnerait donc de
meilleurs résidus? Les données récentes ont-elles été surpondérées, au détriment des données
les plus anciennes ? Il faut aussi noter qu’on dispose depuis 2001 de presque 10 ans de données
supplémentaires ; plus la période s’allonge, plus les résidus sont sensibles aux lacunes des mo-
deles car on peut moins facilement les compenser par un ajustement de parametres. Cela avait
été observé avec l'arrivée échelonnée des données Apollo (voir la fin du paragraphe 13.4.1) ou
I'ajustement d’une solution INPOP sur les données antérieures a la parution de DE403 (voir le
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paragraphe 13.4.2.1).

Quoiqu’il en soit, les solutions sur lesquelles travaillent actuellement G. Francou et S. Bou-
quillon du SYRTE, et qui s’appuient sur les travaux de Chapront et al., présentent toujours le
signal caractéristique sur les données du CERGA et Haleakala.

13.4.2.3 Origine géophysique ?

De ces différentes comparaisons, on déduit que si une anomalie est présente dans la partie
dynamique, elle n’est pas suffisamment importante pour générer le signal sur les données du
CERGA. Tl en est de méme pour le modele de réduction puisque la solution S2000 présente elle
aussi ce méme signal.

Il est peut-étre possible de ’absorber en modifiant des parametres liés & l'orientation de la
Terre, et ce sera l’objet de futurs tests. De rapides essais, non concluants, ont été menés en modi-
fiant "amplitude du terme principal en 18,6 ans des nutations : les signatures ne correspondaient
pas.

Il semble que les signaux sont spécifiques aux positions des stations du CERGA et d’Halakala.

Les données Apollo ne s’étendent pas encore sur une période suffisamment longue pour y
repérer un signal éventuel. Les données MLRS2, par contre, ne présentent pas de signal aussi
prononcé que celui du CERGA.

Il est possible que des remontées de magma puissent exercer une pression sur la crotite ter-
restre qui provoquerait des déplacements de stations. D’apres Dorothée Husson (communication
privée), la Cote d’Azur et Hawai sont des zones propices a ce phénomeéne, & la différence du
Texas. La question que 'on pourrait alors se poser, est pourquoi les données SLR ne détectent
pas ces mouvements ? En raison des difficultés pour modéliser des forces non gravitationnelles
comme la pression de radiation et surtout le freinage atmosphérique, les trajectoires des satellites
sont difficilement prévisibles sur le long terme et les parametres de leurs orbites sont réajustés
tous les 10 ou 20 jours : les coordonnées des stations SLR sont déterminées en effectuant des
ajustements par arcs. Il est donc possible qu'une partie des mouvements a plus longues périodes
dans les stations soit absorbée dans les orbites des satellites.

Négliger les mouvements de magma serait donc effectivement une lacune dans le modele.
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Conclusion et perspectives

Dans la premiere partie de cette étude, nous avons décrit les équations qui permettent de
calculer les forces et moments qui s’exercent entre des corps massifs. Ces interactions tiennent
compte :

— des termes principaux newtoniens

— des corrections relativistes

— des effets liés a la non sphéricité de certains corps

— des effets liés a la déformation de corps non ponctuels
Une fois introduites dans les équations du mouvements, elles permettent de déterminer les tra-
jectoires des corps du Systeme solaire avec une précision comparable a celle des observations
actuellement disponibles.

La deuxieme partie traite de la réduction des données LLR, avec en particulier les modéli-
sations des effets qui influencent les positions de la station (tectonique, marées solides, marées
océaniques, ...) et du réflecteur (marées solides, polaire), le trajet de la lumieére (déviation re-
lativiste, délai atmosphérique) et les corrections liées aux changements de reperes ou d’échelles
de temps. Parmi tous ces effets, nous avons vérifié que certains étaient indispensables mais que
d’autres pourraient étre négligés et n’ont été pris en compte que pour rester conforme aux spé-
cifications des Conventions IERS 2003 (McCarthy & Petit, 2004) ou assurer la cohérence avec
le modele dynamique.

Enfin, dans la derniére partie, nous avons utilisé les développements des deux précédentes
pour construire 3 solutions :

— INPOPO5 a permis de valider le modele dynamique en étant congue de maniere a étre la

plus proche possible de la solution DE405 du JPL.

— INPOPO6, outre une meilleure prise en compte des perturbations des astéroides sur les
planetes, ajoute 'intégration de 'orientation de la Terre avec celle des équations du mou-
vement de tous les corps. On s’affranchit ainsi de tout forcage cinématique, ce qui permet
de construire des solutions valables sur de longues périodes (plus de un million d’années).
Elle n’est cependant ajustée qu’aux observations planétaires (Fienga et al., 2008)

— enfin, INPOPOS est ajustée directement au LLR et est donc indépendante des solutions du
JPL. Ses résidus sont comparables a ceux de la solution S2000 de Chapront et al. (2001) et
légerement meilleurs que ceux de EM-3 de Aleshkina (2002). Ils restent cependant moins
bons que ceux de DE421 de Folkner et al. (2008) et Williams et al. (2008). D’autre part,
il reste un signal résiduel dans les observations du CERGA et d’Haleakala. Ce probleme
n’est & ce jour pas résolu.

L’éphéméride INPOP est aujourd’hui considérée comme étant de qualité équivalente a celles
du Jet Propulsion Laboratory et de I'Institut d’Astronomie Appliquée de I’Académie Russe des
Sciences. Elle a été choisie comme éphéméride officielle de la mission d’astrométrie de haute
précision GATA (lancement prévu en 2012). Pour 'exploitation des données de cette mission, il
est indispensable de disposer d’'une éphéméride “4D”, incluant a la fois les positions des corps
et son échelle de temps. INPOPOS est ainsi la premiere solution pour laquelle la transformation
entre TT et TDB nécessaire a la réduction des observations est intégrée en méme temps que les
équations du mouvement des corps et utilisée lors de sa construction.
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La maitrise des différentes étapes nécessaires a la construction d’une solution planétaire (voir
le schéma de la figure 1) fait qu’on dispose avec INPOP d’un outil efficace pour effectuer des
tests dans le Systeme solaire. En effet, pour tester la présence d’'un phénomene physique ou en
évaluer 'importance, on ne peut pas se contenter de I'introduire dans les modeles et d’en étudier
les conséquences sur les orbites ou sur les résidus aux observations. Certains changements de
modeles peuvent en effet étre compensés par des ajustements de parametres.

Ainsi, Fienga et al. (2010) montre a l'aide d’INPOP que 'accélération de la sonde Pioneer,
mesurée & environ 9 x 1071% m/s? et dont l'origine est inexpliquée, ne peut pas étre appliquée
a Uranus car elle en dégraderait les résidus en ascension droite, méme apres réajustement des
parametres. Dans le méme article sont également apportées des contraintes sur les parametres
post-newtoniens 5 et «y, déduites des ajustements planétaires. Un travail similaire est en cours
avec les données LLR. INPOP est donc aussi un outil pour tester la validité de la relativité
générale et en déterminer les éventuelles limites.

Elaborer une solution planétaire est une tache sans fin. Celles construites aujourd’hui, con-
traintes sur un intervalle de temps limité, se dégraderont progressivement avec ’arrivée de nou-
velles observations. Ce phénomene est illustré avec les résidus LLR de DE403 (voir la figure
13.20) sur celles postérieures a sa date de parution. Pour conserver une bonne représentation
des trajectoires réelles des corps par celles calculées par la solution, il est donc nécessaire d’en
réajuster régulierement les parametres au fur et & mesure de la disponibilité de nouvelles données.

D’autres observations, actuellement disponibles mais encore non utilisées dans les ajuste-
ments d’'INPOP, peuvent étre utiles pour la détermination des parametres. Ainsi, les données
de 'orbiteur Lunar Prospector pourraient apporter de meilleures contraintes sur les coefficients
du potentiel de la Lune. On pourrait alors assurer la cohérence entre le potentiel de la Lune
et la solution planétaire. Ce n’est actuellement pas le cas avec le modele LP150Q de (Konopliv
et al., 2001), pour lequel la solution est fixée par DE403. Ce travail nécessitera cependant le
développement d’un autre programme de calcul de trajectoire pour 'orbiteur. Ses équations du
mouvement pourront en grande partie étre reprises de la premiere partie de cette these, mais il
sera nécessaire d’y ajouter la prise en compte d’effets non gravitationnels, comme les manceuvres
éventuelles ou la pression de radiation.

Enfin, les modeles eux-mémes sont perfectibles, et des effets aujourd’hui négligés permettront
peut-étre d’améliorer les résidus aux observations. On a vu au paragraphe 13.4.2.1 que la solution
DE423 du JPL tenait compte de la présence d’un noyau interne a la Lune. Son introduction
dans INPOP permettra peut-étre de réduire ses résidus LLR. Ce sera peut-étre aussi le cas avec
Deffet Lense-Thiring, dont I'impact sur la Lune serait (d’apres S. Klioner, communication privée)
supérieur a celui de la précession géodésique.
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Quatrieme partie

Annexes
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Annexe A

Dérivée seconde de la position du
barycentre relativiste

On considere un systeéme a n corps ponctuels, de masses respectives m; (on appelle u; = Gm;)
et repérés dans un repere R par leurs vecteurs position 7; et vitesse 7;. Les coordonnées des corps

sont régies par les équations différentielles définies en 1.3 et 1.12 (avec =y = 1)
Pour simplifier les notations, on notera

(A1)

oll @; est le terme newtonien (voir expression 1.3) et b; est, au facteur 1/c2 pres, le terme di
aux corrections relativistes (voir expression 1.12)

— /"LJ — —
a; = ZT(T‘j —T’i)

‘T

(A.2)
i
- s Mk Lon
bi = Z* -4 Zf+|| AR AT

J#i Kti | KA I

. 2
3 ((r—73)-7; 1 Pk, -
R . _|_7 —(re — 15 . .
2( rij 22 3 (k: ) (

Kty ik

My T, R EREN
v (-] ()
J#Z

i Mk
+5 ZZ*J* (7 — 7) (A.3)
2 57 ity T Tk
On posera également

1 Hi f - - Hj

—1)i avec 1; = AL (A . —] (A.4)

¢ i#i

L’objectif de ce chapitre est de calculer la dérivée seconde du vecteur @ = ), u'7; et de

montrer qu’elle ne contient que des termes de degrés supérieurs ou égaux a 1/c¢
Ainsi,

pi = pi +
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INH
Il

n
> T 4 20T+ i
=1

=1

1l &~y ox Lo n
3 > (,Uibi + midi + 207 + nm-) (A.6)
i=1
1 n
+074 Z Nib; (A.7)
i=1

La ligne (A.5) de ’équation précédente contient les termes en . Il s’agit, au facteur Do i
pres, de la dérivée seconde du vecteur position du barycentre classique d’un systeme de particules
soumis aux interactions newtoniennes mutuelles. Or on a montré au paragraphe 1.3.1 que cette
somme était nulle ; i@ ne contient donc pas de termes en .

La ligne (A.6) ne contient que des termes de degrés supérieurs & ¢~2; des termes en ¢ % et

—6 vont venir des dérivées premiere et seconde des 7; :

Cc

. Hi [ oz o Mo L L
N = é 2”'”_2:7;(”_”)'(”_7"]')
i i
Hi oo = Hi oo o L & 25
e B e (i)
2 i#i i ¢
Hi Ky Sy L My Lo 2. .
= 5 2Z§(Tj_ri).n_23(ri_rj)'<Ti_rj>+cjbi'7“i
JFEL Y g#i U
Hi Hy oo Lo Hiz -
- EZ Zﬁ(ﬁ—m)-(w—kn) +:§bi‘ri (A.8)
i i
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i = S5 (H-f) (F+7) (A.9)

i#i
S B ) (Rt Fy) (A.10)
2 oy T
i Hyoon o R S L
- 21 275] (75 —7%) - (Tj +n) x (75 —75) - (Tj —n) (A.11)
J#i
+li2i (gzﬁ—i-gzﬁ) (A.12)
C
i Hj (-, :, 5 :
B 51275 (7"3‘ —Ti) ' (7%'+7“j) (A.13)
i#i
B M .
+§Zr§(7’j —7i) - (@ + dj) (A.14)
i#i

S B ) (i) < 7 -7 - (- 7)) (A.15)

2 5
B IS 1 ; - o
+H—; bi -7 +bi-d; + = L]g(ﬂ—ﬁ) <bi+bj> (A.16)
C 2 .. 27'@"
Ve
LB (A.17)
(&
Hi Hj -, L5
= EZ —3] ij (7’1‘ + Tj) (A18)
i i
i K Tk Wk Tk
Y B Z 3 + Z 3 (A.19)
j#i Y ki itk kg gk
Ry ) . . . .
— ;j’l 'U;;F” (7:;4_77@) X T (ﬁ—ﬂ) (A.20)
i#i i
pi [ o o o 1 Hj N
+5 | bi-mitbi-dit - ) 5T (bi + j) (A.21)
C 2 . . 27‘7;’
Ve
+55 5 (A.22)
c

Afin de simplifier, on a adopté la notation 7j; = 7; — 7, 7; = 7; — ;. On peut égaleme{lt
remarquer que d’autres termes en ¢~% dans 7j; (qui se traduiront par des termes en ¢~% dans «)

viendront de b;.
On ne s’intéresse pour 'instant qu’aux termes en ¢~2 de 4, qu’on note .2 :
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3

7.]}02 = 1ib; (A.23)

=1
n

+) nid (A.24)
i=1
n i b . N\ -

TS R (7 ) (A.25)
; . I
i=1 j#£i W
1 & Hiftj -, R

+§ Z Z —5Tij * (T‘i + T‘j) T (A.26)

i=1 jAi i

1< piltj kT ik BTk
0 U ot S L
kot

i=1 j#i i Tik  kzj Tk
3 < Hillg T, Lo I
—5 Z Z — |:’I"ij . (7"]' + Tz>] X |:’I“ij . 7“@']':| T (A.28)
i=1 jAi

En remplagant les vecteurs @; et b; en fonction de leurs expressions A.2 et A.3, on obtient :
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V)

On peut alors remarquer que toutes les lignes (A.29) a

n

EODI e et
i=1 j#i k#i Y
n

. Z Z Z Mzugﬂk 7

i=1 j#i k#j /

+2§":Zuzug (;, ;,)2%‘

=1 j#i Tij

LYoy b (7)' 7

i=1 j#i ZJ

3 itk 2
_izz (7712 7”1) Tij

=1 j#i 7/]

1 n
+QZZZMZMM Tjk * Tij) Tij

i=1 jAi ktj gk

=+ Z Z Hills <_’ﬂ (47“1 373)) Tji

=1 j#i 'U

7 < i
+2zzzﬂﬂjﬂk it

i=1 j#i kA Tk

5 ZZMM (7 F%) Tij

=1 j#i T'ij

1 Z ZZ uzuguk "

i=1 j#i k#i U

+zz“l“ﬁj (am)a

i=1 j#i 1.7

- ZZ’“”HJ (fi+75) 7

i=1 j#i U

4= ZZ/MM]_, Zui§k+z

i=1 j£i i k#i ik k#j

Hifty T, T
_*ZZ : ]{”’w (%“’z)] [nj‘m}n

i=1 j#i Tij

Kk ik
3
rjk

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.42) contiennent des doubles sommes

du type >l > . ; dij qui peuvent se rééerire sous la forme St > j>i Gij + dj;. La ligne
(A.36) sera cependant laissée inchangée. En recombinant &@;; + @j; (la ligne (A.31) s’annule car

235



Q;j = —0j;), on obtient :

7;_'[02 _ _4zzl~‘zﬂj Zﬂk Z,U«k 7is

i=1 j>i T'ij Tik k#j Tk

_ZZMZM] Z T T?ij

=1 j>1i Tij k#j ]k k#i

SIS (k)

=1 j>1 Z

SES ) - ()]

=1 j>1 Z

9 Z Z R Z :‘Lk (FJk sz) Z :jg,z (sz : sz)

i=1 j>i ij k#j ' Jk ki i

+ZZ n <_31 (r% +TJ>> Tji

i=1 j>1 ZJ

4L Z Z Z Mzﬂyﬂk

1=1 j#i k#j Tig" ]k

T (i)

=1 j>1 1]
Hifbg Mk 20
SO PO S I I
i=1 j>i Z Tik k#j Tjk
Mifts N 5\ L
+ Z Z 3 Tij* (Tj + 7"2‘> T
i= 1]>z ZJ
Hifbj = O R
+= Z Z Tij - (Tz’ + Tj) Tji
=1 j>i 1]
Nzﬂg = kT ik PeTi |
5 ZZ ATt |
i=1 j>i ry ki ik kzg ik
/’Lllu’J — — hiN —
—*ZZ TU T‘j +7’1 Tij'rij Tji
=1 j>1 Z]

A ce stade, on remarque
— que les lignes (A.48) et (A.52) s’annulent
— que (A.43), (A.44) et (A.51) se combinent
— que les lignes (A.45), (A.50) et (A.53) s’annulent
— que les lignes (A.47) et (A.54) s’annulent
La ligne (A.46) peut se réécrire sous la forme :
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(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)
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(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)



S (e 5) - () = S (- R < (o )

i=1 j>i i =1z i
:_,sz““ﬂ P (75 + 7)) x (770 | 7
T;
(7 (7 +7)) x (7a-7s) | 7 (A56)

i=1 j>1 iy

_ _722;?#;

=1 j>1 3

et s’annule ainsi avec la ligne (A.55).
Il ne reste alors plus que les deux lignes suivantes :

_ _722/11:“] ZN!@_ Fe 7z (A.57)

i=1 j>1i Tij k#i k#j Tik

4= ZZZ”"W’“ i (A.58)

i=1 j#i k#j Tij T jk

On va maintenant réarranger les termes de (A.58) :

T35 Z Z Z MZM]M Z Z QpgTpg (A.59)

1,_1 j#i k#j T'ij Jk p 1¢>p

QupqTpg est obtenu dans (A.58) lorsque j = p et k = g d’une part, et j = ¢ et k = p d’autre
part. On a donc

Qpg = Z ﬂz;)ﬂqlu'z’ _ Z N};Mq/ii (A.60)
; TpgTip . TpaTiq
i#p P4 i#q P4

Le systeme (A.57) et (A.58) devient donc :

7722/%#3 Zuk* M 7 (A.61)

=1 j>i i \ ki PYREL

+- ZZM’M" Z g (A.62)

P_l >p Pt \igp P izg

Dans (A.62), les indices p, g, et i sont muets et peuvent donc étre renommés en respectivement
i, j et k. (A.61) et (A.62) s’annulent donc, .2 = 0 et @ ne contient donc pas de termes en ¢ 2.
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Annexe B

Polynomes de Legendre et fonctions
associées de Legendre

Les polynomes et fonctions associées de Legendre sont utilisés lors du calcul des interactions
avec un corps non sphérique. Ils sont définis par Lambeck (1988, p. 10, eq. 2.2.8) :

1 da°

— (42 _1\"
Vn € N, Py(t) = ] I (t*—1) (B.1)
Pour la suite, il sera utile d’introduire la suite de polynoémes de degré 2n :
2 n N 1 (n)
Vn e N,Qu(t) = (t* —1)" dou Py(t) = 2nn,Qn (t) (B.2)
B.1 Polynomes de Legendre
B.1.1 Liens avec le développement du potentiel
Dans ce paragraphe, on démontrera I’équation 2.3.
B.1.1.1 Expression sous forme de polynémes
En développant @Q,,,(t) avec la formule du binéme de Newton, on obtient :
m
(£ =)™ => (=™ e (B.3)
n=0

Dans cette expression, on peut séparer les termes de degrés inférieurs stricts & m (dont la dérivée
d’ordre m sera nulle) de ceux dont les degrés sont supérieurs ou égaux a m (et dont la dérivée
d’ordre m sera non nulle) :

Qmt)= > (=™ e+ Y- ()™ repet (B.4)
0<n<m/2 m/2<n<m
Et en dérivant m fois cette expression, on obtient :

(2n)!

QW)= Y ("ot (B.5)
/o< (2n —m)!
Finalement,
11 1 2n)!
PmO(t) — Z (_1)m—n7 ( ) $2n—m (B6)

27 nl (m — n)! (2n —m)!
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B.1.1.2 Lien avec le potentiel d’un corps non ponctuel

On reprend l'expression 2.2 :

1 r’ 2 !
N 1+<r> —2—cos (B.7)
Or,
s +oo CQn
L+2) =3 (-1)" T U (B.8)
n=0

/ /
rofr

On obtient donc, en remplacant x par — ( — 2cos Lb) dans ’expression précédente :
r\r

n+k
S erie £ !
PP <> cos"F g (B.9)

nOkO

En regroupant dans I'expression précédente les termes de méme degré en 7’/ /r, on obtient :
b

1 1 - 0271 n 2n7m

m/2§n§m
1 &~ 1 (2n) 1 !
-7 Z DD Vi o2 4)
m/2<n<m 2™ nl (m—n)! (2n —m)!

1<
= Z ( ) P0(cos ) (B.10)

En multipliant par la constante de la gravitation G et par la masse dm, on retrouve bien
I’expression du potentiel 2.2.

B.1.2 Propriétés des polynémes de Legendre

Les polynémes de Legendre étant une famille échelonnée en degré, ils constituent une base
de I'ensemble des polynomes R[X].

B.1.2.1 Orthogonalité

Soit le produit scalaire défini par :

1
(flg) = / gt dr (B.11)

On souhaite montrer que les polynomes de Legendre forment une base orthogonale de I’ensemble
des polynomes R[X] :
V(n,m) € N*,(n #m) = (P,|Pn) =0 (B.12)

Pour des raisons de symétrie, il suffit de le montrer pour n > m.

()R (t) dt (B.13)

(Po|Py) / Po(t) Py (t) dt =

2"n! 2Mm
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eSim=0:

: (n-1)]"
P,|Py)) = P, (t = n= B.14
i = [ ma= o [ apoa= o] (B.14)
Or 1 et —1 sont racines d’ordre n de @, donc len_l)(l) = Q%n_l)(—l) = 0. On a donc bien
(P,|Py) = 0.
eSim>1:

En intégrant m 4+ 1 fois par partie ’expression B.13, on obtient :

2" n! 2Mm)

(P ‘P ) 1 1 ( m+1/ Q2m+1 n m— 1)(t)dt

m—+1 1
B _1\k (m~+k—1) n(n—k)
> -0F @il }1> (B.15)

k=1

1 et —1 étant racines d’ordre n de Qp, Vk € [1,m+1],n—k > 0 et Q " k)( 1) = Q%"_k)(—l) =
0. De plus, Q,, est un polynéome de degré 2m, donc Vt € R Q(2m+1 (t) = 0.
On a donc (P,|P,,) =0, (P,) est donc une base orthogonale de R[X].

B.1.2.2 Valeursen 1 et —1

Vi e N,Qun(t) = (t — 1)"(t + 1) (B.16)

En dérivant n fois cette relation et en utilisant la formule de Leibniz, on ontient :

n ! e T i
Vn € N, P, ( 'kzoc (t—1) a(t+1) (B.17)

On en déduit les valeurs
VneN,P,(1)=1et P,(—1) = (-1)" (B.18)

B.1.2.3 Relations de récurrence

On cherche maintenant a établir une relation de récurrence entre les polynomes de Legendre.
(P,,) étant une base de R[X], tout polynéme peut s’exprimer comme une combinaison linéaire
des (P;)ien; en particulier :
n+1
XPy=> AP (B.19)
=0

(P,) étant une base orthogonale, on a :

xp, =y —""p (B.20)
2 (piE)

Or, d’apres la définition du produit scalaire, (X P,|P;) = (Pp| X F;) :

(P, X P)

XP, = ; Wpi (B.21)
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De la méme maniere que X P,, X P, peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des
(Pj)je[o,iJrl] :

i+1 i+1
XP=) MNPjet (PolXP) =Y X (PulP)) (B.22)
j=0 j=0
B.21 devient alors :
n+1 i+1 n’P
XP, = \j : B.23
E%]ZO 21p) (B.23)

Or, (P,) étant une base orthogonale, n # j = (F,|P;) = 0. Il ne reste donc que 3 termes
dans I’équation précédente :

XP, = an+1Pn+1 + anPy + ap_1Ph_1 <B24)

Cette expression appliquée a X =1 et X = —1 donne o, =0 et 1 = a1 + @p—1. Enfin, en
identifiant les termes de degré n + 1 :

11@2n)! 1 1 (2n+2)! . n+1 (B.25)
_— = SO = .
2" n! n! 2" (p 4+ 1)! (n 4 1)! Gt SO Gt = o) +1
Finalement, avec Py = 1, P, = X, on obtient la relation de récurrence :
P=1
=X (B.26)
Vn > 1, (TL + 1)Pn+1 = (2n + 1)Xpn —nP,_1
B.1.2.4 Expressions jusqu’au degré 5
On en déduit leurs expressions :
Py(t) = 1 (B.27)
Pi(t)y =t (B.28)
1
Po(t) = 5 (3t° —1) (B.29)
Lo 3
Py(t) = 3 (5¢° — 3t) (B.30)
1 4 2
Py(t) = 3 (35t* — 30t + 3) (B.31)
1 5 3
Ps(t) = 3 (63t> — 70> + 15t) (B.32)
B.1.2.5 Dérivées
Soit la propriété P,,, qu’on souhaite montrer par récurrence :
(X?*-1) P, =n(XP, — P,_1) (B.33)

o P est vraie : XP, — Pp=X%2—-1= (X2 — 1) Py.
e Supposons que P, est vraie. Montrons que P, = Pp41.
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En dérivant la relation de récurrence B.26 et en multipliant par X2 — 1, on obtient :
(n+1)(X*=1) Ppy = (X*—1) (2n+1) XP;, + (2n+ 1) P, — nP,_,)

=@n+1)X (X*-1) P, +(@2n+1)(X*—1) P, —n(X>-1) P,

=n@2n+1) X (XPy— Pac1) + (20 +1) (X* = 1) Po —n(n — 1) (XPao1 — Pr_2)

car P, et P,_1 sont vraies

=@2n+1)((n+1)X* 1) P, —3n°XPy_1+n(n—1)Pis

=@2n+1) ((n+1)X>=1) P, = 3n*XPo_1 +n((2n — 1) X Py — nPy)

car d’aprés B.26, (n —1) P2 =(2n—1) XP,_1 — nP,

=@2n+1)((n+ 1) X% — 1) P, — n*P, —n(n+1)XP,_,

=@2n+1)(n+1)X* —1) P, —n’Pu+ (n+1) X (n+ 1) Pay1 — (20 + 1) X Py)

car d’apres B.26, —nP,_1 =(n+1)Poy1 — (2n+ 1) XP,

=—(2n4+1)P, —n°Py+ (n+1)> X Py

=(n+1)>(XPuoy1 — Pn) (B.34)

En simplifiant par (n 4+ 1), on en déduit donc que Pp4; est vraie. D’apres le théoreme de
récurrence,

Vn € N*, (X? —1) P, =n(XP, — P,_1) (B.35)
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B.2 Fonctions associées de Legendre
B.2.1 Définition
Les fonctions associées de Legendre se définissent par :

P = (1-12)™pm (B.36)

B.2.2 Relations de récurrence

On remarque que P, g = P, et P,1 = V1 —t2P).
En dérivant m € [1,n — 1] fois I'expression B.35, on obtient :

(X2 = 1) P 4 2mX PO 4 (m — 1) ™Y =y (XP(m) +mP{mD P(m)) (B.37)

n n n—1

(1-X?) PMHY — (2m —n) XP™ +m(m —1—n) P + npP™) (B.38)

n—1

En introduisant B.36, on obtient finalement :

1
Vn e N, Vm € [1,n—1], Py 41 = —— [(2m —n)tPym +nPo1m|+m(m—1—n) P, m1
1-—t¢
(B.39)
B.2.3 Dérivées
La dérivée de B.36 donne :
Pl = —mt(1—12)2 P 4 (1—¢2)% pmt)
™ p L p B.40
v B4
B.2.4 Expression en coordonnées cartésiennes
Avec :
T = T COS Y CoS A
Yy = rcospsin A (B.41)

z=rsingp
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72 Py (sin ¢)

72 Pyy (sin ) cos (A)

72 Py (sin @) sin (\)

72 Py (sin ) cos (2)

72 Py (sin @) sin (2))
(sin )

3 P3q (sin ¢
r3 P31 (sin ) cos (\)

3 P31 (sin @) sin ()

(sin ) sin (

73 Py (sin @) cos (2)

73 Psg (sin ¢) sin (2))

73 P33 (sin ¢) cos (3))

73 P33 (sin @) sin (3))
(singp)

4 Py (sin ¢
r* Py (sin @) cos (N)

74 Py1 (sin ) sin ())

=

4Py sin ) cos (2

(singp)

74 Pya (sin @) sin (2))
74 Py3 (sin @) cos (3))
74 Py3 (sin ¢) sin (3))
4 Pyy (sin ) cos (4))
r4Pyy (sin @) sin (4)

3xz

3yz

3 ($2 _ y2)

6xy

1

52 (222 — 3y? — 3x2)

z (1222 — 3y? — 32?)

1
iy (1222 —3y% — 3x2)

152 (:U2 — yg)
30xyz

15z (:1:2 — 3y2)
15y (3l’2 — y2)

1
3 (8,24 — 249222 + 3yt — 242222 + 622y + 3334)

53:2 (422 — 3y — 3{E2>

)
iyz (422 —3y% — 33}2)

15

2
15y (6$22 —ay? — m3)
105z 2 (wz — 3y2)
105yz (322 — y?)

105 (y* — 62%y? + 2*)
420xy (332 — y2)

( 69222 + y* + 62222 —x4)
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Annexe C

Liens entre les coefficients du
potentiel et la matrice d’inertie

D’apres I'expression 2.9, les coefficients de degré 2 du potentiel sont :
MR%Cyy = /// r'? Pyo(sin ') dm
1%
2 1 12 . / /
MRCoy = 3/// 7" Py (sing') cos A" dm
\%
1
MR?Sy; = — /// 7"’2P21(sin ¢')sin X dm (C.1)
3 v
2 1 /2 . / /
MR*Cay = 12/// 7'" Pyg(sin ') cos 2\" dm
1%

2 1 12 . N oe ’
MR Sggzu/// 7" Pya(sin ') sin 2\" dm
\%

\

Les valeurs des polynomes en fonction des coordonnées cartésiennes sont données en annexe
par les expressions B.42; on en déduit :

( 1
MR2020=2/// 22’2—x'2—y’2dm
1%
MR2021:/// 22 dm

MR?Sy; = /// y'Z dm (C.2)
4

1
MRQCQQZ/// z? —y%dm
4 JJ)J)v
) 1 /0
MR Sgg—///a;y dm

2. )J)Jv

La matrice d’inertie d’un corps non ponctuel est définie par :

I Ie I3
I = Iis Iy Iog (03)
Iz I»g I33
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IH:/// y2—|—22dm
122—///117 +Z dm
Ig3—//jl‘ +y dm
(C.4)

112—121— /// xydm
113:I31:—///szdm

14
123:132:—/// yzdm

14

On peut donc exprimer les 5 coefficients du potentiel du corps étendu en fonctions des 6
coefficients de sa matrice d’inertie :

1
MR2Cy = 2 (In1 + Ip2) — I33
MR2021 = —1Ii3
5 Iyg — Iy (C.5)

MR*Cyy = ———

4

I

MR2Syy = —%2

On peut aussi écrire la matrice d’inertie en fonction des coefficients du potentiel de degré 2 :

Iss 0 O Cap — 202 —259 —Co1
I= 0 Iz 0 |+MR? =282 Coo+2Cy —Su (C.6)
0 0 Is3 —C9y —S21 0
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Annexe D

Coefficients pour les développements

des angles de précession

Le tableau suivant présente les coefficients des polynoémes permettant de calculer les angles in-
tervenant dans la précession. Ils sont issus de (Lieske et al., 1977), (Simon et al., 1994), (Williams,
1994), (McCarthy & Petit, 2004) et (Capitaine et al., 2003). Les angles sont exprimés en secondes

de degrés, le temps T' est compté en millénaires juliens depuis J2000.

70 Tt T2 T3 T4 T5 76
0 0.0 20043.109 -42.665 -41.833
¢ 0.0 23062.181 30.188 17.998
Lieske z 0.0 23062.181 109.468 18.203
et al. e | 84381.448 -468.150 -0.059 1.813
P 0.0 50387.784 -107.259 -1.147
w | 84381.448 0.0 5.127 -7.726
X 0.0 105.526 -238.064 -1.125
0 0.0 20042.0198 -42.6568 -41.8238 -0.0731 -0.0127 -0.0004
¢ 0.0 23060.9099 30.2228 18.0183 -0.0583 -0.0285 -0.0002
Simon z 0.0 23060.9099 109.5280 18.2667 -0.2821 -0.0301 -0.0001
et al. e | 84381.412 -468.095 -0.0152 1.9989 -0.0051 -0.0025
) 0.0 50385.0649 -107.2381 -1.1424 1.3279 -0.0094 -0.0035
w | 84381.412 0.0 5.1294 -7.7276 -0.0048 0.0333 -0.0003
X 0.0 105.5769 -238.1396 -1.2117 1.7024 -0.0077 -0.0040
0 0.0 20041.82023 -42.9466 -41.822 -0.07
¢ 2.511180 23060.71060 29.9027 18.017 -0.05
z | -2.511180 23060.65079 109.2516 18.265 -0.29
Williams | e | 84381.409 -468.33960 -0.0174 2.0 -0.01
P 0.0 50384.56501 -107.8977 -1.141 1.33
w | 84381.409 -0.244 5.1268 -T.727 0.0
X 0.0 105.577 -238.1366 -1.208 1.7
0 0.0 20041.917476 | -42.69353 | -41.8251 -0.601 -0.01
¢ | 25976176 | 23060.809506 | 30.19015 17.9663 -0.327 -0.02
UAI 2000 | z | -2.5976176 | 23060.803226 | 109.47790 18.2273 0.47 -0.03
Capitaine | e | 84381.448 -468.4024 -0.059 1.813
et al. P 0.0 50384.7875 -107.259 -1.147
w | 84381.448 -0.2524 5.127 -7.726
% 0.0 105.526 -238.064 -1.125
0 0.0 20041.91903 | -42.94934 | -41.82264 | -0.07089 -0.01274
¢ 2.650545 23060.83227 29.88499 18.01828 -0.05971 -0.03173
P03 z | -2.650545 23060.77181 109.27348 | 18.26837 -0.28596 -0.02904
Capitaine | e | 84381.406 -468.36769 -0.01831 2.00340 | -0.0000576 | -0.000000434
et al. P 0.0 50384.81507 | -107.90069 | -1.14045 1.32851 0.00951
w | 84381.406 -0.25754 5.12623 -7.72503 -0.00467 0.03337
X 0.0 105.56403 -238.14292 | -1.21197 1.70663 -0.00560
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Annexe E

Vérification de la cohérence des
divers modeles de marées

Les marées solides sont introduites dans INPOP par la variation des coefficients du potentiel
du corps déformé. Le but de ce chapitre est de montrer comment, sous certaines hypothéses
simplificatrices, on retrouve le modele de marées terrestres utilisé dans les solutions DE405 (
voir I'expression 4.13) et DE200 (voir 'expression 4.14).

Dans toute cette partie, on notera :

e (G, constante de la gravitation

e M, la masse du corps déformable, R son rayon équatorial moyen (ici la Terre)

e m, la masse du corps ponctuel perturbateur (ici la Lune)

o !7"=(z,y, 2), les coordonnées du corps ponctuel perturbateur, exprimées dans le repere lié
au corps étendu.
r= |7l =/ (2* +y*+ 2?)
t5=(x,y,0) et 12 = (0,0, 2), les décompositions équatoriale et polaire de 7= p+ Z
mg, la masse du corps ponctuel générateur de marées (Soleil ou Lune)
7y = (24,9, 2¢), les coordonnées déphasées (de T2, T21 ou T2 selon les paragraphes) du
corps générateur (ici la Lune ou le Soleil), exprimées dans le repére lié au corps déformé

o 1o = 7yl = /(a3 + 3 + )

o 0y = (24,y4,0) et 2, = (0,0, z4) , les décompositions équatoriale et polaire de 7y = g+ 7,

E.1 Effets de marées DE405

Dans les effets de marées DE405, on ne tient compte que de l'interaction entre la Lune (le
seul corps perturbateur) et la déformation de la Terre, générée par la Lune et le Soleil.

Pour retrouver I'expression 4.13, on décompose harmonique par harmonique, le vecteur ac-
célération de la Lune du aux effets de marées.

E.1.1 Déformation ACy,

Dans 'expression du potentiel perturbé (voir 4.1), on s’intéresse au terme ACh), que 'on
exprime en coordonnées cartésiennes :

922 — g2 2

1
AUc,, = —iGMRQACzo . (E.1)

En en prenant 'opposé du gradient par rapport a 7, on obtient 'accélération de la Lune par
rapport au barycentre du Systeme solaire :
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B 3 1 T (x2 + y2 — 422)
FACy, = 5GMR2A020—7 y (22 +y? — 42?) (E.2)
z (322 + 3y? — 22%)
On remplace ensuite ACyy par son expression (voir 4.12). Dans la mesure ou pour simplifier
les notations dans ce chapitre, 7, désigne le vecteur déphasé (ici de 129), on obtient :

3 2 2
) 3 B\ hon 222 — 22 — 02 [ 1 z (x +y 42?)
Facw = SoMRTS <> Fao 22— 3~ 4} <7> ((w L Zzg

M \rq 2 g " 322 + 3y% — 22

)

-5 () (%) () e e 23
Tq T z (322 + 3y? — 22%)

5
3G R k 1
- 20m (1) (1) (1) g e - s

Tg r

Avec 7y = 7, on retrouve, au facteur (1 + m/M ) pres, la premiére ligne de 1’expression 4.13.
Le facteur (1+m/M) dans 4.13 vient du fait que 7(4q) y désigne la dérivée seconde du vecteur
Terre-Lune, tandis que 7“020 dans E.3 désigne le vecteur accélération de la Lune par rapport au

barycentre du Systéme solaire.
E.1.2 Déformations ACQ]_ et ASQ]_

Dans l'expression du potentiel perturbé (voir 4.1), on s’intéresse aux termes ACo et ASoy,
que 'on exprime en coordonnées cartésiennes :

GMR?

T

UACzl;ASm =-3 (A021$Z + ASQlyZ) (E4)

De la méme maniere que pour AC5, en prenant I'opposé du gradient de I'expression précé-
dente, on obtient :

. GMR2 z (74$2 +y2+ z2) ) 75$y22 ,
T(ACo13A81) = 3 7 ACH —bxyz + ASy | 2 (w —4y* + z ) (E.5)
T (x2 e 422) Y (ZE2 e 4,22)

On remplace alors ACy; et ASs; par leurs expressions (voir 4.12) :

3 Gm.R5 z (741:2 +y2 + 22) —dxyz
X ST kg |2 -5 2 2 4y? + 22) (El6
T(ACH;AS1) 5 7,5 ke | 26z Yz + 2ygzg [ 2 (= y? + 2?) (EL6)

Ty T (x2 + 9y — 422) Y (332 +9? - 422)
3 GmyR® . e N o
= 5#/@21 [2 (P Py) ?”22’9 +2(2-7,) 7“2pg —10(Z- Zy) (P py) r] (E.7)
g

Avec 7; = 77, on retrouve (au facteur 1 4+ m/M pres, voir au paragraphe précédent) la

deuxieme ligne de I'expression 4.13.
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E.1.3 Déformations ACy et ASs,

Dans l'expression du potentiel perturbé (voir 4.1), on s’intéresse aux termes ACs et ASso,
que 'on exprime en coordonnées cartésiennes :

GMR?
UACar:ASy = —3——5— (ACx (2% — y?) + 2A851y) (E.8)

r

De la méme maniere que pour les paragraphes précédents, en prenant I’'opposé du gradient
de cette expression, on obtient :

) GMR2 T (—3$2 + Ty? + 222) 2y (—43:2 + 92+ Z2)
T(AC22:A890) = 3—= ACy» |y (—73:2 + 3y — 222) + ASy | 2z (1‘2 —4y? + z2)
" -5z (a:2 — y2) —10zyz
9)
On remplace alors ACy et ASs par leurs expressions (voir 4.12) :
5 -3 2 7 2 2 2 2 4 2 2 2
_somy (RY' e (v ) y(CAam )
T(ACniAS») = 57 | | ~e2 5 y (=72 +3y% — 22%) | + 2gy, | 22 (2? — 4y? + 2?)
" g i (932 — y2) —10zyz
5
3Gm R o R o 2. D R
=5 <> k2o [27"2 (5 Py) B — T2p25 — 5 (P flg)" 7+ prET] (E.10)
r Tg 2
Avec 7; = 75, on retrouve (au facteur 1 4+ m/M pres, voir au paragraphe précédent) la

troisieme ligne de I'expression 4.13.

E.1.4 Conclusion

On a donc vérifié que 'expression (4.13) est bien cohérente avec les formules (4.12). Cepen-
dant, le "modele” de marées utilisé pour obtenir la solution planétaire DE405 est moins souple
d’emploi que celui implémenté dans INPOP. L’avantage d’INPOP est qu’il y a séparation entre
les corps générateurs de marées et ceux perturbateurs; a chaque instant, les coefficients du po-
tentiel de la Terre sont déterminés en tenant compte de la partie rigide et de celle issue des
marées solides. Puis on calcule les interactions avec les corps perturbateurs.

Pour DE405, au contraire, il faut calculer les interactions pour chaque couple (générateur,
perturbateur). Ce n’est cependant pas trop génant car on se limite aux interactions entre la
déformation de la Terre (due au Soleil et & la Lune, donc 2 corps générateurs de marées) et
la Lune (donc un seul corps perturbateur). L’avantage d’INPOP est, pour le méme nombre de
calculs, de pouvoir prendre en compte les interactions entre la déformation de la Terre (due au
Soleil et & la Lune, comme dans DE405) avec la Lune, le Soleil, Vénus et Jupiter (donc 4 corps
perturbateurs).

E.2 Effets de marées DE200

Dans le modele de marées utilisé pour la solution planétaire DE200, seule la Terre est supposée
non rigide. Sa déformation n’est générée que par la Lune, et n’interagit qu’avec la Lune. De plus,
on suppose que les nombres de Love et les temps de réponse de la Terre dus a la dissipation sont
indépendants de 'ordre de ’harmonique : ko = kog = ko1 = kog et 79 = 799 = 701 = T93. On a

donc 7y = 7 = 7} = 75. Avec ces hypotheses simplifiées, I'expression (4.13) devient :
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-, 3 m\ GmR® ko 9. 9. 2 L
Ttide) = S\ 1+ 7 B 2257+ pgp — 5 . 7t 27

T T

3 m\ GmR® ko ol oL Z-Z “Pg)
+§ 1+M s— 5 |21(7- Fg)Zy + (Z- Z5)pg] — 10 2 "

gL
[ 1
L2 Loy
5 w\ GmE ks | L (0" py) L
e Gy B 2(p Pyg)Pg — Py F—5 " rl (Bl

On suppose ensuite que le déphasage entre 7 et 7y n’est di qu’a la rotation de la Terre sur
elle-méme, le mouvement de la Lune autour de la Terre étant négligé. Soit wr, la vitesse de
rotation de la Terre autour de son axe, on pose alors § = Twr, qu'on appelle angle de déphasage.

On a alors :
T4 cosd —sind 0 x
Tg=|yYg | = |sind cosé O Y (E.12)
Zg 0 0 1 z
On en déduit que ||75| = ||7]], que ||gy]] = ||7]| et que Z; = Z. On obtient alors :
- 3 m\ GmR® 9 P L 9,
r(tide) = 5 1 + M Tkg 22°7 — 57”727" +ror
3 m\ GmR® ol . 22(,5"_')4
+- (1 > ke |2[(7- py)Z+ zng] - IOTgr
3, m\GmR | (75)
+7 <]— M> 10 k? 2(/) pg)pg - 5 TQQ r (E13)

Enfin, § étant petit (la valeur pour DE200 est de 4.07~2 radians ), on fait les approximations
cosd ~ 1 et sind ~ 4. On en déduit que

Ty T —yo
yg | = [y +xd | doup-py, = 0> (E.14)
2g z
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On obtient alors :

—

T'(tide)

3 m GmR5 2 - Z4 — 2 -
5 1+ﬁ 7-10 kQ 2z 2—570727“‘1’7“7'

3 m '\ GmR® 22p?

25, 24 N

*s <1+M) ok |21 ] 1075

3 m\ GmR® 9 ,04 .
o\ ) o k2P 0 T
3 m \ GmR?® L. (p2 + 22)2 . .
5 (1 + M) Tk@ 27’2 (Z + pg) - 571727“ + TZT

m\ GmR®

m\ GmR® T+ yo
—I—M 3 ko |y —xd

z

On retrouve bien l'expression (4.14).
Remarque : une telle modélisation est inadaptée pour tenir compte des marées solides exercées
sur la Lune. En effet, a cause de ses librations, ’angle de déphasage d n’est pas constant et oscille

autour de 0.
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Annexe F

Transformation des coefficients du
potentiel par changement de repere

On a vu au chapitre 2 que les coefficients du potentiel d’un corps dépendaient non seulement
de la répartition interne des masses, mais également du repere dans lequel ils sont exprimés.

Ainsi, dans le repere des axes principaux d’inertie, la matrice d’inertie est diagonale et les
coefficients Cy1, So1 et Sog sont nuls. Mais dans un repere qui serait lié a des points de référence
a la surface du corps et non aux axes principaux d’inertie (comme I'I'TRF pour la Terre par
exemple), la matrice d’inertie contiendrait des termes en dehors de la diagonale, et donc les coef-
ficients Cs1, S21 et Sog seraient non nuls. Si le corps est rigide, ils seraient cependant constants.
Enfin, on peut souhaiter exprimer les coefficients du potentiel d’un solide dans un repere qui ne
lui serait pas lié. Cela peut étre utile lors du calcul des interactions entre les formes de deux corps
(voir le chapitre 7). Dans ce cas, ils varient au cours du temps, méme si le solide est considéré
comme indéformable.

Dans toute cette partie, on appellera (C}L}%,ST(L}T)L) les coefficients du potentiel d’'un solide
exprimés dans une base orthonormée directe B; = (fl, jl, K 1). De méme, on notera (07(37)1, Sﬁl)
ceux exprimés dans une base orthonormée directe By = (fg, fg, I?g) Le but de ce chapitre est de

calculer les transformations qui permettent de déterminer (CT(L%)@, SY(?TQL) a partir des (CT(L%,)L, 5’7(11) ).
F.1 Cas général - coefficients de degré quelconque

Soit P, la matrice de passage de By a Bs. Les 3 vecteurs colonnes de P contiennent donc les
coordonnées des vecteurs Iy, Jo et Ko dans la base Bj :

f_% = I2acf£+ IQyj’l_’"_ I?zf{i IQx JQm KQ{E
Si Jo = JogIh + JoyJ1 + Jo. Ky alors P = | Isy Joy Koy (F.1)
f?g = Ko, I1 + Kgle + ngﬁl I, Jo. Ko,

Les bases B et B étant orthonormées, la matrice P appartient un groupe orthogonal :
P~! = 'P. Ainsi, si un vecteur # a pour coordonnées (x1,y1,21) dans Bi, ses coordonnées
(2,Y2, 22) dans Bs sont telles que :

xr1 ) 9 1
yi | =Py | ou || =P | 0 (F.2)
21 22 22 21

Des coordonnées cartésiennes (x1, y;, ;) dans la base B;, on déduit les coordonnées sphériques
(ri, i, \i) telles que définies en 2.4. Les distances étant invariantes par changement de repere,
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on notera r = r1 = r9. En reprenant I'expression 2.9, les coefficients du potentiel (G,(”)n, S( g m)
dans la base B; sont :

C7(zlv)n —m) COSMA;

Dans cette expression, on exprime 7" Py, (sin p2) cosmAy et 1" Py, (sin o) sinmAg en fonc-
tion des coordonnées cartésiennes (x2, y2, z2) (voir les expressions B.42 pour la correspondance).

Puis on effectue le changement de variable précédent, on obtient des intégrales de fonctions
polynémes de (z1,y1,21), qu'on identifie aux coefficients du potentiel exprimés dans Bj.

F.2 Applications

La matrice P vu dans le paragraphe précédent peut étre décomposée en produit de trois
rotations élémentaires. C’est le cas si on choisit d’utiliser les angles d’Euler définis au paragraphe
3.1.1. Dans les trois paragraphes qui sulvent on donnera donc les transformations des coefficients
du potentiel lors des rotations d’axes Ig, Jy ou Kg, et d’angle a.

F.2.1 Rotation d’axe I, et d’angle o

La base Bs est I'image de By par la rotation d’axe 171 et d’angle o. On a alors :

1 0 0 T2 =T
P=10 cosa —sina| et ¢ y2=yicosa+ z;sina (F.4)
0 sina cosc Zo = —y1sina + 21 cos

A titre d’exemple, on détaille le calcul de Cé?)) :

0(2): /// ( x2+y2>dm
MR2
9 cos® a 9 9 sin? o 9 )
:MR2 **+ sin® o — 5 Yy + | cos® o — 5 27 — 3yzcosasina | dm
1 3cos?a—1 2 492 3 3
=P ///V< 204 <Z%_I12y1 +Z(Cos2a—1) (ch—l—yf)—kisinQa(yz) dm

3cos’a —1 3
= fC’éé) +3(cos®a —1) Céé) + 3 sin 2aS§(1)) (F.5)

Remarque : en changeant de variables, on obtient des polynémes homogenes de degré 2 en
(1,91, 21). Ces derniers sont au nombre de 6, alors qu’il n’existe que 5 coefficients du potentiel
de degré 2. Mais en fait, les termes se combinent de telle maniere que leurs intégrales peuvent
toujours s’exprimer sous la forme de coefficients du potentiel. Il en est de méme pour les coef-
ficients de degrés plus élevés (vérifié formellement jusqu’au degré 12 avec TRIP, le logiciel de
calcul formel de Gastineau & Laskar (2010) ). Il ne s’agit certainement pas d’une coincidence et
ce résultat est certainement démontrable a un degré quelconque en utilisant des propriétés des
polynomes de Legendre.

De la méme maniere, on obtient pour les autres coefficients du potentiel (pour simplifier, on
notera c, = cos« et s, = sin a) :
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3c2

o2 = O‘TC(” — 3casa Sy +3 (2 —1)C)

) = c V) — 25,5
SS) = casacg(é) + (202 — 1) S&) + QCasaC'é;)
2 2

s CoS 2 — (F.6)
2 « 1 ao 1 1
O§2) = *Zcéo) Sél) C’2(2)
2 $ 1 1
Séz) = §C§1) + Caséz)
2 1) 1
C’éo) =3 (5c —3)C’§0 —|—f(1—5c )S( )+1583S + 15¢q (¢ —I)C( )
5c2 —1 15
o® = CO‘TC?E” — S SECH) — SeasaSty
Sa 5
S?()?) = T ( c — ) C(l) R (15 ) S(l) ?ca (c — 1) S(l) fsa (303 - 1) ng)
Ca Sa Co 3Sa
o =@ o syl D pa el - B @ e yow )
1
Ség) = §ca5aC’§P + (263 — 1) S:%) + 3ca5a0§é)
2
s 1
o = e Lo+ e 1) o
8 2 4
S = —i L 4 Eca (2 -1) 1) S + fca (c2 +3) s 1sa (2 +1) cl)
24 8 4 R
1 5 15
o = 5 (35¢k —30¢2 +3) cly) + 5Casa (3= Tca) s+ - (7el =8 +1) i)
+105ca5 S +105s4C1Y
(2) ) _ 63cass ) (1)
c? = 1(703—3)6‘41—%?(3—2102)5 — O + 42535
s@ = C (1 -3 cly) — 1 (27X — 28¢0 +3) SO + Beasa (T¢2 —3) CLY
1
+5 (8¢l — 105¢2 +21) S5Y — 42¢,5354Y)
1 o 1
cP = o7 (Teh =8 +1) 1) Cly) + (4—7c2) S5 + 5 (Tek —6c +1) cl
735,55 +7 (e —1) O
o TSq
S@ = (7 2 _1)o 5 (7€ =5) 8137 (¢ = 1) Ol — Leas? iy
C’g) = 8 C’(l) + Z (3(: 1) S(l) + Z (90 —5) C’ié) —sa (32 +1) 5’21)
53 = —724 C(” + ﬁ (4ct — 2 1) 5D 4 fale c<1 (4c;§ +3¢2 —3) S
4
o _ W _ et gV Ly ol Cefe e gy g Lia g2 gy o
44 192 40 48 16 8 8 “ «
2 1 Cas 1 1
S£4) = 48 il) - S§2) 42 (33 +1) Czﬁs) o ( +1) 54 Y
(F.8)
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F.2.2 Rotation d’axe jg et d’angle «

La base Bs est I'image de By par la rotation d’axe fl et d’angle a. On a alors :

cosa 0 sina To = X1 COSQx — 21 Sin
P = 0 1 0 et Yo = Y1 (F.9)
—sina 0 cosa Z9 = 1 Sina + z1 cos «

De la méme maniere qu’au paragraphe précédent, on obtient :

3¢2
c@ 3 lom g o 4 32o
02(? = —casaCéO EQCi — 1) Cg) + QCQSQCéé)
2 (1 1
Sél) = CQQS 1) + 2SaS22) 2 (FIO)
CaSa
Cz(g) _ ZQCQ(O C(l) C(l)
2 Sa (1 1
Séz) = *?Sél) + Caséz)
Co, 3Sa
cd) = - (5¢2 = 3) Cly) + = (5 —3) CSY + 15¢452C5) + 1553 CL5)
5(1 Ca 55a 15
C’g) = T (1 — 56(%) Cé(l)) + vy (15ci — 11) C’g) + - (363 — 1) C’éé) + ?casiCéé)
1
S@ = L (52— 1) S5 4 5easaSSy + 53 2 680
1 Sa Ca 35(1
c = ansgcgé) + o (1-3¢2) cl) + 5 (1=3) cld) + (@ +1) ) (F.11)

1
S:g) = —icasaSﬁ) + (QCi — 1) S:g) + 3casa5§é)

1 ¢
2 1 1 a 1
C§3) = _*33 ngo)g 5i03( )~ 15 (2 +1) C?Ez)z (2 +3) C':§3)

1 1
2 a ol 1 1
S§3) = §S§1) — fcasaS:gQ) + 1 (302 — 1) S§2)

2 @
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1 5 15
cP = 5 (35¢k = 30¢% +3) cl) + S¢asa (7c2 —3) cly - 5 (7el =8 +1) cly
+105¢,52CSY) +10554CS5)
1 1
c® = JCasa (317¢2) it + + 7 (28c4 —27¢2 +3) CY + 3casa (762 —4) C)
21
5 (4¢h —2¢2 +1) Cg) + 4QCQS§¥C§}1)
@ _ 1 2 m 63 (1) 5 (1)
Sy = 1C (7¢2 - 3) 541 fsa (7¢2 —3) S + 5 CaSa 28,5 +42s3 5,
1
cy = oy (Teh =8+ 1) Cl) + + & Caso (4 17¢3) o + (7c;§ —6c2 +1)C
T35,y + T (1 - 4) oy
1 7
Sg) = e (1—17c2) S(l) fca (7¢2 —5) Sg isa (3¢2 —1) Sié) + 140048(2154(141;)
1 1 1
2 1 1 1
Ci:s) = —ﬂcaﬁp%) mk (4ci —5c2 + 1) Cil) — icisaCziz)

1
+7 (864 +352) Cff)saca (3 +3) O
1 1
Sy = geashSi + psa (1-32) 55+ 1% (9¢% = 5) S/sa (1+3¢2) S
1 1
9 1
CLL) = —saCy — @ca‘sacéll 16 (C?x - 1) CAE?)

—gcasa (c2 —3) C(l) 513 (1 + ci)2 Cﬁ)

1 1
8 CoS Sg) — gsa (36 + 1) S(l) ica (1 + 02) S(l)

F.2.3 Rotation d’axe K, et d’angle «

La base Bs est I'image de By par la rotation d’axe I?l et d’angle . On a alors :

cosa —sina 0 T9 = X1 COS 4+ Y1 sin «
P=[sina cosa 0] et Yo = —x1 Sin + Y1 coS
0 0 1 zZ9 = 21

(F.12)

(F.13)

A ce stade, on pourrait appliquer la méme méthode que celle utilisée dans les paragraphes
précédents. Mais on peut remarquer que la rotation d’axe Ky et d’angle « laisse l'angle ¢
inchangé et Ao = Ay — . Il est alors plus judicieux de revenir & la définition des coefficients du

potentiel 2.9 en coordonnées sphériques, pour obtenir directement :

C,(L%T)L [ cos maC’( ) + sin maS( )
5'7(12721 —sin 771&07(”%L + cos maS,(L%
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Annexe G

Coefficients des marées océaniques

Le tableau G.1 présente, pour chaque station, les valeurs des amplitudes et phases des ondes
de marées océaniques. Conformément aux conventions IERS 2003, elles ont été téléchargées a
partir du site www.oso.chalmers.se/ loading. Le modele choisi est le CSR4.0, avec corrections

du géocentre.

TABLE G.1 — Amplitudes et phases pour la prise en compte des marées océaniques selon les
stations.
I j 1 2 3 I | 5 6 7 8 9 | 10 [ 11
| Nom M> S No Ky | Ki 01 Py Q1 M; | Mm | Ssa
Mc Donald alj X 103 2.83 2.02 0.59 0.60 8.18 5.26 2.69 0.94 0.36 0.23 0.22
agzj X 102 0.96 0.86 0.26 0.25 0.81 0.70 0.28 0.16 0.32 0.10 0.21
agj X 102 2.67 1.04 0.61 0.28 2.80 1.94 0.90 0.46 0.45 0.23 0.14
b1; -164.4 | -116.6 | -151.0 | -112.9 52.2 36.6 50.8 34.3 -150.8 | -173.8 | -177.5
P2 4.2 52.5 0.4 52.8 -101.0 -138.6 -101.7 -176.9 -82.8 -67.3 -172.3
P35 77.2 81.2 63.9 79.5 -62.3 -72.6 -64.0 -66.4 -8.6 -5.9 -1.7
CERGA arj X 103 6.89 2.35 1.47 0.61 1.19 2.09 0.40 0.40 0.31 0.10 0.21
agj X 102 2.86 0.47 0.65 0.10 1.99 1.28 0.66 0.22 0.10 0.01 0.03
agj X 102 0.93 0.19 0.18 0.05 4.00 2.56 1.30 0.43 0.34 0.15 0.25
o1, -84.9 -72.0 -104.7 | -73.1 162.8 128.8 164.3 124.9 81.3 84.3 7.4
P2j 102.5 133.6 81.5 138.6 70.7 42.3 69.1 0.0 -27.2 134.8 4.1
¢3J' 59.0 72.0 47.2 81.2 -97.3 -105.4 -99.2 -99.6 53.2 24.4 5.0
Haleakala aij X 103 16.01 6.08 3.12 1.61 16.92 8.27 5.53 1.46 0.80 0.38 0.54
agzj X 103 1.14 0.80 0.28 0.23 1.45 0.99 0.48 0.14 0.11 0.03 0.11
agj X 103 5.69 1.98 1.06 0.52 2.37 1.54 0.76 0.37 0.54 0.29 0.13
P15 -122.5 -111.8 -131.0 -111.4 57.1 48.8 55.9 52.5 -128.3 -155.4 -174.8
¢2j 169.0 170.2 -176.5 171.1 1.4 -18.4 -1.4 -15.2 -137.1 -81.4 -173.6
d>3j 74.8 97.6 62.6 100.2 -54.4 -54.8 -55.8 -48.7 -14.1 -9.2 -5.3
Apollo aij X 10° 2.65 1.96 0.56 0.58 8.86 5.64 2.90 1.00 0.32 0.20 0.20
agj X 103 0.95 0.77 0.22 0.23 1.00 0.80 0.35 0.17 0.32 0.10 0.21
agj X 103 2.95 1.13 0.68 0.31 2.64 1.83 0.85 0.43 0.45 0.23 0.13
P15 -166.2 -118.5 -151.1 -114.9 53.4 38.1 51.9 36.1 -145.7 -172.5 -177.1
¢2j -24.2 41.1 -19.1 43.0 -98.9 -132.5 -100.0 -168.8 -83.7 -68.1 -172.4
¢35 78.2 83.6 63.9 82.5 -63.4 -73.1 -65.3 -66.6 -10.0 -6.5 -2.1
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Annexe H

Parametres des ajustements

La liste des 188 parametres pour lesquels les dérivées partielles du temps LLR sont calculées :
- (¥rp, i 1) J2000 : conditions initiales (& J2000) du vecteur Terre-Lune
- (PEmB, ?EMB) J2000 : conditions initiales(a J2000) du barycentre Terre-Lune par rapport
au barycentre du Systeme solaire
6,0,1, ¢, 9¢) 72000 : angles d’Euler de la Lune et leurs dérivées a J2000
)x71 : coordonnées sélénocentriques du réflecteur déposé par la mission Apollo XI
)x1v :coordonnées sélénocentriques du réflecteur déposé par la mission Apollo XIV
7) xv :coordonnées sélénocentriques du réflecteur déposé par mission Apollo XV
7)o : coordonnées sélénocentriques du réflecteur déposé par la mission Lunakhod 2
7)S1, F) g1 : coordonnées et dérives ITRF2005 de la station du CERGA
)52, (F) : coordonnées et dérives ITRF2005 de la station de Mc Donald
7)ss3, (7) g3 : coordonnées et dérives ITRF2005 de la station MLRS1
S4, (*) : coordonnées et dérives ITRF2005 de la station MLRS2
5, (7)s5 : coordonnées et dérives ITRF2005 de la station d’émission d’Haleakala
565 (*) : coordonnées et dérives ITREF2005 de la station de réception d’Haleakala
575 (f’) g7 : coordonnées et dérives ITRF2005 de la station Apollo
Cno)Terre : coefficients du potentiel (zonaux uniquement) de la Terre ( n < 4)
kgo0, kp21, kE22) : nombres de Love de degré 2 de la Terre (potentiel)
TE20, TE21, TE22) © temps de déphasages pour la déformation de la Terre
s nm)Lune coefficients du potentiel de la Lune ( n < 4)
C/M R?) pyne : moment principal d’inertie divisé par la masse et le carré du rayon équa-
torial moyen de la Lune
— kas2 : nombre de Love de degré 2 de la Lune (potentiel)
— T : temps de déphasage dans la déformation de la Lune
— (B,7) : parametres post-newtoniens
— haro, lye - nombres de Love de la Lune, associés au déplacement de la surface

3 *1

J\EE}
3 \3

Q3

r

=
=
=
=
=
=
=
=
=
- (Ms
- (7
=
=
=
=
- (€
(

— p : rapport des masses entre la Terre et la Lune

— GMgy B : produit de la constante universelle de la gravitation par la somme des masses
de la Terre et de la Lune

— (AT)n0,(AT)nl : termes constants et pentes des biais (n < 40)
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Annexe 1

Lien en corrélation et erreurs
formelles ?

L’objectif de ce chapitre est d’illustrer par deux contre-exemples que de fortes corrélations
entre des parametres n’induisent pas obligatoirement de grandes incertitudes sur la détermina-
tion de leurs valeurs. Et inversement, que de faibles corrélations ne garantissent pas de faibles

incertitudes.

On considere ici un cas tres simple, avec un modele qui se limite a deux parametres, dont on
cherche & ajuster les valeurs par moindres carrés a un ensemble d’observations. A est la matrice
des dérivées des observations par rapport a chacun des parametres ; ses 2 vecteurs colonnes sont

notés w et v :

A= | |u U

Le produit *AA s’écrit :

On en déduit son déterminant :
det(*AA) = uv® — (i - 7)?

Si ce dernier est non nul, on peut calculer I'inverse de 'AA :

‘ -1 v a7
AA — - =
( ) u2v2—(ﬁ-17)2 (‘U'U u? )

On en déduit alors la matrice de corrélation :

. —u-v
||| 7] 1 C12
Cortay= | Il :< 1)
llll[v]]

(L1)

(L.2)

(L.3)

(L4)

(1.5)

En supposant un bruit de mesure gaussien € sur les données, on déduit les variances des

parametres :
2 2
et 03 = 62—u
2 2 — 2 2 RN
u“v® — (- 0)

(Y

u v — (47U
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Cas d’une forte corrélation et de faibles erreurs formelles

On suppose ici que les vecteurs 4 et ¢ sont de la forme :

n n2
ti=(1,1,--- 1,01, 1, 1)
‘7 =(0,0,---,0,—1,—1,---,—1) (17)
Dans ce cas, @7 = —n?, u?> = n(n + 1) et v2 = n% On obtient alors le coefficient de
corrélation entre les deux parametres :
n
C = 18
=4 (L8)

De la méme maniere, on détermine les erreurs formelles (10) sur chacun d’eux :

et L2 (1.9)
or=—=c¢€toy =€/ —+ — .
! vn 2 n o n?

On observe donc que lorsque n tend vers U'infini, ¢1o tend vers 1 alors que les erreurs formelles
o1 et o9 sur les parametres tendent vers 0. En augmentant le nombre de données, on peut donc
avoir a la fois des parametres aussi fortement corrélés et des erreurs formelles aussi faibles que
I’on souhaite.

Cas d’une corrélation nulle et d’importantes erreurs formelles

On suppose ici que les vecteurs 4 et ¢ sont de la forme :

n

to ,—/%
i =(1,0,0,---,0)
9 =(0,1,1,---,1) (1.10)

Dans ce cas, @-7 = 0, u> = 1 et v2 = n. On obtient alors le coefficient de corrélation entre
les deux parametres :

Cl12 = 0 (111)

De la méme maniere, on détermine les erreurs formelles sur chacun d’eux :

€
o1 =¢cet og = — (I1.12)

Vn

On observe ici que malgré la décorrélation entre les parametres, U'erreur formelle o sur le
premier reste minorée par la qualité des observations. Et si le bruit de mesure est important, la
valeur du premier parametre restera incertaine.
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