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R�esum�e

Le but de cette th�ese est l��etude des trajectoires de satellites arti�ciels
s�el�enocentriques situ�es �a une distance inf�erieure �a �	


 km du centre de la
Lune� Dans la premi�ere partie� le d�eveloppement de la perturbation est ef�
fectu�e en fonction des petits param�etres utilis�es� En particulier� on introduit
des th�eories semi�analytiques du mouvement de la Lune autour de la Terre
et la libration du plan de l��equateur lunaire par rapport �a l��ecliptique� La
deuxi�eme partie de cette th�ese montre que le choix des variables canoniques
�variables de Poincar�e� va permettre d�obtenir des �equations sans singula�
rit�es� Il a �et�e n�ecessaire d�introduire des expressions nouvelles qui soient
su
sament compactes pour �etre exploitables� La longitude du satellite est
�elimin�ee �a l�aide de l�algorithme de Deprit utilisant les transform�ees de Lie�
Les parties s�eculaires et fonctions g�en�eratrices non d�evelopp�ees en excen�
tricit�e y sont aussi exprim�ees� L��elimination des angles �a moyenne p�eriode
se fait ensuite pour obtenir un syst�eme deux fois moyenn�e dont les p�eriodes
sont a priori sup�erieures �a �� jours� Le dernier chapitre d�ecrit les algorithmes
de calculs num�eriques engendr�es par le travail analytique� Ils sont appliqu�es
�a quelques exemples caract�eristiques qui permettent de valider la m�ethode
employ�ee�

Abstract
The aim of the thesis is the study of trajectories of arti�cial satellites at

a distance from the centre of the Moon below �	


 km� In the �rst part� the
expansion of the perturbing function into the small parameters used is made�
In particular� we introduce a semi�analytic theory of the motion of the Moon
around the Earth and the libration of the lunar equatorial plane� The second
part of this thesis shows that the choice of the canonic Poincar�e variables
permits to obtain equations without singularities� It has been necessary to
introduce new expressions that are su
ciently compact to be exploitable�
The longitude of the satellite is elimined using the Lie series algorithm� The
expressions of the secular parts and generative functions not expanded in
power of eccentricity and inclination are given� Then� by eliminating mean
period angles� we obtain a twice averaged set whose periods are over �� days�
The last chapter describes the algorithms of numerical calculation� based on
the analytic work� They are applied to caracteristics examples� which permit
to validate the method used�
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Chapitre �

INTRODUCTION

Nous assistons actuellement �a un regain d�int�er�et pour les missions �a
but scienti�que sur la Lune �t�elescopes sur la face cach�ee� bases lunaires�����
Dans cette perspective� il s�av�ere int�eressant d��etudier les orbites de satel�
lites arti�ciels de la Lune permettant des liaisons radio avec la Terre ou
l��etude du potentiel lunaire� Dans le cadre d�un contrat avec le Centre Na�
tional d�Etudes Spatiales de Toulouse� j�ai �etudi�e le comportement de telles
orbites sur une p�eriode de quelques ann�ees �dur�ee caract�eristique d�une mis�
sion spatiale�� Je me suis attach�e �a construire des outils permettant � d�une
part� une rapidit�e de calcul� et d�autre part� l��etude d�un ensemble de solu�
tions le plus g�en�eral possible� Ceci permettra de retenir les classes d�orbites
les mieux adapt�ees �a un probl�eme donn�e� Toutefois� ce travail se consacre
�a l��etude des trajectoires situ�ees �a une distance inf�erieure �a �	


 km et
ne tient compte que des forces gravitationnelles� La fonction perturbatrice
d�epend alors de l�attraction terrestre� du potentiel lunaire d�ecrit en har�
moniques sph�eriques� de l�attraction solaire et de la libration de l��equateur
lunaire sur l��ecliptique�

A�n de pouvoir �etudier tous les types d�orbites� les �equations introduites
doivent rester les plus g�en�erales possibles et permettre de trouver la solution
en fonction de n�importe quelle condition initiale� L�originalit�e du travail re�
pose sur la possibilit�e de consid�erer des orbites de satellite pour toute valeur
de l�excentricit�e ou de l�inclinaison �a un demi grand axe initial donn�e� Cette
�etude di��ere d�autres travaux employant l�int�egration num�erique ou la re�
cherche d�une �ecriture analytique� L�int�egration num�erique directe n�est pas
appropri�ee pour les deux raisons essentielles suivantes �
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�a� les courtes p�eriodes du satellite �p�eriodes de r�evolution de celui�ci autour
de la lune� n�ecessitent un pas d�int�egration de l�ordre de la minute � ce qui se
traduit par une propagation de l�erreur importante pour de longues dur�ees
et un temps de calcul prohibitif�
�b� l�int�egration num�erique ne permet pas d�avoir une vue globale de l�en�
semble des solutions�
En choisissant une approximation qui d�epend du type d�orbite consid�er�e�
une m�ethode analytique permet d�obtenir une expression alg�ebrique appro�
ch�ee de la position� Ce type de m�ethode a �et�e employ�ee par Roy�Roy��� qui a
int�egr�e les �equations de Lagrange compl�etement au premier ordre et partiel�
lement au second� Il a d�evelopp�e les �equations en fonction de l�excentricit�e
du satellite et a utilis�e les variables a� e� i�M � �� � non r�eguli�eres pour e � 

et i � 
� Il se limite donc aux excentricit�es faibles et aux inclinaisons non
nulles� De plus� la construction d�une telle solution devient di
cile �a mettre
en �uvre lorsque l�on consid�ere toutes les perturbations�

C�est pour cela qu�il est pr�ef�erable d�utiliser une m�ethode mixte � des
tranformations analytiques sont e�ectu�ees sur le syst�eme qui est ensuite in�
t�egr�e num�eriquement� Puisque le satellite est su
sament proche de la lune�
il est possible d�utiliser une m�ethode de perturbation� Les angles �a variations
rapides sont supprim�es �a l�aide d�une transformation canonique proche de
l�identit�e� Cette m�ethode particuli�ere s�appelle une m�ethode de moyenni�
sation� J�ai am�elior�e un travail e�ectu�e par Oesterwinter�Oes�
� dans les
ann�ees �
 en y int�egrant des mod�eles plus �elabor�es du potentiel sph�erique
de la Lune et du mouvement de celle�ci par rapport �a la Terre� Son �etude a
�et�e �etendue en utilisant les variables de Poincar�e qui sont r�eguli�eres lorsque
l�excentricit�e ou l�inclinaison s�annulent� Surtout� j�ai choisi d�employer l�al�
gorithme de Deprit�Dep�
�� utilisant les transform�ees de Lie� Cet algorithme
est plus adapt�e �a un processus it�eratif que la m�ethode de Von Zeipel �utilis�ee
par Oesterwinter�� Il a �et�e compl�etement automatis�e �a l�aide du manipula�
teur alg�ebrique de Laskar�Las��b��

Je n�ai jamais d�evelopp�e les expressions en fonction de l�excentricit�e ou
de l�inclinaison� Cette approche est nouvelle lorsque les perturbations ont
des origines di��erentes� Dans le cas consid�er�e� les forces d�origines gravita�
tionnelles di��erentes peuvent �etre alternativement pr�epond�erantes � lorsque
le satellite est proche de la Lune� les termes d�ecrivant la non sph�ericit�e du
potentiel lunaire sont plus importants que ceux d�ecrivant la perturbation
terrestre� e�et qui s�inverse lorsque le satellite s�en �eloigne� Ce probl�eme
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m�a oblig�e �a �ecrire les fonctions utiles �a la m�ethode �a l�aide d�expressions
nouvelles pour mener �a bien mon travail analytique et obtenir des formules
relativement compactes� Cette compacit�e des formules a aussi �et�e am�elior�ee
�a l�aide de plusieurs changements de rep�eres�

Dans une premi�ere partie� le d�eveloppement de la perturbation est e�ec�
tu�e en fonction des petits param�etres utilis�es� En particulier� on introduit
des th�eories semi�analytiques du mouvement de la lune autour de la Terre
�CCT��� et de la libration du plan de l��equateur lunaire par rapport �a l��eclip�
tique �Eck����

Une deuxi�eme partie de ce rapport montre le choix de variables cano�
niques �variables de Poincar�e� qui va permettre d�obtenir des �equations sans
singularit�es� Il a �et�e n�ecessaire de calculer les d�eriv�ees partielles des variables
classiques par rapport �a celles�ci� Les parties s�eculaires et les fonctions g�en�e�
ratrices non d�evelopp�ees� qui permettent d�avoir une th�eorie au second ordre
y sont aussi exprim�ees� On montrera l��elimination de la longitude moyenne
du satellite et l�introduction d�une fonction g�en�eratrice par la m�ethode de
Lie� L��elimination des angles �a moyenne p�eriode se fera ensuite pour obtenir
un syst�eme deux fois moyenn�e dont les p�eriodes sont a priori sup�erieures �a
�� jours�

Je termine mon expos�e par la description des algorithmes de calculs
num�eriques engendr�es par le travail analytique� Je les applique �a quelques
exemples caract�eristiques qui permettent ensuite de valider la m�ethode em�
ploy�ee�
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Chapitre �

FONCTION

PERTURBATRICE

��� Introduction

Notre �etude consid�ere le mouvement d�un satellite arti�ciel s�el�enocen�
trique �a une distance inf�erieure �a �	


km du centre de la Lune� A�n de
valider les m�ethodes d�int�egration pr�esent�ees en introduction� nous n�avons
consid�er�e que les actions d�erivant d�un potentiel gravitationnel� Il n�y a pas
d�e�et de frottement et l�in�uence de la pression de radiation est di
cile �a
mettre en �equation pour le moment� En e�et� ne connaissant pas le type de
satellite �etudi�e� nous ne pouvons pas d�e�nir l�in�uence de celle�ci qui d�epend
de la forme et du coe
cient de r�e�ectivit�e du satellite� De toute fa�con� sa
contribution est toujours moins importante que celle des perturbations prin�
cipales� A une distance su
samment faible du centre de la Lune� seuls trois
corps ont une in�uence non n�egligeable sur un satellite lunaire � la Lune�
la Terre et le Soleil� Le d�eveloppement des perturbations provenant de ces
trois corps est obtenu dans des rep�eres di��erents� Nous montrons dans ce
chapitre et les suivants comment passer d�un rep�ere �a l�autre sans toutefois
compliquer l��etude� L�importance des di��erentes perturbations nous am�ene
aussi �a classer les orbites en fonction des conditions initiales�

��� Potentiels terrestre et solaire

On peut seulement appliquer les lois fondamentales de la dynamique dans
un rep�ere inertiel� Pour notre �etude� ce rep�ere serait centr�e aux barycentres
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des trois corps consid�er�es et aurait des axes �xes� Mais pour obtenir des
solutions directement utilisables tout en gardant des �equations canoniques�
il est n�ecessaire de positionner l�origine de notre rep�ere au centre de la
Lune� Pour cela� nous utilisons les coordonn�ees de Jacobi comme l�a fait
Oesterwinter �Oes�
�� Nous obtenons la m�eme expression de mani�ere plus
�el�egante�

����� D�eveloppement de Jacobi

La Lune qui a l�in�uence pr�epond�erante est d�esign�ee par corps �� la Terre
est num�erot�ee � et le Soleil 	� Le satellite est le corps 
�

Si
��
ri
� d�e�nit les coordonn�ees du corps i dans le rep�ere inertiel� on peut

�ecrire
i��X
i��

mi

��
ri
� �

��

 �����

Les �equations de Newton sont

mi

���
ri
� � � �F

�
��
ri
�

�����

o�u F � l��energie potentielle est d�e�nie par �

F � �G
X

��i�j��

mimj

rij
���	�

Les coordonn�ees de Jacobi sont classiquement utilis�ees pour mettre un
probl�eme sous forme canonique et bien adapt�ees au satellite lunaire�

Le principe consiste �a rep�erer chaque corps par rapport au barycentre
des pr�ec�edents �

�Le mouvement de la Lune �corps �� est rep�er�e par rapport �a celui du

satellite �corps 
� �ou vice versa�� vecteur ��r ��
�Le mouvement de la Terre �corps �� est rep�er�e par rapport au barycentre

Lune satellite �C�est �a dire la Lune� ��r ��
�Le mouvement du Soleil �corps 	� est rep�er�e par rapport au barycentre

Terre Lune satellite� C�est �a dire Terre Lune� ��r ��
Nous allons utiliser la notation�

�ij �
miX

��k�j

mk

�����
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pour obtenir la relation matricielle

�
BBBB�

��


��r ���r ���r �

�
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�
BBB�

��� ��� ��� ���
� �� 
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�
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��
r�
�

��
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�

��
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�

��
r�
�

�
CCCCCCCA

�����

Cette matrice �� �� est inversible� Nous obtenons donc �

�
BBBBBBB�
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��
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�
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�

�
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Fig� ��� � coordonn�ees de Jacobi

A�n d�obtenir une formulation hamiltonienne des �equations r�egissant
le syst�eme� nous devons conna�!tre l�expression de l��energie potentielle en
fonction des coordonn�ees de Jacobi�
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����� Energie potentielle

Les relations ����� et ����� nous permettent d��ecrire �
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Si l�on utilise l��equation ����� et n�eglige la masse du satellite par rapport

�a celles des autres corps� on obtient �

���r� � G

�
�m�

r��

��r� � m�

r���

���r� ���r�
�
� m�

r���

	
��r� � m�

m�  m�

��r� � ��r�
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r��

�
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�

�����
on peut obtenir une nouvelle �energie potentielle qui v�eri�e

���r� � � �F

���r�
����
�

Cette fonction est d�e�nie par �

F � G

�
�m�

r�
 
m�

r��

��r� � ��r� �
m�

r��
� m�

r��
 
m�

r���

	
m�

m�  m�

��r� � ��r�  ��r� � ��r�

�

������
Cette expression de l��energie potentielle peut s��ecrire de la fa�con suivante �

F � ��
r
 Fext�

��r � t� ������

o�u ��
r
d�esigne la partie principale du potentiel et Fext�

��r � t� la partie per�
turbatrice de celui�ci d�ue aux corps ext�erieurs�
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��� Potentiel lunaire exprim�e en harmoniques sph�e�

riques

L��energie potentielle d�ecrivant le potentiel de gravitation lunaire est d�e�
velopp�ee en harmoniques sph�eriques dans le plan �equatorial lunaire� Son
expression est donn�ee par �

Flun � ��
r
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Plm�sin�
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� est la constante de gravitation lunaire�

Clm et Slm sont les harmoniques du potentiel lunaire �voir annexe C��

�r� w�� ��� sont les coordonn�ees sph�eriques du satellite dans un rep�ere �xe li�e
au plan �equatorial lunaire�

Plm est une fonction de Legendre de premi�ere esp�ece �Rad����

Cette fonction est d�e�nie sur �
 � �� par
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Le mod�ele choisi est celui de Bills et Ferrari �Bil�
�� Les harmoniques utilis�ees
sont normalis�ees et donn�ees par les relations �Rad��� �
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��� Choix du syst�eme de r�ef�erence

L��etude des perturbations du satellite fait intervenir plusieurs rep�eres�
Le premier utilise le plan �equatorial de la Lune et permet d�e�ectuer le
d�eveloppement du potentiel en harmoniques sph�eriques� Ce plan n�est pas
inertiel et donc impropre �a l��ecriture des �equations fondammentales de la

��



dynamique� Son avantage est la compacit�e du d�eveloppement� Un rep�ere li�e
au mouvement de la Lune autour de la Terre permet d�exprimer simplement
la position d�un corps par rapport �a l�autre mais n�est pas inertiel non plus�

Le troisi�eme est le plan de l��ecliptique qui est choisi comme syst�eme de
r�ef�erence pour les raisons suivantes �

� il est suppos�e �xe � la dur�ee des missions est courte �
� l�orbite de la Lune autour de la Terre est donn�ee de fa�con pr�ecise dans

ce rep�ere�
� l�orbite de la Terre autour du Soleil a une expression simple�
� le mouvement du plan de l��equateur lunaire par rapport �a ce plan est

calcul�e avec une bonne pr�ecision�
� les positions du plan de l��equateur lunaire et de l�orbite de la Lune sont

d�e�nies par des inclinaisons tr�es petites�
Les axes de r�ef�erence sont donc
� Ox dans le plan parall�ele �a l��ecliptique passant par la Lune dirig�e vers

le point � �a J�


�
� Oy perpendiculaire �a Ox dans le m�eme plan�
� Oz termine le tri�edre�

��� Changements de rep�eres

Les �equations r�egissant le syst�eme sont toujours �ecrites dans le r�ef�erentiel
inertiel� N�eanmoins� le potentiel lunaire s�exprime plus simplement dans
le plan �equatorial et l�expression de la perturbation terrestre se d�eveloppe
avec un nombre restreint de termes dans un plan m�eridien �a l��ecliptique
contenant la Terre� Nous devons donc conna�!tre l�expression des rotations
qui permettent de passer d�un rep�ere �a l�autre� La formulation la mieux
adapt�ee est celle d�Euler�

����� Angles d�Euler

La pr�esentation des angles d�Euler est celle du cours de math�ematiques
de Lelong�Ferrand Anaudi�es �LFA���� Soit 
xyz un rep�ere orthonorm�e de
IR�� 
XYZ un autre rep�ere de m�eme origine� 
n d�etermine 
XYZ �a l�aide
des trois angles d�Euler �

# Le plan 
XY coupe 
xy suivant une droite que nous orientons suivant

x��

�	



# L�angle � � �
��
Ox�

���
Ox�� s�appelle la pr�ecession�

# L�angle � � �
��
Oz�

��
OZ� s�appelle la nutation�

# L�angle � � �
���
Ox��

���
OX� mesur�e dans le plan orient�e 
XY � s�appelle la

rotation propre�
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Fig� ��� � Angles d�Euler
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Il ne reste qu��a d�eterminer la matrice de passage R��� �� �� des vecteurs
unitaires de 
xyz �a ceux de 
XY Z� Pour cela introduisons les rep�eres inter�
m�ediaires 
x�y�z� et 
x�y�z� orthonorm�es directs et tels que


z� � 
z� x� � x� et 
z� � 
Z�
Appelons M la matrice de passage de �
xyz� �a �
x�y�z��� N celle de

�
x�y�z�� �a �
x�y�z�� et P de �
x�y�z�� �a �
XYZ��
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Cette �equation matricielle ������ nous permet d�esormais d�exprimer les co�
ordonn�ees dans un rep�ere quelconque en fonction des coordonn�ees dans le
rep�ere inertiel� la matrice transpos�ee tR��� �� �� nous permet d�obtenir des
relations entre les di��erentes d�eriv�ees partielles d�une fonction f �������
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Nous repr�esenterons d�esormais les angles �a l�aide de triangles sph�eriques�

θ

γ écliptique

orbite
satellite

ψ

i’

iφ

O

λ

λ

écl

périlune

plan de référence

p.r.

’

Fig� ��	 � Angles d�Euler et triangles sph�eriques
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����� Plan �equatorial lunaire et libration

L�expression ����	� utilise les coordonn�ees du satellite dans le plan �equa�
torial lunaire� Il est n�ecessaire de les exprimer en fonction des coordonn�ees
dans le rep�ere �ecliptique �a l�aide des angles d�Euler� La libration du plan
�equatorial lunaire est d�e�nie �a l�aide de la th�eorie de Eckhart �Eck���� Il
utilise les param�etres classiques �

# 	 est la libration en inclinaison�

# 
 est la libration du noeud�

# � est la libration en longitude�

Le changement de syst�eme de r�ef�erence s�exprime �a l�aide des 	 angles d�Eu�
ler �voir ����� � ���

��
�� � �� � F  
  


�� � I�  	

�� � F  � � 


������

F est la longitude moyenne de la Lune compt�ee �a partir du noeud ascendant
de l�orbite lunaire�
�� est la longitude moyenne sid�erale�
I� est l�inclinaison moyenne de l��equateur lunaire sur l��ecliptique�

équateur

écliptique

Lune

Oéqu

γécl
φ

ψ

θ

Fig� ��� � Angles de libration
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����� Plan m�eridien �ecliptique

Le potentiel terrestre introduit par l��equation ������ fait intervenir les
coordonn�ees de la Lune par rapport �a la Terre dans le plan �ecliptique J�


�
Nous avons utilis�e la th�eorie analytique ELP��


 �CCT���� Cette th�eorie
nous donne les coordonn�ees sph�eriques �r�� v�� u�� de la Lune par rapport �a la
Terre dans le rep�ere �ecliptique J�


� Pour obtenir des s�eries plus compactes
de la perturbation terrestre� nous exprimons� �a chaque fois que cela est
possible� le potentiel dans un plan m�eridien �a l��ecliptique contenant la Terre�
Dans ce rep�ere� la seule variable contenant explicitement le temps est r�� La
matrice de rotation d�e�nie pour e�ectuer ce changement utilise les trois
angles d�Euler suivants �voir ����� �

�����
����

��� � v�

��� �
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2π+

plan méridien à l’écliptique
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Fig� ��� � Passage au plan m�eridien �ecliptique
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��	 Formulation hamiltonienne

Nous avons d�e�ni un rep�ere galil�een dans lequel nous connaissons les
coordonn�ees cart�esiennes du satellite� Nous pouvons donc �ecrire les �equations
canoniques� Le hamiltonien d�ecrivant le syst�eme a pour expression

H���r � $��r � t� � �

�

$��r
�

 F ���r � t� ����
�

o�u ��r et
$��r sont des variables conjugu�ees et F ���r � t� le potentiel�

Les �equations di��erentielles qui r�egissent le mouvement sont donc �

� �H

���r � � �F

���r �
d
$��r
dt

�H

�
$��r

�
$��r �

d��r
dt

������

La partie int�egrable H� �
�

�
$��r
�

� �

k��r k d�ecrit le mouvement d�un corps
de masse � autour d�une Lune ponctuelle�

Le hamiltonien s��ecrit d�esormais de la fa�con suivante �

H � H�  R���r � t� ������

o�u R���r � t� est la fonction perturbatrice�

��
 D�eveloppement des fonctions perturbatrices

����� G�en�eralit�es

Les m�ethodes de moyennisation que nous utilisons font intervenir des d�e�
veloppements de la fonction perturbatrice par rapport �a un petit param�etre�
Il est nullement n�ecessaire que celui�ci apparaisse explicitement mais il faut
classer les perturbations en fonction de leur taille respective�

Nous allons d�abord expliquer par quel moyen nous avons pu automatiser
ce classement �a l�aide du manipulateur alg�ebrique� Avant d�e�ectuer le d�e�
veloppement� il est associ�e un entier relatif n�constante� �a chaque constante
num�erique� Cet entier d�e�nit l�amplitude de cette constante dans les expres�
sions�

��



On choisit n�constante� v�eri�ant ������n�constante�  �
 log
	 jconstantej
jconstante equivalente dumouvement principalj


����� � �

�

Par exemple� si une perturbation est �
 ��� fois plus petite que le potentiel
principal� on a n�constante� � 	�� Par cet arti�ce� le d�ecoupage est �n et le
logarithme transforme les produits en sommes� Surtout� les unit�es utilis�ees
n�ont aucune importance� En e�et� si l�on voulait directement utiliser les
coe
cients num�eriques� il serait n�ecessaire de ramener les demi�grands axes
du satellite �a l�unit�e� Ce que nous n�e�ectuons jamais�

Donc� le manipulateur trie les termes en fonction de cet entier� Les va�
leurs de ces entiers appara�!tront explicitement dans les parties suivantes�
Nous nous refusons tout au long de l��etude d�associer un entier relatif �a une
variable qui ne soit pas une v�eritable constante� Cette contrainte nous per�
met de conserver des �equations valables pour une large gamme de conditions
initiales�

Il est n�eanmoins clair que la distance Terre�Lune et le rayon �equatorial
lunaire d�eterminent principalement la hi�erarchie des potentiels� Roy �Roy���
l�a par ailleurs clairement montr�e en repr�esentant les potentiels en fonction
de la distance Lune�satellite� Aussi� ce ph�enom�ene nous am�ene �a di��erencier
	 types d�orbites�

# Les orbites situ�ees �a une distance inf�erieure �a � rayons lunaires sont
appel�ees orbites basses� Les harmoniques du potentiel lunaire sont
pr�epond�erants�

# Les orbites hautes situ�ees �a une distance sup�erieure �a � rayons lu�
naires� L�in�uence de la Terre sur le satellite est plus importante que
celle des harmoniques du potentiel lunaire�

# Nous d�esignerons par interm�ediaires des orbites qui n�entrent pas
dans les � premi�eres cat�egories� Ce sont en principe des orbites tr�es
excentr�ees ou des orbites de demi�grand axe 	 �a � rayons lunaires�
Pour ces orbites� nous consid�erons que les perturbations lunaires et
terrestres sont �equivalentes�

De m�eme� l��etude consid�ere toujours le mouvement d�un satellite �a une
distance inf�erieure �a �	


 km du centre de la Lune� Lorsque celui�ci est �a
une distance sup�erieure� l�in�uence de la Terre est trop importante� Notre

�




m�ethode de r�esolution� qui consiste �a consid�erer comme probl�eme non per�
turb�e un probl�eme k�epl�erien autour de la Lune ne peut plus s�appliquer car
il y a deux masses importantes que sont la Terre et la Lune�

����� D�eveloppement des perturbations ext�erieures

L�expression en coordonn�ees cart�esiennes ������ ne peut �etre utilis�ee que
pour e�ectuer des int�egrations num�eriques directes du syst�eme ������� L�al�
gorithme d�int�egration que nous allons utiliser n�ecessite une expression po�
lynomiale du type ����	�� A�n de d�etailler Fext ������� il est n�ecessaire d�in�
troduire les angles A��� A��� A�� d�e�nis par �

��r� � ��r� � r�r� cosA����r� � ��r� � r�r� cosA����r� � ��r� � r�r� cosA��

En utilisant la relation ������ on obtient le potentiel ext�erieur Fext avec
une pr�ecision su
sante pour toutes les orbites consid�er�ees �

Fext � �Gm�
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Pk est le polyn�ome de Legendre d�ordre k� on peut �ecrire aussi ce potentiel
de la fa�con suivante �
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����	�
p est une constante valant � qui est remplac�ee par sa valeur avant in�

t�egration� Les ni sont les entiers d�e�nis dans la partie pr�ec�edente� Les p
ni

permettent de repr�esenter les petits param�etres utiles �a la m�ethode de r�eso�
lution� Leurs valeurs� fonction des orbites consid�er�ees sont pr�esent�ees dans
le tableau ����

Le temps appara�!t sous forme explicite par la variable r� et est aussi
contenu dans les expressions cosA� Lorsque cela est possible� nous e�ectuons
les rotations pr�esent�ees au paragraphe ����	 en utilisant le plan m�eridien �a
l��ecliptique contenant la Terre� Dans ces conditions� Fext est extr�emement

compacte car cosA�� n�est fonction que de
x��

r
coordonn�ee cart�esienne dans

ce syst�eme de r�ef�erence�
Bien souvent� les manipulations alg�ebriques que nous e�ectuons� n�eces�

sitent des expressions dans le plan �ecliptique J�


� Nous utilisons alors di�
rectement la th�eorie ELP��


 �CCT��� qui donne la position de la Terre en
coordonn�ees sph�eriques �r�� v�� u��� La solution est exprim�ee sous la forme de
d�eveloppements en s�eries de Fourier dont les arguments� fonctions lin�eaires
du temps� sont des combinaisons lin�eaires des arguments fondamentaux de
la Lune�
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La formulation est la suivante ����
��

v� � ��  
P

iAi sinLi
u� �

P
iBi cosLi

r� � a�
P

i Ci cosLi

������

�� est la longitude moyenne sid�erale�
a��Ai�Bi�Ci sont des constantes num�eriques�
Li � i�D  i�F  i�l  i�l

� et D�F �l et l� sont les arguments de Delaunay
�CCT����

Nous utilisons un mouvement simpli��e du Soleil autour de la Lune� Les
�el�ements m�etriques sont suppos�es constants et les �el�ements angulaires li�
n�eaires du temps�

Le calcul de l�expression ����	� se fait maintenant facilement en n�egli�
geant a priori les termes ayant une amplitude inf�erieure �a �
�� pour les
orbites hautes et �
�� pour les orbites basses �associ�es �a des coe
cients n
sup�erieur �a �
 et �
�� Nous utilisons au maximum une trentaine de termes
de la th�eorie ELP��


�

Tab� ��� � Ordre de grandeur des d�eveloppements des fonctions per�
turbatrices terrestre et solaire en fonction des distances consid�er�ees� Ex �

n� � n�
m�r

�

r�
� � � n�m��� 	n�r��

n�constante� orbite basse orbite haute
	


km �



km

n�m���n�m���n�m�� 
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n�r� 
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����� D�eveloppement du potentiel lunaire

Le potentiel lunaire ����	� utilise les coordonn�ees du satellite dans un
rep�ere li�e �a l��equateur lunaire� Le temps n�appara�!t pas sous forme expli�
cite� Nous utilisons cette expression qui est relativement compacte chaque
fois que cela est possible� Bien souvent� les manipulations alg�ebriques que
nous e�ectuons� utilisent des expressions dans le plan �ecliptique J�


� Nous
utilisons alors directement la th�eorie de libration �Eck��� de l��equateur lu�
naire par rapport �a l��ecliptique pr�esent�ee dans la partie ������ A la pr�ecision
demand�ee� un d�eveloppement sommaire des coe
cients de libration est suf�
�sant � ���

��
� � ��  �� sin l

�

I�  	 � I�  	� cos l  	� cosF
I�
 � 
� sin l  
� sinF

������

I� est l�inclinaison moyenne de l��equateur lunaire par rapport �a l��ecliptique�

��
��
	�
	�

�

� sont des constantes num�eriques�

l
l�
F sont des arguments fondammentaux de la Lune �CCT����

A l�aide de ces coe
cients� il est d�esormais possible de d�evelopper l�expres�
sion ����	�� De la m�eme mani�ere que pour le potentiel terrestre� les termes
ayant une amplitude inf�erieure �a �
�� pour les orbites hautes et �
�� pour
les orbites basses sont n�eglig�es �associ�es �a des coe
cients n sup�erieur �a �

et �
�� Except�e pour les premi�eres harmoniques� les coe
cients de libration
sont souvent n�egligeables�

����� S�eparation des di	�erents ordres

Dans ce paragraphe� a�n d�e�ectuer le d�ecoupage du potentiel � nous
introduisons � ordres di��erents�

# L�ordre 
 correspond au mouvement k�epl�erien et est d�e�ni par le moyen
mouvement du satellite autour de la Lune� La longitude moyenne du
satellite� qui est l�angle associ�e� a une p�eriode qui varie de quelques
heures �a quelques jours suivant la distance au centre de la Lune consi�
d�er�ee� Cet angle est appel�e %angle �a courte p�eriode %�

# L�ordre � permet d�introduire les moyennes p�eriodes qui sont de
l�ordre du mois et proviennent des arguments fondamentaux de la Lune
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Tab� ��� � D�ecoupage de la fonction perturbatrice� Les entiers correspondent
aux valeurs limites de n�constante�� Ils sont fonction de n� qui d�e�nit le
moyen mouvement de la Lune autour de la Terre� Ex � ��� � ���� 	�� �

orbite basse �����km� orbite haute ������km�

ordre 
 nsat 
 


d�ebut
ordre � n� ���� ����

�n 	� ��

d�ebut 	� ��
ordre � C�� et C��

Terre�L�� Terre�L��
�n �� 	�

d�ebut �� 	�
Soleil�L�� Soleil�L��

ordre 	 harmoniques zonaux et C�� C��

Terre�L	� Terre�L	�
�n �� ��

d�ebut �� �

Terre�L��

ordre � harmoniques tesseraux C�� et C��

Terre�L�� Terre�L��
�n �� �


��



introduits dans les potentiels par le mouvement terrestre et la libra�
tion des plans de r�ef�erence� Le moyen mouvement de la Lune autour
de la Terre d�e�nit alors le petit param�etre utile �a la m�ethode� Il vaut
approximativement �
���� pour les orbites basses et �
���� pour les
orbites hautes �valeurs pr�esent�ees dans le tableau ��� et calcul�ees pour
des orbites �a 	


 km et �



 km de l�origine du rep�ere�� Nous clas�
sons d�esormais la perturbation en trois ordres � �� 	 et �� Par exemple�
pour l�orbite haute� le second ordre est constitu�e par les perturbations
ayant une amplitude au voisinage de �
���� � �
�����

# La partie pr�epond�erante de la perturbation est contenu dans l�ordre ��
Pour les orbites basses� il s�agit de la perturbation terrestre introduite
�a l�aide du polyn�ome de Legendre d�ordre �� et� en ce qui concerne la
Lune� de l�harmonique zonal d�ordre � �C��� et de l�harmonique tesse�
ral d�ordre � et de degr�e � �C���� Pour les orbites hautes� nous n�utili�
sons que les perturbations terrestres d�e�nies �a l�aide du polyn�ome de
Legendre d�ordre �� Ces perturbations engendrent non seulement des
variations �a courtes et moyennes p�eriodes de la solution� mais aussi
des e�ets s�eculaires et �a longues p�eriodes� Nous appelons longues p�e�
riodes les p�eriodes sup�erieurs ou �egales �a l�ann�ee�

# Les ordres 	 et � du potentiel sont d�e�nies automatiquement �a l�aide
du manipulateur alg�ebrique� Nous obtenons un bon compromis r�esum�e
dans le tableau ���� Ce tableau partage les potentiels �ecrits dans leur
plan de r�ef�erence %naturel%� Lorsque l�on introduit les rotations de ces
plans par rapport au plan inertiel� de nombreuses autres constantes nu�
m�eriques apparaissent et l�obtention des ordres est moins imm�ediate�
Par exemple� %Terre�L��% sera pr�esent dans tous les ordres sup�erieurs�

L�orbite %interm�ediaire% que nous avons d�e�nie au d�ebut de cette partie
est une synth�ese du cas %haute% et %basse%� Son calcul et sa pr�ecision sont
donn�es lors de son int�egration e�ective et guid�es par le nombre de termes
maximum �a utiliser�

Nous obtenons 	 types de fr�equences bien distincts � rapides�moyennes
et lentes qui ne peuvent pas donner de r�esonnances entre elles� Les seules
r�esonnances possibles sont entre des angles �a longues p�eriodes� ce qui ne
pose aucun probl�eme puisqu�ils sont toujours conserv�es avant int�egration�

Le tableau ��� met en �evidence les caract�eristiques principales de notre
potentiel�

# Pour une orbite basse� la di
cult�e vient de l��equivalence entre la per�
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turbation terrestre et celle du second harmonique zonal� Une autre
caract�eristique est la d�ecroissance faible des harmoniques en fonction
du degr�e� Nous avons n�eanmoins s�epar�e les harmoniques zonaux et tes�
seraux car les premiers qui ne sont pas fonction de la rotation lunaire
ont toujours une contribution s�eculaire alors que les seconds n�en ont
qu�une extr�emement faible �elle est induite par la libration lunaire��

# Pour une orbite haute� le satellite s��eloignant du centre de la Lune� l�in�
�uence de la Terre devient proportionnellement importante et nous
oblige �a e�ectuer une int�egration semi�analytique ou num�erique soi�
gn�ee� En e�et� la perturbation engendre des variations importantes de
la solution qu�il faut savoir ma�!triser�
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Chapitre �

TRAVAIL ANALYTIQUE

��� Introduction

Les m�ethodes de perturbation se pr�etent bien �a l��etude du probl�eme du
satellite arti�ciel � en particulier� les m�ethodes par transformation� qu�elles
soient de Lindstedt�Poincar�e ou de Lie� De nombreux auteurs ont abord�e
l��etude du satellite arti�ciel terrestre� de cette fa�con� Kosai �Koz��� l�a �etu�
di�ee au premier ordre en consid�erant seulement le second harmonique zonal�
et Brouwer �Bro��� a �etendu cette �etude �a l�ordre suivant� Les moyens in�
formatiques de l��epoque ne permettaient pas d�aller plus loin � en e�et� les
algorithmes de moyennisation utilisent des s�eries alg�ebriques contenant un
nombre impressionnant de termes� Deprit et Rom �DR�
� ont pu ensuite
atteindre le troisi�eme ordre informatiquement en d�eveloppant en fonction
de l�excentricit�e le potentiel du J�� Deprit �Dep�
� a ensuite mis au point
la m�ethode d��elimination de la parallaxe qui moyenne ce potentiel au qua�
tri�eme ordre sans d�eveloppements� Dans une th�ese r�ecente� M�etris a obtenu
un potentiel moyenn�e complet d�ecrivant l�orbite d�un satellite terrestre�

A notre tour� nous allons appliquer cette m�ethode� au probl�eme du satel�
lite arti�ciel lunaire� Nous avons vu� dans le chapitre pr�ec�edent que la pertur�
bation terrestre est �equivalente ou sup�erieure �a celle du second harmonique
zonal dans le cas du satellite lunaire� Ce ph�enom�ene physique change compl�e�
tement la hi�erarchie des potentiels consid�er�es� Et si l�on utilise r �rayon vec�
teur� et v �anomalie moyenne� pour d�ecrire la position du satellite� comme
l�ont fait la plupart des auteurs� il est di
cile d�obtenir la solution moyen�
n�ee �a un ordre su
sant en raison du nombre important de termes� D�ecrire
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les perturbations ext�erieures pour E �anomalie excentrique� et les perturba�
tions d�ues aux harmoniques pour v� comme le fait Kelly �Kel���� ne r�esout
pas davantage le probl�eme� Il est toujours possible de d�evelopper les expres�
sions en fonction de l�excentricit�e � nous nous refuserons de le faire� a�n de
conserver un syst�eme valable pour les moyennes et grandes excentricit�es�

Dans la premi�ere partie� nous allons introduire les variables canoniques
de Poincar�e qui permettent d�obtenir des �equations non singuli�eres� lorsque
l�exentricit�e ou l�inclinaison s�annulent� Elles sont arguments de fonctions�
utilisables pour d�ecrire un potentiel d�un corps non sph�erique et celui d�un
corps ext�erieur� Ces di��erents types de perturbations sont chacuns li�es �a un
syst�eme de r�ef�erence� Pour conserver une �ecriture compacte� les potentiels
et les fonctions g�en�eratrices sont �evalu�es �a l�aide de variables li�ees aussi �a ces
plans de r�ef�erence� Nous avons donn�e tous les interm�ediaires qui permettent
de changer de r�ef�erentiel �a n�importe quelle �etape du calcul�

La seconde partie d�ecrit la m�ethode de moyennisation du potentiel �a
l�aide de l�algorithme de Deprit utilisant les transform�ees de Lie� Seule�
une description �a l�aide de fonctions ad�equates nous a permis d�obtenir un
syst�eme moyenn�e �a un ordre su
sant� Nous donnons tous les calculs des
moyennes et des fonctions g�en�eratrices � r�esultats tr�es utiles pour toutes les
�etudes de satellites� qu�ils soient lunaires ou terrestres� Contrairement �a la
plupart des auteurs� les fonctions g�en�eratrices restent sous forme ferm�ee
�sans d�eveloppements en excentricit�e��

Nous terminons ce chapitre par l��elimination des angles �a moyenne p�e�
riode� Ce travail est bien plus facile �a mettre en �uvre que le pr�ec�edent car les
variables �a �eliminer y apparaissent sous forme explicite� m�eme si le nombre
de terme augmente lorsque les fonctions sont exprim�ees dans le plan inertiel�

Le travail analytique s�arr�ete ici car nous ne pouvons pas supprimer les
angles lents sans faire des hypoth�eses nouvelles�
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��� Hamiltonien et variables canoniques

����� Variables de Poincar�e

Nous avons montr�e que le hamiltonien d�ecrivant le mouvement du satel�
lite s�exprime de la fa�con suivante �

F � F�  R���r � t� �	���

o�u F� est la partie k�eplerienne et R��r� t� la fonction perturbatrice�
Pour obtenir une formulation hamiltonienne autonome� il est n�ecessaire

d�introduire une nouvelle variable � repr�esentant le temps et & sa variable
canonique associ�ee� L�unit�e de temps choisi est le mois sid�eral lunaire et
donc & est une variable d�ordre � proche du moyen mouvement sid�eral� Les
autres variables que nous utilisons sont celles de Poincar�e qui permettent
d�obtenir des �equations sans singularit�es lorsque l�excentricit�e ou l�inclinai�
son s�annulent� Nous les �ecrivons sous forme complexe a�n d�optimiser les
calculs �a l�aide du manipulateur alg�ebrique mis �a notre disposition �Las��a��

Les variables sont �

�� � �

�� � �ix � �i
qp

�a

q
��p

�� e��e�i�

�� � �iy � �i
qp

�a
qp

�� e���� cos i��e�i�
�� � �

I� � ' �
p
�a

I� � x �
qp

�a

q
�� p

�� e��ei�

I� � y �
qp

�a
qp

�� e���� cos i��ei�
I� � &

a est le demi�grand axe du satellite�

� est la longitude moyenne �� � � �  M��

e est l�excentricit�e�

i est l�inclinaison�

� est la longitude du p�erilune �� � � ���

� est la longitude du n�ud ascendant�

	




Ces variables sont canoniques mais les hamiltoniens s��ecrivent plus simple�
ment � sans

p
� � �a l�aide de �

�� � �

�� � X �
p
�
q
��p

�� e��e�i�

�� � Y �
p
�
��
qp

�� e���� cos i��e�i�
�� � �

�� � ' �
p
�a

�� � X �
p
�
q
��p

�� e��ei�

�� � Y �
p
�
��
qp

�� e���� cos i��ei�
�� � &

�	���

On obtient donc �

F ��� I� � � ��

�I��
 I�  R��� I�� I�� I����

� ��

�I��
est la partie d�ordre 
 correspondant au mouvement principal�

I� est la quantit�e d�ordre ��

On a aussi �

F ���� �� � � ��

���
�  ��  R��� ��� ��� ����� �	�	�

La matrice de Jacobi associ�ee �a ce changement de variables

��i� �i� �� ��i� Ii� i � �� � � � � �
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Son inverse est �
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Ces matrices nous permettent d�exprimer les di��erentes d�eriv�ees partielles�
Par exemple� les �equations canoniques en variables de Poincar�e deviennent
�a l�aide des nouvelles variables ��

BBB�
d�

dt

d�

dt

�
CCCA � d��� ��

d��� I�
�J�

�
d��� ��

d��� I�

�T �BBB�
�F

��

�F

��

�
CCCA

o�uJ est la matrice symplectique �� ��
Les �equations du mouvement sont donc �
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Ces �equations di��erentielles paraissent plus compliqu�ees mais se simpli�
�ent apr�es moyennisation�

Tout au long de notre travail� aucun d�eveloppement de la fonction per�
turbatrice n�est e�ectu�e par rapport �a l�excentricit�e ou l�inclinaison� On peut
l��ecrire sous forme �nie de cette mani�ere �

R��� �� �
�X

i���

�i
�
X
j

R�i�� j��rk�j�� exp�im�j�w� �	���

r est la norme du rayon vecteur Lune�satellite�

a le demi�grand axe�

w la longitude vraie �w � �  v�

R�i�� j� sont des fonctions simples et non singuli�eres de ������ ��� ���

		



L�expression �	��� est obtenu �a l�aide des formules g�eom�etriques �

����������
���������

x

r
� R��� ���exp�iw���R�

� Y
�
��

y

r
� R��� ���exp�iw���

i
��R�

� � Y
�
��

y

r
� R��� ���exp�iw���

i
�R� Y �

avec �

R� �

s
�� XX

�
�


�� e�

� �
�

R� �

s
�� XX

�
� Y Y �

cos
i

��
�� e�

� �

�

����� Variables utilis�ees et d�eriv�ees partielles

Le choix des variables pr�esentes dans les hamiltoniens est une chose pri�
mordiale pour mener �a bien une m�ethode de moyennisation car il condi�
tionne le nombre de termes des s�eries et permet plus ou moins facilement
l�automatisation les calculs utiles �a la m�ethode�

Pour ne pas d�evelopper le potentiel en fonction de l�excentricit�e� nous
avons introduit la variable w pour repr�esenter les variations rapides � cette
variable est toujours d�e�nie contrairement �a v� l�anomalie moyenne� Elle
est ad�equate pour repr�esenter le potentiel lunaire mais ne se justi�e pas
lorsque la perturbation est ext�erieure� Il est alors pr�ef�erable d�introduire
(E � � E que l�on appelle la longitude excentrique �somme de la longitude
du p�erilune et de l�anomalie excentrique�� Mais conserver deux variables
redondantes tout au long de l��etude� entra�!ne une explosion du nombre de
termes� C�est pour cela qu�arbitrairement� nous avons d�ecid�e de n�utiliser
que (E lors des calculs� Nous aurions pu choisir w et obtenir un nombre
�equivalent de termes� En e�et� nous avons les � relations g�eom�etriques �	���
qui permettent d��ecrire le potentiel �	��� avec le m�eme nombre de termes�
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De plus� le manipulateur %trip% que nous utilisons� ne fait que du calcul
polynomial� Il est donc n�ecessaire de choisir une variable non singuli�ere qui

puisse d�ecrire les d�enominateurs� Il a �et�e d�ecid�e d�utiliser RE � �� X

�R�
�ei


E

et son conjugu�e RE � � � X

�R�
�e�i


E � Ceci pour deux raisons principales �

la norme du rayon vecteur s��ecrit simplement �a l�aide de RE et RE et les
calculs de reclassements apr�es une manipulation sont tr�es rapides� Nous d�esi�
gnons par classement � �ecriture d�une fonction �a l�aide d�une famille donn�ee
de g�en�erateurs� En e�et� chaque potentiel peut �etre consid�er�e comme un
�el�ement d�un sous espace vectoriel de l�espace des fonctions continues de
I�� I�� IXreel� IXimag� IY reel� IY imag� dans IR� Ivar d�esigne l�ensemble
de d�e�nition de la variable var consid�er�ee� Cet espace vectoriel est de dimen�
sion in�nie� En choisissant astucieusement les g�en�erateurs� on peut obtenir
une description unique et relativement compacte d�une fonction� qui devient
ainsi facilement exploitable�

Apr�es de nombreux essais� pour d�ecrire toutes les fonctions pr�esentes�
il a �et�e d�ecid�e de choisir les variables � '� X � X� Y � Y � R�� R�� R�� RE�
RE� LE� LE� lE� lE et L��� Certaines de ces expressions ne servent pas �a
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d�ecrire la fonction perturbatrice initiale et apparaissent seulement au cours
de l��etude� Nous avons pr�ef�er�e donner la liste compl�ete tout de suite�

La d�e�nition exacte de ces variables est �
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Dans les expressions LE et LE� ln repr�esente la d�etermination prin�
cipale du logarithme complexe qui s�identi�e d�ailleurs avec le logarithme
n�ep�erien sur IR��� Li� repr�esente le bilogarithme d�Euler qui est toujours
�evalu�e num�eriquement �a l�aide de s�eries�

Les g�en�erateurs que nous utilisons pour d�ecrire la majorit�e des fonctions
d�ependantes de la longitude moyenne du satellite sont de la forme suivante �

'n� �Y nY �Y
n
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Pour d�ecrire la plupart des fonctions ind�ependantes de la longitude� les

g�en�erateurs sont du type �
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Les conditions que nous avons donn�ees aux nvar assurent l�unicit�e des d�eve�
loppements� Nous devons conna�!tre aussi les d�eriv�ees partielles de toutes ces
fonctions pr�esentes dans les hamiltoniens en fonction des %pseudo�variables%
variables de Poincar�e �� '� Y � Y � X � X � Pour cela� deux m�ethodes s�impo�
sent � soit utiliser les relations connues du mouvement k�epl�erien �BC���� soit
les calculer directement �a l�aide de l��equation de Kepler� Nous avons choisi
la deuxi�eme qui semble plus rapide�

L��equation de K�epler nous permet d�obtenir les d�eriv�ees partielles de (E�

(E � � � R�

�Xei

E �Xe�i


E

�i

�
�	���

Les autres expressions s�obtiennent �a l�aide des formules de composition
des d�erivations en sachant que les variables sont ind�ependantes� Nous avons
donn�ees les principales d�eriv�ees dans les tableaux 	�� et 	���

����� Variables utilis�ees et angles d�Euler

Dans le chap�!tre pr�ec�edent� il a �et�e introduit des changements de rep�eres
�a l�aide des angles d�Euler� En fonction de la perturbation consid�er�ee� il
est judicieux de choisir le rep�ere qui permette d�obtenir les expressions les
plus courtes� Pour cela� il est d�abord n�ecessaire de conna�!tre l�expression
des variables dans le nouveau rep�ere en fonction de celles dans l�ancien�
Nous verrons dans la partie suivante qu�un travail de moyennisation met en
�uvre trois interm�ediaires principaux � la moyenne� le calcul de primitive par
rapport �a l�angle rapide et le crochet de Poisson� Nous allons montrer sous
quelles hypoth�eses il est possible de comparer ces expressions dans di��erents
rep�eres�
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Tab� 	�� � D�eriv�ees partielles des fonctions utiles par rapport aux variables
� ' Y et Y �
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Tab� 	�� � D�eriv�ees partielles des fonctions utiles par rapport �a la variable
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Si l�on consid�ere les di��erents changements de variables� les diagrammes
suivants sont commutatifs �

���r � $��r � ROTcart��������� ���r �� $��r ��

CH�

���������y

���������y
CH�

��� I�
ROTpoin��������� ���� I ��

CH�

���������y

���������y
CH�

��� ��
ROTpseudo�poin����������� ���� ���

Expressions de ���� ��� en fonction de ��� ���


n peut calculer ���� ��� et
����� ���

���� ��
en fonction de ��� �� en utilisant

les di��eomorphismes CH�� CH� et ROTcart� Brouwer et Clemence
�BC��� ont donn�e des relations entre les variables de Delaunay dans
deux rep�eres di��erents et Broucke �Bro�
� les matrices jacobiennes qui
d�e�nissent le passage de coordonn�ees osculatrices �a cart�esiennes� Ils
nous ont permis de v�eri�er nos relations obtenues g�eom�etriquement�
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�� � et � sont les trois angles d�Euler qui d�e�nissent le changement
de rep�eres�

Ici� � et � ne d�esignent pas des variables du satellite mais des angles
d�Euler�

ln est la d�etermination principale du logarithme complexe�

RE� RE� LE� LE� lE et lE ne varient pas lors de cette rotation�

Les matrices jacobiennes se calculent facilement �a l�aide de �	��� qui
n�introduit que des compositions de fonctions connues�

Crochet de Poisson�
En appliquant la m�eme rotation fonction uniquement de � �� � ��
est la variable canonique� aux positions et aux vitesses� le crochet de
Poisson de deux expressions ind�ependantes de & demeure inchang�e�

En e�et� avec des notations indulgentes �
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La premi�ere �egalit�e est assur�ee par le fait qu�il existe une transforma�
tion canonique entre les coordonn�ees de Poincar�e et cart�esiennes�

La derni�ere �egalit�e est obtenue pour les m�emes raisons que la pre�
mi�ere�

La seconde lie les crochets de Poisson de deux fonctions exprim�ees
dans des rep�eres di��erents� Nous avons fait l�hypoth�ese que f et
g sont ind�ependants de &� Donc ��

f� g
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�
f� g
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��r �

���r
En utilisant la formule ������ que l�on �etend aux vitesses� on ob�
tient la seconde �egalit�e en appliquant aux crochets la relation de
canonicit�e suivante �	
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I est la matrice unit�e� O la matrice nulle et R la matrice de
rotation fonction de ���

Moyennes�
On d�esigne par moyenne de f par rapport �a la longitude moyenne
l�expression �

hfi� �
�

�


Z �	

�
f d�

D�apr�es les formules �	��� et en supposant '� X �Y et surtout �
constants�
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f est une fonction d�eveloppable en s�erie de Fourier de la longitude
moyenne donc

hfi� � hf 	Rpseudo�poini�
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La moyenne est donc %conserv�ee% par un changement de rep�re dont
les p�eriodes sont sup�erieures �a un mois�

Primitives�
La m�ethode nous am�ene �a trouver la primitive de fonctions purement
p�eriodiques �sans terme constant dans son d�eveloppement en s�erie de
Fourier��

W �
Z �

�f � h� d� o�u h �
�

�


Z �	

�
f d�

Cette int�egrale est d�e�nie �a une constante pr�es� Nous choississons la
constante de fa�con �a obtenir une primitive w purement p�eriodique�

C�est �a dire �

w � W � �

�


Z �	

�
Wd�

En e�ectuant le m�eme raisonnement que dans le paragraphe pr�ec�e�
dent� on montre que la primitive purement p�eriodique d�une fonction
purement p�eriodique est %conserv�ee% par une rotation d�ependante de
��

��� Premi�ere moyennisation par la m�ethode de

Lie

����� Formulation g�en�erale

Par la m�ethode de Lie� une grande partie du probl�eme est r�esolue de fa�con
analytique� Des transformations proches de l�identit�e permettent d��eliminer
la longitude moyenne du satellite � qui est l�angle aux varitions rapides� Sa
p�eriode n�exc�ede pas deux jours pour les orbites consid�er�ees�

Les notations utilis�ees sont celles pr�esent�ees dans le livre de Lichtenberg
et M�A� Lieberman �LL�	�� Ces derniers reprennent l�algorithme de Deprit
�Dep�
� utilisant les transform�ees de Lie� Nous ne rappelerons donc pas la
th�eorie et l�appliquerons directement �a notre syst�eme hamiltonien analytique
proche d�un syst�eme int�egrable�

Il s�agit de construire une transformation canonique voisine de l�identit�e

��i� Ii� �� ��i
�� I �i� i � � � � ��
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d�e�nie par l�op�erateur T �
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Les Li sont les crochets de Poisson Li �

�
wi�

�
On cherche les wi de sorte que le nouveau hamiltonien H v�eri�e TF � H

et soit ind�ependant de �� Pour cela� il faut utiliser l�op�erateur r�eciproque
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Apr�es avoir d�evelopp�e F et H en s�erie de Taylor et �egaler leurs termes ordre
par ordre� on obtient �

# �a l�ordre 

F� � H�

# �a l�ordre � �
w�� F�

�
� H� � F�

w� est choisie nulle� Nous rappelons que F� � & est la variable m�e�
trique associ�ee �a l�angle �� de p�eriode le mois sid�eral lunaire� Ne pas
transformer F� suppose que l�on consid�ere � �xe lors d�une rotation
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du satellite� Nous e�ectuons cette hypoth�ese car le rapport des deux
p�eriodes pr�esentes est su
sament petit �le jour et le mois�� La perte
d�information est combl�ee �a l�aide de termes d�ordre �� Par ailleurs�
faire une moyennisation sur deux angles en m�eme temps �a l�aide d�ex�
pressions non d�evelopp�ees en excentricit�e est quelque chose d�inextri�
cable�

# �a l�ordre � �
w�� F�

�
� � �H� � F��� L��H�  F��

Il faut s�eparer la partie purement p�eriodique et la partie s�eculaire qui
ne contient plus la longitude moyenne du satellite�

Puisque F est d�eveloppable en s�eries de Fourier de la variable �� on
obtient �
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On impose de plus que w� soit de moyenne nulle �Met��b� � cette
contrainte diminue le nombre de manipulations alg�ebriques et donne
une solution moyenn�ee plus proche de la moyenne de la solution r�eelle�
w� est alors d�e�nie de fa�con unique�
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Comme w� est purement p�eriodique� d�eveloppable en s�erie de Fourier
par rapport �a �� on a uniquement �
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De la m�eme mani�ere qu��a l�ordre �� w� est d�e�nie uniquement par �
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# �a l�ordre �� on ne s�int�eresse pas �a w� car nous ne cherchons pas H	 en
g�en�eral�
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Comme w� et w� sont purement p�eriodiques � d�eveloppables en s�erie
de Fourier par rapport �a �� on a �
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����� D�etails de calcul

Dans cette partie� nous allons mettre en �evidence les particularit�es de
notre travail de moyennisation par la m�ethode de Lie� Nous d�ecrivons la
r�esolution de l��equation homologique �a chaque ordre en fonction du type
d�orbite consid�er�ee� Toute cette discussion fait r�ef�erence au tableau ��� qui
d�ecrit le d�ecoupage de la fonction pertubatrice et au paragraphe 	�	�� qui
donne la formulation g�en�erale du travail de moyennisation�

Tous les calculs de moyennes et primitives sont faits automatiquement
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par le manipulateur �a l�aide des formules pr�esent�ees dans les paragraphes
	�	�	 et 	�	��� Les r�esultats sont �a chaque �etape r�eexprim�es �a l�aide des g�e�
n�erateurs d�e�nis dans la partie 	����� L�algorithme qui permet de le faire est
tr�es compliqu�e� En particulier� bien souvent� apr�es un calcul de primitive�
il y a apparition d�une singularit�e apparente� Un exemple de singularit�e
apparante est le suivant � une expression f�variables� contient la variable
X �lime��X � 
� au d�enominateur et ce d�enominateur dispara�!t lorsque
l�on e�ectue un d�eveloppement de f�variables� par rapport �a X � Mais nous
ne voulons pas utiliser des s�eries d�evelopp�ees �a�n d�obtenir une solution
valable aussi pour les grandes excentricit�es� et sommes oblig�es de la faire
dispara�!tre �a l�aide de calculs d�%expressions conjugu�ees%� L�exemple le plus
classique d�expression conjugu�ee est le suivant �

��
p
�� x�

x
�

x

�  
p
�� x�

Ici� il en existe bien d�autres que nous ne pouvons pas d�etailler mais le choix
des variables �	����� a �et�e fait pour faciliter cette t�ache�

La m�ethode de Lie est une m�ethode de perturbation� Elle est d�autant
plus facile �a mettre en oeuvre et pr�ecise que la perturbation est petite devant
le potentiel principal� Nous �etudions principalement deux types d�orbites� les
orbites hautes et basses � les orbites interm�ediaires �etant un compromis des
deux premi�eres� Les orbites basses font appara�!tre une premi�ere perturbation
aux alentours de �
����
��� les orbites hautes� aux alentours de �
����
��

�voir le tableau ����� Pour obtenir la m�eme pr�ecision� il est donc n�ecessaire
d�e�ectuer un travail �a un ordre sup�erieur dans le second cas�

Nous allons passer en revue les di��erentes perturbations pr�esentes �a
chaque ordre� Nous commen�cons par l�ordre ��

# Perturbation terrestre �a l�ordre inf�erieur�
Il s�agit du premier terme du d�eveloppement de la perturbation ter�
restre� Elle utilise le polyn�ome de Legendre d�ordre �� Cette pertur�
bation est d�ependante du temps que l�on a repr�esent�e par l�angle ��
Le calcul du g�en�erateur s��ecrit normalement de la mani�ere suivante
�LL�	� �

��
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Cette �equation ne peut pas �etre r�esolue sans d�eveloppements des po�
tentiels en fonction de l�excentricit�e� Nous pouvons s�eparer les int�e�
grations �a condition que les variables m�etriques associ�ees �a ces angles
apparaissent �a des ordres di��erents� C�est toujours le cas des th�eories
analytiques classiques �Bro��� � on �elimine les variables rapides puis les
variables lentes� Ici� lorsque le satellite s��eloigne de la Lune� la s�epa�
ration entre les deux ordres n�est plus �evidente � ce que nous appelons
l�ordre � est moins de �

 fois plus petit que notre ordre 
 �voir le
tableau ����� N�eanmoins� nous ne pouvons pas d�evelopper ce poten�
tiel par crainte d�obtenir un nombre de termes trop important� aucune
condition n��etant a priori impos�ee �a l�excentricit�e� Il n�y a aucun risque
de r�esonnance forte entre les deux angles� nous calculons seulement �

��

'�
�w

��
� � �H� � F��

Cette perte d�information est compens�ee par l�ajout d�un cinqui�eme
ordre�

Le potentiel est exprim�e dans le plan m�eridien �a l��ecliptique passant
par la Terre� Les r�esultats sont identiques comme nous l�avons prouv�e
dans la partie 	���	� et la formulation est tr�es compacte car le temps
��� n�appara�!t pas explicitement� Le calcul de la moyenneH� utilise les
formules pr�esent�ees au paragraphe 	�	�	� Le calcul de la fonction g�en�e�
ratrice w� emploie les expressions du paragraphe 	�	�� � elle ne fait pas
intervenir l��equation du centre et s�exprime exactement avec les m�emes
variables que F�� L�expression de la partie moyenne H��TerreL�� est
donn�ee en annexe A�

# Perturbation d�ue au second harmonique zonal�
C�est sur ce type de perturbation que les �etudes les plus compl�etes
ont �et�e e�ectu�ees� Elle contient pratiquement toute l�amplitude de la
perturbation d�un satellite terrestre bas� Dans le cas de la Lune� elle
est �equivalente �a la perturbation terrestre pour les orbites basses� Nous
l�exprimons dans le plan �equatorial pour ne pas faire intervenir la
libration et calculons sa moyenne� Le calcul de la fonction g�en�eratrice
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centr�ee �purement p�eriodique � fait intervenir l��equation du centre �
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Il est introduit alors les nouvelles variables LE et LE �voir la par�
tie 	����� et l��equation devient �

�w� �� �
�

i

h
LE � LE  R�

�
�
RE �RE

�i

# Perturbation d�ue �a l�harmonique tesseral d�ordre et degr�e � �C����
Ce potentiel am�ene des variations de la p�eriode du mois lunaire sur
la solution� Il est pris en consid�eration car il est du m�eme ordre de
grandeur que C��� Les calculs e�ectu�es dans le plan �equatorial sont
similaires aux pr�ec�edents�

A l�ordre suivant� la r�esolution de l��equation homologique ne fait pas
seulement intervenir des calculs de primitives et moyennes de potentiels
initiaux� Il s�agit d�int�egrer une seconde fois les fonctions g�en�eratrices d�e�
pendantes du temps� L�int�er�et d�avoir choisi des fonctions g�en�eratrices pu�
rement p�eriodiques est mis en �evidence ici � elles n�apportent pas �a l�ordre 	
de contribution s�eculaire ou �a longues p�eriodes�

# Le soleil et la Terre �a l�ordre 	�
La r�esolution est classique et e�ectu�ee dans les plans %naturels% �pour
le calcul� de ces perturbations � un plan m�eridien pour la Terre et
l��ecliptique pour le Soleil�

# Les harmoniques zonaux et C���
Ces perturbations font partie de l�ordre 	 seulement pour les orbites
basses� Pour C��� le calcul complet de w� et H� est e�ectu�e� Le calcul
de la moyenne de la perturbation d�ue aux harmoniques zonaux ne pose
aucun probl�eme non plus� Celui de la fonction g�en�eratrice est plus com�
pliqu�e lorsque l�ordre de l�harmonique augmente� L��ecrire sous forme
ferm�ee entra�!ne la cr�eation d�un nombre de termes trop important�
L��ecrire �a l�aide d�un d�eveloppement est impossible si l�on consid�ere
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de grandes excentricit�es et di
cile si l�on garde la variable ' �a l�int�e�
rieur des expressions� Nous rappelons que ' est la premi�ere variable
de Delaunay �' �

p
�a� et d�e�nit le demi�grand axe� Il a �et�e d�ecid�e

de ne calculer w� seulement pour les harmoniques zonaux d�ordre 	 �a
�� l�amplitude des harmoniques de plus haut degr�e est petite�

# C�� �a l�ordre 	 pour les orbites hautes�
La r�esolution est identique �a celle de l�ordre � pour les orbites basses�

# Calcul de la fonction g�en�eratrice associ�ee �a
�w�

��
�

Pour e�ectuer la d�erivation de w� par rapport �a �� w� doit �etre expri�
m�ee dans le plan �ecliptique pour que le temps �variable �� apparaisse
explicitement� Il est nullement n�ecessaire d�utiliser tous les termes de
w� puisque nous voulons d�eriver une expression du second ordre� Dans
le cas de la perturbation terrestre� seuls quelques termes de la des�
cription du mouvement de la Lune autour de la Terre sont pris en
consid�eration� L�harmonique C�� entra�!ne une fonction g�en�eratrice in�
d�ependante du temps �la libration n�engendrant que des termes du
troisi�eme ordre�� Pour l�orbite basse� w��C��� fait intervenir l�inclinai�
son moyenne de l��equateur par rapport �a l��ecliptique et aucuns termes
de libration�

La recherche de w�� d�e�nie par �

��

'�
�w��

��
� �	

�

�w�

��

peut �etre e�ectu�ee de deux mani�eres car

Z � �w�

��
d� �

�

��

Z �

w�d� cte

Nous pr�ef�erons d�abord e�ectuer l�int�egration par rapport �a �� Dans
la partie 	�	�	� il a �et�e mis en �evidence le type d�expression poss�e�
dant une fonction g�en�eratrice sans singularit�es apparentes avec nos
variables� Les potentiels initiaux poss�edent cette propri�et�e tout comme
leur fonction g�en�eratrice� Elle est induite par les d�eveloppements ini�
tiaux �a l�aide de polyn�omes de Legendre� Donc� les w�� calcul�es sont
valables lorsque l�excentricit�e s�annule� w���Terre� n�apporte aucune
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nouvelle variable tandis w���C��� engendre les expressions lE et lE
lors de l�int�egration de l��equation du centre�

lE � Li�
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A l�ordre �� les fonctions g�en�eratrices ne sont pas calcul�ees syst�ematique�
ment� Les moyennes sont obtenues classiquement except�ees hfw�� F�gi��

# Perturbations terrestres �TerreL� et TerreL���
Ces potentiels proviennent des d�eveloppements du potentiel �a l�aide
des polyn�omes de Legendre d�ordre � et �� Leurs moyennes sont cal�
cul�ees normalement�

# C�� et C�� pour les orbites hautes�
On utilise le plan �equatorial�

# Harmoniques tesseraux �a l�ordre � pour les orbites basses
Nous calculons seulement la moyenne des harmoniques tesseraux qui
ont la plus grande amplitude� Leurs ordres vont de � �a �� Les autres
harmoniques sont n�eglig�ees car leur amplitude est trop faible et ils
n�ont qu�une contribution p�eriodique sur la solution� N�eanmoins� il
reste toujours la possibilit�e de rajouter certaines moyennes d�harmo�
niques particuliers lorsque l�on e�ectue l�int�egration d�une orbite ex�
tr�emement basse �de rayon vecteur inf�erieur �a ��� rayon lunaire��

# Calcul de hfw�� F�gi�
Lorsque l�on consid�ere les termes en C��

�� C��
� et C��C��� le calcul est

e�ectu�e dans le plan �equatorial� Lorsqu�il s�agit de termes crois�es Terre�
harmonique� il est n�ecessaire d�utiliser le plan �ecliptique� Le calcul de
fw�� F�g doit �etre men�e soigneusement au risque d�obtenir un trop
grand nombre de termes redondants et bloquer la machine� Nous avons
test�e deux strat�egies�

La premi�ere est utilis�ee pour calculer hfw�� F�gi� directement� Les
d�eriv�ees partielles utiles aux calculs d�un crochet de Poisson sont
�ecrites �a l�aide des g�en�erateurs pr�esent�es dans la partie 	�����
Le crochet de Poisson est e�ectivement calcul�e et on le moyenne
directement �a l�aide des formules de la partie 	�	�	� Cette m�ethode
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est inappliquable si les perturbations sont autres que C��� C�� et
�TerreL�� en raison du nombre trop important de termes�

La seconde est plus souple et fonctionne avec tous les crochets de
Poisson que l�on peut rencontrer� Un potentiel gravitationnel ex�
prim�e en coordonn�ees cart�esiennes peut toujours ce mettre sous
la forme suivante �

F �
k�NX
k��

fk�R�� R�� R	� Y� Y �Fk�'� RE�RE� e
i 
E

 
k�NX
k��

fk�R�� R�� R	� Y� Y �Fk�'� RE�RE� e
�i 
E

 f��R�� R�� R	� Y� Y �F��'� RE�RE�

Les fk sont ind�ependants de � et donc invariants par calculs de
primitives et moyennes� D�o�u

w �
k�NX
k��

fk�R�� R�� R	� Y� Y �wk�'� RE�RE� e
i 
E

 
k�NX
k��

fk�R�� R�� R	� Y� Y �wk�'� RE�RE� e
�i 
E

 f��R�� R�� R	� Y� Y �w��'� RE�RE�

o�u les wk ne sont pas les fonctions g�en�eratrices centr�ees des Fk�
fw� Fg s�obtient alors �a l�aide de crochets de Poisson partiels�
nous d�esignons par crochet partiel� un crochet ne faisant pas in�
tervenir toutes les variables�

L�expression de
�

�
hfw��terreL��� F��terreL��gi� est donn�ee en annexe A�

Au cinqui�eme ordre� on peut �ecrire �

T	
�� �

�

�

i�	X
i��

LiT	�i
�� et H	 �

i�	X
i��

Ti
��F	�i

Seul dans le cas d�une orbite haute� le cinqui�eme ordre est utilis�e� parce
que les perturbations provenant de �TerreL�� sont importantes� On a seule�
ment un potentiel F�� une fonction g�en�eratrice w� �a l�ordre �� une �a l�ordre
	 w�� et une �a l�ordre � que l�on a pas calcul�ee�

��



Comme
T�
�� � I

T�
�� � O

T�
�� �

�

�
fw���g

T�
�� �

�

	
fw����g

T�
�� �

�

�
fw����g �

�
fw�� fw���gg

On a

H	 �

�
�

	
fw��� F�g

 
�

�
fw��� F�g �

�
fw�� fw�� F�gg

 
�

�
fw�	� F�g �

�

fw��� fw�� F�gg �

��
fw�� fw��� F�gg

�
�

Si l�on suppose hw��i� � 
� H	 est donn�e par �

H	 �

�
�

�
fw�� fw�� F�gg

�
�

�
�

�

�
fw��

�w�

��
g
�
�

Ce calcul est e�ectu�e de la m�eme mani�ere que hfw�� F�gi��

����� Expressions moyenn�ees

Les expressions que nous allons calculer sont utilis�ees pour obtenir direc�
tement une th�eorie moyenn�ee au troisi�eme ordre sans e�ectuer de calculs de
classement pr�eliminaire� R�ecemment� Kelly �Kel��� a exprim�e les int�egrales
suivantes �Z

cos kv dM�

Z
sin kv dM�

Z
coskE dM�

Z
sin kE dM

et M�etris �Met��a� les valeurs moyennesD
�v �M� coskv

E
M
�
D
�v �M� sin kv

E
M

�

Ces int�egrales sont insu
santes pour avoir une th�eorie compl�ete au se�
cond ordre d�un satellite lunaire ou d�un satellite terrestre haut� En fait�

�	



lorsque les fonctions perturbatrices du corps ext�erieur et des harmoniques
sont du m�eme ordre� il est n�ecessaire de conna�!tre les expressions �donn�ees
en variables classiques� �

D�r
a

�n
emiw

E
�
�
D�r

a

�n
emi 
E

E
�
�
D
�w� ��

�r
a

�n
emiw

E
�

�

Elles sont des cas particuliers des int�egrales que nous allons pr�esenter�
Parmi les variables que nous utilisons � seules ei


E � RE� RE� LE� LE �lE et
lE contiennent la variable � �voir �	������� Fort heureusement� les produits
de ces variables que l�on rencontre au cours de notre travail ne sont pas
quelconques� A�n d�automatiser la moyennisation� il a �et�e d�ecid�e d�exprimer
directement les expressions des moyennes les plus courantes� Il s�agit des
moyennes des expressions A�n�m� k� et B�n�m� k��

A�n�m� k� � REn�RE
m
�eik


E

B�n�m� k� � REn�RE
m
�eik


E�LE

Pour calculer hA�n�m� k�i� et hB�n�m� k�i�� nous utilisons seulement les
deux relations g�eom�etriques �	��
� et �	���� qui lient (E et w� et la loi des
aires�

eiw �

	
�� X

�R�
e�i


E



	
�� X

�R�
ei


E


 ei

E �

RE

RE
ei


E �	��
�

ei

E �

	
�  

X

�R�
e�iw



	
�  

X

�R�
eiw


 eiw �	����

d� � R�
�

	
�� X

�R�
e�i


E


	
�� X

�R�
ei


E



d (E � R�

�REREd (E �	����

d� �
R�

�

R�
�

	
�  

X

�R�
e�iw


�� 	
�  

X

�R�
eiw

��

dw �	��	�

��



Calcul de hA�n�m� k�i� � �
�	

R �	
� REn�RE

m
�eik


E d�

Nous limitons notre calcul au cas k 
 
 car nous avons la relation de
conjugaison � A�n�m��k� � A�m�n� k��

En appliquant �	���� �

hA�n�m� k�i� �
�

�


Z 
E���	


E�

R�
�

	
�� X

�R�
e i


E


n�� 	
�� X

�R�
e�i


E


m��

eik

Ed (E

# si k 
 
 et m � 
 
 et m �� k � 


hA�n�m� k�i� �
�

�


Z 
E���	


E�

R�
�

	
�� X

�R�
e i


E


n�� 	
e i


E � X

�R�


m��

e�i�m���k� 
Ed (E

Cette fonction est purement p�eriodique donc

hA�n�m� k�i� � 


# si k 
 
 et m � 
 
 et m �� k 
 


Consid�erons la fonction f de lC dans lC qui �a z associe

R �
�

	
�� X

�R�
z


n�� 	
z � X

�R�


m��

Elle est analytique sur lC tout entier lorsque X � X � 
 et toujours

analytique sur la boule ouverte de rayon �  � �avec �  � �
�R�p
XX

�

lorsque 
 � e � �� En consid�erant le lacet (E �� ei

E �
 � (E � �
�� il

vient d�apr�es la relation de Cauchy�

f �m���k��
� �
�m �� k�"

�


Z �	

�
f�e i


E� e i�m���k� 
Ed (E

Puisque f est p�eriodique de p�eriode �
� les bornes sont d�e�nies �a �

pr�es et on peut �ecrire �

hAi� �
�


�m �� k�"
f �m���k��
�

hAi� �
R�

�

�m �� k�"

�
�	�� X

�R�
z


n�� 	
z � X

�R�


m��
�
��m���k�

�
�

��



En e�ectuant le calcul de la d�eriv�ee �a l�aide de la formule de Leibnitz�
il vient �

hA�n�m� k�i� � R�
�
m���kX
j��

	
n �

j


	
m �

m �� k � j


	
� X

�R�


j 	
� X

�R�


j�k

Les

	
p

k



sont d�e�nies sur IR� IN� Comme m � 
 
� on peut �ecrire �

hA�n�m� k�i� � R�
�

	
� X

�R�


k m���kX
j��

	
n  �

j


	
m �

j  k


	
�

R�
�

� �

j

Il est �a noter que cette forme ne fait pas appara�!tre de produits redon�
dants XX et n�est pas singuli�ere lorsque X � 
�

# si k 
 
 et m � � 

Gr�ace �a �	��	�� hA�n�m� k�i� s��ecrit de la mani�ere suivante �

hAi� � �

�


R�
�

R�
�

Z 
w���	


w�

	
�� X

�R�
e i


E


n�� 	
�� X

�R�
e�i


E


m��

eik

Edw

En utilisant �	���� et �	��
�� on a

hAi� �
R�

�

�


	
R�

�

R�
�


n�m�� Z �	

�

	
�  

X

�R�
eiw

�n���k 	

�  
X

�R�
e�iw


�m���k
eikwdw

hAi� �
R�

�

�


	
R�

�

R�
�


n�m�� Z �	

�

	
�  

X

�R�
eiw

�n���k 	

eiw  
X

�R�


�m���k
e�i��m���dw

Nous consid�erons la fonction holomorphe f �

f�z� �

	
�  

X

�R�
z


�n���k 	
z  

X

�R�


�m���k

Par la m�eme m�ethode que dans le cas pr�ec�edent� hA�n�m� k�i� est
calcul�e en utilisant la relation de Cauchy�

hAi� � R�
�

	
R�

�

R�
�


n�m�� 	
X

�R�


k �m��X
j��

	
�n � �� k

j


	
�m� �  k

j  k


	
�

R�
�

� �

j

��



A l�aide de ces simples formules� il est possible de moyenner la majorit�e
des s�eries rencontr�ees et d�obtenir des r�esultats valables pour toutes les or�
bites quasi�p�eriodiques rencontr�ees� Il est possible de les comparer avec des
formules faisant intervenir r le rayon vecteur ou l�anomalie moyenne v en
choisissant de fa�con ad�equate les entiers m� n et k�

Calcul de hB�n�m� k�i� � �
�	

R �	
� LE�REn�RE

m
�eik


E d��

Nous allons le calculer par une m�ethode similaire �a celle employ�ee pour
hA�n�m� k�i��
# si m � 
 
 et k �m� � 
 


hBi� �
R�

�

�


Z �	

�
ln

	
�� X

�R�
ei


E


	
�� X

�R�
ei


E


n�� 	
ei


E � X

�R�


m��

e�i�m���k� 
Ed (E

Nous choisissons un lacet orient�e dans le sens direct sur le cercle
C �O� �� de centre O et de rayon ��

hBi� �
�

�
i

I
C �O���

R �
� ln

	
�� X

�R�
z


	
�� X

�R�
z


n�� 	
z � X

�R�


m��

zk�m��dz

Comme la fonction est holomorphe �

hB�n�m� k�i� � 


# si m � 
 
 et k �m� � � 


Si l�on pose

f�z� � ln

	
�� X

�R�
z


	
�� X

�R�
z


n�� 	
z � X

�R�


m��

hBi� �
R �
�

�
i

I
C �O���

f�z� zk�m��dz �	����

Cette int�egrale admet une seule singularit�e en O �a l�int�erieur du disque
D�O� ��� On en d�eduit par le th�eor�eme des r�esidus�

hBi� � R�
�

��k  m ��"
�f�z����k�m��� �
�

��



En utilisant la formule du multin�ome de Leibnitz �

hBi� � R�
�
�k�m��X

j��

	
m �

j  k


	
� X

�R�


k�j 	
� X

�R�


j jX
l��

	
n �

j � l



����l��

l

Si on ajoute la condition k 
 
� cette relation s��ecrit plus simplement �

hBi� � R�
�

	
� X

�R�


k �k�m��X
j��

	
m �

j  k


	
�

R�
�

� �

j jX

l��

	
n �

j � l



����l��

l

Avec la condition k � 
 �

hBi� � R�
�

	
� X

�R�


�k m��X
j��

	
m �

j


	
�

R�
�

� �

j �k�jX

l��

	
n  �

�k  j � l



����l��

l

Dans les deux cas� il n�y a pas de singularit�es lorsque l�excentricit�e
s�annule�

# si m � � 
 et �m � �  k 
 

En appliquant le changement de variables (E en w �voir le calcul de
A�m�n� k��� on obtient

hBi� � �

�

R�

�

	
R�

�

R�
�


n�m��

�

Z �	

�
ln

	
R�

R�


	
�  

X

�R�
e iw


�n���k 	
�  

X

�R�
e�iw


�m���k
eikwdw

� �

�

R�

�

	
R�

�

R�
�


n�m��

�

Z �	

�
ln

	
�  

X

�R�
e iw


	
�  

X

�R�
e iw


�n���k 	
�  

X

�R�
e�iw


�m���k
eikwdw

On reconnait dans la premi�ere partie de cette formule �L��A�m�n� k�
Pour calculer la seconde� on utilise �a nouveau le th�eor�eme des r�esidus�
Le r�esultat est �

hBi� � R�
�

	
R�

�

R�
�


n�m�� �m��X
j��

	
�m� �  k

j  k


	
X

�R�


j�k 	
X

�R�


j

�

�
��L��

	
�n� �� k

j



�

jX
l��

	
�n � �� k

j � l



����l��

l

�
�

��



Avec k 
 


hBi� � R�
�

	
X

�R�


k 	
R�

�

R�
�


n�m�� �m��X
j��

	
�m � �  k

j  k


	
�

R�
� � �


j

�

�
��L��

	
�n� �� k

j



�

jX
l��

	
�n � �� k

j � l



����l��

l

�
�

Avec k � 


hBi� � R�
�

	
X

�R�


�k 	
R�

�

R�
�


n�m�� �m���kX
j��

	
�m� �  k

j


	
�

R�
� � �


j

�

�
��L��

	
�n � �� k

�k  j



�
�k�jX
l��

	
�n � �� k

�k  j � l



����l��

l

�
�

# si m � � 
 et �m� �  k � 

L�int�egrale �	���� admet deux singularit�es �a l�int�erieur du disque D�O� �� �

l�une en O� l�autre au point d�a
xe
X

�R�
�

Si l�on pose �

f�z� � ln

	
�� X

�R�
z


	
�� X

�R�
z


n�� 	
z � X

�R�


m��

et

f��z� � ln

	
�� X

�R�

	
z  

X

�R�



	
�� X

�R�

	
z  

X

�R�



n�� 	
z  

X

�R�


k�m��

On obtient �a l�aide du th�eor�eme des r�esidus �

hB�m�n� k�i� � R�
�

��k  m ��"
�f��z��

��k�m��� �
�

 
R�

�

��m� ��" �f��z��
��m��� �
�

��



La premi�ere partie a d�ej�a �et�e calcul�ee et la seconde se d�eduit de la
formule de Leibnitz�

hBi� � R�
�
�k�m��X

j��

	
m �

�k  m �� j


	
� X

�R�


k�j 	
� X

�R�


j jX
l��

	
n  �

j � l



����l��

l

 R�
�
�m��X
j��

	
k �m� �
�m� �� j


	
R��

R��


n���j 	
X

�R�


k�j 	
� X

�R�


j

�

�
��L��

	
n  �

j



 

jX
l��

	
n �

j � l



����l��

l

�
�

Cette formule contient des singularit�es apparentes qu�il convient de
faire dispara�!tre avant int�egration num�erique� On peut le faire en d�e�
veloppant l�expression L���

����� Fonctions g�en�eratrices purement p�eriodiques

Nous allons expliquer comment les fonctions g�en�eratrices w sont calcu�
l�ees� Pour une fonction F donn�ee� w se d�e�nit par �

W �
Z �h

F�� �
�


Z �	

�
F d��

i
d�

w � W�� �
�


Z �	

�
W d��

Pour notre th�eorie� apr�es avoir classer le potentiel �a l�aide des g�en�erateurs
pr�esent�es au paragraphe 	����� les expressions d�ependantes de � qu�il faut
int�egrer sont de quatre types � REneik


E � RE
n
eik


E � LE et LE� Comme

RE
n
eik


E � REne�ik 
E � nous ne calculons seulement w�REneik

E� et w�LE��

Calcul de w�REneik

E�

Il est su
sant de conna�!tre W �REneik

E� un g�en�erateur de REneik


E

qui ne soit pas purement p�eriodique� On utilise ensuite les formules du para�
graphe 	�	�	 pour obtenir la moyenne que l�on soustrait� Tous les g�en�erateurs
sont d�e�nies �a une constante pr�es que l�on n�indique pas par soucis de place�
si n � ��
Ce calcul s�e�ectue sans aucune di
cult�e car il se ram�ene �a une int�egration
polyn�omiale�

W �

Z �

REneik

E d��

Z ��Z �	

�
REneik


E d�

�
d�

�




A l�aide de la relation �	����� il arrive

W � R�
�
Z 
E

REREn��eik

E d (E � �

Z �	

�
REneik


E d�

Lorsque l�on d�eveloppe les expressions par rapport ei

E �

W � R�
�
Z 
E

�
�	�� X

�R�
e�i


E



n��X
l��

	
n �

l


	
� X

�R�


l
e i �l�k�


E

�
�d (E

��
Z �	

�
REneik


E d�

Par calculs de primitives �

W �
R�

�

i

n��X
l���l���k

	
n �

l




l  k
�RE � ��l e i k 
E

 
R�

�

i

�
RE � �

� n��X
l���l����k

	
n  �

l




l k � � �RE � ��l e i k 
E

 
�
(E � �

� Z �	

�
REneik


E d�

Il s�agit maintenant d�employer l��equation de K�epler �	��� pour obtenir un
r�esultat dans les bonnes variables �

W �
R�

�

i

n��X
l���l���k

	
n �

l




l  k
�RE � ��l e i k 
E

 
R�

�

i

�
RE � �

� n��X
l���l����k

	
n  �

l




l k � � �RE � ��l e i k 
E

 
R�

�

i

�
RE �RE

�Z �	

�
REneik


E d�

L�expression
�R �	

� REneik

E d�

�
s�obtient �a l�aide des formules du paragraphe 	�	�	�

Il est inutile d�exprimer W �a l�aide d� une famille de g�en�erateurs donn�ee car
il faut encore lui soustraire sa moyenne pour obtenir w la fonction purement

��



p�eriodique cherch�ee� N�eanmoins� cette formulation est un bon compromis
qui n�ecessitera peu de manipulations sur la s�erie w�
si n � �� et k  n  � � 

De la m�eme mani�ere qu�auparavant �

W � R�
�
Z 
E

REREn��eik

E d (E � �

Z �	

�
REneik


E d�

Si l�on e�ectue quelques manipulations� on obtient �

W � R�
�
Z 
E

	
e�i


E � X

�R�


n�� 	
e�i


E � X

�R�
 

X

�R�


�k�n��
e�i


Ed (E

 R�
�

	
� X

�R�


Z 
E
	
e�i


E � X

�R�
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e�i


E � X

�R�
 

X

�R�


�k�n��
e�i


Ed (E
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Z �	

�
REneik


E d�

Puisque �k � n� � 
 
� on peut utiliser la formule de Newton �

W � R�
�
Z 
E �k�n��X

l��

	
�k � n� �

l


	
X

�R�


l 	
e�i


E � X

�R�


�k�l��
e�i


Ed (E
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� X
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E � X
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Ed (E
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�
REneik


E d�

En int�egrant �

W � i R�
�
�k�n��X
l���l���k
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l




� k � l

	
X
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l 	
e�i


E � X
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 i R�
�

	
� X
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�
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E
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�R�


�k 	
e�i
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e�i
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� X
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�k  �


	
X

�R�
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LE est simplement le logarithme complexe de RE�
si n � �� et k  n  � � 

Ce calcul est bas�e sur le m�eme principe que les pr�ec�edents� Nous donnons
seulement le r�esultat�
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Les expressions introduites dans les potentiels perturbateurs initiaux in�
troduisent des valeurs particuli�eres de k et n o�u il est possible d�obtenir
une fonction g�en�eratrice purement p�eriodique associ�ee sans singularit�es ap�
parentes�

Calcul de w�LE�

On a remarqu�e que lors d�une premi�ere int�egration� la fonction logarith�
mique LE n��etait pas multipli�ee par une autre fonction d�ependant du temps�
Bien souvent� il est n�ecessaire de la r�eintegrer �voir le paragraphe 	�	���� La
moyenne de LE vaut � � R�

�� Une fonction g�en�eratrice associ�ee �a LE est
d�e�nie par �
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En e�ectuant le changement de variable � en (E� il arrive �
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Toutes ces int�egrations se font sans probl�eme mais nous sommes oblig�es
d�introduire une nouvelle fonction � le bilogarithme de Euler�
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lE est une s�erie d�e�nie de la mani�ere suivante �
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Li� est analytique sur la boule unit�e et donc d�e�nie pour les valeurs que l�on
utilise� Comme sa moyenne vaut R�

� � �� la fonction g�en�eratrice purement
p�eriodique associ�ee �a LE peut �etre calcul�ee� Elle s�exprime de la mani�ere
suivante �
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��� Seconde moyennisation par la m�ethode de

Lie

����� Les fr�equences 
xes du hamiltonien

Apr�es la premi�ere moyennisation du hamiltonien F faite dans ce chapitre�
nous obtenons un nouveau hamiltonien H qui ne contient plus la longitude
moyenne du satellite� Les fr�equences les plus hautes sont celles associ�ees �a
la description du mouvement de la Lune autour de la Terre et �a la rotation
de la Lune sur elle�m�eme� Leurs p�eriodes sont proches du mois lunaire�

Les th�eories analytiques utilis�ees ont introduit six variables angulaires d�e�
pendant lin�eairement du temps� Elles sont les suivantes �

�lu � D � F � l � l� � �te

�lu est la longitude moyenne sid�erale de la Lune

D est la di��erence des longitudes moyennes de la Terre et la Lune

F est la longitude moyenne de la Lune compt�ee �a partir du noeud ascendant

l est l�anomalie moyenne de la Lune

l� l�anomalie moyenne du Soleil

�te la longitude moyenne du p�erih�elie de la Terre

A l�int�erieur du hamiltonien exprim�e dans le rep�ere �ecliptique� elles appa�
raissent sous la forme �

ei �k��lu�k�D�k�F�k�l�k�l��k��te�

A�n d�isoler les fr�equences int�eressantes� proches de celle de la Lune dans
son mouvement autour de la Terre� il est associ�e un entier n��variable� �a
chaque fonction lin�eaire du temps d�e�ni par �

n��k��lu  k�D  k�F  k�l  k	l
�  k��te� � k�  k�  k�  k�

Il est possible d�esormais de trier les di��erents arguments du temps �a
l�aide du manipulateur �

si n��variable� est nul� la p�eriode associ�ee est de plus de un mois�

si n��variable� est non nul� la fr�equence associ�ee est rapide de p�eriode in�
f�erieure au mois�
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����� Les particularit�es de la m�ethode � introduction

Lorsque l�on e�ectue l�int�egration du syst�eme hamiltonien moyenn�e une
fois� il est n�ecessaire de choisir un pas d�int�egration de plusieurs heures �une
centaine de pas par mois lunaire�� Ce pas est encore trop petit lorsque l�on
veut conna�!tre le comportement d�une orbite en fonction d�une large gamme
de conditions initiales� Nous pouvons obtenir une orbite moyenn�ee valable
sur plusieurs jours en supprimant les angles �a variations moyennes pr�esent�es
dans la partie pr�ec�edente� L�expression du hamiltonien permet de le faire et
nous allons �a nouveau appliquer l�algorithme de Deprit utilisant les trans�
form�ees de Lie�

H� est d�esormais une int�egrale premi�ere du mouvement� Les angles les
plus rapides sont les angles que nous avons d�esign�es �a moyennes p�eriodes
��� et associ�es �a la variable & �H� � &�� Les indices des potentiels et fonc�
tions g�en�eratrices que nous allons utiliser seront conserv�es� Nous d�esignons
toujours les angles �a l�aide de la convention de d�epart�

Pour supprimer �� celui�ci doit apparaitre explicitement� Les r�eferen�
tiels interm�ediaires utilis�es jusqu�alors ne sont plus valables et les potentiels
doivent �etre exprim�es dans le plan �ecliptique� Ce changement de r�ef�erentiel
augmente nettement le nombre de termes de chaque s�erie qu�il faut s�eparer
en di��erents ordres� Ce red�ecoupage n�est fait qu�apr�es la premi�ere moyen�
nisation sinon il e�ut �et�e impossible d�obtenir des fonctions g�en�eratrices sous
une forme ferm�ee�

Bien que les s�eries �a utiliser soient plus longues� les calculs inh�erents
�a la m�ethode de moyennisation entrainent moins de di
cult�es que lors de la
premi�ere transformation pour les raisons suivantes �

le temps appara�!t explicitement �a l�int�erieur de fonctions trigonom�etriques�

les potentiels ne sont fonction que de cinq variables du mouvement du
satellite�

les g�en�erateurs d�ecrivant les potentiels sont extr�emement simples�

N�eanmoins� le tableau ��� montre que les amplitudes de H� et H� sont
tr�es proches� Comme il n�y a aucun risque de r�esonnance entre les angles
que l�on supprime et ceux �a longues p�eriodes� les �equations homologiques
sont r�esolues �a chaque �etape par une seule moyennisation et un seul calcul
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de primitive� Un cinqui�eme ordre moyen est ajout�e lorsque nous n�obtenons
pas une pr�ecision su
sante au quatri�eme ordre�

����� Eliminations

De la m�eme fa�con que lors de l��elimination de �� on introduit un op�era�
teur symplectique T � v�eri�ant T �K � H tel que K le nouveau hamiltonien
ne contienne plus d�angles �a moyenne p�eriode�

T � � I  
i��X
i��

�i Ti
�

Les Ti
� sont fonction des crochet de Poisson L�i �

�
wi
��

�
� leurs expres�

sions sont d�etaill�ee dans la partie 	�	���
Apr�es avoir d�evelopp�e H et K en s�erie de Taylor et �egal�e leurs termes

ordre par ordre� on obtient �

�a l�ordre �

H� � K�

�a l�ordre � �
w�

�� H�

�
� K� �H�

Ce qui s��ecrit �
�w�

�

��
� K� �H�

Il faut s�eparer la partie purement p�eriodique et la partie %s�eculaire% qui ne
contient plus les angles �a moyenne p�eriode de la Lune� Chaque terme du
hamiltonnien a une expression de la forme suivante �

f�'� X�X� Y� Y � R�� R�� R�� L��� � e
i�k��lu�k�D�k�F�k� l�k�l��k��te�

si k�  k�  k�  k� � � � le terme est mis dans K� �

sinon� il est int�egr�e par rapport �a � et devient �

f�'� X�X� Y� Y � R�� R�� R�� L��� �
��i��e i �k��lu�k�D�k�F�k� l�k�l��k��te�

k�n�lu  k�nD  k�nF  k�nl  k	nl�  k�n�te
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La fonction g�en�eratrice w�
� ainsi obtenue est purement p�eriodique� A cet

ordre� le hamiltonien H� ne contient que la variable �lu� Nous rappelons que
H� est exprim�e d�esormais dans le plan �ecliptique et ne contient que la partie
pr�epond�erante du potentiel du second ordre introduit dans le tableau ����
Dans le cas de l�orbite basse� nous avons H��C���� H��C��� et H��terreL��
qui se transforment en K��C���� K��terreL�� et w�

��C���� w�
��terreL���

L�orbite haute n�introduit seulement K��terreL�� et w�
��terreL��� Nous

avons donn�e les expressions de H��terreL�� et K��terreL�� en annexe B�

�a l�ordre � �
w�

�� H�

�
� � �K� �H���

�
w�

�� K� H�

�

R�esoudre cette �equation homologique peut se faire directement mais il est
pr�ef�erable de la scinder et d�introduire une nouvelle notation� Nous notons
wij la fonction g�en�eratrice d�ordre j obtenue apr�es i calculs de crochets de
Poisson� On emploie la m�eme notation pour Kij ��

w��
�� H�

�
� � �K�� �H���

w��
�� H�

�
� � K�� � �

�
w��

�� K��

�
�
�
�w��

�

��
� w��

�

�

La r�esolution de la premi�ere �equation ne pose aucun probl�eme majeur mais
il est �a noter que H��terreL�� contient de nombreuses fonctions trigonom�e�
triques ayant pour argument des combinaisons lin�eaires de �lu� D� F � l et l

��

La seconde contient une partie purement p�eriodique

�
w��

�� K��

�
et une par�

tie mixte� Avoir conserv�e des potentiels sous forme ferm�ee �non d�evelopp�e en
excentricit�e� prend toute son importance ici� les crochets de Poisson consi�
d�er�es ont un nombre de termes tr�es r�eduit� L�expression de K���terreL��
est donn�ee en annexe B�

�a l�ordre �
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En utilisant les nouvelles notations ��
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Il ne reste qu��a r�esoudre les trois �equations suivantes ��
w��

�� H�

�
� 	 �K�� �H���

w��
�� H�

�
� 	 K�� �

�
w��

�� K�� � H�

�
�
�
w��

�� K��  
�

�
H�

�
�
w��

�� H�

�
� 	 K�� �

�
w��

�� K��

�
�
�
w��

�� K�� 
�

�
H�

�
� �
�

�
w��

��

�
w��

�� H�

��

La premi�ere se r�esout classiquement� La derni�ere ne pose aucun probl�eme
non plus car les s�eries restent tr�es courtes � nous �evaluons exactement tous
les crochets du membre de droite� puis nous les regroupons pour calculer
K�� et w��

�� Pour resoudre la seconde� il est plus rapide de d�ecouper H��
K�� et w��

�� Qu�il s�agisse de terreL�� C�� ou C��� H� peut s��ecrire de la
fa�con suivante �

H� � f��'� X�X� Y� Y � R�� R�� R	� L��� e
�i �lu

 f��'� X�X� Y� Y � R�� R�� R	� L���
 f��'� X�X� Y� Y � R�� R�� R	� L��� e

��i �lu

Par ce biais� toute une partie du r�esultat est obtenue par l�utilisation des
conjugu�es� L�expression de K���terreL�� est par ailleurs donn�ee en an�
nexe B�

�




�a l�ordre �
Nous avons �et�e oblig�e de calculer la fonction g�en�eratrice �a l�ordre 	 pour
obtenir un changement de variable coh�erent avec le premier� Il devient donc
facile d�obtenir le potentiel au cinqui�eme ordre puisque celui�ci ne sera que
le fruit d�un calcul de moyenne� Son calcul n�est pas n�ecessaire pour toutes
les cat�egories de perturbations� L��equation homologique est la suivante ��
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Par passage �a la moyenne� on obtient K	 � K�	  K�
�	  K��

�	  K�	  K�	
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Dans ce calcul� chaque fonction est mise sous la forme �

A �
i�NX
i��N

X
�k��k��k��k��i�

fk�'� X�X� Y� Y � R�� R��R	� L���e
i�k��lu�k�D�k�F�k�l�k�l

��k��te�

A l�aide de cette expression� nous calculons uniquement les crochets de Pois�
son de moyenne non nulle et nous ne conservons uniquement les termes qui
ont une amplitude su
sante�
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Chapitre �

APPLICATIONS A

L�ETUDE DES ORBITES

��� Introduction

La partie pr�ec�edente a �et�e consacr�ee �a la construction d�une th�eorie de
perturbation totalement analytique� Les hamiltoniens moyenn�es et les fonc�
tions g�en�eratrices de la transformation gardent un sens quelques soient les
inclinaisons et pour toutes les excentricit�es� contraignant le satellite �a rester
dans une zone de �	


 km autour de la Lune�

Cette construction a permis de mettre en �uvre un algorithme d�int�e�
gration rapide des orbites lunaires� Etant donn�e une condition initiale� cet
algotithme fournit une solution exprim�ee dans les variables et le syst�eme
de r�ef�erence choisis par l�utilisateur� Une premi�ere version a �et�e install�ee au
Centre Nationale d�Etudes Spatiales de Toulouse�

Au cours de la pr�esentation de l�algorithme� nous d�etaillerons quelques
articulations fondamentales des m�ethodes qui le compose� Nous �evaluerons
ensuite� la pr�ecision des calculs sur quelques exemples signi�catifs�

��� Pr�esentation de l�algorithme

La condition initiale peut �etre exprim�ee �a l�aide de di��erentes variables
�de Poincar�e� cart�esiennes ou elliptiques� et dans di��erents rep�eres ��eclip�
tiques ou �equatorial lunaire�� Le vecteur position initiale peut ensuite subir

�	



trois processus d�int�egrations distincts�

# Une int�egration du syst�eme vrai prenant en compte des angles �a va�
riation rapides �la longitude moyenne du satellite� n�ecessite un pas
d�int�egration tr�es court de moins d�un quart d�heure� et demande un
temps de calcul prohibitif ��
h sur une station sun���

# Une int�egration d�un syst�eme moyenn�e une fois met en jeu des angles
de p�eriode le mois lunaire et peut �etre e�ectu�ee �a l�aide d�un pas de
quelques heures�

# Le dernier processus consiste en une int�egration du syst�eme deux fois
moyenn�e� Comme les p�eriodes sont toutes sup�erieures ou �egales �a l�an�
n�ee� il est possible de choisir un pas de quelques jours� Ce qui o�re une
m�ethode extr�emement rapide pour l�obtention de la solution�

La solution obtenue apr�es l�un des trois types d�int�egration peut �etre
conserv�ee ou subir la transformation canonique inverse de celle qui a per�
mis d�acc�eder au syst�eme d�int�egration choisi� Cette transformation peut
�etre appliqu�ee �a l�int�egralit�e de l�orbite ou seulement sur un intervalle de
temps choisi� A nouveau� il est possible d�exprimer la solution �nale dans
les variables et le plan de son choix�

Il existe encore actuellement quelques situations dans lesquelles l�algo�
rithme ne peut s�appliquer� Dans le cas des orbites tr�es basses� le potentiel
moyenn�e et les fonctions g�en�eratrices ne d�ecrivent pas su
samment bien la
forme dynamique de la Lune� 
n pourrait utiliser un potentiel moyenn�e plus
�elabor�e mais d�evelopp�e en excentricit�e et inclinaison�

Dans le cas d�une orbite haute� le potentiel moyen n�est plus adapt�e� si
l�excentricit�e augmente et le rayon vecteur atteint �	


 km�

Reste le cas o�u le satellite vient �a s��ecraser sur la Lune� Dans cette
situation� l�int�egration est stopp�ee�
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DESCRIPTION DE L�ALGORITHME

# Poincartkepl�c � Cette fonction e�ectue des changements de coordon�
n�ees� Elle transforme des coordonn�ees cart�esiennes� elliptiques ou de
Poincar�e en des variables que l�on a choisies par avance� Nous avons
utilis�e les formulaires de Duriez�Dur��� et Laskar�Las��a� pour le faire�

# Euler�c � Ce programme e�ectue une rotation d�e�nie par les trois
angles d�Euler� Les rotations les plus utilis�ees nous permettent de pas�
ser du plan de l��ecliptique �a un plan m�eridien ou au plan de l��equateur
lunaire� Les variables d�entr�ee et de sortie sont de Poincar�e ou cart�e�
siennes�

# chVRMO��c � Les passages des coordonn�ees de Poincar�e vraies aux
coordonn�ees de Poincar�e moyenn�ees une fois se font �a l�aide de la trans�
formation de Lie� Nous �evaluons seulement les d�eriv�ees partielles des
fonctions g�en�eratrices utiles qui nous permettent d�obtenir une expres�
sion �a l�ordre 	� Le retour s�e�ectue de la m�eme fa�con� Les fonctions
g�en�eratrices ont pour argument la longitude excentrique� Cette der�
ni�ere s�obtient par r�esolution de l��equation de Kepler� La solution �a
cette �equation s�obtient tr�es rapidement et avec une grande pr�ecision
en utilisant l�algorithme de Nijenhuis�Nij����

# chMO�MO��c � Nous transformons �a l�aide de ce programme les va�
riables de Poincar�e moyenn�ees une fois en des variables moyenn�ees
deux fois� A nouveau� le changement se fait �a l�aide d��evaluations de
s�eries�

# inVRAIE�c � Ce programme int�egre le syst�eme vrai et fait appel �a
Poincartkepl�c et Euler�c pour obtenir des hamiltoniens dans des
rep�eres ad�equats en coordonn�ees cart�esiennes� De cette fa�con� le poten�
tiel a une expression relativement compacte et il est possible d�int�egrer
le syst�eme complet� Le potentiel lunaire est par exemple d�evelopp�e jus�
qu�au degr�e et ordre ��� Comme le manipulateur alg�ebrique a ordonn�e
les s�eries� deux termes cons�ecutifs d�une s�erie ont des expressions si�
milaires� Par exemple�

serie � a� x
� y� z�  a� x

� y� z  a� x
� y�  ���

Nous stockons le minimum d�information� C�est �a dire �a�� x�� y�� z���
�a������ z� et �a������ z��� Les calculs de x� et y� ne sont e�ectu�es
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qu�une seule fois� Cette astuce nous permet de r�eduire consid�erable�
ment la dur�ee des �evaluations des seconds membres �a chaque pas d�in�
t�egration�

# inMO��c � Ce programme utilise Euler�c pour obtenir des expressions
dans des rep�eres ad�equats et int�egre un syst�eme moyenn�e une fois� La
dur�ee caract�eristique d�une int�egration sur une ann�ee est une demi�
heure�

# inMO��c � L�int�egration du syst�eme moyenn�e deux fois est quasiment
instantan�ee puisqu�il ne faut �evaluer le second membre qu�une centaine
de fois pour obtenir le mouvement du satellite sur une p�eriode de
l�ann�ee�

��� Exemples

L��ecriture analytique des �equations montre que la perturbation terrestre
est tr�es importante dans le cas d�orbites tr�es hautes� A�n de mettre �a
l��epreuve notre m�ethode analytique� nous choisissons de repr�esenter des r�e�
sultats num�eriques qui portent sur ce type d�orbite� Plus particuli�erement
ces r�esultats concernent les cas extr�emes o�u les m�ethodes traditionnelles
achoppent � c�est �a dire pour des excentricit�es et inclinaisons grandes ou des
excentricit�es nulles� Nous comparons toujours des int�egrations num�eriques
directes du syst�eme complet �a des int�egrations semi�num�eriques d�un sys�
t�eme incluant exactement les d�eveloppements et les hypoth�eses pr�esent�ees
dans les chapitres � et 	�

L�int�egrateur que nous utilisons ici est un int�egrateur d�Adams �a pas
variables� Pour pouvoir valider la th�eorie� il est n�ecessaire de comparer les
positions d�un satellite calcul�e par deux m�ethodes di��erentes aux m�emes
instants� Ne voulant pas e�ectuer de calculs d�interpolations� il est n�ecessaire
de se �xer un pas� Notre int�egrateur le permet� Le choix du pas d�int�egration
est quelque chose de d�elicat� Pour le choisir� nous avons d�abord chercher
la solution de Kepler du probl�eme �a un corps �a l�aide d�une int�egration
directe en coordonn�ees cart�esiennes� Le pas a �et�e diminu�e jusqu��a obtenir
une conservation des int�egrales du mouvement� Pour d�eterminer de fa�con
optimale le pas� nous avons aussi int�egr�e le syst�eme complet pendant une
dur�ee de �
 mois et utilis�e la position �a l�instant �t�  �
� comme condition
initiale pour faire une int�egration dans le sens inverse� Les pas d�int�egration
que nous indiquons ont toujours permis de retrouver la position initiale
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avec une erreur relative inf�erieure �a �
��� Les syst�emes vrais sont int�egr�es
�a l�aide d�un pas de � �
�	 mois sid�eral lunaire �de l�ordre de la minute��
Les syst�emes moyenn�es une fois �a l�aide d�un pas de 
�

� mois lunaire et
les syst�emes moyenn�es deux fois �a l�aide d�un pas de 
�
� mois lunaire�

Les param�etres initiaux �a la date J�


 sont pr�esent�es dans le tableau
����

Tab� ��� � Conditions initiales �a J�




CONDITION I CONDITION II CONDITION III

a�rayons lunaires� �� �� ��

e 
��������� 
� 
��

i�degr�es� ���
����	 ����	���	 ���

M�degr�es� �������	�� 
�

��degr�es� ������	�� �
�

��degr�es� �����
��� �������
� �
�

��radians� �� �� ��	����	

partie r�eelle de X 
�� 
� 	���
��
e� 
�
partie imaginaire de X 
��
� 
� �������
e� 
�
partie r�eelle de Y 
��
� 
�
� �������	e� 
�

partie imaginaire de Y 
�� 
�� ��������e� 
�

Les �gures ��� et ��� repr�esentent les �evolutions vraies du syst�eme com�
plet �a partir des conditions initiales I et II� Les variables utilis�ees sont celles
de Poincar�e� Nous y avons ajout�e les �evolutions moyenn�ees une fois et les
croix sont les �evolutions vraies calcul�ees �a l�aide de inMO� et chVRMO��

Les �gures ��	 et ��� sch�ematisent les mouvements moyenn�es une fois et
les mouvements moyenn�es deux fois du syst�eme complet� Sur la �gure ��	�
nous pouvons y remarquer les variations importantes des �el�ements m�etriques�
Sur une p�eriode de � mois� l�excentricit�e passe d�environ 
��� �a 
��� et l�in�
clinaison de �� �a ���� degr�es� Ceci prouve bien que nous sommes aux limites
d�un probl�eme de perturbation d�un syst�eme k�epl�erien� Lorsque l�inclinaison
est forte ��gure ����� ce ph�enom�ene est encore ampli��e puisque l�excentricit�e
varie de 
�� �a 
��� et le satellite tombe sur la Lune en � mois lunaires� Le
demi�grand axe a des variations p�eriodiques de l�ordre du km ��gure �����
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Fig� ��� � Mouvement vrai et mouvement moyenn�e une fois du syst�eme
complet �a partir de la condition initiale I
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Fig� ��� � Mouvement vrai et mouvement moyenn�e une fois du syst�eme
complet �a partir de la condition initiale II
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Fig� ��	 � Mouvement moyenn�e une fois et mouvement moyenn�e deux fois
du syst�eme complet �a partir de la condition initiale I
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Fig� ��� � Mouvement moyenn�e une fois et mouvement moyenn�e deux fois
du syst�eme complet �a partir de la condition initiale III
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Fig� ��� � Variations vraies et moyenn�ees une fois du demi�grand axe en
rayons lunaires �a partir de la condition initiale III
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Les variations p�eriodiques de p�eriode un demi�mois lunaire sont engen�
dr�ees en grande partie par la perturbation terrestre� Le terme pr�epond�erant
de cette perturbation peut s�exprimer de la fa�con suivante �

Fmax � Gm�
r�

a�
�

�
��
�
� 	

�

	
x cos �  y sin �

r�


�
�
�

o�u �

� est la longitude moyenne sid�erale lunaire�

r�x�y sont des coordonn�ees du satellite�

l�indice � se rapporte �a la Terre�

Nous devons porter une attention particuli�ere �a ce potentiel qui d�etermine
le plus fortement le mouvement du satellite� Comme il a �et�e indiqu�e dans
le chapitre 	� l�algorithme de moyennisation a �et�e pouss�e jusqu��a l�ordre �
pour ce terme� Les r�esultats d�une int�egration d�un potentiel restreint ne
contenant que F�  Fmax sont pr�esent�es sur les sch�emas ���� ��� et ���� Les
conditions initiales sont les conditions I� Les �gures ��� illustrent la di��erence
entre une position calcul�ee par int�egration num�erique directe �inVRAIE�
et une int�egration semi�analytique utilisant inMO� et chVRMO�� L�erreur
sur les variables de Poincar�e ne d�epasse jamais 	 �
�	 au cours de cette
int�egration sur une p�eriode de �
 mois� Ceci est coh�erent avec les hypoth�eses
puisque le hamiltonien et la fonction g�en�eratrice ne sont d�evelopp�es qu�au
cinqui�eme ordre et au troisi�eme ordre respectivement� Un maximum relatif
de l�erreur sur une variable donn�ee correspond �a un maximum relatif de la
variable conjugu�ee �voir �gures ��� et ����� Il faut rappeler que le calcul
de la fonction g�en�eratrice est e�ectu�e �a l�aide d��evaluations sans r�esolution
d��equations� La �gure ��� repr�esente les di��erences entre une int�egration
du syst�eme vrai et une int�egration semi�num�erique �a l�aide de chVRMO��
chMO�MO� et inMO�� L�erreur est plus importante et atteint �
��� Les
sch�emas ��� et ��� nous donnent un aper�cu de la pr�ecision optimale que
l�on peut atteindre sur le syst�eme complet� En e�et� dans notre �etude� tous
les termes d�ordre � sont n�eglig�es � seuls H	�Fmax� et K	�Fmax� ont �et�e
conserv�es�
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Fig� ��� � Mouvement moyenn�e une fois et mouvement moyenn�e deux fois
du syst�eme restreint �a partir de la condition initiale I
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Fig� ��� � Di��erence entre la position calcul�ee �a l�aide d�une int�egration
directe et la position obtenue �a l�aide de chVRMO� et inMO� du syst�eme
restreint �a partir de la condition initiale I
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Fig� ��� � Di��erence entre la position calcul�ee �a l�aide d�une int�egration
directe et la position obtenue �a l�aide de chVRMO�� chMO�MO� et inMO�
du syst�eme restreint �a partir de la condition initiale I
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Les �gures ���� ���
� ����� ���� et ���	 repr�esentent les erreurs sur le
syst�eme complet int�egr�e �a partir des conditions initiales I� II et III� Au
contraire des th�eories classiques avec d�eveloppements en excentricit�e� il est
remarquable de constater que la th�eorie se d�egrade peu lorsque l�excentricit�e
augmente fortement� Ces sch�emas montrent que les erreurs sont plus impor�
tantes que celles obtenues �a partir des int�egrations du syst�eme restreint�
Pour les deux types d�int�egration� elles ont augment�e d�un ordre de gran�
deur� ce qui prouve que les hypoth�eses e�ectu�ees �etaient trop restrictives� En
particulier� il est possible de noter que ces di��erences ont des variations p�e�
riodiques de p�eriode un mois� Elles proviennent des expressions analytiques
du mouvement de la Lune autour de la Terre introduite �a l�aide de la th�eorie
de Chapront�Touz�e �CCT���� en particulier du fait que l�orbite lunaire n�est
pas circulaire� Pour les faire dispara�!tre� il serait n�ecessaire de pousser les
calculs jusqu��a un ordre sup�erieur�

La pr�ecision obtenue est largement su
sante pour e�ectuer une recherche
prospective soign�ee d�orbites int�eressantes� Comme les d�eriv�ees partielles du
hamiltonien deux fois moyenn�e contiennent toujours moins de �


 termes�
le r�esultat d�une int�egration �a l�aide de inMO� est tr�es rapide�
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Fig� ��� � Di��erence entre la position calcul�ee �a l�aide d�une int�egration
directe et la position obtenue �a l�aide de chVRMO� et inMO� du syst�eme
complet �a partir de la condition initiale I
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Fig� ���
 � Di��erence entre la position calcul�ee �a l�aide d�une int�egration
directe et la position obtenue �a l�aide de chVRMO� et inMO� du syst�eme
complet �a partir de la condition initiale II
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Fig� ���� � Di��erence entre la position calcul�ee �a l�aide d�une int�egration
directe et la position obtenue �a l�aide de chVRMO�� chMO�MO� et inMO�
du syst�eme complet �a partir de la condition initiale I
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Fig� ���� � Di��erence entre la position calcul�ee �a l�aide d�une int�egration
directe et la position obtenue �a l�aide de chVRMO�� chMO�MO� et inMO�
du syst�eme complet �a partir de la condition initiale II
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Fig� ���	 � Di��erence entre la position calcul�ee �a l�aide d�une int�egration
directe et la position obtenue �a l�aide de chVRMO�� chMO�MO� et inMO�
du syst�eme complet �a partir de la condition initiale III
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Chapitre �

CONCLUSION

L�approche d�evelopp�ee dans cette �etude permet de rendre compte du
comportement �a long terme des orbites de satellites lunaires �dur�ee d�une
mission lunaire�� Elle conduit �a une th�eorie g�en�erale capable de d�ecrire toutes
les trajectoires situ�ees �a une distance inf�erieure �a �	


 km du centre de la
Lune� Des outils informatiques� d�ores et d�ej�a op�erationnels au Centre Natio�
nal d�Etudes Spatiales de Toulouse� ont �et�e construits gr�ace �a cette th�eorie�
En particulier� ils permettent de d�eterminer tr�es rapidement la trajectoire
d�un satellite en utilisant des �equations moyenn�ees�

La construction du syst�eme moyenn�e pr�esentait deux di
cult�es impor�
tantes � une forte perturbation du probl�eme k�epl�erien et un potentiel poss�e�
dant des termes principaux d�origines di��erentes� J�ai r�esolu ces di
cult�es
en introduisant des expressions qui se pr�etent bien aux manipulations alg�e�
briques et conduisent �a une formulation compacte des fonctions g�en�eratrices
et des �equations du mouvement� En outre� ces expressions ont l�avantage
d��etre valables pour toutes excentricit�es et de pouvoir s�adapter �a d�autres
probl�emes de la m�ecanique c�eleste�

Les r�esultats num�eriques pr�esent�es correspondent aux ordres des d�eve�
loppements e�ectu�es� Il est possible d�am�eliorer la pr�ecision en ajoutant
des termes tronqu�es en excentricit�e �a des ordres sup�erieurs �a � � la th�eorie
conserve toute sa g�en�eralit�e au prix d�une l�eg�ere perte de rapidit�e dans les
�evaluations�

De plus� dans le cas d�orbites hautes� on peut �etendre la th�eorie g�en�erale
�a l�ordre � au moins� Le passage du syst�eme vrai au syst�eme moyenn�e une
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fois peut s��ecrire �a l�aide de g�en�erateurs non d�evelopp�es en excentricit�e jus�
qu��a l�ordre � uniquement� En e�et� les termes crois�es ont toujours la m�eme
origine et il sera possible d��ecrire la transformation canonique associ�ee �a ces
termes dans un r�ef�erentiel ad�equat� Dans ces conditions� il serait int�eres�
sant de consid�erer des orbites situ�ees au�del�a de �	


 km et d��evaluer la
pr�ecision des m�ethodes pour une dur�ee d�etermin�ee�

Dans le cas des orbites basses ou interm�ediaires� l�absence de termes pr�e�
pond�erants dans le potentiel lunaire d�ecompos�e en harmoniques sph�eriques
emp�eche d��etendre la th�eorie g�en�erale �a un ordre sup�erieur� Pour accro�!tre
la pr�ecision� il sera n�ecessaire de d�evelopper les fonctions g�en�eratrices et les
hamiltoniens autour d�une valeur donn�ee de l�excentricit�e�
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Annexe A

Hamiltoniens moyenn�es une

fois

Nous pr�esentons ici deux s�eries caract�eristiques du hamiltonien moyenn�e
une fois� Elles ont �et�e introduites au paragraphe 	�	��� La premi�ere d�ecrit
l�expression de la moyenne de F��terreL�� � la partie pr�epond�erante de la
perturbation terrestre �d�ecrite �a l�aide du polynome de Legendre d�ordre ���
La seconde est �

H���terreL�� �
�

�
hfw��terreL��� F��terreL��gi�

Ces deux expressions sont exprim�ees dans le plan m�eridien �a l��ecliptique�
Elles donnent une id�ee de la formes des expressions pr�esentes et peuvent �etre
recalcul�ees et v�eri��ees par le lecteur puisque les coe
cients sont rationnelles�

Xb � X� Y b � Y � LB � '

�� d�esigne %�a la puissance%�
rt est la distance Terre�Lune�
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Annexe B

Hamiltoniens moyenn�es

deux fois

Nous pr�esentons ici la partie pr�epond�erante du hamiltonien moyenn�e
une fois H��terreL��� Il ne contient que les premiers termes du hamiltonien
pr�esent�e dans l�annexe A et est exprim�e dans le rep�ere �ecliptique passant
par la Lune� Lorsque ce dernier subit une seconde moyennisation� il inter�
vient d�abord sa moyenne K��terreL��� puis K���terreL�� �a l�ordre 	� puis
K���terreL�� �a l�ordre �� Toutes ces s�eries sont exprim�ees dans cette annexe�
Les coe
cients sont rationnels�

Xb � X� Y b � Y � LB � '

�� d�esigne %�a la puissance%�
L
 � exp �i ����
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Annexe C

Harmoniques sph�eriques du

potentiel lunaire

Nous pr�esentons ici les harmoniques sph�eriques normalis�es du potentiel
lunaire� Le mod�ele choisi est celui de Bills et Ferrari �Bil�
�
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