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Introduction

A linstar de la plupart des satellites naturels, Titan est@ation synchrone. Il s’agit d’un état d’équilibre
dynamique qui a pour conséquence que Titan présente tgugpméme face a un éventuel observateur saturnien.

L'étude de la rotation d'un corps nécessite de connaitr@desmeétres de son champ de gravité qui traduisent
son asphéricité. Malheureusement, de tels paramétresunengegtre connus avec une bonne précision que grace
aux survols des sondes spatiales, ce qui a interdit I'éteda cotation des satellites naturels, a I'exception de la
Lune, pendant de nombreuses années. Récemment, les grearmials de Titan par la sonde Cassini ont permis
de connaitre, outre la masse déja connue, les parandg&es,,!, rendant possible une telle étude.

Nous présentons ici une premiére étude en 3 dimensions d¢aldon de Titan. Titan est considéré comme
un ellipsoide rigide triaxial dont 2 parametres de for@egt Cyo) sont bien connus et un troisieme (le moment
d’inertie polaireC) pour lequel 2 valeurs sont utilisées. En effet, ce derrseamétre est mal contrafat_étude
consiste tout d’abord a élaborer une théorie synthétiqua datation de Titan, avec une approche analytique et
une approche numérique qui sont confrontées. Cette the&premis de mettre en lumiére la possible d'un for¢cage
du wobble, i.e. 'angle séparant I'axe des pdles de I'axe dment cinétique. Dans une troisi€me partie ce forcage
est étudié.

1. Etude analytique

Cette étude fait écho aux travaux de Jacques Henrard suat@orodes satellites galiléens. Ces travaux consis-
taient en une étude générale de la rotation de ces satellitesnsidérant leurs orbites comme circulaires (Henrard
& Schwanen 2004 [3]), puis des études particuliéres ontégksees pour lo (Henrard 2005 [6]) et Europe ([7]
& [8]). Tous ces satellites ont pour point commun d’avoir weud orbital qui précesse, ce qui n'est pas le cas
de Titan. Pour cette raison, nous reprenons dans cette @éhalgtique le principe des études précédentes, en
I'appliquant a un corps en rotation synchrone dont le nceyatéeesse pas.

1.1 Le modéle

Il s’agit d’'une étude en 3 dimensions qui permet de distingrimouvement du corps géométrique de Titan du
mouvement de son moment cinétique. Ainsi, 3 repéres sosidnes :

1. un repére inertie(€, &, &) (ici le repére de référence des éphémérides TASS, i.e. &quaé Saturne -
écliptique J2000)

2. unreperény,ny,nz) lié€ au moment cinétique de Titan
3. unrepeérgfi, 5, f3) lié a Titan

Ces 3 repéres impliquent l'utilisation des variables camaes d’Andoyer (Andoyer 1926 [1]) :

I L = Gcosl
g G
h H = GcosK

oul, g eth sont des angles &t G etH leurs moments associés.représente la norme du moment cinétique de
Titan etL etH sont ses projections respectivement &uf’axe des pdles de Titan) €} (lié au repére inertiel)K
représente I'obliquité de Titan (angle entre I'axe de &fiée et le moment cinétique),kson wobble (angle entre
le moment cinétique et I'axe des pbles de Titan). Ces vasadbnt illustrées Fig.1.

Malheureusement ces variables présentent 2 singulastds= 0 (i.e. si le moment cinétique est colinéaire a
I'axe des poles ), etg sont indéfinis, et K = 0 (i.e. moment cinétique colinéaire a I'axe de référencasal et
h sont indéfinis. Pour cette raison, on préfére utiliser lemtées d’Andoyer modifiées :

1Ces paramétres traduisent respectivement I'aplatissepotaire et I'ellipticité équatoriale du corps considéré.
2|l est généralement estimé en faisant I'hypothése que lescest a I'équilibre hydrostatique. Malheureusementedegpothése semble
fausse pour Titan.
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FIG. 1: Les variables d’Andoyer (repris de Henrard 2005 [6]).
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1.2 Le Hamiltonien

Le Hamiltonien du probléme se compose de 2 parties :

1. I'énergie cinétique, qui représente la libre rotatioe.(ie mouvement d’une toupie)
2. I'énergie potentielle, qui est ici I'influence gravimtinelle de Saturne sur la rotation

L'énergie cinétique se calcule ainsi

T— &G (1)

NI =

—

oul & est le vecteur de rotation instantandetst le moment cinétique. Dans le repére lié a T{thnf>, f3), on a

&=wfi+wbh+wfs @)
et

G = Aw; f1 + B fo + Caos 3 (3)

OUA, B etC sont les moments d’inertie principaux de Titan, afec B < C. Des définitions des anglégtJ on
déduit :

G = GsinJsinl f; + GsinJcod f, + Geoslf; (4)
d’ou
&= %sin‘]sinl ﬂ+gsinJcosI o+ g coslfs (5)
et enfin
1, - G?—L2|sirPl codl L2
§(®|G)— 5 AT | T (6)

ce qui donne, dans les variables d’Andoyer modifiées :
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avec

_2C-A-B . MR}

|1 e J2 C (8)
et
_B-A __ M[RZ
= =L (9)

Ce dernier potentiel a di étre divisé peB car il s'agit du facteur de la transformation canonique pttamt de
passer des variables d’Andoyer aux variables d’Andoyerifiéad.
Le potentiel perturbateur di a un Saturne ponctuel s’exppar :

V:—th// V'V%V (10)

ol M;, est la masse de Saturmela masse volumigue de Titan (de volum, etd’ la distance entre Saturne et un
élément de volume de Titan. Tous calculs faits, on a

v=rtc( ) 80+ + 800 -] (11)

avec
-3
o301

et oud est la distance instantanée Titan-Saturndyda distance moyennéx,y, z) est le vecteur unitaire Titan-
Saturne dans le repére lié a Titah, fo, f3). On I'obtient & partir de ses coordonnégsyi,z) dans le repére
inertiel (&1, &, &) en effectuant 5 rotations :

X X
( y ) = Ra(=1)Ry(—J)Ra(—g)Ry(—K)Rs(—h) ( Yi ) (14)
z 4
avec
cosp —sing O
Rs(p)=| sing cosp O (15)
0 0 1
et
1 0 0
Ri(p)=| O cosp —sing |. (16)
0 sing cosp

On peut finalement ajouter le potentiel perturbateur digdizssement de Saturdgah, issu de (Henrard 2005

(8]):

5
Vo 80172 ) 816 +7) + 02 ) a7)

&=y, _0? (18)

Finalement, on déduit des équations (7), (11) et (17) quatwilionien du probléme est :

avec
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Enfin, dans le cadre de cette étude analytique, I'orbite thn@st considérée comme circulaire a inclinaison
constante. On a donc

X = — (COSQG cogAs — §26) — COSlgSING 6 SiN(Ag — Qe)) (20)
yi=— (SinQG COgAg — §16) + COSl6COS{ U6 SIN(Ap — Qe)) (21)

et
z = —sinlasin()\a—gze) (22)

oulg est I'inclinaison orbitale de Titar§)g son nceud ascendantktsa longitude moyenné.

1.3 Caractérisation de I'équilibre

On considére ici que Titan est exactement a I'état de Casdawi implique que :

— L'axe de plus petite inerti& est toujours dirigé vers le centre de masse de Saturne, dequep — /\h =0,
A, = Ae — métant la longitude moyenne de Saturne dans le reffer&, f3).

— Le nceud ascendant du repéfig, >, N3) précesse a la méme vitesse que le nceud orbital de Titan (denc i
précesse pas), ce qui dorme Qh =0, ougzh = Qe est 'argument du nceud ascendant de Saturne.

— IIny a pas de wobbleJ= 0), doncéq = nq = 0.

Il est dans ce cas pratique d’'introduire ce nouveau jeu dahlas canoniques:

og=p—As+T P
p=r+§l R
&q Nq

ol o est I'angle entref; et 'axe Titan-Saturne (c’est aussi 'argument de la réaoaapin-orbite), eb la diffé-
rence des nceuds.
De cette fagcon, le Hamiltonien (19) devient

H = g —nP+nd(1+ &) [alsin2 K + azsinK cosK cosp + azcos (1 — cos X))

13(1+ &) [br(1+ cosK)2cos 7 + bysinK (14 cosK) cog 20 + p) + bsiPK cog2a +2p)  (23)

+bysinK (1 — cosK) cog20 + 3p) + bs(1 — cosK)? cog20 + 4p)]

ou la longitude moyenne a disparu aprés moyennisation. defficientsa; etb; sont explicités dans (Noyelles et

al. 2008 [11]).
Aéquilibreonac =0,p =0, 99 = &2 — g et % — 22 _ 0, Ces 2 derniéres équations donnent

R
K—1
Ei(RK) =n[P—1+ (1+ @)Acgsw} - (24)
et
. A
E2(P.K) = 6+ (1+ &) P;nK - (25)
avec

3Lindice 6 est dii au fait que Titan est le satellite S-6.



A= & [y SinXK +apcos K + 2agsin X |
+8[ — 2bySiNK (1 + €osK) + by(CosK + cos K) + bgsin X (26)
+by(cosK — cosK) + 2bssinK (1 — cosK)].

Une résolution numérique, effectuée a I'aide des valeunsiées dans la Tab.1, donne

K* =1.1204858615 10 %rad = 2311168arcsec= 3831.168” (27)
et
P*=1. (28)
Parametres Valeurs Références
n 143924047849139%d.y 1 TASS1.6 [18]
e 0.0289 TASS1.6 [18]
y= sin%6 5.6024x 103 TASS1.6 [18]
Rh 58232 km IAU 2000 [14]
I 1.6298x 102 Pioneer & Voyager [2]
M 2.36638x 10*4Mh Pioneer & Voyager [2]
R 2575 km IAU 2000 [14]
IMy, 3.7774758664% 1072knP.y 2  Pioneer, Voyager + IERS 2003
X (3.15+0.32) x 10° Cassini [17]
Co (1.1235+0.0061) x 10°° Cassini [17]
C

W’ 0.31 (...)

TAB. 1: Paramétres physiques et dynamiques.

Il est intéressant également de connaitre les petits moemvesnautour de cet équilibre. Il s’agit de petites
oscillations libres dans les 3 dimensions. Nous détaillonig principe de leur détermination sans expliciter les
différents calculs. Le lecteur pourra se référer a (Nogedieal. 2008 [11]).

L'approche de ces termes libres se fait en 3 étapes :

— centrage du Hamiltonien (19) autour de I'équilibre pré&réchent calculé. Il s'agit d’'une simple translation

qui a pour effet d’éliminer la partie linéaire du Hamiltonie
— découplage des modes propres du systeme. Il s’agit d'agmdalisation dont le but est de travailler sur
3 degrés de liberté indépendants les uns des autres. Ndsansipour cela l&Jntangling transformation
décrite dans (Henrard & Lemaitre 2005 [4]).

— passage en variables action-angle.

Une fois ces étapes réalisées, les variables sont :

u U
\ \
w W
et le Hamiltonien du systéme s’écrit
A =wU + VN + wyW (29)

dans lequel les termes d’ordre supérieur ont été négligeblailtonien est trivialement intégrable, les solutions
sont des termes sinusoidaux de périodes respe¢fved et 2, et d'amplitudes), V etw.

2. Etude numérique

L'étude analytique permet une description rigoureuse diyfamique du systéme mais peut se révéler ineffi-
cace lorsque le systéme atteint une certaine complexiti&idde la difficulté de sa mise en ceuvre. Nous avons
donc réalisé une étude numérique utilisant un modéle maimales, étude que nous avons validée en comparant
ses résultats a ceux de I'étude analytique.



TAB. 2: Fréquences fondamentales des petites librations autdigcpdibre, pour 2 valeurs du moment d’inertie

polaireC.
C
i 031 0.35
Ty 2.098y 2.226y

T 167.488y | 188988y
Tw | 306336y | 346236y

2.1 Principe

Le principe consiste a intégrer numériquement les équatigsues du Hamiltonien (19), et a réaliser une
décomposition quasi-périodique des solutions obtenuas @fibord, de distinguer la partie libre de la partie
forcée, et ensuite de déterminer les différentes contobstcomposant ces solutions. Le modéle orbital de Titan
n’est plus un modéle circulaire mais un modele complet issuégphémérides TASS 1.6 (Vienne & Duriez 1995
[18]). Ces éphémérides sont constituées de modes prostEs (Tab.3) qui, ajoutés aux 3 modes propres de la
rotation calculés précédemment, doivent constituer lagieas numériques du systeme. Il est & noter que les
équations intégrées ne supposent pas a priori la résongineerbite réalisée, cette résonance n'apparait que dans
les conditions initiales. Ces conditions initiales sortistes arbitrairement trés proches de la résonance, msis pa
a la résonance exacte, de facon a ce que la solution librdéteittable.

TAB. 3: Modes propres du systéme.

Mode Fréquence Période Cause
propre (rad.y 1)

As 50800932017 4&b2d Rhéa
Ag 14392404729 1®5d Titan
Asg 2892852233 783d Japet
(03 0.17554922 359y €5

s —0.17546762 3Bly ¥

(03 0.00893386 7030y €5

OF —0.00893124 7031y V6

() 0.00197469 318B6y eg

dg —0.00192554 32687y

Ag 0.21329912 296y Soleil
u 2.995 209773y VU

v 0.0375 1674883y VV

w 0.0205 3063360y W

2.2 Résultats

2 intégrations numériques ont été réalisées, @ur0.31MrR2 et C = 0.35M7R2, a chaque fois sur 9000
ans, car il s’agit de la limite de validité des éphémérideS$A.6. La Table 4 indique un bon accord entre la
solution analytique et la solution numérique pour les gifodes termes libres. Un écart significatif est a noter
pour I'obliquité, il peut en partie s’expliquer par la prise compte d’'un modéle trop simple pour I'inclinaison
dans I'étude analytique (cf. Noyelles 2008 [12]).

TAB. 4: Comparaison entre nos résultats analytiques et numérigoesC = 0.31IM1R2. £ désigne I'obliquité
par rapport a la normale a 'orbite.

Parameétre Analytique Numérique Ecart
K* (rad) 1.1204859< 10?2 1.25481164< 102 12%
€ (arcmin) 0 2233 (...)
Tu (Y) 2.094508 209773 015%
Ty (y) 167.36642 16749723 008%
Tw (Y) 306.62399 30633602 009%




La Figure 2 montre les évolutions des varialfRexp(l o), K et J lors des intégrations numériques. On peut
vérifier que I'angle résonnantest bien centré sur 0 Btsur 1, ce qui confime que le systéme est bien en synchroni-
sation spin-orbite. L'évolution de I'obliquité (par rapport a la normale au plan de référence) indique unedsé
d’environ 700 ans, il s’agit du mode proptg forcé par les éphémiérides, di aux oscillations du noeuitebde
Titan autour d’une valeur constante. L'aspect visuel de2ceslutions ne change pas pali= 0.35M7R2.
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FIG. 2: Simulations numériques de la rotation de Titan. L'origims temps esi1980= 244442QD.

Par contre, le comportement du wobllesemble dépendre de la valeur @e LorsqueC s'approche de
0.35M1R2, J semble avoir un comportement quasi-résonnant. On peutrga@aque dans ce cas, la période
propre associée au wobble s’approche de 350 ans, or 2 mag@eglissus des éphémérides ét dg) ont des
périodes proches de 700 ans. On peut donc suspecter unaméson

TAB. 5: Décomposition quasi-périodique de la variable associéecdbleng + /—1&q, pourC = 0.31IMrR2.
N° | Amp. x10* Phase () T(y) Ident.  Cause
9.12391728 -51.69 30633602 w VW
6.01688587 5B9  —30633605 —w vw
573033451 15818 35170284 @& —Ds ek
3.83212940 —15848 35170284 ®g— @ eV
0.63642954 3586 13527368 v-—-®s Vs
0.38395548 386 13527368 Pg—-v Vg

O WNBE

La Table 5 donne un exemple de décomposition quasi-pétediune des solutions. Le lecteur pourra trouver
les autres dans (Noyelles et al. 2008 [11]). Cette décortippsi été obtenue par analyse en fréquence, a l'aide
d’'un algorithme inspiré de celui de Laskar (1988 [9]). Esliidentification des solutions permet de distinguer
la partie libre de la partie forcée. La partie libre des sohg est due aux conditions initiales, qui ont été choisies
arbitrairement faute de pouvoir étre ajustées aux obsensatOn s’attend a ce que cette partie libre soit amortie
par les marées, dans ce cas on obtient la rotation réelldieantdout simplement les termes libres des solutions.



3. Le wobble résonnant

La suspicion d’'un phénoméne résonnant susceptible de leégsmportement du wobble de Titan nous a
poussés a réaliser une étude analytique de la résonandéofaflles 2008 [12]). La Table 5 indique que cette
résonance est probablement ®g — @. Nous avons vérifié cette assertion en comparant les coerperits de
plusieurs systémes simplifiés.

3.1 Le Hamiltonien résonnant
Nous partons du Hamiltonien suivant :

H =N +P=wU+aN+oW+ P (30)

qui est le Hamiltonien quadratique (29) auquel on a ajoupaléie d’ordre supérieus?. Afin d’exprimer I'argu-
ment résonnant nous effectuons ce changement de variables :

u U
v \%
0=w+Psg—@=f 0=wW
gui donne ce nouveau Hamiltonien :
T =aU+ eV + (0y+Ps— )0+ % (31)

En considérant que I'argument résonnérest le seul angle lent, les autres angles (rapides) disgardipar
moyennisation, ainsi” devient :

T = PO+ ue?+ £v/20cosh (32)

les expressions dg, u ete étant explicitées dans (Noyelles 2008 [12]).
Le Hamiltonien (32) est un classique connu comme le SecordEMd-ondamental de la Résonance (Henrard
& Lemaitre 1983). Il décrit I'évolution du systeme en résoceet a pour équilibre la solution positive (quand elle

1
existe) de I'équation cubiqué — 3(6 +1)x—2 =0 avecd = —1—sign(Yu) ‘ Zim"’—; ’ ® Cet équilibre va donner la
valeur dew forcée par la résonance, ainsi on aura un terme "libre" qutéaonance empéchera d'étre amorti. Ce
phénoméne a pour conséquence un wobble forcé, dépendamtadugireC (cf. Tab.6).

TAB. 6: Le wobble forcé par la résonance.

WCR% W, (forced) <J>
0.34 (pas de solution rélle

0.35 0.342 80.368
0.355 0.108 40.702
0.3555 0.034 22.337
0.355551 0.010 12.034
0.35555146967191 0.009 11413
0.35555146967192 (pas de résonance)

3.2 Lien avec la dissipation

L'attraction gravitationnelle de Saturne souléve surita bourrelet de marée qui tend a pointer vers Saturne.
Tout déphasage de ce bourrelet va induire un couple de rapgela entrainer une dissipation d’énergie interne
dans le satellite.

Jusqu’a présent, il a été communément admis que la seule dauphasage du bourrelet pour un satellite en
rotation synchrone était I'excentricité, ce qui a donnéecfetrmule, issue de (Peale & Cassen 1978 [13]) :

dE _ ilezﬁng%nR%_ (33)
d 2 0 ab



ouk; est un nombre de Lov& la fonction de dissipation & la fréquence orbitalet f > 1 un facteur de majoration
qui tient compte du fait que la structure interne de Titarshjpgobablement pas rigide.

Si Titan a un wobble significatif, alors ce wobble est causeléighasage du bourrelet de marée, donc de
dissipation interne. Nous avons évalué cette contribigigeroposons cette formule originale :

GM2n
dE_3 2(””")2@ ik (34)

dt 2%V w / Q &b
ou Jp est le wobble moyen, et la fréquence associée au wobble. On peut remarquer la peedenia quantité
n+w. Elle signifie que, par un effet de composition de mouveniaritéquence d’'excitation de marée dans le cas
de la contribution du wobble est+ w et non pas. En pratique, ces 2 fréquences sont trés proches, ce qigespl
que I'on peut considérer la méme valeur de la fonction dephitien Q. Ainsi, le formule donnant la dissipation
de marée que nous proposons est, par sommation de (33) et (34)

5 5 (35)
Une application numérique montre que la contribution dubleldans la dissipation est supérieure a celle de
I'excentricité siJg > 4.4°.
Ce phénomene de composition de mouvements indique aussiejmtation de Titan observé en négligeant
un wobble significatif peut donner une mesure légérememdvailuée. Ainsi, la rotation de Titan peut paraitre
Iégérement plus rapide que la rotation synchrone.

dE g, Ip(niwy? ko MENRY
dt o\ w Q as

3.3 Comparaison avec les observations

Actuellement la sonde Cassini est en rotation autour da1Batet effectue de nombreux survols de Titan. Lors
de ces survols, des images de la surface sont prises et sopacges avec des images prises lors d’autres survols,
ceci afin d’estimer la rotation de Titan. Récemment, Stited.€2008 [15]) ont mesuré une rotation de Titan trés
Iégerement super-synchrone, €6.36°/an, alors que la vitesse de rotation de Titan est d’environ 808frés
par an. Les auteurs interprétent ce résultat comme la signdtun océan interne (cf. Lorenz et al. 2008 [10])
qui découplerait la rotation de la crolte de la rotation dierelu corps. Cette crolte, d’inertie réduite, serait ainsi
sensible aux échanges d’énergie saisonniers (cf. Tokanedbauer 2005 [16]) qui induieraient des variations a
longue période (environ 29 ans, soit I'année saturnienads ditesse de rotation de Titan. Un wobble négligé est
une explication alternative a cette mesure.

Conclusion

Cette premiére étude en 3 dimensions de la rotation a solaleu&stion de I'éventualité d’'une résonance entre
une fréquence propre de la rotation et des fréquenceslexbi@n aurait ainsi un cas de résonance secondaire spin-
orbite.

Cependant, certains parametres liés a la structure intleriidéan sont encore mal connus. Leur connaissance,
associée a l'utilisation d’'un modéle de structure interlus pomplet (et donc plus réaliste), permettra de mieux
comprendre la mesure de la rotation qui a été faite par Gassin
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