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OBJET

Cette note fait suite a la Note Scientifique et Technique S005. Elle donne le formulaire complet du calcul

des dérivées secondes des équations de Lagrange ainsi que des indications sur la fagon dont nous ’avons
programmé.



INTRODUCTION

Considérons un couple de plangtes P, P'. Les équations du mouvement des deux planétes ont la forme:

1) 2~ uF (o)

o' et o représentent les éléments des planétes (nous préciserons nos notations au paragraphe I); pest
un parameétre de 'ordre des masses. Lorsqu’on intégre le systéme (1) par une méthode d’accroissement
ordre par ordre par rapport aux masses, on cherche i représenter la solution sous la forme:

(2) o' =ob + pAle’ + u? A%t + uBA%e + ...

ol est la constante d’intégration de la variable o'y Alot, A%0% et A%0® représentent les perturbations
d’ordre 1, 2 et 3 par rapport aux masses, de la variable o*. Alg*, A20% et A%0® sont solutions des
équations:

d

(3) d_Al i=F(05),
oF :
21_ 1
(4) EZA _ZEEAOJ’
J
d 5 ; oF 151 A7
(5) A% = ZBJA ol + = ZaahaohAaJAo“.

J132

Nous avons présenté dans la Note S005 (Simon, 1985) les formulaires et les programmes permettant de
calculer les perturbations du premier ordre Alo® et les dérivées premitres 8 F /807 des seconds membres
des équations pour tous les éléments d’un couple quelconque de planétes, en fonction des masses et des
constantes d’intégration of.

Cette note concerne les dérivées secondes 82F /8071857 des seconds membres des équations (1). Elle
contient, aprés un rappel de nos notations et de la forme de nos équations, le formulaire complet du calcul
des dérivées et des indications sur sa programmation et sur la précision des résultats obtenus.

I. NOTATIONS ET FORME DES EQUATIONS

1. Notations

D’une maniére générale, nos notations sont celles de la note S005. Nous les résumons ici.
Soit une planéte P de masse m perturbée par une plandte P’ de masse m’. Nous notons :

o' (1 <14 <6), les variables représentant le mouvement de P;
o'* (1 <1 <6), les variables représentant le mouvement de P’ ;
0 (1< 7 <12), les variables représentant le mouvement de Iensemble des deux planétes;

oy, 0, 0), les constantes d’intégration des variables o, o'*, 07, respectivement.
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Nos variables o* sont le demi-grand axe a, Pexcentricité e, le sinus de la demi-inclinaison 4 = sin ;;, la
longitude moyenne A, la longitude du périhélie w et la longitude du nceud 2. Nous utiliserons aussi la
longitude moyenne de I’époque & déduite de X par d\/dt = n+ (de/dt) ol n est le moyen mouvement de
la planate déduit de a par:

(8) n?a® = f(1+ m) ol f est la constante de la gravitation.
Nous considérerons toujours nos variables dans ordre suivant:
(7) ordre a,e,v,A,@,{} pour les variables o' (1 <1 < 6),
ordre a,e,v,\,@,Q,a,¢ .9, ), @', pour les variables o’ (1<j5<12).
Nous notons également :

W et W' les vecteurs de position de P(z,y,z) et P'(z’,y',z') dans un systéme héliocentrique;

V I'un quelconque des vecteurs W ou W';

(8z/30*,8y/d0%,82/80%), pour1< k<6,
(82 /80", 8y' |3o*,82' |dc*), pour T <k < 12;

Tk, Y, 2k les composantes du vecteur Vi ;

V. le vecteur de composantes {

Vi, le vecteur 6Vk/803' ; Vi 5. le vecteur (92Vk/8crj1 do2,
Posons: r=|W]|; r'=|W’'|; A =]|PP'|.Lafonction perturbatrice R est une fonction des variables
o qui s’écrit;
1 vV
(8) R=fm,<_A—_ T"3>’

Nous notons:
AR le vecteur de composantes (OR/8z,0R/dy,8R/8z);

(82 R) Popérateur défini par la matrice 3R :
a*r  9°R 9°R
8x? 8zdy 8z8z
2p _ 4R ’R AR
"R = dxdy dy* dydz )
R 3R R
3z8z Jydz 8z?

<
=]

lorsque 'opérateur (82R) s’applique au vecteur V; avec 1 < 5 < 6;

%R 3°R a°*R
FEYEX dzdy’ Jadz'
92R = R a’R a’R

3zdy’ dyay’ dydz' )
3R a*R 2°*R
dxdz! dydz! 3z0z'

lorsque 'opérateur (32R) s’applique au vecteur V; avec 7 < 5 < 12;

(82R) = 8(8°R)/9z, lorsque (82R) est multiplié par Z; avec 1 < 5 < 6
(82R) = 8(8%R)/37, lorsque (92R) est multiplié par Z; avec 7 < j < 12;

et des notations analogues pour les opérateurs (BZR) et (OZR).
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Enfin, soit X une fonction scalaire des variables o7, nous notons:

(9) X = 0X/80%, Xp;=08°X/30%307 etc.

2, Equations

Les équations de Lagrange ont la forme:

do’

(10) -

[§]
:Fizz:aikRk, aveclSiSG,
k=1

ol les coefficients a*F sont des fonctions des variables o (plus précisément des variables métriques a, e,

7).
Les dérivées premiéres et secondes de ces équations s’écrivent, en utilisant les notations (9), sous la
forme :

: [ 6
8 [do . . . ,
(11) a7 <dit> =F=> a* R+ a*Ry;, avec1<i<6et1<j<12;
(o4
k=1 k=1

82 do’ : - N S o
(12) 8071 8giz (E) - F;‘jﬂ = Z a;'u'z R + Z a;-l Ry, + Z a.liz Ry, + Z " Riegy gy -
k=1 k=1 k=1 k=1

(avec 1< i< 6et 1 <yg; <gp<12).

II. FORMULAIRE DE CALCUL DES DERIVEES SECONDES DES SECONDS
MEMBRES DES EQUATIONS DE LAGRANGE

Considérons les seconds membres des équations (12). Les formulaires des paragraphes I et II de la note
S005 permettent de calculer, respectivemen.t, les quantités a’* et Ry, et les quantités a;-’f,a;’:,Rkjl et
Ry, ; il reste donc & calculer les quantités a;’fh et Riji .

ik

1. Calcul des dérivées secondes des coefficients de la matrice de Lagrange ai,

De la formule (40) de la note S005, on tire:

‘ 1 ; 1 ; 1 ; 1 ;
13 ik _ ik - Az.k ik et ik
( ) %y 53 (na2 >j”‘2 AT+ <na2 > 7 J2 + na2 i AJl + na? AJI.?‘.’

Les coeficients A** sont donnés par la formule (24) de la note S005; les coefficients A;'.’f, Atk (—1—)1.l et

J2? \na?

(mllg)j2 sont donnés par les formules du paragraphe II 1 de cette méme note.
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3 1 . )
(14) na2; = inat’ (—2> =0 pour 5 ou 2 # 1;

na na?/ . .

J1j2
(15) A =0 pour A, # A, A, £ A%, AL # Ak,
. 0 - Lt
A, = ( ““) pour 2 < 7 < 72 < 3.
Ly s, 0

ol Lz, Los, L3z sont des matrices (3 X 3) données par:

1-2 2uy (1 — 3¢?
0_%+ u1+u1(3u1) l3_<1+i2>
uy uje € 2uy uy
e 1 2u; v 3e“ \-
16 Lyp=|0 -+ —+— — |1+ —
(16) 22 ud N eu; €3 2u? < u?)
1 3¢?
0 0 - (1 + —62—>
dyuy uy
€
0 0 —s
2u?
e
(17) Lyg=]0 0 ‘27:1? }
00 :
4923
0 0 0
(18) La=|9 °© 2
0
2uyy®

Dans ces formules, L! désigne la transposée de L, u; et u sont définis par:

(19) uy =V1—e€?; uy;=+/1-172.

2. Calcul des dérivées troisiémes de la fonction perturbatrice Ry, ;,

On effectue le changement de variables angulaires :

=0,
(20) w=w-—1{1,
M=)-w.



Notons R* la fonction perturbatrice exprimée en fonction des nouvelles variables. R, j, 8'écrit, avec nos
notations, :

Rijigy = Vi {Zs, (02R) +7;, (97R) + 25, (92R)} Vi, + Vi, (8°R) V5,

(21)
+ Vi (BZR) va’u‘z + ijl (BZR) ij + Vk.h]‘z OR.

Les formules du paragraphe I12a de la note S005 permettent de calculer Vy, Vi Vi, Ty Ujys 25
les formules du paragraphe I12b permettent de calculer dR*, celles du paragraphe II12a permettent de
calculer Vi, 'V, . et Vi, et celles du paragraphe 11125, 32R”*.

Il reste & calculer les vecteurs Vi, . et les quantités 92 R*, 83}?*, 32R".

a)Calcul des vecteurs Vi,

Rappelons d’abord quelques résultats. Soient x,y,z les vecteurs unitaires des axes Oz, Oy, Oz. Posons:

V2 =costy; +sint z,

Zo = —sinz + cost 2

(22) 2 Y1 . )
X; =cos{lx+sin{ly,

yi=—sinflx+cosQly.

Le vecteur V est alors donné par:

(23) V={(cosE—¢e)A+u;sinEB,
avec:
(24) A =a(cosw x; +sinw y3),

B = a(-sinw %1 + cosw y3).
E' désigne I’anomalie excentrique que ’on calcule par 1’équation de Kepler:
(25) E—esmnE=M.

Les dérivées premiéres des vecteurs A et B sont données par les formules (33) de la note S005, les dérivées
secondes, par les formules {49); les seules dérivées troisitmes des vecteurs A et B différentes de 0 sont:

A 13%°A °B 18°B
8ad42 a4 942’ 8ady2  a 042’
A 18B B _ 10A
8ad70w a Oy’ 8a8v0w  a O’
°A 1 8%°A ®B 18°B
(26) 828780  ad+80’ 848780~ a 8480’
A A B B
dadw?  a’ dadw?  a’
3°A 1B ®°B  18A
8adwd) a9’ 8adwd! a2 00’
FA  18°A °B  18%°A
82802 o002’ 82002 4802’




8°A  6a S0 cosi g 12a7 o ) 8°B  6a , 12ay .
vl wc 2 A sinwys; R COS W COS% Zo 4 CoOsSWw Yo ;
3%A 5%B 8°B %A
8720w~ 842"’ 9720w B2’
A ) 3°B
m:tiasmwxl; m—ﬁ=4acoswx1;
A JA 3°B B
90wz 9’ : 9vow? o’
3%A 3%B 8°B %A
dyowd o0’ 9v0wdl 880’
a° 3
-———é—z-:zgsinwsiniyl; 9 B2=2—acoswsiniy1;
oyaf Uug 979011 U
8%A 5°B
_—— = —B ) = A'
dw3 ’ Aw3 !
%A _ _8A 3°B _ 0B
w23l 8N’ dw280 4N’
A 4%’B 3°B %A
dwaN2 ~ 32’ dwdNz 82’
8% A 3°B

= a{—coswy; + sinw cosixy); = a(sinwy; + coswcosiXy).

a0’ ans

Les dérivées premitres de (cos E — ¢) et de u; sin E sont données par les formules (34) de la note S005,
les dérivées secondes, par les formules (50). Posons:

(27) w=1—¢ecos E;

les seules dérivées troisiémes différentes de O sont:

0%(cos E —e)  4sin® E — 12sin® Ecos? E + 13esin’ Ecos B 3¢?sin® E

de® - wd wt wb
8%(cosE —¢) 3 sin® E — 6sin Ecos? E 10esin® Ecos E 3¢%sin® E )
8e2dM wd * wt Wt
8%(cosE —¢) 2sin®E —2cos®’E | Te sin? Ecos E 3e?sin* E _
dedM2 w? * wt B wd
(28) 3%(cos E —¢) _sinkE + 4esin Ecos E 3¢2sin® E )
aM3 w3 wt wb ’
3%(ursinE)  3esinE  (1+2¢?)sinEcosE 2sinEcosE | ¢(3sin® E — 6sin E cos? E)
de3 T u3 B uSw B Uy w + uyw?
3¢2sin® Ecos B uy(6cos® Esin E — 10sin® Ecos E)
+ ugws + w3
eu; (3sin® E — 10sin® Ecos? E)  3¢%u; sin® Ecos E
w * wb ;
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83 (uisinE)  cosE  2e(sin® E —cos®E)  2¢%sin® EcosE  ui(2cos® E — Tsin? E cos E)
8e20M T dBw uyw? ugwd w3
eus (3sin E — 7sin® Ecos? E)  3¢%u; sin? Ecos E
* wt wd a
8%(ussinE) esinE  e?sinEcosE  4uysin EcosE  eu;(3sin® E — 4sin E cos? E)
dedOM? uy w2 ug w3 - wd + w?
3e?u; sin® Ecos E )
wb ’
8%*(u;sinE)  ujcosE  eu;(3sin® E ~cos? E)  3¢2u;sin® Ecos E
oM T WP w? w® ’

Les vecteurs Vy; ;, différents de O se calculent alors facilement, en dérivant la formule (23). (Notons,
en particulier que Vy;,;, = 0 pour 7 < j; ou 72 < 12).

b) Calcul des quantités 92R*, 3ZR*, 32R*.

Notons V et V' les matrices lignes V = (zyz), V'

transposées de V et V' et I la matrice unité (3 x 3).
Notons @y, Q2, @3, @}, Q%, Q% les matrices (3 x 3):

Q:
(29) Qs
Q3
On a alors,
(30)

2z' —z) Y-y 2-2
= v —y 0 0
2 —z 0 0
0 0 z' —z
=| 0 0 ¥ -y
-z Yy —y 2(z'—2)
0 0
=13z 2y 2
0 2 0
pour 1 <71 < 52<6:
5 !
OZR* = lg;” (' —z)(V' - V)(V" ~
. 15fm
333 = 17 (v - y)(V' = V)(V" -
5 !
82R* = 1Af:” (2" - 2) (V! = V)(V"

11

Q2

= (

[

z'y 2'), V' et V' les matrices colonnes

0 -z 0
-z 2(y—y) -z
0 2 —z 0

Z:EI yl zl
¥y 0 0
zZ 0 0
0 0 <o
0 ¢
oy 22
3fm'
A5 ((z'_x)I+Ql) )
3fm
e (V=9 I+@Qs),
3fm!




pour 1< 7 <6et7< 32 <12:

aiR*:_E’i_:n_,(zf__z)(vl_v)(vlt_vt) 327': ((:{; —.’E)I+Q1) ;
(s1) ozre = - BL(y —gv -vy v v+ E - 14 0a),
92R* = _%’”l’(z' V-V V-V + 32—"‘ (¢ = 2)T + Qs) ;
pour 7< 1 <2 <12 ;
ot = B o vy v v - (o o1+ @u)
_ 157.]:;71,' VIV 4+ §.:’_7:"($II+ Q,l)’
BIR° = 15,_{73@' o V=V - ('~ )+ Q)
R = 151,7" (2 = 2) (V' = V)V -V - 3£m ((z' = 2) I+ Q5)
15fm

3fm’
- VIV (2T + Q%)

¢) Retour auz variables de départ

Une fois les dérivées Ry . calculées, on revient aux variables de départ par les formules suivantes.

Pour 1< k<3o0na:

Riss = Riyy; Reas =Riys— Brgss Rrao=Rpse— Riyss

Riss = Riss —2Rgas + Rigss Brso = Riso— Riss — Rrae + Riyss
Rioo = Rige — 2Ris6 + Risss

Reg10=Ris105 Rrar1 = Bigin — Bisios Bearz = Rpy0— Bigqrs
Riegi0 = Rigi0— Riaros Resii=Rigyn — Bisio— Beann + Biaios
Rk512=R;512_R;511_R;412+R;411; Rk610=R;e1o_R;510;

: — D* * * * . _ p* * * *
RkGll - Rk:Gll - RkGlO _Rk511 + Rk510’ Rk:612 - RkGlZ _Rk611 _Rk512+ Rk511'
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Les autres dérivées Ry, ,;, sont données par:

Risa = Risq; Rass =Riss— Risys; Rasc = Ry — Riys;

Ryss = Rigs —2Rj, 5+ Riyys Riso=Rjgs— Rigs— 246t Rigss
Rice = Rigs —2Riss+ Riss; Ross = Riss —3R;ss+3R;4s — Risa;
556 = Rgse — Rigs — 2Ri5e + 2Rig5 + Rise — Riys;

Rsee = Ry — 2R556 + 2Rj56 + Rps — Rigo — Riss;
Rsoo = Rgg6 — 3Rigo +3Rig6 — R

=~

* .
555

Ris10=Ris105 Rasri=Ris1; —Risi0; Rasrz=Ris12— Rigyy;
R4510=R2510“RZ410; R4511=R2511_ 2510‘"RZ411+RZ410;

Risiz = Rig10— Rig11 ~ Ris12+ Risnys Racio=Rigio— Risio0;
Ric11 = Rig11 — Rigio— Ris11i + Ris1o; Raciz2=Rigio— Rigy — Rigio+ Risiis
Rito10=Rij0105 Raronn = Rijo11— Rio10; Raro12=Rijo12— Rijorss
R41111=RI1111_2R11011+R210105 R41112=R21112‘ 21111_ 21012+RZ1011§

. D* * * .
Ry1212 = Rjj012 ~ 2R} 112+ Riy1 115

* * *
Rssi0 =Rg510 — 2Ri510+ Rig10;

Ris11=Rgg1y ~ Rgs10 — 2Ri51; +2Rig 10+ Big11 — Risi0s
(34) Rss12= Bgg12 — Rss11 — 2R{s10+ 2Rigqy + Rigsz — Risnys
Rsc10 = Ryg10 — Res10 — Rigio + Risios
Rse11 = R5e1y — Ris10 = Ris11 + Ris0 — Ric1n + Ricio+ Risii — Risios

Rsg12=Rig1o — Rie1y — Ris12+ Rigyy — Rigiz+ Rigii + Risio— Rigias
Rs1010 = R51010 — Ri10105 Rs1011 = Ry 1011 — Ri1010 — Rito1: + Riio10s
Rs1012=R51012— R1011 — Riio12+ Ritonr s
R51111=R§1111—2R§1011+R;1010—RZHH+2R21011— 21010;

Roiiiz =Ry - Ryiinn —BEj012+ B0 — Rivnie+ Bisiin + Ritorz — Rivorss

— * * * * * * .
Bsi212 ‘R51212_2R51112+R51111 _R41212+2R41112"R41111»

*

Ree10 = Rgg10 — 2R5610+ Rgs10;

Res11=Rgo11 — Rge10 = 2R 611+ 2R3 610+ Rss11 — Risi0s

Reo12 = Rgg10 — Rgo11 — 2R5612+ 2R5611 + Ris 10— Risyy s

Rs1010 = R§1010_R§1010; Rgi011 = R§1011 _R€1010 —R;1011+R31010;

. pD* * * * .
Rs1012 = Rg1012 — Bg1011 — Re1012+ R5 10113

_ * * * _ p* * _ * .
RGllll—R61111_2R61011+R61010 R51111+2R51011 51010
_ p* * * * * * * * .
Roi112=Rg1110— Re1111~ Rsro12t RB1011 — BS111a+ R 1inn + Bi 012 — Revo11s
_ p* _ * * . p* * _ p* .
Ro1212 = Rg1210 = 2R5 1112+ Rea1 11— R5 1210 +2R5 11 12 511113
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III. CALCUL PRATIQUE

1. Principe

Nous développons les seconds membres de nos équations par analyse harmonique, de la maniére suivante.

Notons A = g9 + nt, M = g§ + n't. Solent p et p' deux entiers fixés, posons @« = Z, o = &
) 0 4 4 p? P

Nous donnons aux variables o7 autres que ) et A’ les valeurs ag et aux variables A et A’ les valeurs
A=X=ga(g=0,1,..2p— 1), =N =4a (1 = 0,1,..2p" — 1).

Les méthodes de calcul décrites au paragraphe précédent nous permettent de calculer 4pp’ valeurs
numériques des seconds membres de nos équations & partir desquelles on peut développer ces seconds
membres sous la forme:

(35) F= Z (AJ-k cos jA cos kAT + B,y sin JXsin kX + Cjy, cos Jhsin kX + Dy sin 72X cos ky) ,
3.k :

ol 7=0,1,2,...,p; k=0,12,...,p".
Finalement, on exprime I sous la forme d’une série de Fourier & deux arguments:

(36) F(\, V) = Z [Ajk cos(5X + kM) + B sin(yX + k) + Cji, cos(sX — kX') + Dy sin(3X — kN)] ,
7.k
Les formules permettant de calculer les coefficients A, Bjk, Cj, DJ'k,A_jk, B_jk, _C_Z';;,m sont données
au paragraphe IV de la note S005.
Au lieu des variables X et X’ on peut trés bien prendre comme arguments de 'analyse harmonique
des variables déduites des précédentes par un changement de variables simple. Il est particuliérement
intéressant d’utiliser les variables :

g - X

6 =

I
=R

(37)

Ce choix de variables, qui tient compte du fait que les coefficients de la fonction perturbatrice décroissent
rapidement en fonction de la caractéristique de Pargument, minimise les valeurs de p et p’ et diminue
d’une maniére importante le nombre des substitutions dans les seconds membres.

2. Programmation

Le programme de calcul des dérivées secondes calcule les 936 dérivées correspondant a un couple de
planétes ; ses caractéristiques générales sont celles indiquées au paragraphe VI 1 de la note S005.

Ce programme ne calcule pas globalement toutes les dérivées de chacune des planétes car la place
mémoire nécessaire dépasserait les possibilités de I'ordinateur. Nous avons donc organisé la program-
mation de la fagon suivante: parmi les variables o7 distinguons les variables métriques (a, e, a',¢,1')

que nous notons 7’ et les variables angulaires (), @,Q, M, @', ') que nous notons §7. Nous avons séparé
82 i . . o
les dérivées secondes ———— | —— ] en 16 groupes de dérivées différents. La formule (12) se simplifie
don doiz dt

14



lorsque j; et 72 ne sont pas tous les deux compris entre 1 et 6 ou lorsque o7 correspond aux variables
angulaires 7. Finalement, en considérant nos variables dans P’ordre (7), on peut écrire ces 16 groupes de
dérivées sous la forme:

52 dn’ 6 : 6 ; 6 ; 6
(382) T (7{) =2 a5l Bet ) i Regy + 3 a3 Bug, + 3 o™ Ry
" n k=4 k=4 k=4 k=4
62 do’ : ik : ik
8nidgr ( dt ) = Z a;'l Ricjy + Z a*" Ryejy 5,
k=1 k=1
o2 dn’ : ik ; ik
(38 b) 877]'1 8632 (ﬁ) = Z a; Rk.fz + Z a Rkjlj':
k=4 k=4
32 dg’ SN
88315032 <_dt_> = kz—:l a_ Ryj,5,
82 dn’ >
(38 C) W (E) = kz a,t Rk]'1j2
=4
92 do’ e SN A, .
(38 d) m <E> = Z a;l].s Rk + Z a-;'l Rka + Z a;z Rkjl + Z a1' .Rlc_‘)’lj2
i n ) k=1 k=1 k=1 k=1
32 df]i 6 . 6
(38¢) 8nit fn's <-Et-> - ; aj; Riejs + k>=:4 a*" Ricjy 4,
52 df’ 2
867 3y's: ( dt > = Z " Rijij,
k=1
32 dnt 6 ik 6
(381) EPCY IR ('d?) = Z aj, RBrg, + Z a™ Rj,j,
k=4 k=4
32 dg’ SR
865156'5 <E> = ; @™ Rijus,
=1
82 dn’ SN
— 1
(38¢) 3oy (";,7) = a* Ry,
e k=4
8% dn? 6 ”
(38 h) 8871 56" (E) = Z a Rkjljz

Eo
Il
>
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82 di ™ aik i
o0 () S S,
Gniign'n t = 1 =
, 82 d °L >
(38)) 867 (7) = & Ry, + 3 " R,
k=1 k=1
82 dn’ ik
(38%) W <—'t"> =’§a Ryj, 5
62 dni c ik
(81 s () = 2 "o
82 dn’ _ ,L-kR
(38 m) simaen \ar) = ;;; a"* Ry, 5,
38 82 dg’ _ ik p
(38n) Srnag \ 4 ) = kz_:l ™ Rijy 5y
a2 dpi SN
(389 g () = S B
82 dg L
—_ K2 ..
(38 ) ErET (7.2‘{) =2 " R

Chaque groupe de dérivées se calcule & partir d’un méme groupe de dérivées de la fonction pertur-
batrice. Les substitutions numériques et les analyses harmoniques sont effectuées sur les dérivées de la
fonction perturbatrice elles-mémes. Les dérivées se calculent ensuite directement a partir des équations
(38). Cette organisation permet de diminuer le nombre d’analyses harmoniques i effectuer et, surtout,
d’utiliser un nombre restreint de tableaux de manceuvre ce qui entraine un gain trés important en place
mémoire et donc en cofit de calcul. A titre indicatif, le programme avec les bornes p = 32, p’ = 12 occupe
une place mémoire de 900K.

3. Vérification du calcul des dérivées

Le calcul des dérivées secondes est assez complexe et présente des risques d’erreur. Nous avons donc
vérifié la validité de notre formulaire et de nos résultats en recalculant ces dérivées i partir des dérivées
premiéres, par une méthode d’interpolation numérique. Les développements en série de Fourier des
seconds membres de (4) sont des fonctions F(o}) des constantes d’intégration o) (1 < 5 < 12). Soient
ok 'une quelconque des constantes o}, et Ac§ une variation numérique de of ; q étant un entier positif,
négatif ou nul, posons:
k k k., _ k _j
(19) o, =05 +qlog; Fy= Flog,0}),

q)
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ou F, est la fonction F correspondant i la valeur 0’{; de la variable o* et aux valeurs ag des variables 0¥
autres que o*. Les développements F, s’obtiennent par la méthode du paragraphe IIL 1.

Formons le tableau aux différences centrales:

Uic F_3
61y
7
Uéc F_z 5_2_
51 3 633
2 2 2 5t
25} F..l 5_1 21
o4 Ty 8
ok Fy 62 6 68
6] 5 63
o7 F1 6? 511
53 53
2
U’zc Fz . 522
1
O’§ F3 ’
avec:
6}1 = Fh 1 - Fh_L;
(40) i g

P _ ep—1l _ ep—l |
=661

ol p est un entier positif et o les 6] ne sont définies que pour les valeurs de h égales & un entier + % si
p est impair, 4 un entier si p est pair. ‘
Pour —3 < ¢ < 8, la dérivée F}, = 8F /3c* se calcule par la formule d’interpolation (Mineur, 1966) :
| 1 1

(41) Fk=5(5%+5i_)——(6i+5f%)+—(62+65§).

W=

Nous avons calculé nos dérivées par cette méthode, pour le couple Jupiter-Saturne, en prenant Ac =
1074 pour les variables métriques, 2 x 1072 pour les variables angulaires. Pour toutes les variables et
pour les deux planétes, les différences entre les dérivées ainsi calculées et celles obtenues & partir de notre
formulaire portaient, dans le plus mauvais cas, sur le onzi¢me chiffre significatif. Le calcul des dérivées
par la méthode d’interpolation est beaucoup plus long que le calcul direct & partir du formulaire mais il
est intéressant de remarquer qu’un calcul d’interpolation fait en prenant —1 < g < 1 dans les formules
(39) & (41) donne tout de méme 5 ou 6 chiffres significatifs, tout en conduisant & des temps de calcul
raisonnables.

4. Précision et temps de calcul

Les résultats que nous présentons dans ce paragraphe concernent le couple Jupiter-Saturne. Nous avons
utilisé comme arguments de ’analyse harmonique les variables 6 et 6’ définies par (37).

Nous avons estimé Ja précision de notre programme en comparant entre elles des versions utilisant des
valeurs des bornes de ’analyse harmonique p et p’ différentes et, également, en effectuant des comparaisons
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4 des résultats obtenus par une autre méthode {résultats issus de développements analytiques). Les
2
tableaux 1 et 2 illustrent ces diverses comparaisons. Ces tableaux concernent la dérivée EPr <d—cl/\t—q)
Jsoag

(Saturne perturbée par Jupiter). Le tableau 1 donne, pour un certain nombre de termes de la dérivée
représentée, 'argument (en fonction de 6,8’ et en fonction de XJ,-XS) P’amplitude du terme considéré
ainsi que les écarts sur les amplitudes entre les deux versions (p = 32, p' = 12) et (p = 48, p' = 16). Le
premier argument correspond au plus gros terme de la série, le dernier, 4 celui pour lequel I’écart est
maximum. Le tableau 2 donne les écarts entre la version (p = 32, p’ = 12} et les résultats provenant de
développements analytiques. Les résultats sont conformes a ce que I’on pouvait prévoir. Dans le tableau
1, les coefficients des arguments 11 ; 4+ jAg pour lesquels ¢ et j sont petits sont connus avec une trés
grande précision, les écarts maximums correspondent i des arguments pour lesquels 7 et 5 sont élevés.
Les écarts avec les résultats issus de développements analytiques sont satisfaisants pour les arguments
pour lesquels la fonction perturbatrice a des puissances faibles des excentricités ou du rapport des demi-
grands axes o = aj/ag en facteur; les écarts maximums correspondent & des arguments pour lesquels la
fonction perturbatrice a des puissances élevées des excentricités ou de o en facteur (tableau 2: o'? en
facteur de 'argument 126 +26') et pour lesquels la précision des développements analytiques est limitée.
En définitive le programme de calcul des dérivées secondes (p = 32, p’ = 12) donne des résultats d’une
grande précision, nettement meilleure que celle obtenue & partir de développements analytiques.

Tableau 1. Calcul des dérivées secondes des équations de Lagrange par analyse harmonique: écarts entre
les résultats des programmes utilisant les bornes d’analyse (p = 32, p’ = 12) et (p = 48, p' = 16) pour la

g dA . .
dérivée < S) (Saturne perturbée par Jupiter). L’unité est P'UA™? par (milliers d’années)?.

aeJBag Tt-
Argument Amplitude (32,12)— (48,16)

(6,6" (X1, xs) (U A/1000 ans)

20+06' 2%y —3)g 6 (amplitude maximale) 7x 10713

120 426" 12X; — 14 )¢ 0.3 1x 10710

2164+ 360" 21X; —24x¢ 0.005 7 %x 10™°

280 0" 28%; —27Xs 4x107° 2 x 107°

31— 36" 31Xy —28)s 1x107° 1 x 1075 (écart maximum)

Tableau 2. Comparaison entre le calcul des dérivées secondes des équations de Lagrange par ana-
lyse harmonique (p = 32, p’ = 12) et & partir de développements analytiques (DA) pour la dérivée

8° ;
_% (Hs (Saturne perturbée par Jupiter). L’unité est ' UA~! par (milliers d’années)z.
aeJaag dt

Argument Amplitude (32,12)- DA

(6,6") (s, Xs) (UA~1/(1000 ans)?)

26+ ¢ 2% — 3¢ 6 (amplitude maximale) 1x 10~¢

60 67 —6)g 0.6 2x 1074

120 420" 12X; - 14%¢ 0.3 3 x 1073 (écart maximum)

18



Par ailleurs ce programme est rapide, il donne le calcul des 936 dérivées du couple Jupiter-Saturne en
moins de 2 minutes de temps CPU sur le NAS 9080 (SY1) du CIRCE ce qui représente un gain de temps
d’un facteur 5, environ, par rapport au calcul effectué i partir de développements analytiques et pour
une précision bien supérieure.
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