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Paul Appell déclarait en 1925, a propos des Méthodes Nouvelles de Ia Mécanique
Céleste : "Il est probable que, pendant le prochain demi-siécle, ce livre sera la mine d'ou
des chercheurs plus humbles extrairont leurs matériaux".

Aujourd'hui, prés de cent ans aprés la parution des Méthodes Nouvelles, cette
affirmation est toujours vérifiée. Cependant, I'éclatement de son contenu en différents
domaines (Mécanique Céleste, Systémes Dynamiques, Géométrie. Différentielle,...) rend
difficile la lecture de ce texte fondamental. Nombreux sont ceux qui l'ont cité, certains en
ont étudié différents chapitres, mais rare sont ceux qui connaissent lintégralité de ses trois
volumes.

C'est pourquoi nous avons entrepris, & travers ce groupe de travail qui rassemble
mathématiciens et astronomes, une lecture collective des Méthodes Nouvelles.

J. Laskar, A. Chenciner.



Intégration du probléme de Kepler par la méthode
de Hamilton-Jacobi: coordonnées
“action-angle” de Delaunay

par Alain Chenciner

Université Paris VII

Le paragraphe 8 du chapitre I, que nous explicitons ici, ne représente que trois pages
assez “elliptiques” dans les “Méthodes Nouvelles”. Nous avons utilisé le chapitre III
des “Legons de Mécanique Céleste” (1905), beaucoup plus détaillé, mais nous n'en
avons pas adopté entiérement I'économie, préférant au prix d'un peu de lourdeur
effectuer les calculs dans le cas général (voir la remarque 1 & la fin}. Notons que le
recours a la méthode de Hamilton-Jacobi se trouve déja dans le premier volume du
traité de Tisserand (1888). Quant aux notations, ce sont essentiellement celles de
Delaunay (“Théorie du mouvement de la lune” , volumne I, Mémoires de I'Académie des
Sciences, 28°™¢ volume, 1860). Il est intéressant de noter que Delaunay n'utilise pas
la méthode de Hamilton-Jacobi : il parvient A ses variables en essayant directemnent
de simplifier les équations et “constate” que les équations du mouvement prennent

alors la forme hamiltonienne.

Il s’agit de décrire le mouvement dans l'espace R® d’un point de masse
m attiré suivant la loi de Newton par un centre fixe de masse M.
On rameéne & cette question le “probléme des deux corps” (positions r;,
masses m;, ¢ = 1,2) en remarquant que si r =rg — 1y désigne la position
relative du deuxiéme corps par rapport au premier et r = .?' , leur
distance, la différence des équations

d&r; Gmmg T d? r, Gmiymy 1

™M T T s 0 ™MTm < r3

s’écrit

&2 r _ GmMT

dez r3

ou M = m; 4+ m,; de plus, le choix de m =km—7% laisse inchangé le
potentiel (mM = m;m;). On supposera dans la suite que G = 1.

m

Sous leur forme hamiltonienne, les équations du mouvement sont

dr; OF dy; oF .
_ = = =12
dt  By;’ dt dz;’ +=123,
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dr_

?= (271,.’1«'2,133), md_t (yl’yza'y3)1 F=T+Ua

1
T(xl,xzams,yl,yz,ys) = %(yf +y;" + yg),

mM

U($1,22,$3,y1,y2,y3)=— .
v xl + zz + xa

La forme de U rend naturelle l'utilisation des coordonnées “polaires”

Ty + 129 = rsinw e'?, T3 =Trcosw.

A X

&

Figure 1

Le module r est un réel positif, la longitude ¢ varie entre 0 et 27, et la
colatitude w entre 0 et 7 (figure 1). On montre immédiatement que

2 2
T=_L(R2+%.+._¢2_.>, U=—mM
r w

2m r2 sin r '’
ou
( oL oT .
R = % —3 =M
oL oT
{ T — = e—— = 2,
Q Ew 35 mriw,
\ d = gé = g—z = mr(sin®w)y,

sont les variables conjuguées de r,w,p (L = T —U est le lagrangien d’ot
provient par transformation de Legendre le hamiltonien F; on a utilisé
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la notation r,w, ¢ pour les variables de vitesse %’%, %"t—, %%2 dans le fibré
tangent.

L’équation de Hamilton-Jacobi indépendante de ¢ s’écrit donc en coor-
données polaires :

1 (/a8 2+l 652+ 1 [35\*\ mMm "
2m Or r2 \ Ow r2sin’w \ Op STy T
et une (en fait quatre avec le choix des signes) “solution‘compléte” glob-

ale de celle-ci est évidemment donnée par la famille & trois paramétres
L,G, 0 de fonctions

S(r,w,¢,L,G,0) = Si(r, L, G) + Sy(w, G, ©) + Sy(p, 0)

définie & une constante prés par les équations

8S; 05;\*, @ . /88\® G 2m?M
B = (?a:)+ 7o = (a—) T T s mh

sin® w

dans lesquelles seule est dépourvue d’innocence I'adoption de la notation

432
__m_LQ.M_ pour la constante négative (mouvements elliptiques) 2mh (on

supposera G et L positifs). Les formules

s as aS oS as oS
R= >, ===, ‘I’—a—"p—, I= 27, I=3c =35>

définissent sur un certain domaine un changement de variables symplec-
tique

E: (r’w7¢’R’Q’¢)_'(l!g7€7L’G’@)1

qui transforme le hamiltonien en

(la forme symplectique dr A dR + dw A d +dp A d® est transformée en
dl/\dL+dg/\dG+d9/\d@).

La solution compléte S = S(r,w,p, L,G,O) peut s’écrire

47172 2 2 ©2
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formule dans laquelle nous avons le choix des déterminations des racines
carrées; les constantes L,G,© étant fixées, il correspond en général a
chaque tel choix une sous-variété lagrangienne* invariante de T"R3 (co-
ordonnées ¢ = (r,w,p), p = (R,Q,®)) qui est un graphe p = -a— En
recollant les quatre graphes ainsi obtenus, on construit un tore lagra.ng-
ien (donc de dimension trois) invariant TL,G,e Nous allons dans la suite
expliciter la signification géométrique des variables , g, 8, conjuguées de
L,G,0, qui para.metrent ces tores et en termes desquelles le flot devient
linéaire (n = (—m3 M?/2L%) = m3M?/L? est le mouvement moyen):

l=lo+nt, g = go, 0=90,

et retrouver en méme temps les caractéristiques bien connues des tra-
jectoires elliptiques.

L’équation du tore T, g e s’obtient en prenant toutes les déterminations
des racines carrées dans la formule p = %5, c’est-a-dire

mitM?2 2mIM G?
(R’Q’Q)-:(\/_ 2 rz’\/G _sm w 9),

les trois équations, découplées, définissent trois courbes (Cy),(C2),(C3)
(respectivement dans les plans (r, R), (w, ), et le cylindre (¢, ®)), dont
Ty,G,e est le produit; la troisiéme étant évidemment un cercle paramétré
par 'angle ¢, nous étudierons les deux premiéres.

Etude de (C;): C’est la courbe du plan (r, R) d’équation

miM? o2m*’M G?
T I? + r r2’
Notons, comme Poincaré, [a(1 — €),a(1l + ¢)] l'intervalle de ’axe des r
sur lequel se projette cette courbe: a(l — e) et a(1 + €) sont les racines

de ’équation

R? =

miM? 2m:M G? _0

L2 r r?

donc

L =m+/Mva, G = mVM+/a(1 - €?).

Rappelons qu'on appelle sous-variété lagrangienne de T R™ une sous-variété de di-
mension n sur laquelle la forme induite par la forme symplectique est identiquemnent
nulle; généralisant les graphes des dérivées de fonctions S(g), ces sous-variétés sont

des “solutions géométriques globales” de l'équation de Hamilton-Jacobi.
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Figure 2

Poincaré utilise pour (C;) deux parameétres angulaires u et v dont la
signification apparaitra bientt; le premier, trés naturel, est défini par

r  =a(l - ecosu),
R = em?M sinu
T L(1- ecosu)

(I’ambiguité sur les racines carrées a été levée par le choix de la deuxiéme
équation dont seul le carré était déterminé; notons que, pour ce choix,
u croit au cours du mouvement).

Le deuxiéme est obtenu semblablement aprés remplacement des coor-
données (r, R) par les coordonnées (s = 1/r, R), bien définies puisque r
reste positif sur (C). II s’écrit

_ 1+ ecosv
~ a(l-e€?)’
Ge

= 5(_1——.32) sinv;

la encore, v croit au cours du mouvement; 'interprétation géométrique

_ .2
de u et v est classique: r = % est ’équation en coordonnées
polaires (v, ) d’une ellipse rapportée & son foyer (v est 'anomalie vraie);
quant a u, c’est I’anomalie excentrique (figure 2).
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Il est facile de calculer / et (en partie) g (correspondant aux quatre choix
possibles des radicaux) en terme des angles u et v:

,_ﬁ__"flz/ dr - _miM? [dr
oL L3 —-miM? om’M G @ L® R
L2 + r rZ
2
= mL];/!a/(l—ecosu)du =u—esinu

(on a choisi la constante de fagon que I = 0 pour u = 0); c’est ’équation
de Kepler*. De méme,

oS dw dr
§g= === G/ - -G
oG /GQ e 2 —miM? . 2m2*M _G?
sin?w L2 r rZ

et la deuxiéme intégrale vaut

ds ds
G/ -y =G/—§ =—/dv’
Vs

+2m*Ms — G%s?

donc

g=—v+G’/ d .
[ 2
G? - _62
sin” w

Etude de (C3): C’est la courbe du plan (w, ) d’équation

92

sin?w

Q=G -
Sa compréhension exige que l’on interpréte G et ©: on constate tout
d’abord que & = %% coincide avec ©. Mais ® et G sont respectivement

la projection sur Ozj et la longueur du moment cinétique C; un calcul
immédiat fournit en effet

Rappelons (voir la figure 2) que u—esinu est la proportion d'aire enclose par une

ellipse entre son grand axe et le rayon issu du foyer d’anomalie excentrique u.
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—mr?

2

wsing — mrigsinw cosw cos
w cos p — mry sinw cosw sing

mr2psin?w

-
C= mr

Ainsi a-t-on (voir la définition de inclinaison 7 sur la figure 3)

© =& = Gcost,

d’ott 'on déduit que cos: reste constant au cours d’un mouvement . Nous
pouvons maintenant réécrire I’équation de (C3)

2-
Q2 = G? (1— — ’).
sin” w

Si C n'est pas horizontal (cosi # 0), sinw ne s’annule pas et (C;) est
homéomorphe & un cercle (figure 5). Ecrivant son équation sous la forme

20002 2
Q2 =G? (1 ) z(sm. L:+ = w)) = G?sin? i (1 — cot? i cot?w),
sin w

on en obtient facilement le paramétrage suivant dans les coordonnées
(cotw, N):

cotw = sin
cote ?
Q = —Gsini cos.

Le choix du signe — dans l'expression de implique que, si 0 < 1 < 2
on tourne a ¥ croissant dans le sens trigonométrique.
11 vient

9_85'_ @/‘ dw _ _/’Gcosz’dw
B or ) qente
sin®wy /G2 — —

sin® w
£
=tp+/fczfi=so—/d¢
sin“w cos :

et on choisit la constante d'intégration de fagon que 8 = o — 1. De
méme,

dw

sint cosy

g=—U+G/% = - -



Figure 3

L’interprétation des angles 4, 8, g repose sur les calculs élémentaires suiv-
ants (figure 3):

7 désigne le plan orienté engendré a un instant donné par (z,z2,z3)
et (£1,%2,%3), autrement dit le plan orthogonal au moment cinétique

C (supposé non nul, on ne s’intéresse pas aux collisions). L’inclinaison
¢ varie entre 0 et 7, ainsi que les colatitudes w (dans le plan vertical)
et w (dans le plan 7).Quant aux longitudes 8;,¢,%; = ¢ — 6, elles
parcourent tout le cercle, de méme que 'angle polaire a dans le plan =.
On suppose pour le moment que ¢ # 0, .

Le plan 7 étant obtenu par rotation d’angle ¢ du plan horizontal autour
de la ligne des noeuds A, on a manifestement

sinw cos ¥ 1 0 0 COS &
sinwsiny; | = {0 cos:i —sint sin «
cosw ' 0 sint cos: 0
En particulier,
siny®; = cotw cotz.

i étant fixé au cours d’un mouvement, on en déduit

dpy = — cot: doo.

sin’ w cos ¥
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De méme,

cosw 1
, et donc da = —

sina =

sin z sinz costy;

On en déduit immédiatement que, pour un bon choix des cohstantes,

=061, =91, etg=a—nu.

En particulier, la ligne des nceuds A reste fixe au cours d’un. mouve-
ment ainsi donc que le plan 7: on retrouve le fait bien connu que les
trajectoires sont planes (et elliptiques lorsque ’énergie est négative).
Notons que la convention d’orientation du plan 7 signifie que le mou-
vement se fait, dans ce plan, dans le sens trigonométrique; autrement
dit, ¢ augmente le long d’une trajectoire si 0. < i < % et diminue si
F<0<m.

La figure 4 résume la signification géométrique des variables “de Delay-
nay” (l,9,0,L,G,0)*

/

3 r2
L= —ﬂg‘%l— =mVvM /a,
h = énergie,
a = demi-grand axe.

G = my/M\/a(T = &) =[C], c

C moment cinétique,
e excentricité.

© = G cost, ¢ inclinaison. //
! anomalie moyenne, {
g argument du périhélie, N

6 longitude du nceud.

Toutes sauf | sont constantes, ‘ AN Q.L‘}ue des woeuds

et n = ':]1% vérifie n2a3 = M.

Figure 4

Contrairement & ce qu'il fait dans les “Legons”, que nous avons suivies, Poincaré
donne dans les “Méthodes Nouvelles” le nom de L,G,8 aux quantités \/a, /a(l—e?) ,
et /a(1-e?)cos i obtenues lorsque my/AM=1. Il conviendrait donc de noter respec-
tivement mvML,mv/MG,mVMO ce que nous avons noté L,G,0. Quant & Laskar, il

utilise comme Delaunay les notations mL,mG,mO.
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Il nous reste a traiter le cas, & tous égards plus facile, ou C est horizontal:
cost est nul, donc également ©; on en déduit que § = ¢, qui montre
directement que le mouvement se passe dans un plan vertical fixe. Enfin,

dw
g = —U+G/E = —v  w + constante.
L’analogue de la courbe (C3) est décrit sur la figure 5 et indique le choix
des signes et de la constante pour lesquels g est encore la longitude du
périhélie:
| g=—v+w+-72r- siw > 0,

g=—v—w+172r- siw < 0;

(\'\\\ﬁ(\\\'\\\\\

0 - BB
e — ~
- - ~
— s -G >
/"/—l / .
-t -z
- . _ -
2 . 2
" Vd
—~— O T]'/w —~ 0 T
— — ~
/ —— —
—— - -
— - -
— — !
—
. yil y = I
v#0.3 FE
Figure 5

le probléme de signe traduit simplement le passage, dans le plan vertical,
de la mesure (ambigiie) des angles par la colatitude w & celle par ’angle
polaire « (figure 6).
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A KJ A
- N _ .
o(_%r_ws, L exed n(~%+w S¢ ,‘7:7'50(_425(

Figure 6

Pour finir, remarquons que ’on peut maintenant caractériser le domaine
sur lequel le changement de variables symplectique ¥ est défini: il suffit
d’éviter

1) les mouvements pour lesquels

R =-—

miM? + omiM G2
L? r T
c’est-a-dire r = 0, autrement dit les mouvements circulaires,
2) ceux pour lesquels
@2
Q*=G*- —— =0,

sin‘ w

c’est-a-dire r2W = 0, autrement dit les mouvements qui ont lieu dans le

plan horizontal,

3) ceux enfin pour lesquels G (et donc ©) s’annule, c’est-a-dire les
mouvements menant a une collision.

Dans le premier cas c’est la longitude du périhélie g qui n’est pas définie,
dans le deuxiéme c’est la longitude du nceud 8, dans le troisieme c’est le
plan de l'orbite.

Remarques :

1) Dans ses “Legons de Mécanique céleste’” Poincaré commence par

traiter le cas du mouvement dans un plan vertical; ceci revient a ne
considérer que la famille & deux paramétres de solutions de 1’équation
de Hamilton-Jacobi obtenue a partir de S en annulant © et conduit
a n’étudier que (C;). La conclusion est obtenue par un argument de
symétrie: on rameéne en effet par rotation tout plan a devenir vertical.

11



Cet argument fournit effectivement une solution complete de ’équation
de Hamilton-Jacobi a partir de la famille & deux parametres de solutions
considérée, mais encore faut-il vérifier que c’est bien S qu’on obtient
ainsi.

2) Selon Goldstein on pouvait deviner a priori (hum hum !) la nature
des variables g, §:

(1) © étant la projection sur 'axe Oz3 du moment cinétique, sa variable
conjuguée 6 est un angle fixe de rotation autour de cet axe.

(i1) G étant la longueur du moment cinétique, sa variable conjuguée g
est un angle fixe dans le plan de l'orbite.

3) Les générateurs de I’homologie du tore T, G, définis par les coor-
données [, g, 8 ne sont pas ceux qui proviennent de sa décomposition en
produit des trois “cercles” (Ci),(C2),(C3); c’est la raison pour laque-
lle la recherche directe de coordonnées “action-angle” a l’aide de cette
décomposition ne conduit aux variables de Delaunay qu’a un change-
ment linéaire symplectique prés de coordonnées. Les nouvelles variables
d’action sont

Jr = L—G,
Jo = G-0,
J, = O,

auxquelles correspondent les angles

L 14+g, 1+g+6.

Pour le voir, on peut utiliser les formules

1 2

1 as i as
r — S—— ——— d y w — em— —— &d, — — ,
J 27 szi) ar " i 27 Jic,) Ow To 27 Jo ©de

pour calculer les dérivées partielles de J;, Ju, J, par rapport a L, G, O,
ou simplement remarquer que les courbes (Ci), (C2), (C3) sont respec-
tivement paramétrées par I, v’ + ¢', v' + ¢’ + 6 (les notations sont sur
la figure 7). Rappelons qu'un changement de coordonnées linéaires de

la forme (61 g) est symplectique (et donc ne change pas la forme

canonique des équations) si et seulement si B =*" (A™!), ce qui indique
comment calculer les nouveaux angles & partir des nouvelles actions ou
réciproquement.
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Figure 7

4) Poincaré utilise, pour P’étude des orbites de faibles excentricité
et inclinaison, un systéme de coordonnées obtenu & partir de variables
actions-angles (A, H, Z, A, h, () peu différentes des précédentes :

{A:L H=L-G, Z=G-0,
A=l+g+6, h=—-g—0, (=-6.

Les variables de Poincaré (A, &,p, A, 1,¢) s’obtiennent en considérant les
couples (H,k) et (Z,() comme des coordonnées polaires symplectiques
planes :

{\/2Hcosh=£, 2H sinh = 1,
V2Zcos( =p, v2Zsin( = g,

ce qui permet de prolonger leur signification aux cas ou H =0 (excen-

tricité nulle) ou Z = 0 (inclinaison nulle).

Conclusion: nous décrirons briévement la position dans '’ensemble des
mouvements Kepleriens d’énergie h < 0 donnée, de ceux que l’on peut
décrire a l’aide des coordonnées de Delaunay.

La surface T4 d’énergie h est définie dans (R® — 0) x R® par l’équation

mM

1 2
—|l° = = =hi
5 vl Tzl
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Figure 8

elle est difféomorphe, lorsque h est négatif, & S% x R® (figure 8) et le flot
qu’elle porte peut étre régularisé, ce qui rend nettement plus agréable
sa description.

Ajoutant 3 l'infini une sphére S de collisions, la régularisation plonge
¥, dans le fibré tangent unitaire TS = $% x 52 de la sphere S? et
transforme le flot du probléme de Kepler en le flot géodésique de la
sphere ronde S® (voir J.Moser Regularisation and the Kepler problem,
Communications on Pure and Applied Mathematics, vol. XXIII, 609-636
(1970) et J.Milnor On the geometry of the Kepler problem, American
Mathematical Monthly, vol. 90 n°6, 353-365 (1983)). L’application
associant & un grand cercle orienté de la sphére unité S® de R* le 2-plan
orienté qu'il définit identifie I’ensemble des courbes intégrales de ce flot
géodésique A la grassmannienne G, 4 des 2-plans orientés de R*. 1l est
bien connu que cette derniére est difféomorphe & S% x S%: voici une
maniére, que m’a communiquée A. Albouy *, de décrire directement la
correspondance entre éléments de S? x S? et mouvements Kepleriens
(i.e. orbites du flot) dans ¥, (figure 9) :

on commence par identifier S? & la sphére de R3 de centre 0 et de

diamétre égal & la valeur maximale G, de G =|C| sur Zx. A un couple
(z,y) € S? x §%, z # y, on fait correspondre I'unique mouvement dont

le moment cinétique C soit égal au vecteur zy et la direction du périhélie
donnée, lorsque z # y (orbites non circulaires), par le vecteur joignant
0 au point ou le segment [zy] perce le plan de 'orbite . Si z = y, le
mouvement correspondant aboutit & une collision suivant la demi-droite

qui a constaté par la suite qu'elle se trouvait déja exposée en appendice dans le livre
“Linear and regular celestial mechanics” de Stiefel et Scheifele.
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covel aives

Figure 9

Oz (C=0) et sa régularisation est un aller-retour sur un segment de
cette méme demi-droite. On notera que Lellipse associée au couple (z,y)
s’obtient encore, & translation et rotation de 7 /2 pres, par projection sur
le plan médiateur du segment [z,y], du grand cercle orthogonal & Oz
dans la spheére de rayon a.

L'ensemble (D) des mouvements (orbites) descriptibles dans les coor-
données de Delaunay est difféomorphe au produit T? x int(Ap) d'un
tore de dimension deux (paramétré par les angles g et 8) par l'intérieur
du triangle Ay image de l'application (G, ©) de T dans R? (figure 10).

= A

\
‘& al?cu\'ieli
a

edhef A 4

» ﬁ) ddreckes

[ALVN

‘ cienlasres Vv erh zolan
colldge - G‘{ -
e ¢ cuuRadres Mi\'-w?udef
Ycl\’ia?a.*:
Figure 10
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L’équation de A} est manifestement

0<[0|<G.

Quant au complémentaire de (D) dans S? x S2, c’est la réunion de trois
spheres de dimension deux:
() celle des orbites circulaires

S?ir = {(x,y)652x52’ :L'=—y},

(4¢) celle des orbites horizontales
S = {(z,y) €S5*x S?% zy vertical} ,
(742) celle des collisions
Seat = {(z,¥) € $* x 8%, = =y},
qui vérifient manifestement

2 2 2 2 ~ 0 o2 2 ~ ol
Scir n Scol - @’ Scir N Shor =S ’ Shar n Scol =S

(la sphére de dimension zéro S° correspond aux deux orbites circulaires

horizontales et celle de dimension un S! au “cercle” des orbites hori-

zontales de collision).

Il n’est pas difficile de voir que le complémentaire de la réunion de ces
trois sphéres dans S? x S? est difféomorphe & T? x R2:

1) L’application

m:5Tx8§*-8% — §?

ir
qui a un couple (z,y) de points non antipodaux de S? associe le mi-
lieu 7(z,y) de P'unique arc aigu qu'ils définissent est une fibration iso-
morphe au fibré tangent en boules ouvertes T3S? de S2. En effet,
I'image réciproque 7 ~!(z) d’un point z de $? s’identifie canoniquement
a ’hémisphere ouvert centré sur z (z et m(z,y) suffisent & définir Y¥);
enfin, cet hémisphére est en correspondance naturelle avec 1’ensemble
des vecteurs de longueur strictement inférieure & 1 tangents en z & S2
(figure 11).

2) Le complémentaire de S?,; dans S x S — S%_ s'identifie alors
au complémentaire de la section nulle du fibré 7,52, naturellement
difféomorphe au produit T} §? x R & SO(3) x R (T} S? est le fibré tangent
unitaire, sous-espace de T'S? formé des vecteurs tangents de longueur 1.
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Figure 11

3) Enlever la sphére S2__, revient alors a prendre le complémentaire,
dans TyS? privé de sa section nulle, de I’ensemble des vecteurs verti-
caux tangents & S? aux points du cercle horizontal, ou encore le produit
par R du complémentaire dans T} 52 de I’ensemble des vecteurs verti-
caux de longueur 1 tangents & S? aux points du cercle horizontal. Ce
dernier ensemble, complémentaire dans SO(3) de deux cercles enlacés est
difféomorphe au produit 72 x R: on peut le voir directement ou encore
remarquer qu’aprés rotation de 3 des vecteurs dans leurs plans tangents
respectifs, il devient le complémentaire dans T} S5? des deux orbites du
flot géodésique de la sphére ronde 52 qui correspondent & un méme grand
cercle parcouru dans les deux sens - autrement dit le complémentaire des
orbites circulaires dans une surface d’énergie régularisée du probléme de
Képler dans le plan, qu’on peut paramétrer par l’analogue plan des co-
ordonnées de Delaunay G, 1, g.

Remarque: La possibilité de choisir de maniére canonique (en par-
ticulier continue) un point privilégié (périhélie ou aphélie*) sur chaque
orbite non circulaire montre qu'au-dessus de S? x S% — 5%, I'application
qui & un point de la surface d’énergie régularisée fait correspondre son
orbite sous le flot de Képler régularisé est une fibration triviale: elle
posséde en effet une “section”, difféomorphe & §? x §? — 5%, = Ty s?,
qui coupe chaque fibre (orbite du flot) en un seul point. L’adhérence de
cette section dans la surface d'énergie régularisée s’obtient en ajoutant
la réunion (difféomorphe & SO(3)) de toutes les orbites circulaires: on

obtient T, 52, fibré en boules fermées tangent a S 2 dont le bord 7,5 est

Nous faisons le choix du p&f inelie qui al’avantage de conduire & une section contenant

la sphére des collisions.
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bien difféomorphe a SO(3). C’est 'analogue de ’anneau de section de
Poincaré dans le probleme de Képler plan. Dans ce dernier cas, T!S*
est remplacé par T'S? = S0O(3), et T.5? par T,S! = S x[0,1].
Notons que, aussi bien dans ’espace que dans le plan, 'application de
premier retour sur la “surface de section” est 'identité (figure 12 dans
le cas plan aprés passage au revétement a deux feuillets S de SO(3)
ou elle devient la rotation de 7 de l'anneau 7, S*. Pour de plus amples
détails on se reportera au cours de A. Chenciner Le probléme de la lune
et la théorie des systémes dynamiques a I’Université Paris VII, basé sur

la thése de C. Conley).

othite cdreu lawve

e K‘rorau‘dd-c_,

Qﬁ&t ":‘\: orbike  cireddasre
N b e cte
colltdons

\\

Anvean de Cechion T PoMcave ) rewcadtre’ traugrerra lewen b

pov Ry ovhites = btla.uuu.} (V-e. naw crauladres )

Figure 12
Remarque. G et g forment un systéme de coordonnées globales dans

’anneau de section du probléme plan. Dans I’espace au contraire, nous
avons vu que G, 0, g, ne permettent de décrire qu’une partie de T, S2,
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Intégration du probléme de Kepler par la méthode de

Hamilton-Jacobi : Corrections

page 1 Dauns Iintroduction on note que, dans son traité de Mécanique
Céleste en 1888, Tisserand utilisait la méthode de Hamilton-Jacobi pour
obtenir les coordonnées de Delaunay. Tl faut préciser que la these de
Tisserand, qui date de 1868, porte le titre suivant : Eaposition, d’apres
les principes de Jacobi, de la méthode suivie par M. Delaunay dans sa
théorie du mouvement de la lune autour de la terre; extension de cette
méthode.

page 1 La véritable justification du choix m = % vient de
Putilisation des coordonnées héliocentriques canoniques dans le probleme
des 1 + n corps (voir le compte-rendu “séries de Lindstedt”, début de
Pappendice 2).

Remarque : afin de ne pas utiliser deux fois la lettre G, il est préférable
de noter v la constante universelle de gravitation. 51 on ne désire pas
Pégaler a 1, il faudra remplacer partout m VM par, Jm-w/j\z ; en parti-
culier, L, G,0, A, H, Z sont multipliés par .\ﬁ, et £,m,p,q Par A

page 7 Noter que 'inclinaison ¢ varie de 0 & 7.
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25 février 1988

LES VARIABLES DE POINCARE
ET LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE

J. Laskar
SCMC du Bureau des Longitudes, 77 Av. Denfert-Rochereau, 75014 Paris

Introduction. Cet exposé se rapporte au chapitre I des Méthodes Nouvelles. Cepen-
dant, quand Poincaré écrit les Méthodes Nouvelles, il s’adresse & des lecteurs qui con-
naissent la mécanique céleste classique de I’époque, et en particulier le livre de Tisserand
(Traité de Mécanique Céleste, Gauthier-Villars, Paris 1889), paru quelques temps au-
paravant. C’est pourquoi sans doute le premier chapitre est aussi elliptique. Poincaré
comblera cette lacune plus de dix ans plus tard en écrivant les Legons de Mécanique
Céleste qui reste aujourd’hui encore pour les astronomes un ouvrage fondamental dans
’apprentissage de la mécanique céleste. Le présent exposé couvre du matériel qui se
trouve en grande partie dans les Legons (Chapitres I-IV du tome I pour les sections
(1-3), lére partie du tome II pour la section 5). J'espére qu'il apportera pour certains
une meilleure compréhension de la partie "astronomique” des Méthodes Nouvelles.

Dans le premier chapitre des Méthodes Nouvelles, Poincaré introduit les variables dont
il va se servir par la suite. Il recherche principalement un ensemble de variables canon-
iques régulieres pour le probléme des trois corps. Un tel systéme lui sera donné par
des éléments elliptiques dérivés des variables de Delaunay, dans un systéme de coor-
données de Jacobi. Ce n’est pas le seul systéme possible, et Poincaré introduira plus
tard le systéme de coordonnées appelées ici "héliocentriques canoniques” (Poincaré,
1896, CRAS 123, 1031-1035 , Bull. Astron. 14, 53-67 1897 , Legons, Chapitre II).
En plus de ces deux systémes de coordonnées, les équations du mouvement s'écrivent
naturellement sous forme canonique dans tout repére galiléen (repére en translation
uniforme ).

Nous allons regarder la forme des équations du mouvement dans les trois systemes de
coordonnées : Barycentriques, Héliocentriques ou Jacobi. Dans chacun des cas, on
mettra le probléme des (n + 1)-corps sous la forme hamiltoniennne de problémes de
2 corps perturbés. On cherche plus particuliérement & savoir dans quel systéme de
coordonnées 1’écriture des équations du mouvement des planétes est la plus simple.
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Nous nous plagons ici résolument dans le cadre de la mécanique céleste appliquée et
nous ferons explicitement une grande partie des calculs.

1. REPERE BARYCENTRIQUE

1.1 Equations du mouvement

Soit Py, Py, ..., Py n+1 corps en interaction gravitationelle, de masses mq, m,, ... s Man,
et soit Go leur barycentre. On se place dans le repére barycentrique d’origine Gy et on

pose pour tout corps P;, u; = Cﬁ’: Les équations de Newton forment un systéme
différentiel d’ordre 6(n + 1) et s’écrivent pour tout ¢

dzu,- u; — uy
J#i J
avec A;; = |lu; — uj|, et G la constante de gravitation, soit encore pour tout :
dzu,- u; — u;
= - . 2
dt* GZ TITAT, (12)
J#i i

On passe aisément & la formulation Hamiltonienne. Soit le potentiel

mim;
U=-G —_— 1.3
2 A, (13
0<i<y
L’énergie cinétique du systéme est donnée par
1 n
T = —2-Zm,- [0 )2 (1.4)
1=0

les quantités de mouvement généralisées, o variables conjuguées des variables de posi-
tion u; sont alors

u; = m;u; (1.5)

et I’énergie cinétique du systéme devient

(1.6)



Le Hamiltonien du systéme est alors

F=T+U (1.7)
Les équations du mouvement
dzu,-
m,'—(-i-tz— = gradu'. U (18)

peuvent s’écrire sous forme Hamiltonienne

du; di;
v gradm F, = = —grad, F' (1.9)

1.2 Perturbation d’un systéme intégrable

Dans le formalisme hamiltonien, on posera F' = Fy+Fj avec Fy = Ty+Up un hamiltonien
intégrable, et F; = Ty + U, une perturbation. Dans le cas du systéme solaire, on veut
que le rapport entre la perturbation F et le hamiltonien non perturbé Fy soit de I’ordre
des masses planétaires. Ceci laisse une grande liberté de choix pour Fp et Fj. On peut
poser

u; 1 a
Z 2 T = [EE
mg 2 my

i=1
m; mJ

=_szmo

1=1 0<i<y J =1

1
Zo—, - —] (1.10)

ug

Pour tout - # 0, on peut aussi écrire les équations du second ordre comme un systéme
intégrable perturbé

d?u; Gm 1 1
= d, — d,. — d,.G —_——— 1.11
dt? 8rau; + S ; Aij + gracu, mmo Aoi Ui} ( )
Dans ce cas
Gm; 1 1
R; = I 4+Gmy|— — — 1.12

est appelé la fonction perturbatrice. Le passage de la formulation hamiltonienne (1.9-
10) aux équations de second ordre (1.11) est trés simple. Ce ne sera pas le cas dans la
formulation héliocentrique.



Remarque Le probléme non perturbé du corps P; est le mouvement keplerien d’un
corps de masse m; attiré par un centre fixe de masse mg placé au centre de gravité du
systéme. Dans le systéme non perturbé, le soleil est supposé fixe, placé au centre de
gravité du systéme.

1.3 Réduction du centre de masse

Dans tout repere galiléeen, le mouvement du centre de masse est rectiligne et uniforme.
En effet, par un calcul immédiat, on trouve que

n
) ;= Cte (1.13)
=0
ce qui donne trois intégrales premiéres du mouvement par projection sur les trois axes
de coordonnées. Dans le repere barycentrique, on a

im;u; =0, zn:fl,' =0 (1.14)

i=0 i=0
On obtient ainsi 6 relations qui permettent d’abaisser de 6 1’ordre du systéme (1.9). Le
principal inconvénient de cette formulation est que ces relations apparaissent comme
des relations supplémentaires. La réduction est possible, mais elle n’a pas été effectuée
sur les équations du mouvement. Elle le sera effectivement en passant aux coordonnées
héliocentriques (section 2) ol aux coordonnées de Jacobi (section 3).

1.4 Réduction du moment cinétique

On a en plus trois intégrales provenant de la conservation du moment cinétique total
du systéme de n + 1 points (On montre que ces intégrales ne sont pas en involution,
et le moment cinétique ne fournit en fait que 2 intégrales premiéres en involution). Le
mornent cinétique G est égal a

G=) muAl (1.15)
1=0
soit dans les variables canoniques
G=Zu;/\ﬁ; (1'16)

=0

La constance du moment cinétique résulte directement du fait que la force est centrale
(calcul simple). Soit alors la transformation linéaire
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(ri) = A(w), (%)= B() (1.17)

Zr,‘/\f',' =Z(Za,’jb,'k)uj/\ﬁk (1.18)
Gk

On a

1=0

S la transformation considérée est canonique, on a *AB =1 et Y-, aijbix = 65 soit

n n
ng/\f',‘ =Zu,-/\i'1,- (1.19)
1=0 1=0
Les transformations canoniques (1.17) conservent donc la forme de I'intégrale du mo-
ment cinétique. Les deux intégrales premiéres du moment cinétique en involution per-
mettent d’abaisser de 4 P'ordre du systéme. Cette réduction sera faite explicitement
dans la section 6.

2. REPERE HELIOCENTRIQUE

Les relations (1.14) permettent de réduire le systéme (1.2) d’ordre 6(n + 1) a 'ordre
6n. Cette réduction est effectivement faite en utilisant les coordonnées héliocentriques.
Ces coordonnées ont été naturellement adoptées par les astronomes depuis I’ époque de
Laplace, mais les coordonnées héliocentriques des astronomes (r;, I;) ne forment pas un
systéme de variables canoniques. Ceci conduit Poincaré a présenter en 1896 le systeme de
variables que nous allons appeler "héliocentrique canonique”. Ces variables présentent
de nombreux avantages (expression trés simple de la fonction perturbatrice, prozimité
des variables héliocentriques des astronomes), mais il ne semble pas que ce systéme de
variables ait été utilisé jusqu’a présent dans la construction de théories planétaires.

2.1.Les équations du second ordre

Ce sont les équations utilisées classiquement par les astronomes, qui correspondent &
I'utilisation des variables héliocentriques non canoniques citées plus haut (ri,r;). Les
équations du second ordre se déduisent aisément des équations barycentriques du second
ordre (1.2) & I’aide des relations (1.14) sur les coordonnéees. Si r; désigne le vecteur

——
héliocentrique de P; (r; = Py F;), on a
r; =Uu; — Up (21)

On obtient alors

dt? rs

2y AT . .
d*r; _ _G(mo + mi)r; 3 Zij (r, -r. B %) (22)



T e s e e S

Soit encore pour chaque corps P iz1 n.

d? i G i i r;
S = grad,, M +grad,, 3 Gmj(— - 20 (2.3)
r

1
dt? r N
-’ J#i H

Variables Héliocentrique canoniques

On pose en plus ry = uy. En notation matricielle, on obtient pour le changement de

coordonnées
[ ro ] [ 1 00 ... 0 O- [ Uy ] [ ug ]
r; -1 1 0 ... 00 u; Uy
s -1 01 ... 00 Usp U2
=4 L L. . | =4 | . (2.4)
Fn-1i -1 0 0 ... 1 0 Up—-1 Up—1
rn J -1 0 0 ... 0 1J U, u, _]
avec pour transformation inverse
[ w | 100 ... 0 0][ r | [ o ]
u; 1 10 ... 00 r r
u, 1 01 ... 00 rp rp
=1. . . . .. .| =4 | (2:5)
U, 1 00 ... .10 Ln-1 ) |
u, 1 00 ... 01 r'n J rn _‘

Cette transformation linéaire se prolonge aisément en une transformation canonique

(u,-, ﬁ,‘) — (r,-,i",-) = (AHu,',tAEIﬁ,-) (2.6)
soit
o~ 1T ~ 7 .
Ty (1 11 ... 11 ug g
r 010 ...00 u; -
) 0 1 ... 00 Uz U,
=1, . . =aE (27)
Fpno1 0 0 0 10 Un—1 Up—1
£, 0 0 0 0 1) | @, | i,
L . L - L 4




La réduction du centre de masse (1.14) donne alors fo = 0 et

ﬁo=—f‘1—ig—...'—l‘n, ﬁ,’-—:i:,' (2=1,n) (28)

L’énergie cinétique T est donnée par

13 1821 |lf'1+i‘2+...+i-n||2
T=- -
2; my + 2 myo

Soit encore

1< 11 Fi-Fj
T=§lei‘,~||2 {T—n:+r—n;} + ) B (2.10)

i=1 o<i<j Mo

Le potentiel s’obtient aussi facilement et on a

mim; " mom;
U=-G Y, —_AuJ -G; ‘;‘_

0<i<y

avec Agj = ||ri — rjl| (2.11)

Le systéme canonique engendré par cet hamiltonien fournit donc

dr; ! 1 T;
_(_;;— = grad; F = grad;, T =T ‘:— . ‘—] + Z =L (2.12)

La dérivée du vecteur position (I;) n'est pas ici proportionnelle aux moments généralisés
(%), contrairement & ce qui se passe dans les coordonnées barycentriques ou dans les
coordonnés de Jacobi (voir la section 3). Ceci implique que l'orbite osculatrice qui sera
définie 3 partir des variables (r;, Fi) (voir section 6.4) n'est plus tangente 2 la trajectoire
du corps P;. Comme l'a souligné Poincaré, ceci ne présente pas de réel inconvénient
dans 1’élaboration de théories planétaires ol les orbites dites osculatrice ne sont en fait
que des intermédiaires dans le calcul, mais il est possible que cela soit responsable de la
désaffectation de ce systéme de variables par les astronomes. On aura encore

dr; r; —rj Ti
= = —grad, F = —grad, /U = —GZ mimm;j— 5= Gmom,--ﬁ (2.13)
J#i 1) t
et si on passe aux équations du second ordre
d*r; 11 1
Y = —|—+4 —|grad, U - —grad_ U 2.14
et on retrouve les formules (2.2) en faisant attention aux calculs.
d’r; 1 1 r;—T; r;
proale -G [';7: = Tn_o] (Zj#imth_z?;— + mom;;?-)

. (2.15)
_ o _ ' r,- — Tk _rj
G—mo 2 (Ek¢1 MMk =RT + mom:;};)



ceci se calcule en remarquant d’'abord que
q

Zijmk l‘jA'; Tk = ijm,-rjA_suri (2.16)

il reste alors

d*r; r,—r; r; r;

2.3.Expression du moment cinétique

L’expression de l'intégrale des aires est conservée par la transformation canonique
(2.6). On a donc

G=) rAf (2.18)
1=0
comme ici g = 0, on obtient
G= Zr,- AT (2.19)
=1

2.4.Perturbation d’un systéme intégrable

De méme que dans la section (1.3), on peut écrire maintenant le hamiltonien F = T+ U
du systéme comme la somme d’un hamiltonien Fy = To 4+ Uy d’une somme de problémes
de 2 corps, et d'une perturbation F; = T} + U;. On posera ici

R B | 1 T« F;
Ty == Pl=+=|, z= 2.2
N T 220

=1 0<i<y
_ - mMom; _ mim;
Uy = —GZ o U, =-G Z A, (2.21)
=1 0<$<J

Les équations du probléme non perturbé sont définies par le hamiltonien Fy = T + Uy,
ce qui donne pour le systéme du second ordre
d? r; r;

v —-G(mg + mi):; (2.22)
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Le mouvement non perturbé est une somme de mouvements kepleriens d’une planéte de
masse m; autour du soleil de masse mo. On peut aussi I'interpréter comme le mouvement

Mot

keplerien de corps de masse autour d’une centre fixe de masse mg + m;. On
P 0 1

mo + M
remarque que Fy a une forme particuliérement simple et symétrique. Il est alors tres
intéressant de se placer dans ces variables pour la construction de théories planétaires.

3. COORDONNEES DE JACOBI

Les coordonnées de Jacobi permettent aussi d’avoir une formulation hamiltonienne du
systéme tout en conservant le bénéfice de la réduction & l'ordre 6n. Elles ont étées
introduites par Jacobi pour effectuer la réduction du probléme des trois corps, puis
développées par Radau. Ce sont les variables classiquement utilisées pour mettre le
probléme sous forme canonique. Le principe consiste & repérer chaque corps P; par
rapport au barycentre Gi_1 des i corps Py,...,Pi—1 précédents (Fig.1). Ce systeme
présente des inconvénients d’utilisation pratique et il est surtout utilisé dans les études
du probléme des trois corps (Il est difficile d'introduire un nouveau corps et la fonction
perturbatrice est développée en puissance des masses).

P3
Po
131
Go
Gy
0
Fig. 1. Coordonnées de Jacobi
3.1. Les coordonnées de Jacobi
Soit
E
Uk = Zm,-, (k= 1,n) (3.1)
=0



Le changement de coordonnées barycentrique (u;) aux coordonnées de Jacobi (vi) est

défini par

Vo
Vi

\§

Avec pour transformation inverse

o

U

mo my ma Mn-1
HUn Un Hn Hn
- 1 0 . 0
Ho
__1n __m 1 0
B1 1
mo —_mi —.m2 . 1
Hn-2 Hn-2 HBn-=2
mgo __my __m3 _Mn-3
Hn—1 Bn-1 Bn-1 ‘ Bn-1
1 - —m2 ~Mn-1 _my
p2 Bt #n
1 &O_ _m _mn-l _mn
B K2 Hn-1 Bn
1 0 Ky —Dn=t _mg
H2 e Hn-1 Bn
Kn =2 _m
1 0 0. ozl s
1 0 0 .. 0 fo=t
Hn

- O

o oiF

Vo

Vi

Cette transformation linéaire se prolonge en une transformation canonique

soit

u;, ;) — (v, v;) = A]u;,tA—lﬁ,'
> J

1 1 1
_m o 0
H1 B
P (. L £s1
H2 B2 K2
Mp—1 __Mmn _Mmn_y
Hn-1 Bn-1 Hn-1
— Mg — Mg LY
Un HBn Bn

Bn-2
Bn-1

—ma
Kn

.

0

En—!
Bn

‘A

Les équations du centre de masse (1.14) donnent alors pour tout temps

10

Vi

Va2

Ug
u;

u?

Up—g

(3.2)

(3.3)

(3.4)




On peut donner aussi les expressions des variables de Jacobi en fonction des variables

héliocentriques

( vy =n

vy =r; — miT1/p1

{ vz =r3—(mr1 + mara)/ 2

L Vo =Fn — (mlrl +-- mn—lrn—l)/lln—l

Ceci s'inverse aisément et donne

(T =V3

my
rp =vy + —Vi

1251
m2 my

‘ r3 =vs + —V3 + —vVvi
[7%) 731
Mnp-1 ma

L n =Vn + Vap-1+ 4+ —vy +—V)
Hn—-1 K2 H1

3.2 Energie cinétique en variables de Jacobi

(3.7)

(3.8)

L’énergie cinétique en fonction des variables barycentriques est donnée en (1.6). Ona

pour tout 0 < k < n

d’ou

2
e 1 Vi
T = — A

n o2 VeV v
Em R M D ) D

sk Hi-t 0 ivjok Pim1HI-L i>k Hi-1

Les deux derniers termes se détruisent et on obtient

soit finalement, comme Vo =0

11

(3.9)

(3.10)
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-~

n
T = H Vi (3.12)
& pi-1mi

Les moments généralisés ¥; sont maintenant proportionels aux v;

¥ = %m,«n (3.13)

3.3 Calcul de I’énergie potentielle

Le calcul de I’énergie potentielle est plus compliqué. Il est exposé dans les Legons de
Mécanique Céleste dans le cas du probléme des 3 corps. En fait, prendre le cas général
simplifie plutét ’exposé. On rappelle que le potentiel est

v=-cy (3.14)
ij

i<j A

La difficulté est que maintenant les distances mutuelles A;; ne s’expriment plus sim-
plement en fonction des coordonnées v;. Il ne faut pas oublier d’autre part qu'on veut
obtenir une séparation du probléme en un probéme intégrable et une perturbation de
l'ordre des masses. Dans le cas des variables de Jacobi, ’examen direct de ’expression
du potentiel ne permet pas d’effectuer cette séparation. On va donc isoler artificielle-
ment la partie du potentiel qui correspond au potentiel d’une somme de problemes de
2 corps d’énergie cinétique (3.12).

Le probléme "naturel” non perturbé en variables de Jacobi est le probléme & deux corps
de m; attiré par la masse u;—; placé au centre de masse G;_; de mg, m;,..., m;_;. Ceci
correspond au potentiel

T hs—
e hdaluiind (3.15)
Ui
avec pour énergie cinétique
1 .
LR (3.16)
2 mipi—1
L’ équation du second ordre de chaque corps non perturbé est alors
d2V,' vV
prab G(m; + #i—-l)g (3-17)
On écrit donc le potentiel sous la forme
U=Uy+U; (318)
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avec

n
M-
Up==-GY —-=
=1 '

(3.19)

U, =G i\mimq Y mim;

i=1 Vi 0<i<j Ai_j

Comme pi—1 = 2j<i m;, on a encore
1 1
Ul = G Z .m;mj ‘:;: - Z:—:\ (320)
0<i<j J

Soit, si on cherche & faire apparaitre ||vi — vl

1 1 1 1
0= 6 Saeymons [ = gt ] +0 Boessmims [ty = 35

1 1
+G T amom: [+ - -]

(3.21)
Le premier terme de (3.21) s'appelle la partie principale, et la somme des deux autre la
partie complémentaire. Contrairement aux cas précédents, on n’obtient pas ici des
expressions simples de 'inverse de la distance, et le calcul analytique nécessite un
développement de Taylor de la partie complémentaire en fonction des masses planétaires.
On va effectuer ici ce développement & l’ordre 2 des masses planétaires. On néglige donc

ici le deuxiéme terme qui est d’ordre 3 par rapport aux masses. Ona

Ao = |lvi + 3 v, (3.22)

On rappelle que

(J;y__x%x (3.23)
xi/) X '

On aura alors, en effectuant le développement de Taylor de l'inverse de la distance Ao;

1 _l_ m; Vi Vj
Boi  vi ST MY

+ o(m) (3.24)

Donc, aux termes d’ordre 3 par rapport aux masses pres, le troisiéme terme de (3.21)
se réduit a
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n
m . v~ . v .
GZX:mom,'—’.7 : 3 J (3.25)
i=2 j<i i Vi
Comme mg = py; + o(m), aux termes d’ordre 3 pres, (3.25) se réduit &
G > mimj——a? (3.26)
0<j<i vi
L’expression finale de U; limité aux termes d’ordre 2 est alors
1 Vi-V; 1 )
Uy=G ) mmj|—+—2— + o(m?) (3.27)
0<5<i viy [vi =il

On retrouve une expression comparable aux expressions dans les autres systémes de
variables (1.10) et (2.22), mais ici on n’a pas une expression exacte, et on s’est limité
aux termes d’ordre 2 par rapport aux masses. C’est a ce développement que Poincaré
fait allusion quand il écrit dans les Méthodes Nouvelles I’expression du hamiltonien sous
la forme

Fy est la partie non perturbé du hamiltonien correspondant & une somme de problémes
de 2 corps. Elle est d’ordre 1 par rapport aux masses planétaires. uF) est la partie
d’ordre 2 par rapport aux masses, et c’est pour cela qu’apparait devant un facteur fictif
p de 'ordre des masses. Le terme suivant serait un terme en p?F;, mais il n'est jamais
considéré par Poincaré, et les développements (3.21-27) montrent que les choses vont
se compliquer singulierement si on veut calculer les ordres supérieurs. Il faut remarquer
cependant, que si on se place dans les variables héliocentriques canoniques de la section
2, on a seulement

F=Fy+uF (3.29)

Et quasiment rien par ailleurs n’est changé. On n’a donc nullement besoin de considérer
les termes p?F; + ... de (3.28).

4. VARIABLES ELLIPTIQUES DE POINCARE

Nous disposons maintenant de systémes de variables canoniques rectangulaires (section
2, 3) dans lesquels la réduction du centre de masse a été effectuée. Dans beaucoup de
problémes on peut mettre le systéme sous la forme d’une somme de plusieurs problémes
de 2 corps perturbés (1.10, 2.20-21, 3.19). On peut alors appliquer la méthode de
variation des constantes de Lagrange. Dans le systéme non perturbé, les corps décrivent
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des ellipses Keplériennes fixes. Avec les perturbations, ces ellipses vont varier lentement
dans le temps. On utilise alors comme variables les éléments elliptiques qui sont fixes
dans le mouvement non troublé. Comme on veut conserver la forme hamiltonienne des
équations, on recherche un changement de variables canonique ol les nouvelles variables
sont constantes dans le mouvement keplerien non perturbé. Un tel systéeme de variable
est donné par la résolution du probléme des 2 corps par la méthode de Hamilton-Jacobi
(Voir I'exposé de A. Chenciner).

4.1 Les variables elliptiques de Poincaré

On considére le mouvement Képlérien d'un corps de masse m attiré par un centre fixe
de masse y suivant la loi

= —p- (4.1)
7 = .”7,3 .

Un systéme de variables canoniques est (r,F), avec T = mr. Avec ces variables, le
hamiltonien du systéme est

Y sidle (4.2)

Par la méthode de Hamilton-Jacobi, on obtient un changement de variable canonique *

(r,F) — (mL,mG,m0,l, g,9) (4.3)
o L,G,0,1,9,8 sont les variables de Delaunay

L= ./ua

G = Jpa(l —€?)

O = Gcosi = /pa(l — e?)cosi (4.4)
(anomalie moyenne)

(argument du périgée)

(longitude du nceud)

e ~
L
:OEE

Dans ces variables, le hamiltonien F' devient

2
pum u'm
F= e = (£3)

Dans son exposé, A. Chenciner utilise comme notations L, G, © alors que nous utilisons
mL,mG, mO ici pour désigner les variables conjuguées de [, g, 8. De plus, le changement
dans 'ordre des variables entraine un changement de signe du hamiltonien.
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Le hamiltonien ne dépend alors que de la variable L. Toutes les variables sont donc
constantes, sauf ’anomalie moyenne, I, pour qui on a
dl OF u*m

- - IF (Lot de Kepler) (4.6)

Si on utilise les variables (4.4), les équations du mouvement troublé (2.20-21) s’écrivent

a __10f+h) d _ 10FR 4§ _  10F
i m 9L ' dt modG d moo

4.7
a_ om d6_ oR o _ on 7
mE T o a - o Mae T o8

Ces équations sont équivalentes aux équations de Lagrange utilisées dans les variables
non-canoniques classiques des théories planétaires. Les variables (4.4) présentent des
inconvénients dans le cas des théories planétaires ou les excentricités et inclinaisons
sont faibles. En effet, on voudra développer le hamiltonien perturbateur Fj en fonction
des excentricités et inclinaisons, considérés comme petits parametres. Poincaré effectue
alors une premiére transformation canonique sur les variables de Delaunay pour ramener
G et © & des variables de I'ordre de ’excentricité et de I'inclinaison. Il pose

A= mL
H=mL-mG =m/pa(l—+1-e¢e?) (4.8)
Z=mG-m0O =my/pa(l —e?)(1— cosi)

Ce changement linéaire sur les coordonnées se prolonge aisément en une transformation
canonique en posant

A=1l4+g+86 longitude moyenne

h=-g—0 (=-w) (- longitude du périhélie) (4.9)

¢= -6 (=-9Q) (- longitude du nceud)
Ces variables présentent encore le méme inconvénient que les coordonnées polaires :
elles ne sont pas régulieres pour les excentricités et inclinaisons nulles. Poincaré effectue
alors un deuxieme changement de variable canonique et obtient les variables

A =m,/pa

A

¢ =v2Hcosh= V2AV/1-V1—-¢€’cosw

n =V2Hsinh = - V2AV/1-+y/1—e’sinw (4.10)
p =vV2Zcos( = \/2A\/\/1 —e2(1 — cost) cos 2

g =V2Zsin( = —'\/2A\/\/1.—62(1—cosi)sinQ

16



On obtient alors un systéme de variables canoniques, petites aux faibles excentricités et
inclinaisons, et réguliéres pour les excentricités et inclinaisons nulles.

4.2. Rapport entre les variables de Poincaré et les variables classiques des
astronomes

Les variables (4.10) forment un systéme de variables canoniques bien adapté a 1’élabora-
tion de théories planétaires. Les astronomes utilisent classiquement un autre systéme de
variables présentant les mémes caractéristiques de régularité, mais non canonique. A des
variantes mineures prés, on peut considérer qu'elles ont été introduites par Laplace dans
I’étude des variations séculaires des planétes. La variante que nous utilisons aujourd'hui
au Bureau des Longitudes consiste a utiliser, en dehors de la longitude moyenne A et
du demi-grand axe, a les variables elliptiques

Lt
k=cecosw q=sm§cosQ

h=esinw p=sin-12-sinQ (4.11)

On préfére aussi souvent utiliser les notations complexes

z=k+ih =¢E®

L 4.12
C=q--l-ip=sin%E'n (412)

On évitera de confondre la variable ¢ définie ici avec le ¢ de Poincaré (4.9).

Dans ces variables, on connait bien le développement de la fonction perturbatrice Fj.
De plus, la longue expérience des astronomes a montré qu'elles sont bien adaptées a
I’étude des mouvements planétaires. Elles sont proche des variables de Poincaré (4.10),
et on va établir les formules de conversion entre les variables (4.12) et les variables de
Poincaré (4.10)

On effectue d’abord une nouvelle transformation canonique sur les variables de Poincaré
pour obtenir une formulation complexe similaire a (4.12). On utilise la transformation
canonique

1 . : .
(a,b) — (—\/—5(0. —1b), —E(a + zb)) (4.13)

On obtient alors les nouvelles variables complexes (z, —iZ,y, —ij) définies par
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x=%(f—-in)=\/x 1-V1-e2E"

(4.14)
1
y = ——\/—é(p —1q) =\/K\/\/ 1 —e?(1 —cosi) EY
On a les développements
v/ (1 — cost) =\/§siné
1 1
vV 1- 62 =1 - 562 — -8'64 + 0(64)
i 7 (4.15)
V1-v1-e? —7[1 +-e? + 12864 + o(e))
1 3
(1- 2)1/4 =1- 262 - -3—2-6 * +o(et)
On obtient alors les relations
A 1
z= \/:z(l + —zZ 4+ m(.zz)2 + o(e4))
(4.16)

y= VIK((L~ 722 = (37 + o{e")

Les relations entre les variables de Poincaré et les variables classiques des théories plané-
taires (4.12) sont donc tres simples. La variable z joue exactement le méme réle que la
variable z, et la variable y le méme réle que la variable (. Le passage d’un sytéme de
variables a l'autre ne changera pas la forme de la fonction perturbatrice. Les relations
de parité et les relations de d’Alembert (voir section 6) seront conservées. Ceci montre
que ’on a tout intérét a utiliser les variables de Poincaré (4.14). L’idéal étant alors de
les utiliser dans le repere héliocentrique canonique de la section 2 (du moins pour les
théories planétaires).

5. LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE

Dans les sections (1,2,3), on a exprimé le probléme des n 4+ 1 corps sous la forme d’une
somme de problemes de 2 corps perturbés par un hamiltonien perturbateur F;. Dans la
section 4 on a trouvé un systeme de variables canoniques, constantes dans le probleme
non perturbé. Il faut maintenant exprimer la fonction perturbatrice F; en fonction
des nouvelles coordonnées, c’est-a-dire en fonction des élément elliptiques de Poincaré
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(4.10). De maniére équivalente, on va exprimer la fonction perturbatrice en fonction des

¢léments elliptiques non canoniques (4.12),dela longitude moyenne A, et du demi-grand
axe a.

5.1 Développement de l'inverse de la distance

c=0+QN
c=0Q+QN

w=Q+0O+V
w=Q+0
+V

Fig. 2

Dans le calcul de la fonction perturbatrice (1.10, 2.22. 3.19), la difficulté essentielle
consiste dans le développement de l'inverse de la distance

1 1
BT (5.1)

en fonction des éléments elliptiques des planetes Pet P'. Si S désigne 'angle des rayons
vecteurs r,r' on a (Fig.2)

1

x= (r? + 1'% = 2rr' cos S)~1/2 (5.2)
soit
p=;; a=§ (53)
on a alors
% = ;1-,(1 + p? — 2pcos §)7H/? (5.4)
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Lorsque p est petit (cas du probléme de la lune perturbée par le soleil), le plus efficace
est d’effectuer un développement en série par rapport a p. On a alors immeédiatement

— =—Zp Pi(cos S)

1=0

o1 les polynémes P; sont les polyndmes de Legendre. Ce développement n’est pas utilisé
dans le cas planétaire ol p peut atteindre des valeurs élevées (0.72 pour le couple Venus-
Terre). On effectue alors un développement en fonction des excentricités et inclinaisons.

5.2 Passage au probleme plan

Une premiére réduction consiste & se ramener au probléme plan. Dans ce cas, langle
des rayons verteurs, S est tout simplement la différence des longitudes vraies w — w'.
Si on pose

U =2(cos S — cos(w — w')) (5.5)

on va pouvoir exprimer 1/A en fonction de U et de w — w'. D’autre part U sera une
quantité petite, de 'ordre du carré des inclinaisons. On pose

D? =1+ p? —2pcos(w — w') (5.6)
et on obtient alors une expression de l'inverse de la distance ol n'intervient plus S

1 1 ol
< =D 1(1 - pUD~%)71/2 (5.7)

Si la quantité pUD™2 est petite, ce qui est le cas dans le systeme solaire, on peut
développer en une série convergente

A ()

Il faut donc maintenant exprimer les puissances D~* en fonction des éléments elliptiques.
On a le développement classique en coefficients de Laplace

- = _]'Ti l)k( 1/2 ( U)kD—Zk -1 (58)
k=0

+oco
1 .
= = (1+p® —2pcos(w — w')) 7 = Z Ebiﬂ(p) cosj(w — w') (5.9)

j=—oo

Les coefficients de Laplace b’a /2 (p) s'expriment en fonction des fonctions hypergéome-
triques sous la forme
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%\%WV (,onw P

1 (8/2)j oS 5 L 1., .

5 ——(1)j*\p F(g,5+50+1Lp ) (5.10)
Le travail n'est pas fini car il nous reste 3 exprimer p et U en fonction des éléments
elliptiques. De nombreuses méthodes ont été proposées pour le calcul des coefficients de
Laplace en fonction du rapport des demi-grands axes a (Leverrier, Newcomb, ...) dans
tous les cas il s’agit d’obtenir des formules de récurrence permettant d’obtenir les coef-
ficients des puissances de o dans le développement de Taylor du coefficient de Laplace
au voisinage de o. Actuellement, avec ’apparition des ordinateurs, il semble préférable
d’effectuer un calcul direct (Abu-El-Ata and Chapront, 1975, Astron. Astrophys. 38,

57). On utilise pour cela le développement de Taylor de la fonction hypergéométrique:

bi/z(P) =

o

F(a,b,c;z +y) = Z—;o (a)(r:)(i)m (z)m Fla+m,b+m,c+m; T) (5.11)

Ce qui donne, en posant
2

2 =o? + (5 - 1) (5.12)
a
o2
une série entiére en la petite quantité ('C';g -1)
1. S p?
L) =3 @G- (519
m=0

Les qb(,{zn(a) dépendant uniquement de o.

(5/2); (3/2)m(s/2+1)m o2mti
(1); (G+Dm (Dm

34 () = F(s/2+m,s/2+m+j,j+m+1;az) (5.14)

On obtient alors pour D~*

4o o0 2
_ ; p P\ .
D=3 Y $ih(e)Er —)T(LY cosilw —w) (5.15)
j=—oco m=0 @ @
Soit aussi

400 ©© 2
D= 30 S e -y e (5.19)

j=—oc0o m=0
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5.2. Développements classiques du probléme des 2 corps

Nous avons obtenu en (5.16) un développement de D~* en fonction de a, p, E/(¥=%"),
On peut alors considérer que le travail est terminé car toutes ces quantitées s’expriment
en fonction des éléments elliptiques par les développements classiques du probléeme des 2
corps (voir tout texte classique de mécanique céleste; par exemple Brouwer et Clemence,
Methods of Celestial Mechanics, Acad. Press.,1961). Ces développements dérivent des
trois relations. |

M = E —esinFE
r
a

= l1—ecosE
(5.17)
tan 2 = (/2 tan 2
MITN T2
On aura alors par exemple
a o
-=1 2Jk(k kM .18
2 =1+ 2i(ke) cos (5.18)

k=1

ou Ji(e) est la fonction de Bessel

© 21y [ k+2;
Ji(e)=>_ EE (-2-) (5.19)

i=0

On obtient aussi de maniére plus générale, pour tous entiers n et m

4 +w
a . .
-] E™= Xp™(e) B M 5.20
(2) &= 5 xem (520)
On rappelle que v est ’anomalie vraie, donc w = v + @, A = M + w. Les coefficients

X"™(e) s'appellent les coefficients de Hansen. Ce sont des séries entitres en e, de la
k 19% 3
forme e/¥~™ F(e?), ot F(e?) est une série entiére en e?. Si on pose

§ = E(v=M) = pilw=X) (5.21)
on peut aussi écrire les relations (5.20) sous la forme
n
(;) o™ = ::: Cem 252k prika—kaa (5.22)
A2

Les coefficients C;:l’",:z sont des coefficients rationnels. A partir des relations (5.22)

on est alors capable d’exprimer p, E(*=%") ainsi que leurs puissances en fonction de
P Xp P q
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z,7,2' 7', A\, A'. On a donc bien exprimeé D™° en fonction des éléments elliptiques (4.12).
Pour terminer le travail, il ne reste plus qu'a exprimer U (5.5) en fonction des éléments
elliptiques.

5.3. Le développement de cosS

Les développements anciens sont en général exprimés en fonction de l'inclinaison mutu-
elle J des deux corps. Ceci implique une modification des équations de Lagrange car
elles ne sont plus écrites dans un repere fixe. Quand on veut traiter plusieurs corps,
au prix de développements un peu plus volumineux pour la fonction perturbatrice, il
est préférable de se placer dans un plan fixe et d’exprimer la fonction perturbatrice
en fonction des inclinaisons i,i’ par rapport a ce plan fixe. Il faut remarquer au pas-
sage que quand Poincaré évoque p.31 le développement de la fonction perturbatrice,
il suppose que les développements ont bien été faits dans ces conditions, alors qu’a
’époque, tous les développements effectués (Le Verrier, Newcomb,...) le sont en fonc-
tion de l'inclinaison mutuelle des deux corps. Il faut attendre 1’époque des ordinateurs,
par exemple (Brumberg, 1967, Bioull. Inst. Teor. Astr., XI, 2, 73) pour trouver des
développements en fonction des inclinaisons 1,4’

Les formules classiques de la trigonométrie sphérique donnent (voir Fig. 2)

J J
cos S = cos’ 5 cos((w —w') = (¢ — "))+ sin® 5 cos((w+w')— (o +0")  (5.23)

Un calcul classique (présent dans Le Verrier, 1855, Annales de L’Observatoire de Paris,
T1) utilise alors les formules de Delambre pour un triangle sphérique d’angles A4, B,C
et de cotés respectifs a, b, c.

. a B-C . A, b+c
sin — cos =sin — sin
2 2 2
a . B-C A b-c
sin — sin = cos — sin
2 2 2
| (5.24)
a B+C | A b+c
cos — oS = sin — cos —
2 2 2
e . B+C A b—c
cos — sin = cos — COS
2 2 2

Ce qui donne ici
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CJ o+ L1 i Q 1 Q
sin — co =sin — cos — — COs — sin —
in = cos — n 5 cos 5 cos cos 3 sin  cos
J o + a, . - . 7
sin — sin = sin — coS — sin ) — cos — sin — sin Q/
2 2 2 2 2
J o—o : ¢ i oy (5.25)
cos o cos =cos 5 cos o + sin 3 sin 5 cos(2 — Q)
J . o—-¢ !
cos o sin 5 = sin 3 sin 3 sin(Q - Q')
soit en notation complexe
o+ad
J ! 2 ! ?
sin —F =cos —( — cos =(’
2 2 2
, (5.26)
o—0
3 !
2 ! ! =t
cos—F = COS — COS —
2 cospeosg il

On obtient alors

. -, -, .
cos S = Re E"(w"‘”l)(cos -;- cos % +{¢')? + E““’"’“’”(cos %Z — cos %C—’)ZJ (5.27)

soit encore

U = 2(cos S = cos(w — w')) = 2Re [V 4((,¢',{, &) + B+ B((, ¢ ¢, )]

(5.28)
avec, a l’ordre 4 par rapport aux inclinaisons
A(Cs C', 61 E') =(COS —;' COs %" + EC')z -1
== (C=¢'C+20¢" + T+ ¢ = ¢ = T+ o(CH)
., . (5.29)
B(¢, ¢!, {,8") =(cos 5{ = cos =0')?
=C* + ("% =20¢" = ¢CC% + CCPT + {¢'T% - O+ o(¢H)
Si on pose ' _ '
§ = Ei=M) ona  E'Y=¢E" (5.30)
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et donc

U = Gé'Ei(’\—'\’)A(C, ¢ C—, f')+99'Ei('\+'\l)B(<, CI,C,EI) . )
LG8 BN A, ¢, 8488 BT B(C, G0 |

Le développement de 6 est un des développements classiques du probléme des deux
corps en fonction de z, 2, A (5.22).

6. REDUCTION DU PROBLEME DES N CORPS

6.1 La caractéristique de d’Alembert des séries planétaires (n°12)

Nous avons montré que l'on peut écrire la fonction perturbatrice sous la forme d'une
série de terme général

T = C(a)znzln' Eﬁzlﬁ' Cuclu'zﬁzlﬁ’ Ei(kk+k'/\') (61)

Pour un tel terme T, les astronomes appellent inégalité (kA + k'\") et caractéristique de
I'inégalité

e(T)=k+ K (6.2)

Nous pouvons aussl introduire la notion de caractéristique de monome

cM(T)=(ﬁ+ﬁ'+17+17')—(n+n'+u+u') (6.3)

Heureusement pour les astronomes, tous les termes de la forme (6.1) n’interviennent
pas dans le développement de la fonction perturbatrice. Ces termes doivent vérifier des
relations de degré et de parité mises en évidence par d’Alembert et appelées relations
de d’Alembert depuis Brown (Brown and Schook, Planetary theory, Cambridge Univ.
Press, 1933). Ces relations de d’Alembert peuvent s'exprimer en disant que dans les
termes des séries de perturbations planétaires, la caractéristique du monéme cy (T ) est
égale a la caractéristique de Vinégalité c1(T)

cm(T) = ci(T) (6.4)

Ceci se vérifie directement sur les développements du probleme des 2 corps (5.22). Il
est aussi facile de le vérifier sur les développements de U (5.31). Comme cette propriété
est conservée par multiplication et addition, elle sera vérifiée dans les séries completes.
Dans les Méthodes Nouvelles, la discussion sur les relations de d’Alembert (que bien sir
Poincaré n’appelle pas encore ainsi) est contenue dans les pages 30, 31, 32 du chapitre
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I. Dans les deux derniers paragraphes du n°12 Poincaré rappelle aussi que la fonction
perturbatrice est réelle et paire par rapport aux variables d'inclinaisons, ce qui se voit
aisément en (5.29) et (5.30).

Les changements de coordonées (4.16) permettant de passer dans les variables de Poincaré
modifiées (4.14) ne changent pas la caractéristique des mondémes. Ils ne modifient pas
non plus la parité en inclinaison. Tout ce que nous venons de dire dans les variables
non canoniques (4.12) reste donc vrai dans les variables canoniques de Poincaré.

Il faut remarquer que dans cette section 12, Poincaré ne justifie pas les relations de
d’ Alembert, mais se contente de se référer & Tisserand. Pourtant, ces relations sont
P'expression des symétries du probléme et on peut aussi en donner une vision plus
géométrique.

Prop 1: Il y a équivalence entre les relations de d’Alembert et I’invariance par rotation
autour de l'axe Oz.

dem: Par une rotation d’angle ¢ autour de Oz, a,e,i, M,w sont inchangés, et O —
4+ ¢. On aura donc aussi A — A+ ¢ et w — @ + ¢. Le terme générique T est donc
transformé en

T x Eic1(T)=cu(T)) ¢) (6.5)

Vinvariance par rotation autour de Oz de la fonction perturbatrice est donc équivalent
a ¢/(T) = cm(T). Dans le cas d'un probléme plan, ceci se traduit par le fait que
la fonction perturbatrice dépend de @ et @' uniquement par leur différence @ — w@'.

Dans le cas général, la fonction perturbatrice dépend de Q2 et ' uniquement par leur
différence 2 — Q'.

Prop 2: Il y a équivalence entre la parité en inclinaisons du développement de la
fonction perturbatrice et 'invariance par symétrie par rapport au plan Ozy.

dem: Par une symétrie par raport au plan Ozy, le noeud ascendant ) est transformé
en le noeud opposé {2 + 7, donc w — w + 7 mais M est inchangé. Les variables z sont
donc inchangées, A\ — A + 27 et { est transformé en —(. Le terme générique T est
donc transformé en

(_1)(x7+ﬁ'+v+u') T (66)

Le développement de la fonction perturbatrice est donc conservé si et seulement si le
degré total des termes en (,(, (', (" est pair.
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6.2 Réduction du probléme des trois corps (n°15)

On a vu que les symétries du probleme des trois corps se traduisent par les relations
de d’Alembert et la parité en inclinaisons dans le développement de la fonction per-
turbatrice. Ces relations permettent de réduire considérablement le nombre de termes
présents dans les séries des dévelopements planétaires. L'invariance par rotation est
aussi équivalente & la conservation du moment cinétique et on peut utiliser ces relations
de symétrie pour réduire effectivement l'ordre du systéme étudié. Ce sera surtout vrai
dans le cas du probléme des trois corps, car autrement, pour préserver la symétrie des
équations, on préférera ne pas faire de réduction et utiliser uniquement les relations de
d’Alembert dans les séries pour alléger les calculs.

Poincaré se place dans le cas des variables de J acobi. La discussion peut étre étendue
sans probléme aux variables canoniques héliocentriques. On utilisera dans les deux cas
les notations r et F pour les vecteurs position et les moments associés. Pour conserver
des notations équivalentes & celles de Poincaré, on posera pour les variables de Jacobi

momny
= , = G(mgy + ,
g mo + my H (mo +m1)
(o + ) (6.7)
' Mo T M1 )M =G
= , = +
s mo + my + m2 # (mo +ma +m2)
et pour les variables canoniques héliocentriques
momgy
= —, = G(my + ,
s mg +my 4 (mo +m)
(6.8)
S Mmoo
p mo + M2 # (mo +ma2)

Dans les deux cas, le probléme non perturbé est alors une somme de deux problemes de
deux corps de masse 3 et 3' attirés par un centre fixe de masse respective u et p'. On
peut alors utiliser tous les résultats de la section (4).

Les équations du mouvement dans les variables de Delaunay (4.4) sont données par (4.7)

il 18F dG _ 19F  d© 1 0F

dt ﬁ?l_; a9t - Boai’ dt 3_8_9_;

6.9
4 10F dg __10F db _ _10F (©)
dt ﬂaL’ dt ﬂaG’ dt B 00

et les relations correspondantes pour L', G',8',1',4',6'.
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Par ailleurs, le moment cinétique C est donné par

C=rAF+r'AF (6.10)

Fig. 3. Réduction du noeud

Soit V le vecteur dirigé suivant l'intersection des deux orbites des deux corps fictifs P
et P'. On a (Fig.3)
VC=V(rAF)+ V(' AF)=0 (6.11)

car V est dans chacun des plans (r,F) et (r/,#'). L’intersection des deux orbites reste
donc toujours dans un méme plan, orthogonal au moment cinétique C. On choisi ce
plan comme plan de référence (ce plan est appelé plan invariable ou plan de Laplace du
systéme). Les deux noeuds 8 et §' sont alors confondus.

F est de la forme F( — 6') (invariance par rotation autour de Oz). Comme § = §', F/
ne dépend ni de 4, ni de ¢'.

Les composantes du moment cinétique dans le plan orthogonal & V donnent alors

BGcosi+ B'Geosi' =C

6.12
BGsini + #'Gsint' =0 (6:12)
ou C est une constante du mouvement. Soit aussi
O+ 50 =C
(6.13)

ﬂZ(G2 - @2) — ﬂlZ(Glz _ 912)
ces deux relations permettent fournissent alors les lois de © et ©’
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C ﬂ2G2 BI'ZGQ C ﬂ12G12 ,32G2
@ — _ [ FaXi I _ .
o 2 + 2C 2Cc "’ g 2 * 2C 2C (6.14)
On a par ailleurs
. do OF
9 — 9! R »

On peut faire une variante ici par rapport a Poincaré. Le changement de variables:

O — T =40+ 50
O — ¥ =46 -0
8 — o =(0+96)/2
6 — oy =(6-6)/2

(6.16)

est canonique. Nous savons d’autre part que
p=6, ¢'=0, ¥=C

C est une constante du mouvement et le hamiltonien F' ne dépend plus alors que de
L G, g,L' G I' g'. On obtient alors un systéme hamiltonien ne possedant plus que 4
degrés de liberté .

On effectue ensuite les changements de variables canoniques analogues a (4.8) et (4.9)

A =L

H =L - 3G

N =14g (6.17)
h* = —g

puis
A =pB./pa
A*
£* =+2Hcosh* = 2A/1-+1—¢e’cosw (6.18)
n* = V2Hsinh* = — v/2AV1 - V1 —e?sinw

On peut enfin passer aux variables A, A\*, x, —iX par (4.13) avec

x = V2A\/1 - /1 - EY (6.19)
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Le systéeme Hamiltonien devient dans ces nouvelles variables

dA OF  d)\* OF dx _ OF  dx OF

d " ox' a& T oA @ oy @ T oy
d\'  OF d\* T OoF dy' .OF d¥ OF

dt ~ox* dt _ oN’ Tdt 3%’ dt . ‘ox

(6.20)

Il reste a examiner la forme de la fonction perturbatrice dans ces nouvelles variables.

6.3 Développement de la fonction perturbatrice dans le probléme réduit

Dans les Méthodes Nouvelles, Poincaré ne fait pas le développement de la fonction per-
turbatrice mais montre comment on peut utiliser ses variables & partir des développements
classiques des astronomes. Pourtant il est intéressant d’obtenir directement le dévelop-
pement du probléme réduit. On va utiliser des notations similaires & celles de Poincaré
en Posant

Ar=l+g (=M+w), w'=v+uw (6.21)

On obtient alors le développement de l'inverse de la distance

" Z( . (11/)2)k( Uyt (6.22)
avec too . 2
= Y Y G -G (623)
et

U = 2(cos S — cos(w* — w'™)) (6.24)

Le calcul de cos S est maintenant beaucoup plus simple. Les relations de la trigonométrie
sphérique donnent immédiatement

cos S = cosw* cosw'* + sinw* sinw'* cos J (6.25)

et
U =2sinw*sinw'*(cos J — 1) (6.26)

ou J est l'inclinaison mutuelle des deux corps. On a d’autre part immédiatement
C? = B2G? + B"*G" +28GB'G' cos J (6.27)
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soit

C? — (AV1—e? + A'/1 - e?)?
2AA' /1 — e24y/1 — e

4C% — (2A — xx + 20 = X'X')?
2(2A = xx)(2A" = x'x')

cosJ —1= (6.28)

ou encore

cosJ -1= (6.29)

6.4 Partie complémentaire de la fonction perturbatrice en variables canon-
iques héliocentriques

Dans tout ce qui précede, nous nous sommes occupés uniquement de la partie principale
de la fonction perturbatrice, c’est & dire 'inverse de la distance des deux corps. Il reste
dans n’'importe quel type de variables une partie complémentaire qui en général est
plus simple & calculer. Nous allons regarder uniquement le cas des variables canoniques
héliocentriques dans le probléme réduit. On a alors (2.21)

r-F

Ty =

(6.30)
mo

Les problémes de deux corps fictifs du mouvement non troublés ont des vecteur vitesses

liés aux moments F et ¥ et respectivement égaux a ¥/3 et ¥'/8’. Dans le plan de 'orbite,

avec pour origine le périhélie, les coordonnées de la position et de la vitesse dans un

mouvement de deux corps, exprimés en fonction de 'anomalie vraie sont (voir tout texte

classique de mécanique céleste).

X =rcosv; Y =rsinv
na

X =- sin v; V= —— (e + cosv)
;;1—62 ;;1—62

Dans le repére ayant pour origine la ligne des nceud les coordonnées de la vitesse sont
alors

(6.31)

& X
g =Ri() x Ra(w) x | ¥ (6.32)
2 0
avec
1 0 0 cosw —sinw 0
Ri(i)=1 0 cos: —sinz |; Ri3(w)=| sinw cosw O (6.33)
0 sint cost ) 0 0 1/
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On aura alors

fﬂ;ﬁ-f- = Ru() x Ra(w) x | V| - Ru(d') x Ro(w') x | V" (6.34)
7 0 0
Si on pose
b X
V]=R(w)x | Y (6.35)
0 0

et en composant par une rotation ®,(—:'), on obtient

Tl-;n—ﬁo; =XX'+YY' cosJ (6.36)

On pose alors Z = X +:Y. On a donc

1 na

Z = ﬁ(E*w* +2%) (6.37)
et ,
T, = Eﬁ'nﬁf {2Z'+ 22" +(Z - Z)(Z' — Z')(cos T — 1)/2} (6.38)

Ce qui nous donne une expression de T} en fonction des variables elliptiques de Poincaré
a travers (4.16) et (6.29).

7. DEVELOPPEMENT EN ANOMALIE EXCENTRIQUE

Nous avons présenté dans la section 5 le développement de la fonction perturbatrice
suivant les anomalies moyennes. C’est la méthode utilisée par Le Verrier! et adaptée
ensuite pour le calcul sur ordinateur par Brumberg?, Abu-El-Ata et Chapront?, et
Duriez*. On peut cependant développer la fonction perturbatrice en utilisant d’abord
un développement en anomalie excentrique. Ce développement a été utilisé par Cauchy

Annales de L’Observatoire de Paris, tome I, Paris, 1855
Bioull. Inst. Teor. Astr. Leningrad, 1967

Astron. Astrophys. 38, 57

Astron. Astrophys. 54, 93
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pour vérifier partiellement les travaux de Le Verrier®. Il a été ensuite repris par Hansen®
et Newcomb’. Ce développement est plus simple et sans doute plus didactique. Poincaré
l'utilise trés souvent dans les Legons & et dans les Méthodes Nouvelles. De plus il se
préte trés bien a un calcul sur ordinateur.

7.1. Quelques formules utiles

M=FE—esinF

r
—=1—¢€ cosE
a

-
—cosv=cosFE —e

a

-T:sinv =1/1—¢e?sinFE

a

dM = _dE
a
d’ou
0= EEi(v—E) — 1+ V21 - —e ETE 4 1- V21 — ¢ E-%E
a

ce qui peut étre considéré comme un polyndéme en e,1 — V1 — e?, ETE EiE

7.2. Développement de la fonction perturbatrice

On effectue d’abord le développement de la fonction perturbatrice en fonction de 'ano-
malie excentrique E . La fonction perturbatrice se présente alors sous une forme simple,
facilement implantable sur ordinateur. Le passage en anomalie moyenne se calcule par
des formules explicites utilisant les fonctions de Bessel. En particulier, on obtient un

Comptes rendus & l’academie des sciences, t. XX, 1845

voir Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, t. III, 1894 et t. IV, 1896
Astron. Pap. of the Amer. Ephem., vol III, 1891

voir en particulier le t.II, premiére partie
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algorithme qui permet de calculer chaque inégalité en anomalie moyenne de maniére
indépendante. Le carré dela distance des deux corps est

A? =12 472 _9rr'cos S

Soit, en isolant la-partie corespondant & un mouvement circulaire plan et en posant
a=a/d

2
5 =1+a2—-2acos(E—E")+U1 +U; +U;
a
E désigne la longitude excentrique, soit £ = E + @. On a posé

U 21‘2 T‘2
1—0(?—1)-}-&—,7—1

!
U = 2acos(E — E') - 2a££—; cos(w — w')

!
e
Us = 2aa—?(cos(w —w') — cos S)

Nous allons alors monter que Uy, U,,Us; peuvent s’exprimer comme des polyndmes.
D’autre part, on verra que U, et U sont de I'ordre d’une excentricité, et U; de ’ordre
du carré d’une inclinaison.

calcul de U;

r=a(l—e cosE)

donc
U = o*(e? cos® E — 2ecos E)+e?cos? E' — 2¢' cos E'

calcul de U;

On a (5.28)
cos S — cos(w — w') = Re [Ei(w-w')A + Eilwtv) g
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avec

. .t
A =(cos % cos 12- +0¢N? -1

. .
1

B ——-'(cos%QT — cos 55')2

d’autre part

_TLEi(w—-E) — ZEi(v—E) =0
a a

soit finalement

U, = —2aRe [E“E‘-E')eé'A + E*<E+E’)ee'3]

calcul de U,

I
U, = -2« {-;—:7 cos(w —w') — cos(E — E')]
!
= —2aRe [-TI-,-E"(W—W') — E:‘(E‘—E')]
aa

= —2aRe [(eé' - 1)E=‘<E-E'>]

développement de 1/A

On a donc mis A? sous la forme

A2
-a—,§'=A+U

avec U petit. On obtient alors, en développant par exemple a 'ordre 10
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]
a _ —1/2_1 -3/2 § 2 —5/2_3 3 4-7/2 ﬁ 4 4-9/2
x A 2UA +8U A 16U A +128U A
U5 A—11/2 UG A—13/2 _ 429 2T UT A-15/2
256 1024 2048
6435 8 4—-17/2 _ 12135 4 19/2 46189 _ ., 21/2
32768 Toes’ A 65536 el A7 262144 o1aa’ A

Les U' sont des polyndmes qui peuvent se caculer exactement. On a d’autre part les
expressions classiques en fonction des coefficients de Laplace

A% = (14 a® — 2acos(E — E'))~*/?

N Z Ly /2(a)COSJ(E E"

J_—m

Le passage du développement en anomalie excentrique au développement en anomalie
moyenne est alors obtenu & l'aide des fonctions de Bessel’. On aura pour m et m'
différents de zéro

Amm’ = Z ;n—y-n—Bpp J _P(me)Jm/_P/(m'e')
ott Amm: est le coefficient de EXmM+m'M') ot B . celui de EXmE+m'E") dans le
développement de a'/A.
Cette formulation est particuliérement avantageuse pour calculer chaque terme indépen-
damment des autres. Sim = 0 oum' = 0 on a une légére modification , et en particulier
le terme séculaire est directement obtenu par (produits symboliques B;; = B;B;)}

e
Ago = [Bo - 5(31 + B_,)

el
By — E(Bi + Bil)}

! Legons de Mécanique Céleste, ch. XV
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Annexe A. NOTATIONS.

Le Verrier Tisserand Poincaré Brouwer BdL
Clemence

anomalie vraie w f v
anomalie moyenne ¢ ¢ [ [ M
anomalie excentrique u u u u, B E
argument du périhélie w g w w
longitude du nceud ascendant 6 6 6 Q Q
longitude du périhélie w w w w w
longitude vraie v v ¥ w
longitude moyenne l l A ¢ A A
inclinaison @ P t I ?
inclinaison mutuelle ~ J J v, J J
longitude du nceud P /P’ T T o
angle r r’ s* o o S S
angle G périhélie I






