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1. - SYSTEMES DE PERTURBATION

1.1. - INTRODUCTION.

1.1.1. - Le présent cours, enseigné pendant les années universitaires 1989-1990 et 1990-1991, fait partie
de loption “Mécanique céleste” du DEA Astronomie fondamentale, mécanique céleste et géodésie” de
I’Observatoire de Paris. Il est un prolongement du cours de tronc commun professé par M.B. Elmabsout
sous le titre “Bases analytiques de la mécanique céleste”. L’objet de ce dernier est la présentation de
méthodes de mécanique analytique, construites en formulation hamiltonienne, en vue de leur application a
la mécanique céleste.

Il apparait que de nombreux problémes posés par P’astronomie dynamique peuvent étre abordés avec
avantage par cette voie. Cependant, ils conduisent a envisager des systémes d’équations différentielles cano-
niques non séparables, ce qui constitue une difficulté essentielle. Une exception notable est celle du probleme
de Képler (étudié dans le cours de M.B. Elmabsout), qui est, lui, un des rares problemes classiques séparables.

Une situation courante dans les applications est celle ou I’on rencontre un systéme non séparable, mais
“yoisin ” d’un systéme lui-méme séparable (c’est justement, en général, celui du probleme de Képler).

Historiquement, I’apparition fréquente de systémes différentiels de cette nature a été le motif du dévelop-
pement de méthodes adaptées & ces situations: ce sont les méthodes de perturbation. Elles ont été établies
“intuitivement ” depuis Newton par des mathématiciens et astronomes comme Laplace, Lagrange, Le Verrier,
Delaunay (etc), puis formalisées “ mathématiquement” & la fin du siécle dernier par Poincaré (et d’autres).

L’exposé de telles méthodes est I’objet de ce cours.

1.1.2. - Sans nous imposer dés maintenant une formulation hamiltonienne, envisageons une famille de
systémes différentiels d’ordre n € N*, définis dans le champ réel:

(11) z] = fj(zk’ tl 6) (J) k= 1: 2) ey Tl),

dépendant d’un “petit paramétre” ¢, c’est & dire d’un paramétre réel défini dans un voisinage convenable
de Dorigine. Conformément & la notation habituelle en mécanique, le point (') désigne la dérivation d/dt
par rapport a la variable indépendante ¢ (temps). Ici, les f; sont des applications analytiques d’un domaine
convenable @ C R"™ x R x R dans R™. Sauf nécessité, on ne précisera plus dans la suite ce genre de condi-
tions: en général, on aura affaire a de “bonnes fonctions”. Considérons maintenant le systéme particulier,
appartenant a la famille (1.1), défini en fixant € =0 :

(1.2) T; = fj(:ck, t, 0) U, k=12, .., n).

(Dans la suite, on n’indiquera plus le domaine de définition des indices entiers figurant dans une équation
lorsqu’il sera le méme que dans 1’équation précédente qui contient les mémes indices).

La situation qui nous intéresse est celle oi I'on connait une information concernant les solutions de
(1.2) - par exemple, ’expression de sa solution générale - sans disposer de I'information analogue relative



aux solutions du systéme (1.1). On peut alors espérer que pour £ “suffisamment petit”, les systémes
(1.1) soient “assez voisins” du systéme (1.2) pour qu’une technique idoine nous permette d'utiliser ce
que l’'on sait de ce dernier afin d’améliorer notre connaissance des solutions de (1.1).

Lorsque c’est le cas, on dira:

(a) que (1.1) est un systéme “perturbé” (ou “troublé”);
(6) que (1.2) est le systéme “non perturbé” (ou “non troublé”) associé a la famille (1.1);
(c) et que la technique idoine est une “méthode de perturbation”.

1.1.3. - On vient de présenter la forme la plus générale (1.1) des systémes de perturbation. Quand
on rencontre de tels systémes, il est généralement préférable de leur appliquer avant toute autre étude
des changements de variables adaptés & la situation.

Dans le cas général (non hamiltonien), cette transformation de variables est celle issue de la méthode
de la variation des constantes, que nous rappellerons. Puis nous en construirons une variante adaptée au
cas hamiltonien et liée aux variables action angle. Nous appliquerons ces transformations a deux exemples

importants : 'oscillateur quasi harmonique (qui est une source d’exemples simples mais instructifs), et le
probléme quasi képlérien (qui est I’exemple typique en mécanique céleste).

1.2. - METHODE DE LA VARIATION DES CONSTANTES.

1.2.1. - Supposons connue la solution générale du systéme non perturbé (1.2), sous la forme :

(1.3) z; = p;(t, i),

ou les yx sont n constantes d'intégration indépendantes, de sorte qu’on peut résoudre (1.3) par rapport
a ces derniéres :

(1.4) yi = ¢¥i(t, z).

1.2.2. - Occupons nous maintenant du systéme perturbé (1.1). Appliquons lui la transformation de
variables (z — y) définie par (1.3), ou, dans 'autre sens, par (1.4). Il vient :

(1.5) ¥j = %[t, ee(t, w)] + ; %[t, ox(t, )] - fm [ @2t 00), £, €]
(G b, l,m=1,2, .., n).

Lorsque ¢ est nul (cas non perturbé), les y; sont des constantes et les dérivées y; sont nulles, de sorte
que:

(1.6) 0= %’;[i, ee(t, w)] + Z %[1, er(t, 9)] - fm [2e(t, w), t, 0).

Posons alors :

gj(yk) t, €) = Eaazl:‘[t» ‘Pk(tv yl)] . {fm[‘P_k(tv y’)r t, 5] - fm[wk(tr y), ¢, 0]}
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Alors, retranchant (1.6) de (1.5), il vient le systéme transforme:

(17) yJ :gj(ykv t,&).

1.2.3. - Le systeme en y;, (1.7) a exactement la méme forme que le systéme initial (1.1). Il posséde
cependant une particularité, qui est que, comme le montre la définition des g; :

(1.8) gj(ye, t,0) =0,

ce qui n’est pas nécessairement le cas pour les f;. Cette particularité sera exploitée dans la suite.

1.3. - HAMILTONIEN QUASI SEPARABLE.

1.3.1. - Le systéme perturbé que nous considérons maintenant est un systéme canonique & n degrés
de liberté (son ordre est donc 2n et non n). Ses variables conjuguées sont ¢j, p; G=1,2 .., n), qu
jouent le réle des z; du paragraphe précédent. Son hamiltonien F (g, p, €) dépend du “petit parametre”
€. Ce systéme s’écrit :

qJ - ap) qr P, ) ] = 8(11 (I, ) ’
et, en posant:

]:O(Qv P) = f(qr D, 0))

le systéme non perturbé associé, lui aussi canonique, est:

. 0F . 9%
q,—+-5;(q, p), pj = 3q; (¢, p)

1.3.2. - Nous supposerons le hamiltonien F quasi séparable, cette propriété étant définie par la
condition suivante. '

Une transformation canonique au sens strict (g, p) — (¥*, I") conduit & un nouveau hamiltonien
F(g, I €) = Fla (o', ), p (o™, 1), €] + AF (97, 1),

oit AF est une variation du hamiltonien liée a la transformation et qui, notamment, est nulle lorsque la
transformation est indépendante du temps. Dans le cas non perturbé (¢ = 0), le nouveau hamiltonien
est .

Fo(e*, I") = F*(¢", I",0)
= Folq(e". I%),p(e", )| + AF(¢°, I7).

Notre hypothese de quasi séparabilité est que cette transformation canonique existe et soit telle que le

nouveau hamiltonien non perturbé
Fo(e", I") = F5(=, I")

ne dépende pas des variables ¢”.



1.3.3. - On notera la parenté de cette transformation avec celle que ’on obtient par la méthode
de Hamilton-Jacobi (voir cours de M.B. Elmabsout). Cependant, dans cette dernitre, on veut que le
nouveau hamiltonien soit indépendant de * et de I*. Ici, on est moins exigeant, mais le systéme non
perturbé :
0F; OF§
or Byt

n’en est pas moins aisément intégrable, sa solution générale étant :

(_) I‘)) j.:

¢t =+ (- I")=0

OF;

61_(—-,15).11, =1,

" =95+

ol g, Ig sont les valeurs initiales de ¢*, I*.

1.3.4. - Reprenant les relations:

F ", I"e) = Fq(p", I'), p(¢", I"), €] + AF (¢, I"),
(= I =Flq(¢", I"), p(¢", I"), 0] + AF (", I"),

il vient ’expression du nouveau hamiltonien :

(1.9) F(o", I'6) = Fg (=, I") + Fq(¢", I'), p(¢", I'), €] = Flq (9", I"), p(¢", I"), 0].

1.3.5. - Dans les applications a la mécanique céleste, on a ’habitude de faire encore une transforma-
tion canonique étendue (p*, I") — (I, ¢) qui comporte une interversion des variables et un changement
d’échelle :

Li = N7, e =ue.
On sait qu’une telle transformation conserve la forme canonique des équations a condition que k = Aj i
soit indépendant de I'indice j et que le hamiltonien soit multiplié par —k. I et o vérifient alors le systéme

canonique de hamiltonien :
F(1, ¢, €)= —kF* (", I",¢).

Posons alors :
Fo(I,-) = —kFg[—, I*(I)]

R(I,p,e)==k{F(q(L,0)p(I,0), €] = Fa(L, ¢), pU, ), 0] }.

Alors le hamiltonien définitif est :

et:

F(I»<Pv E)=F0(Iv—)+R(Il ®, E),

ou R s’annule avec ¢.

C’est la forme classique d’un hamiltonien quasi séparable. Nous I'utiliserons dans les exemples des
hamiltoniens voisins de celui de I'oscillateur harmonique et de celui du probléme de Képler.



1.4. - L’OSCILLATEUR QUASI HARMONIQUE.

1.4.1. - L’oscillateur harmonique & un degré de liberté a pour hamiltonien :
1 5 2,2
Folg, p) = 5 (p* +w°¢°).

Le systéme canonique associé s’écrit :

ou, sous forme non canonique :
Si ’on pose

sa solution générale est:
1 . 1 . -
¢=3 (qo—tp—o)(+—(qo+tz—)°-)c Y
2 w 2 w
(1.10) 1 )
p= §(iwqo +po) - §(iwqo —po)S™H,

oil qo, po sont les valeurs initiales de ¢, p. On peut bien entendu écrire ceci sous la forme réelle plus
compacte :
¢ = go coswt + Po sinwt, p= —wqgsinwt + pgcoswt.
w

1.4.2. - Un probléme “voisin” de celui de l'oscillateur harmonique (oscillateur quasi harmonique)
peut étre défini par le hamiltonien

(111) }-(Q: p, E)=}-0(q) p)+R(ql p, E)
olt R s’annule avec €. On a donc bien:

}-(qv b, 0) = }-O(Qa p)

conforménent aux notations du paragraphe 1.3. Nous allons effectuer les transformations déja présentées
dans ce dernier.

1.4.3. - Construisons d’abord une transformation canonique (g, p) — (¢*, I*) telle que dans le cas
non perturbé (¢ = 0), le nouveau hamiltonien Fg(—, I*) soit indépendant de *. Nous la chercherons
indépendante du temps, de sorte qu'il y aura invariance du hamiltonien (AF = 0). On a donc

(a) la condition de canonicité
ba 9 94 op _
dp* 8I*  9I" 3y~

(b) et la condition d’invariance du hamiltonien

1 - L]
5 (P’ +wig®) = F5 (-, I").
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Nous disposons ainsi de deux équations pour déterminer les trois fonctions inconnues p(p*, I*), g (¢*,I*)
et Fg(—, I"*) qui sont donc largement indéterminées : on en profitera pour choisir une solution particuliere
aussi simple que possible.

1.4.4. - La deuxiéme condition montre que pour I* fixé, (q, p) appartient & 'ellipse d’équations
paramétriques :

/2 -
qg= wFo sing, p=+/2F;cosg

ol g est un parametre indépendant de I*, mais non de ¢*. Substituons ces expressions dans la condition
de canonicité:

2F§ dg | [dFg;/dI* dFg/dI* . - . dyg
[-—-w—-cosg-‘;;;] [Wcosg msmg —\/2F; smgv

_ 1dfg dg _
T wdl* de* T

Cette équation admet la solution particuliére triviale:
Fg(= M) =TI, g¢(¢") =we",
de sorte que le changement de variables cherché peut s’écrire :

I
sinwp”, p(p”, I") = V2I* coswep”,

w

(1.12) q(p", I") =

le nouveau hamiltonien se réduisant a I*.

1.4.5. - Appliquons cette transformation canonique (1.12) au hamiltonien perturbé (1.11).
Le nouveau hamiltonien perturbé est:
F(p', I', &) = F3 (-, I") + R'(", I", ),

avec!

R(¢", I, &) =R[q(¢", I"), p(¢", I), €]

=’R,( 2! sinwe"®, V2I* coswgo',e)

w

Bien entendu, comme R, R* s’annule avec ¢.

1.4.6.- Faisons enfin la transformation (¢, I*) — (I, ¢) définie par
I=I"fw, ¢=wp’
(avec interversion des variables), qui est celle du paragraphe 1.3.5 avec A =w™!, y =w, k = 1. Alors, le
nouveau hamiltonien est:

F(I,p,e)=Fo(I, =)+ R(1, p, €)

8



avec
Fo(l, =)= —F5(—, wl) = —wl,

(1.13) R(I,p,€)=—R" (g,wl, e)

=~-R ( 2sinc,o, V2wl cosp, 6) ,
w

R étant évidemment nul avec €.

Les équations différentielles transformées sont ainsi

. oF OR . oF 0R
(1.14) I—+5;—+%, $=-37 =Y~ 37

et c’est sous cette forme que nous étudierons les problémes voisins de celui de l'oscillateur harmonique.

1.5. - LE PROBLEME QUASI KEPLERIEN.

15.1. - Nous allons formuler de la méme maniére un probléme voisin de celui de Képler. Ici, le
potentiel non perturbé (newtonien) est:

my _
Uo(q) = == = mu (g} + ¢ + )™/,
r

avec les notations suivantes:

u: constante d’attraction,

m: masse du corps étudié,

gj : coordonnées cartésiennes du vecteur de position,

r: norme du vecteur de position.
L’énergie cinétique est:

T = sm(dl +d+d),

les variables conjuguées des ¢; sont:

;= _..=m'.’
Dj 6q,- q;

de sorte que:
1 2
T(p) = 5—(p} + P2 +p3)-
D’oli le hamiltonien non perturbé:

1 )
Fo(g, p) =T (p) = Vo (q) = 5— (P} + P2 +p3) - mu (g + @2 +q3)" V2

1.5.2. - Un probléme voisin du probléme képlérien peut étre défini par un potentiel perturbé :
U (g, €) = Uo(q) + mR (g, €)

9



ol la fonction perturbatrice R s’annule avec £. Le hamiltonien perturbé sera donc:

f((I) D, 6) = T(p) - U(q1 6)
(1.15) = [Folg, p) + Uo(9)] — [Uo(g) + mR (g, €)]
= TO(Q) P) —mR (q’ E)

1.5.3. - La transformation canonique (g, p) — (p*, I*) s’obtient en plusieurs étapes, décrites en
détail dans le cours de M.B. Elmabsout.

Soient les éléments orbitaux classiques:

a : demi grand axe, 7 : instant de passage au périastre,

e : excentricité, w : argument de la latitude du périastre,
Z : inclinaison, 2 : longitude du noeud ascendant,
I’anomalie moyenne:
M= \/;i: (t—17)
et ’énergie du cas non perturbé: mu
E=Foq,p)= -5

On fait une transformation canonique conduisant & des coordonnées sphériques, puis on applique la
méthode de Hamilton Jacobi. Cette derniere permet de définir une seconde transformation canonique
conduisant a des variables conjuguées (B, A). Dans le systéme transformé, et pour le cas non perturbé
(¢ = 0), le nouveau hamiltonien est nul, de sorte que les composantes de B et A sont alors constantes
(variables de Jacobi).

Leur expression est :

2

Bl=-T=M\/%-tr Al=mE=—-"—;;£,

B; = w, Az = my/pa(l — €?),

B3 =Q, Az =m+/pa(l —e?). cosZ.
1.5.4. - L’étape suivante consiste & construire une nouvelle transformation (B, A) — (¢°, I*),

canonique, ces derniéres variables constituant la premiére forme des variables de Delaunay :

p1==ym.M, I} =L"=,/mpua,
Py =g"=w, I3 = G* = my\/pa(l - €2),
p3=h"=Q, I3 = H* = my/pa(1 = €%). cosZ,

le nouveau hamiltonien non perturbé étant :

miu?  mp
f . - = - - - -——— = .
FO( 71) FO(L) 2L.2 %2a E
Ce hamiltonien n’est plus nul, donc la transformation canonique (B, A) — (¢, I") dépend du temps.
Mais il est égal & Fy(q, p), de sorte que la transformation canonique globale (¢, p) — (9*, I") est, elle,
indépendante du temps. '
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1.5.5. - Appliquons maintenant la transformation (g, p) — (p*, I*) au systéme perturbé de hamil-
tonien (1.15). Ce dernier étant invariant dans cette transformation, il devient:

F‘(p‘, I.,E) ZFS(L*)—mR‘(tp‘, I‘,E),
ol

R'(¢*, I*,e) =R[q(¢", I"), €]
s’annule avec €.

1.5.6. - Faisons enfin la transformation canonique étendue (p*, I*) — (I, ¢) définie comme dans le
paragraphe 1.3.5, avec:

1

1 1 1 1
A= —= = — Ay = — =1 A3 =— =1 = —.
1 \/ma#l \/ml 2 m))uQ ) N3 m))u'S 1) k m
Les nouvelles variables (interverties) sont la deuxiéme forme des variables de Delaunay, définies par:
I, =L =./pa, pr=1=M,
12=G=v}la(1‘-62), p2=g=uw,
Is=H= \/pa(l1—-¢?).cosZ, p3a=h=Q.
Le nouveau hamiltonien est alors:
(1.16) F(I,¢,€) = Fo(L)+ R(1, ¢, €),
ou:
R(L) = =R (D) = 13
0 - m 0 - 2L2’
et:

R(I,p, €)= _-rlT{ [—mR'(cp', I, e)]
=R [q(I, qp),e]

Dans les applications pratiques en mécanique céleste, on utilise généralement les variables de Delau-
nay sous leur deuxiéme forme (I, ), et donc le hamiltonien (1.16). On voit que pour l'obtenir, il suffit
d’ajouter au hamiltonien non perturbé u2/2L? la fonction perturbatrice R exprimée en fonction de ces
variables de Delaunay.

1.6. - EXERCICES.

1.6.1. - Déterminer la solution du systéme différentiel:

) = W2, I3 = —wzy,

(w est une constante strictement positive) en fonction du temps ¢ et des valeurs initiales (y;, y2) de
(z1, z2). .

On envisage maintenant le systéme perturbé:

= Wz, 9 = —wZT] + EWT T2.
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En utilisant la méthode du paragraphe 1.2, construire les équations aux variations associées aux variables
y1 et y2 et montrer qu’elles ont la forme:

Yj = € (Aj coswt + Bj sinwt + Cj cos 3wt + D; sin 3wt),

ol j=1,2et les A;, Bj, Cj, et D; sont des fonctions de y; et y, que l'on déterminera.

1.6.2. - Soit le hamiltonien d’un oscillateur harmonique, perturbé, et & deux degrés de liberté:
1
F(g,pe) =5 (Pl +p3+wiql +wia} + 2ewiwaqige).

Construire un changement de variables canoniques (¢, p) — (I, ¢) en s’inspirant du paragraphe 1.4 et
déterminer I’expression du nouveau hamiltonien F (I, ¢, €). Ecrire explicitement les équations cano-
niques associées & ces hamiltoniens, aussi bien en variables (g, p) qu’en variables (I, ).

Déterminer la solution non perturbée (¢ = 0) de valeurs g¢; = 0, p; = p;o pour t = t,.

1.6.3. - On rappelle que le rapport du rayon vecteur r au demi grand axe a s’exprime dans le
mouvement képlérien comme une série de Fourier de ’anomalie moyenne I, dont les ccefficients dépendent
de I'excentricité e, et dont les termes principaux sont :

r e? e? 3
;_1+?—e.cosl—7.c0521+0(e ).

On considére le potentiel perturbé:
mu €ag
= — {1l 4 —
r r

ol ag est une constante et £ un petit parameétre.

Construire le hamiltonien associé a ce probléme, en variables de Delaunay (L, G, H; 1, g, h). Il sera
commode d’utiliser dans un premier temps les variables (a, e, [). On négligera les termes de P’ordre de

e3.

Ecrire les équations en L, G’, H et i, g, h, dont les seconds membres pourron.t étre exprimés en
fonction de (a, e, {). ‘

12



5. _ SERIES DE TAYLOR DU PETIT PARAMETRE.

2.1. - PRINCIPE DE LA METHODE.

2.1.1. - Reprenons le systéme perturbé (1.1):
(2.1) z; = fj(.’l:k, t, €) (G k=12, .., n).

La premiére méthode de perturbation qui, historiquement, ait été développée pour traiter ce type de
systémes, est fondée sur le théoréme de Cauchy-Poincaré, et elle a été utilisée bien avant que ce théoreme
n’ait été établi. On connait la proposition de Cauchy qui affirme que, les f; étant analytiques dans un
domaine

QCR" xR xR,

la solution de (2.1) correspondant a des conditions initiales données existe, est unique, et est analytique
par rapport & la variable indépendante ¢ ainsi que par rapport aux conditions initiales. Le théoréme de
Cauchy-Poincaré étend ce résultat en posant que cette solution est également analytique par rapport au
petit parametre €.

La solution est donc somme d’une série convergente :

(2.2) zi=Y ez =20 +ealV 4% +0()  (seN),

et nous nous proposons de substituer au systeme (2.1) vérifié par z;, un ensemble de systémes vérifés par
()

les:z:j .

92.1.2. - Pour construire ces systémes, nous faisons les opérations suivantes.

(a) On développe les fonctions analytiques fj au voisinage de ¢ = 0.

(23) fize, &) =D @) (AEN),
A
avec: | aA
f}'\)(zk, ) = Y] —ae—f; (z, t, 0).

(b) On substitue (2.2) dans (2.3)
(2.4) filzk, 1, €) = Ze’\f}'\) (zio) + Ze“zi“), t) (AEN,peN")
A B

(c) On développe les f}’\) en série de Taylor au voisinage de z; = 2:20).

afM
SO e+ a4 06, 0 = SO, 0+ 30 T (50,1) [ea) + 672D 4069
u u
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+3 ZZ @%az (xﬁ"’, ) [ezD+0 ()] e +0 ()] +0()
()
(2.5) = fI P, t)+e;xf‘l)-aafi—u (=0, ¢)
2 2 6f}'\) (0) 1),.(1 g2 fA) (0) 3
+e [Z”(“)Ta?{ ( t)+222< )z() Sy (xk t)] +0(ed).
(d) On substitue les développements (2.5) des f]O‘) dans le développement (2.4) de f;.
© )
fi(ze, t, €) = {fj(o) (xio), t) + 621:9)% (1:20), t) + € [; x&z)% (xio), t)
(0) ©
+ ZZz(l)zsl)a 7.0z, (zk ,t)}
f.
n E{fj(l) (’35;0)' t) + EXu:zs‘l)ﬁ (1’§=0)’ t)}
+ sz{f}”(z?), t)} +0(%
- f(O)(z(O) t)_*_s[zz(l)af_}o) (3(0) t) + O (z(o) t)]
=J; e — " dz, ko i ko
(0)
e[0T (00 DT (0
P S (60 +49 (40.0)] o)

qu’on peut écrire:

fj(zk)t 5) =

(29) 00,0+ e [T (o0,0) o (o0, 0, o700
(seN7),

avec en particulier:

& (2, ) = FV(=, 1),

(2.7) ,(°>
e, 1,0 = ST el 9,0+ D Tl 0 L0,

2.1.3. - On déduit alors de (2.1), (2.2) et (2.6):

z; —z(o)+§:€' ()—f, (ze, t, €)

0, (0) . 0" (0 @ (O (1) (=D
= f (zx ,t)+Z€ Zzu _az—(zk ,t)+<I>J- (.1: yEE Ty ey Ty ,t) .
s u u
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Identifions les coefficients des mémes puissances de € de ces deux séries de Taylor de méme somme. A
I’ordre zéroen €:

(2.8) 0 = {00, 1) = £;(27, 1, 0).

Cette relation montre que le terme principal xgo) de z; vérifie le systeme non perturbé (¢ = 0). Clest
une propriété générale des solutions obtenues par des méthodes de perturbation. Conformément a notre

. . . iy . 0) . .
hypothése, nous en connaissons la solution générale et nous imposerons que xg-) soit cette solution

générale. Elle dépend ainsi de n constantes arbitraires et indépendantes, de sorte que nous pourrons
limiter la recherche des .7:5.")(5 € N*) a celle de solutions particuliéres, sans pour autant limiter la généralité
de la solution perturbée z;.

A des ordres s strictement positifs en €, il vient :

af®
(s) _ (273 (0) Y ACH) ( (o 1 (s-1)
(2.9) z; ;% Be. (:z:,c , t) SR EI R T RS TS t)
qui, pour s = 1, 2, ..., etc., constitue ’ensemble des systémes différentiels destinés a déterminer les a:g-’).

2.1.4. - Le systéme différentiel :
. af®
(2.10) &~ tm (#0.1) = %)

est un systéme linéaire non homogeéne et & coefficients dépendant du temps. On supposera qu’on sait le
résoudre (conformément & une remarque déja faite, une solution particuliere suffit).

Alors, par récurrence, on saura déterminer les s jusqu’a une valeur de s aussi grande qu’on le
souhaite, car les systémes (2.9) auront toujours la forme (2.10). Ainsi, connaissant la solution (générale)

non perturbée zg-o)(t), on aura, pour s = 1:

1) af(O) (0) ) ,.(0)
i) =3 a5 (2, ) = 470 (= (. ¢},
u u

qui a la forme (2.10) et détermine donc z§~l)(t). Puis, pour s = 2,

() @ o @O M

;- Z:u m‘(zk 1) =@ [z (1), = ' (t), t],
qui, de méme, détermine zgz)(t). Et ainsi de suite.

2.1.5. - On observera que l’exécution de la méthode présentée suppose la réalisation de deux hy-
pothéses : notre capacité & calculer la solution générale du systéme non perturbé (2.8), et, d’autre part,
notre capacité a déterminer une solution particuliere de systemes linéaires de la forme (2.10).

La premiére condition est une hypothése de base de toute méthode de perturbation. En ce qui
concerne la seconde, elle peut toujours étre vérifiée. En effet, si I'on fait subir préalablement au systéme
perturbé (2.1) la transformation de variables présentée dans le paragraphe 1.2 (méthode de la variation
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des constantes), on a vu que le systéme transformé est tel que les fonctions fi(zk, t, 0), égales aux
fj(o)(xk, t), sont identiquement nulles.

Donc (2.10) se réduit a:
§& = 2;(1),

qui est immédiatement intégrable par quadratures.

2.2. — CAS DU HAMILTONIEN QUASI SEPARABLE.

2.2.1. - Adaptons la méthode précédente & un hamiltonien quasi séparable mis sous la forme du
paragraphe 1.3:

(2.11) F(I,p,¢)=Fo(I)+ R(I, p, €),

ou R s’annule avec €. On développe ce hamiltonien en série de Taylor de £ au voisinage de ’origine, de
sorte qu’en posant:

10R

il vient :

F(l,p €)= Fo(I)+ Y *F\(1,9) (A N").
A
Nous chercherons la solution du systéme canonique qui lui est associé sous la forme de séries de

Taylor :
I=1O4 3 AN, o=@ 4 3 etV
A )

Les équations canoniques vérifiées par I, ¢ s’écrivent ainsi:
. : oF
(0) AfAY < A2 ) A1) L0 A (A
I +Zel —0+ZE 3% (I +Zel P +Z€§p )
A ) ) A .
) a0 = _ 90 [ 10 A [0 AaFA o ) ,©) )
' +Z€go =~ 37 +Z€ z +Z€ 7 +Zs¢
A A

2.2.2. - On développe maintenant les seconds membres en séries de Taylor au voisinage de I(9), (%),
IO4eIM) 4 €21 4 0(e%) =

oo (0.9 + 2 () [0

Pj
Z aa B (0, ,0) '[wg}uo (Ez)] +0 (53)}

+e {g: (I(°) (°’) +0 (e)} +0(%),
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soit :

I(°)+51(1)+521(2)+0(5 ) _0+€g¢1

O%F 9*F
2 2L (10) 0 (n_ 221 (7)) 0
te {2;[ ¥ ;01 (1 g )+(p“ OOy (I s )

+ g’_i} (19, 4©) }

J

(1), )
(2.12)

+0(e%).
De méme, pour I’équation en ¢ :
(0) +€¢§1) +6 ¢(2) +0( 3) —

SLRTON OFo_ 10y [e1) 4+ 21 3
{ (I }: IaI,, (IO . [eI) + 21 + 0(e%) ]

83F
T3 ZZ 31,01, (:91 (@) (eI +0 (D) - [eIM +0(e*)] +0(?) }
0F; F
—_— £ —— I(O)’ 0) + it B I(O), (0) ) €I$1)+0 52
{3Ij( o) galjazu( ¢ [ ()]

+ Z aa L} (IO, o) [epM +0(?)] + 0(¢?) }

_ {6F2(I(o) (0))+0(e)}+0(53)’

soit :
3F
(0)+W(1) +¢ (p(2) +0(e3) =— 0 (1(0))
O F aF
— (1) 210 (1(0) or1 ), (o)
6{21“ aL;al, (1 ) 31, (7 ) }
(2.13) 92F »F
2 @ 97 F (10 w9 (o
E{;“az-az (1) + ZZ v 3T0L.01, (1)
6*F 0% F,
1y 1 1 (0) (0) n_ <2t (0 (0 3
+ 105, (19:60) + Dol grg,, (19 ) o
2.2.3. - Identifions maintenant dans (2.12) et (2.13) les coefficients des mémes puissances de €.
D’abord, pour les termes indépendants de €, on obtient le systéme non perturbé en 10, p0)

d0Fy

@ =0, ¢®=- -7 21 =w o(1)

dont la solution générale de conditions initiales Io, po est trivialement :
1 =1y, ¢ = o+ wo(lo) .t

les équations suivantes sont de la forme:

(9 = (1), @, 10, gD, _, [=1), gle=D)

(2.14)
§0 = WO, g, [V, oM, ., 107D, RSN (D))
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avec:
(0)) 3F1

oI, LU, ),

YOO, o, 1) = - Zl(l)ai g; (1(0))_% (1(0),50(0)),
J

O*F 8*F
(1O HO ) L1y = (M ZEL (10 @) 4 o0 T ([0
J (I ) So 1 b So ) ; Iu 6(P]aIu (I ) SO ) a(p] 6801_‘ (1 ¥ ‘P )

3F2 L1, ),

@D p0) L0 1) L (2= _ (2)6_50_ (0 R By o' Fo ©)
VI, o, IV, o, 1Y) ;Iu aIJ-aIu(I ) ZZI L 8I;01,81, (I )

% (10, @) ]

o°F 9
Z[ W 5tar; (1069) + 05

J

etc.

2.2.4. - On peut alors résoudre par quadratures toutes les équations (2.14), I'une apres I’autre.

Connaissant la solution ({9, ¢(9) du systéme non perturbé, on peut résoudre I’équation en f;l). On

connait alors en plus I( ) et on peut résoudre I’équation en <p( ),

Plus généralement, quand on connait {9, o0 (1) o) - 1(s=1) ,(s=1) on peut résoudre la pre-
miére équation (2.14) et, ayant ainsi déterminé I{(*), on peut résoudre la seconde, qui fournit PO

2.3. - PENDULE SIMPLE CIRCULATOIRE (SERIE DE FOURIER).

2.3.1. - Pour illustrer cette méthode, nous prendrons successivement deux exemples : celui du pendule
simple (dans le cas de la circulation), puis celui d’un oscillateur harmonique subissant une perturbation
du troisiéme degré. Dans les deux cas, conformément a la régle du jeu, les systémes non perturbés associés
sont intégrables. En revanche, contrairement a ce qui se passe dans les applications réelles, les systémes
perturbés le sont aussi. On pourra ainsi construire les séries de Fourier des solutions exactes, qu’il sera
instructif de comparer aux résultats de la méthode de perturbation.

2.3.2. - Soit un pendule simple de masse m et de longeur !, se mouvant dans un plan vertical, et
désignons par g l'accélération de la pesanteur. Repérons sa position par ’angle ¢ qu’il fait avec la verticale
descendante. On montre aisément que le hamiltonien associé a ce systéme est:

1
F(q,p)= 2,217 —mgl. cos g,

ou:
p=mi§

est la variable conjuguée de ¢g. On fait le changement de variables (¢, p) — (I, ¢) défini par:
p=4q, I=p/mP

18



de sorte que I et o vérifient le systéme canonique de hamiltonien:

1 1
F(I,<P)=—mf(q,p):—512+%cosso-

Afin de traiter ce systéme comme un systéme de perturbation, on posera:
g/l=¢l}

ot € sera réputé voisin de zéro. Notre hamiltonien prend donc la forme:
1, 2
(2.15) F(I, ¢, e)=—§I + el cos .

On cherchera la solution qui prendra pour un instant initial ¢o la valeur (Jo, 0).

9.3.3. - Il est aisé de déterminer la solution exacte. Le systeme est autonome et admet donc lintégrale
de ’énergie: ! )
F(, €)=~ 512 +elcosp=F(lo, 0,€)= - 513 +eld,
soit

_OF _ .\ _ Y
I(_ aI—go)—:i:Io 1 — 4esin ok

Dans le second membre, le signe est + pour ¢ = to, car alors ¢ = 0, I = Io. Pour d’autres instants, il ne
peut étre changé que si le radicande s’annule:: alors ¢ change de signe et on a un mouvement de libration.
Ici, on suppose ¢ petit, de sorte qu’il n’y a jamais de changement de signe. ¢ conserve son signe initial
et on a un mouvement de circulation. Alors:

-1/2
(2.16) Iodt = (1 - desin’ -‘;i) de,

puis:

Io(t —to) = 2/: (1 — 4esin? g)_md (g) = 9F (p, 2VE) ,

¢=am[5§(t-to),w€],

I= Io\/:' 4e . sinz{%am[l—;(t —t0),2Ve]},

ot I’on a utilisé l'intégrale elliptique incompléte de premiere espéce F et sa fonction réciproque, I’amplitude
am. La solution dépend du temps t, du parametre € et des deux constantes 29, Io.

92.3.4. - Pour notre usage ultérieur, il est préférable de considérer les séries de Fourier associées a ces
solutions. Nous allons en calculer les termes principaux. D’abord (2.16) se développe en:

Iodt = [1 + 2. sin® %- + 6¢?. sin* % + 0(63)] .dy
= [1+e(1—coscp)+ -3—62(3—4cosgp+cos2gp)+0(€3)] .dy
= [1+e+ %52+0(53)] .de + [—Ecosgo—362cos<p+%62c082§0+0(€3) .dp.
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Intégrons de tg a t:
9 2 3 . 2 3 2. 3
Lt=t)=|1+e+ i€ +0(e%)| .o+ |—€sinp — 3e*sinp + 3¢ sin 2¢ + 0 (e°)].

Au cours d’une révolution compléte du pendule, la variation de ¢ est égale & 27. Soit T la variation
correspondante de ¢ (période), dont ’expression est :

2 9
(2.17) T=2|14e+2e2+0(%)],
Iy 4
et la fréquence assiociée est:
2r 5
2.1 =il -g—-— 2 3 )
(2.18) T 0[ €= g€ +0(e )]

2.3.5. - Introduisons l’angle auxiliaire
27
2.1 T —(t-t
(2.19) 14 T ( 0)

qui a une variation uniforme de méme fréquence que celle de ¢. Il vient:
ot = _I?)_WT ot —to) = % [-120—: .p—esinp — 3e?sinp + %Ezsin2¢+ 0(63)]
=g+ [1 —€40 (52)] [—esimp —3e?singp + %e"’ sin 2¢ + 0(53)]
=@ —esing — 2 sinp + %Ezsinmp +0(e%).
On peut résoudre cette équation en @ :
p=¢" +esing” +0(e%) = 9" +esin(p” +esing’) + 267 sinp” - %ez sin 2¢° + 0(€3),
soit :

. I 5.
(2.20) p=¢" +esing” +2%singp” + 562 sin 2" + 0(€%).

On en déduit :

_ . _de* dp 2w dp
I=¢=" 47 =T ip

1
= Iy (1 —- 2—52> (1+ecos<,o' + 2% cos " + Zezcos2<p'> +0(e?)

soit
- 5 2 2 - 1 2 - 3
(2.21) I=lh|l—ec+e€cosep -3¢ +€°cosyp +Z€ cos2p" +0(e%) | .

On vérifie que pour t = tg, ¢* = 0 donc I = I,.

Les expressions (2.21) et (2.20), accompagnées de (2.19) et (2.18), fournissent la solution.
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2.3.6. - On observera que ’on n’obtient pas ici des séries de Taylor. En effet, les coefficients des
puissances de € dans (2.20), (2.21) dépendent eux-mémes de € par l'intermédiaire de ¢* et T. Pour
obtenir des séries de Taylor, on posera:

¢ = Io(t — to),

qui est un angle voisin de ¢" mais indépendant, lui, de . D’ou:
5
0" = ® <1 —e- 252 + 0(63)>

cos " = cos p{% + £ sin 0 +0(e?)
sin ¢* = sin (% — £p(® cos o0 4+0(e?)
et, en subtituant dans (2.21), (2.20):

(2.22) I=1, [1 +¢ (—1 + cos <p(°)) + ¢? <-—§ + @ sin (@ 4 cos o) + %cos 2<p(°)) +0 (63)J ,

2.23
( ) + €2 (—%Lp(o) - 0 cos o 4 25in (@ + %sin 2¢(°)> +0(e3).

(Ici aussi, on vérifiera que (I, ¢) prend la valeur (lo, 0) pour t = tg, c’est a dire o9 =0, et aussi que :
dp/dp®) = /¢ = 1/1,).

2.4. - PENDULE SIMPLE CIRCULATOIRE (SERIES DE TAYLOR).

2.4.1. - On se propose d’obtenir ces mémes séries par la méthode du paragraphe 2.2, c’est a dire en
feignant de ne pas connaitre la solution exacte. Avec les notations de 2.2:

1
F0(1)=—§12, Fi(I,¢)=1cosp, Fe(l,p)=0 (k>1),

d’ou la solution du systéme non perturbé:
1O =1, ¢ =I(t-to)

On a choisi pour (I(9, ¢(®)) la solution de valeur (Ip, 0) quand t = to, de sorte que, pour s positif, les
(1(), o(2)) doivent prendre la valeur (0, 0) au méme instant. On aura remarqué que (Io, ¢(%)) s’identifient
aux (lo, ¢(®) du paragraphe précédent.

2.4.2. - On a maintenant :

&) = —125in (¥, g = [
d(?) = —Igfp(l)cos o0, @ = [ ete.

21



Avant de déterminer successivement (1), (1) 1(2) (2) notons les relations suivantes :

t 1 t 1 t
/ dt = — (9, / sin@dt = —(1 - cos <p(°)),/ cos pVdt = 1 sin (9,
to Iy to Io to lo

t 1 t 1
i gt = — (1~ (0) Odt = — sin 209
/' sin 2¢p\"/dt T (1 cos 2¢ > ) /; cos 2p\dt 7A sin 2\,

[} [+]

t
/ (p(o) sin p(0dt = Ii[sin <p(°) — o9 cos <p(°)],
0

to

t

1

/ ©© cos ©Odt = To- [—1 + cos (0 + @ sin v(o)]_
to

2.4.3. - Commengons par: _
IM = (1) = —2sin @),

d’ou:
(2.24) IM = —Iy(1 = cos ().
Puis :
¢(1) =g = ~Iy(1 - cos<p(°)),
d’ou:
(2.25) e = —p(® 4 5in (0,
2.4.4. - Al'ordre deux en ¢ :
I® =™ = —Ig(—go(o) + sin qp(o)) cos p(0) = 12 (p(o) cos p(0) —~ %sin 2¢(°)> ,
d’ol: L1
I® =, (—1 + cos (O 4 (O sin (® — 770 2<p(0)) ,

soit :
(2.26) 1A= (—g + ¢ 5in o + cos (@ + %cos 2¢(°)) .
Enfin : |

oA =9 = |, (—Z + ¢ sin (@ + cos (@ + 7 68 2¢(°)>
d’ou: 5 1

@ = —Zga(o) + sin () — o(® cos (@ + sin (O + 3 sin 2¢(?
soit :
(2.27) o = —gtp(o) - ¢ cos (@ + 25in (0 + %sin 200

On vérifie que (2.24), (2.25), (2.26) et (2.27) confirment (2.22) et (2.23).

22



2.5. — OSCILLATEUR HARMONIQUE PERTURBE (SER.IES DE FOURIER).

2.5.1. - Considérons le hamiltonien :
(2:28) Flg pe) = 5 (0 +0%0%) - ¢,
ol € est un petit paramétre et () une constante de méme dimension que ¢. Il sera commode de poser:
g=pQ, F= %Pz + w?Q? [%p2 - sps].
Soient to une valeur de ¢ pour laquelle p s’annule, et ¢; = p1Q la valeur correspondante de g. Alors,
I'intégrale de V’énergie:
9F (g, p, €) = P* +w2Q%(p? — 266°) = 2F (a1, 0, €) = w*Q (] - 2¢p})
nous donne:
(2:29) p* = w?Q%(p — p1)[ 266" = (1 - 2ep1)(p + p1) ]

C’est 1’équation générale des trajectoires dans le plan (¢, p): elles constituent une famille de cubiques
dépendant d’un paramétre p;. L’équation du second degré:

2p® — (1= 2p1)(p+p1) =0
admet une racine py voisine de —p; qui se développe aisément par rapport ae:
(2.30) p2 = —p1 + 26p7 — 46753 + 0 (€%).

Comme la somme des racines de 1’équation considérée est (1—2ep;)/2¢, l'autre racine p3 admet le dévelop-
pement :

1
(2.31) pa= o = 2ep? + 4e2p3 + 0(€2).
L’équation (2.29) prend donc la forme:

(2.32) p? = 2ew?Q%(p — p1)(p2 — P)(p3 — P).

2.5.2. - Introduisons la variable u définie par:
p=p1+(p2—p1) sinfu, dp=Q 'dg=2(ps—~p)sinu. cosu.du,

de sorte que

p? = 2ew?Q%(p3 — p1)(p2 — p1)?sin’ u. cos’ u (1 - f%:-%siﬁ u) :
3= Pl

Par ailleurs: )
d . .
pP=¢*= (a—i) 42 = 4Q%(pz — p1)? sin® ucos® u. %,
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En posant:

1 -
Al= §€w2(P3 - 1) k? = n2a
P3—p

et en comparant entre elles les deux derniéres expressions de p?, il vient :

i = A(1 - k?sin? u)"/?
(en choisissant la détermination de u telle que celui-ci soit croissant). Donc:
(2.33) Adt = (1~ k?sin? u)~/2dy,

On tire aisément de (2.30) et (2.31) les développements:

(2.34) A=2|1-ep - ée"’pf + ée"pf +0(e*)
2 2 2
(2.35) a7t =21 hep + Le2pt 4 2638 4
. = P+ 5e°pi+ sepy +0(€7%)
w 2 2
(2.36) k2 = ~4epy [1 + epr + 8e%p7 +0(e®)]

2.5.3. - Il s’agit maintenant de développer (2.33).
12 2 3 4.4 6
Adt = [1+ -é-lc sin u+§k sin” u+ 0 (k%) | du
= [1 + 4llc2(1 — cos2u) + %k‘(S —4cos2u + cos4u) + O(ks)] du,

d’ou, en posant:

T =rxA"! 1+lk2+ik4+0(k6) ,
4 64
(237) AT 1 3 3
— 2 12 _ 9,4 9 g4 6
Adt = = du+[ 4k cos 2u 16k cos2u+64k cos4u+ 0 (k )]du.
On introduit alors ’angle auxiliaire :
27
2. = —=(t-t
( 38) a T( o),
de sorte que:
- T T
d(3)= Tt = Adt
= du+ il —lk2cos2u— ik4 cos2u + ik'1 cosdu + 0 (k%) {du
- AT| 4 16 64 '
Comme, d’aprés (2.37),
ro_ 1o 5,4 6
AT_I 4L 64k + 0(£°),
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il vient:

64

Comme pour t =tg, p = p1, u =0, d’olt 0 =0, cette relation s’intégre en:
g

T\ _ 1.5 14 3 4 .6
d<§) =du+ [—41«: cos 2u — Sk cos2u + —k? cosdu + 0(k°)|du

% =u— %k sin 2u — —Ek4 sin 2u + iggk“smtlu-‘r 0 (k%),
et elle s’inverse en:
(2.39) u= < -1- smcr+-l-L"sm0'-+-—L4 sin 20 + 0 (k°).
' T2 8 16 256

soit : i |
cos2u = coso — gkz + -8-k2 cos 20
- --l—lc4 - —3—k4 coso + ilc‘1 cos 20 + —:i—lc‘1 cos 3o + 0 (k®)
16 256 16 256
Au moyen de (2.36):

1
cos 2u = cos o + Epy (-;— - %cos?a) +e2p? (—% - -13—6cosa’+ 5cos2a’+ 13—6cos3a> +0(e%),

et, comme par définition de u:
LA (p2 + ,1) —1—( ) cos2u
= 0 P2t /1 2 p2— P )
il vient:
1
(2.40) L — coso +em 3_ coso — =cos20 | +e2p? | =3+ 2gcosa' + cos 20 + —3—cos3a +0(e%),
P 2 2 16 16

qui, compte tenu de

(o]

r dg

¢9=pQ P=q=F - 0-—(t—to)

T
2%:2A(1+%k2 k4+0(k6) —w(l+0.5p1—17:)-€2pf+0(§3)),

fournit la solution.

2.5.4. - Explicitons cette solution :

1 29
q= plQ[cosa+5p1 (% —coso — 5cos2a) +e2p'f< -3+ -igcosa

+ cos20 + -13—6c053<7> +0(€3)],
. . . 2 2 (31 . .
(2.41) p=wpQ|—sinc + epy(sing +sin 20) + €°py Esma—iZsm?a
~ D sin3e +0(%)
16 '
15 ,
(1— —4—5 p +0(€ )) .(t—to),
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et, en posant $(%) = w (¢ — ty), calculons les premiers termes de sa série de Taylor par rapport & €

15
coso = cos h(? + T e2p? %O sin g 4.0 (€%),

sino = sin (¥ — el €202 9 cos p(©) 4 0 (%),
d’ou:
2 cos ¢(°) +ep1 é — cos ¢(°) - lcos 2¢(0)
1Q 2 2
2 2[15 (0) i 0 29 (0) 0, 3 (0) 3
+e‘pi|— ¥V singy” =3+ —cosP’ + cos 29V + — cos 3y +0(e”),
(2.42) |7 16 16
= — sin (9 + £p1 [sin v(® 4 sin 2¢(°)]
wp
2,215 10) o5 6® 4 3L gin 6(® — 20 20(® — 2 sin 35 3
+e%p1 Ttp cos +1—6-sm¢ — 2sin 2y —Esm&/) +0(e%).

On vérifie bien que pour t = ty, p s’annule, ¢ = p; @ et d’autre part que p = dqg/dt.

2.6. — OSCILLATEUR HARMONIQUE PERTURBE (SERIES DE TAYLOR).

2.6.1. - On reprend le hamiltonien (2.28):

1 cw?
}.(qa P E) = 5 (p2 + w2q2) - ? qa,

et on lui applique la transformation (g, p) — (I, ¢) du paragraphe (1.4), définie par:

q= \/i—lsingp, p=V2Iwcosp.

Avec les notations de (1.4):
- Fo=—-uwl,
2

EWw
R(g, p, €) = —Fq",

de sorte que:

2 3/2
R(I,p,e)=-R = i (i—l> sin®

2 3/2
= %5—2—(1—1) (3sin ¢ — sin 3¢p).

2.6.2. - Nous considérons donc le hamiltonien :

1 21\%?
F(I,p,6)=-wl+ ZewzQ"l (-;—) (3sin @ — sin 3p).
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En variables (g, p), on a choisi les conditions initiales (gg, po) définies par:
t=1o, ¢(to) = g0 = P Q(<0), p(to) =po =0,
de sorte qu’en variables (I, ¢):
1 2L\ /?
I(te) =1Io = iwprz ou: (f-) = -p1Q,

(2.43) )

@ (to) = o = N
1l sera donc commode d’utiliser a la place de ¢ la variable

T
11)—54"10

qui s’annule & 'instant initial.
La solution du systéme non perturbé qui admet ces conditions initiales est:
(2.44) IO =1, 3@ =w(t-t),

de sorte que %(® & la méme signification que dans le paragraphe (2.5.4).

2.6.3. - On se propose maintenant d’appliquer la méthode du paragraphe (2.2).

Avec les notations correspondantes:

21

3/2
Fa(1,=) = I, (1, ) = 3@ (2] (-3cosy - con3),

tandis que les Fy pour A supérieur a 1 sont identiquement nuls. En vue du calcul des &), ¥(*) nous
devons calculer les dérivées partielles de £y pour (I, ¥) = (I(o), 1/:(0)). Il vient:

1/2
%FTI = §wQ'1 (%) (—3cos :/)(0) — cos 31/;(0)) = i—wpl(3 cos %(® + cos 31/)(0)),

3/2
oF _ §w2Q-1 (ZI—") (sin (@ + sin 39(0) = %dpiQ?(—sin »(©) — sin 39(9),

RN

_6? 4 w
PR 3., (2 -1z (0) (0) 3 _14-2 (0) (0)
==Q — (—3cos () — cos 3P!Y) = =pT Q7" (3cos ¥ + cos 3Y*),
oIz 4 w 4
62F1 9 =1 2[0 1/2 . (0) . (0) 9 . (0) . (0)'
-375; =g Q (—w—> (sin¢'® +sin 39'V) = Zupl(—smd) — sin 3y%),
2 3/2
%—:% = -z-w2Q‘l (-2:])2) (cos (% + 3cos 3y() = %w2p?Q2(— cos % — 3 cos 3p(9).

9.6.4. - Il en résulte les expressions de ®(1), W(1)| &(2), ¥(?) déduites de celles du paragraphe (2.2.3).
En utilisant (2.43):

o) = -g-lowpl(—sin (O — sin 3p(%),

g = %wpl(—ii cos P10 — cos 39(9)),

3 = gwpll(l)(— sin $(© — sin 39(?) + %wpllotbm(- cos P — 3cos 3y(?),

g2 = %ple-H(‘)(-a cos Y0 — cos 3p(») + gp;‘Q-210¢<‘>(sin $(© + sin 3y(?).
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2.6.5. - Au premier ordre en £, on a donc:
/Q(l)dt = %Iop1(3 cos {9 + cos 30,
d’ol, en tenant compte des conditions initiales ((%)(to) = 0, I{})(¢o) = 0):
(2.45) M= %Iopl(—4 + 305 9(® + cos 39(®),

De méme: 1
/\Ir(l)dt = ;P1(~9sin P(® — sin 39(9)),

d’ou :

2.46 1/;(1) = lpl —9sin ¢(0) — sin 3¢(0))_
4

2.6.6. - Avant de déterminer I(?) et ¥(?), il convient de substituer les expressions (2.45) et (2.46)
dans celles de ®(2) et de ¥(?), On obtient :

o® = %w pIo(3sin (0 — 45in 2¢(® + 3sin 39( + 2sin 4¢(?),
v = %upf(—m + 12 cos (9 — 9cos 29 + 4 cos 39(®) + 12 cos 4p(? + cos 6y(?).
On a donc

/@(2)dt = gpflo (—3cos ¥(® 4 2cos 2949 — cos 3¢9 — %cos 41/)(0)) ,

/ ¥y = %pf (-2o¢<°> + 12sin (@ — gsin 2@ 4 %sin 39 4+ 3sin4y(® + é—sin 61/;(0)) ,

et finalement :

(2.47) (= %pflo(f) —6cos (% + 4 cos 2¥D — 2 cos 3Y(? — cos 41,1)(0)),

(2.48) v@ = 3i2pf(-120¢(°> + 72sin $(® — 27 sin 2¢(%) + 8sin 39(%) + 185in 49(%) + sin 6¢(D).

2.6.7. - Afin de comparer ces résultats a ceux du paragraphe (2.5), on calcule:

-1/2 1/2
g _ (2L\"V? (2
nQ B (w ) (W cos¥

QY (O 12 (© (1) 4 2.(2) 3
=(1+57<;_+E 70—) cos (Y77 + et +e“9t) + 0(e”)

0 1/ 0 1) g0 (0
= cos ! )+6[§TCOS¢( ) — D sin 9@
0

1 2
€2 =@ sin @ — L0205 40 _ LID ) gin @ 4 112 o o
) 2T 2 To
my?
- é (I_I—> coszb(o)] +0(e3).
0
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On s’assurera qu’en substituant (2.45), (2.46), (2.47) et (2.48) dans cette expression, on retrouve
(2.42).

2.7. - EXERCICES.

2.7.1. - On reprend le systéme de I’exercice 1.6.1. On demande de construire sa solution approchée
sous forme de série de Taylor tronquée, en négligeant 0 (€?).

2.7.2. - On reprend le systéme canonique dont le hamiltonien est celui de l'exercice 1.6.2. On
demande de construire sa solution approchée sous forme de série de Taylor tronquée, en négligeant 0 (¢3).
On pourra se contenter de faire les calculs en variables (I, ¢).

2.7.3. - On considére le systéme canonique de hamiltonien

1 cw?
Fg,p €)= 5 (p* +w?¢?) - -62-94

ol w et Q sont des constantes. Construire les séries de Taylor représentant ses solutions, en négligeant
0(e3).

2.7.4. - On reprend le systéme précédent. Construire les séries de Fourier représentant ses solutions,
en négligeant 0 (¢3).

2.7.5. - Etudier la forme des trajectoires associées au hamiltonien:

w?

1 €
}-(qr P, E) =5 (p2 +w2q2) - _q3
2 Q

du paragraphe 2.5, dans le plan (g, p), sans supposer ¢ petit.

9.7.6. - Effectuer la vérification suggérée  la fin du paragraphe 2.6.
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3. - LE SCHEMA DE DELAUNAY

3.1. - SERIES DE FOURIER ET SERIES DE TAYLOR.

3.1.1. - Revenons aux exemples du pendule oscillatoire et de ’oscillateur harmonique perturbé. Nous
avons déterminé deux types de représentations de leurs solutions.

(a) Séries de Fourier:
* 5 2 3
o' =1 1-—6—26 +0(e%) ) - (t —to),

. . 1, .
p=¢" +esing” + 2e%sinp® + §62 sin 2¢" + 0 (€%),

et:
15
c=w (1 - —4—s2pf +0 (53)) (t—to),
3 1
q/p1@ = coso +€p; 3~ coso = 3 cos 20
+epr | -3+ 1—6-cos0'+cos2a+ Tgcosiia' +0(e°).

(b) Séries de Taylor:

¢ = Io(t - to)

o=+ e(—<p(°) + sin () + €2 (— -i—go(o) - ¢(® cos p(®) + 2sin o0+ -;-sin 2<p(°)) +0(e%),
et:

¢(°) =w(t —to),

9/p1Q = cos (9 + epy (g‘ - cos p(® ~ %COS 2¢(°)>

+e2p? (}42!#(0) siny(® — 3 + % cos (O + cos 2909 + -1% cos 3¢(°)) +0(e3).

3.1.2. - Comparons les deux formes sous lesquelles nous avons représenté les solutions.

(a) Les séries de Fourier sont des sommes (convergentes) de termes purement trigonométriques (sinus
ou cosinus de fonctions affines du temps), donc périodiques et bornés par rapport au temps. Ceci convient
bien pour représenter des solutions que nous savons elles mémes périodiques et bornées.

En revanche, ces séries n'ont été obtenues que parce que nous connaissions les solutions exactes.
Cette méthode ne s’applique donc qu’a des systemes intégrables (en l'occurence, a un seul degré de
liberté). '
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(b) A Pinverse, les séries de Taylor (elles aussi convergentes, au moins dans un voisinage des conditions
initiales) sont obtenues par une technique (paragraphe 2-2) qui est valable quel que soit le degré de liberté
du systéme et quelles que soient ses propriétés de (non) intégrabilité. Ces séries ressemblent a celles de
Fourier, en ce sens qu’elles contiennent aussi des termes purement trigonométriques, mais elles présentent
le grave inconvénient de contenir aussi des termes de Poisson.

On appelle terme de Poisson le produit d’un terme purement trigonométrique par une puissance
d’une fonction affine du temps. Les termes soulignés dans les précédents développements de Taylor sont
des termes de Poisson. De tels termes ne sont ni périodiques ni bornés et constituent le défaut essentiel
des représentations de solutions qui les contiennent: sauf dans un intervalle de temps limité, elles ne
traduisent pas les propriétés qualitatives des solutions exactes.

3.1.3. - Le phénomene de 'apparition des termes de Poisson dans les séries de Taylor peut s’interpré-
ter de la fagon suivante. Considérons la série de Fourier d'une fonction périodique du temps z (¢, €)
exprimée en fonction de I’argument :

" =w(t—to)

ol la fréquence w dépend de ¢:
w=wo(l +ew + €2W2 + 0(63))

de sorte que ’argument voisin :
O = wo(t — to)

est la valeur non perturbée de ¢*. Cette série de Fourier peut s’écrire :

z(t,e) =D (XOV4exN) 4 2 XEN 4 0(e%) . ezpide” (A€ 2).
A

Mais :
©* = POl + ewy + 2wy 4+ 0(c%)),

de sorte que:
ezpidp® = ezpirp(® + iedw; p(Dezpip(®
+ 62[i/\w2<p(°)ez:p ixpl® — %/\wa (') 2ezp irp(® ]+0 (€3).
Donc la série de Taylor de = est:

z(t, €)= Z[X(o"\)ezp A + £ (X Mezpirp'® + idw; XON pOezp idp(?)]
A
+¢? [X("’"‘)ezp iIAp(® 4 A X AN o @ezpidpl® 4 idw, X (0N p(0ezp irp(®)

- -;-,\wax<°'*)(¢(°))2ezp ixp@] +0(e%),

ou les termes soulignés sont les termes de Poisson qui apparaissent inévitablement dans ce type de calcul.

On a cherché en fait 4 représenter une fonction périodique de fréquence w (¢), pour laquelle 'argument
naturel est p*, en fonction de I’argument (%) de fréquence voisine mais différente wy = w (0). En se
reportant a la méthode exposée dans le paragraphe 2-2, on observera que I’argument non perturbé ¢(®),
apparait a la premiére approximation et que la forme méme de la technique employée implique que
les approximations suivantes soient définies en fonction du méme ¢{®). C’est une méthode qui, dés le
début, “bloque” la fréquence & sa valeur non perturbée, et qui n’en détermine pas ensuite de meilleures
approximations.

On voit ainsi ce que I'on cherchera a éviter dans la suite.
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3.2. - LE SCHEMA DE DELAUNAY.

3.9.1. - Soit un systéme canonique & n degrés de liberté, autonome et quasi séparable:

F(I, ¢, €)= Fo(I,=)+ D € Fi(l, )  (GEN).
j

Supposons que nous sachions construire une transformation canonique indépendante du temps:
T: (e~ ¢)
telle que le nouveau hamiltonien (égal au précédent) soit de la forme:

Pt - e) = Fy(I', =)+ »_ & F{(I", =),
b

c’est & dire indépendant des composantes de p*. Alors, si on introduit les fréquences

aF*

w(I*, €)= I (I*,—,¢€)
le nouveau systéme canonique :
. orF* oF*
e e — 5 = e (", — —w (I
I aso. 0! So al. ( 4 1 E) w ( ! E)

admet la solution triviale de valeurs initiales I, @5 :
I'=1, ¢ =ps+w (s, e€) (t—1lo)
On en déduirait alors la solution générale du systéeme donné par application de la transformation canonique

réciproque 7~!. En résumé:
T

F(1,e,¢) F=(I*,—,¢)

3.2.9. . On n’aura malheureusement pas en général la possibilité d’appliquer cette méthode sous
cette forme. En effet, si T existait, cela signifierait précisément que le systeme proposé est séparable. Or,
ce qui nous intéresse ici est d'étudier des systémes qui ne sont que quasi séparables.

On verra qu'il est possible de modifier ce schéma d’une maniére qui le rende applicable. Nous fixant
k € N*, on cherchera au lieu de 7 une transformation canonique:

T : (I, 9)—~(I", ¥7)
telle que le nouveau hamiltonien ait la forme:
Fr(I",— e) + Re(I", ¢7, €),
ol:
FU(I" =)= ) (M=) (e,
j
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et :
Ri(I*, ", €) = 0(eF*1).

Sion y parvient, on dira qu’on a éliminé les variables angulaires ¢; a ¥*! prés. Le nouveau hamiltonien
dépend encore des ¢}, par l'intermédiaire de ¢ et conformément a son caractére de non séparabilité,
mais seulement dans des termes d’autant plus petits que % sera grand.

On choisira alors k& assez grand pour que Ry soit pratiquement négligeable, et on substituera le
systéme séparable de hamiltonien F* au systéme exact de hamiltonien F* 4+ R; (non séparable par
hypothése). Ce nouveau systéme s’intégre aisément. Posons comme plus haut :

w/ T aF. -
w (1 ,E)Z_W(I )—YE)I

et :
I'=1I5, ¢ =¢;+w(lg,e€) (t-t)

On revient alors a (I, ¢) au moyen de 'Tk'l. Remarquons au passage que la fréquence w* dépend de ¢, ce
qui est une des choses que nous souhaitions.

3.2.3. - Le schéma devient :

7, .
F(I, ®, E) - F'(I‘,—,€)+Rk(1',(p‘,€)
F*(I*,~,¢)
(approché)
I, e — I, ¢
7!
(approchés) (approchés)

3.2.4. - La transformation 7; sera déterminée au moyen d’une fonction génératrice S(I°, ¢,€) et
s’écrira sous forme implicite :

as as

‘P’lzﬁ’ il v Jj €1 nl.

On cherchera S sous la forme d’un polynéme de degré k en ¢

S(I", ¢, €)= So(I", ) + Y _€*Su(I", 9),  uw€[L; k]

Observons que dans le cas trivial ol ¢ est nul (cas non perturbé), le systéme initial a déja la forme
séparable voulue. 7} se réduit alors a 7g et il est raisonnable que ce soit la transformation identique. On
posera donc:

So(I", ) = D [}
J

qui est précisément une fonction génératrice de la transformation identique. Avec ce choix, T; est définie
par:

aS,
dp;

L] uaSu - - u -
<P,-=soj+zu:€3—1;(1»so), 1,-=1,-+;e (", o).
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3. — UN EXEMPLE.

3.3.1. - Pour donner une idée du procédé, nous allons I’appliquer au cas, d’ailleurs séparable, du
hamiltonien déja rencontré:

F(I,p, €)= —%12 + eI cos .
Nous nous limiterons & k = 2 et chercherons une fonction génératrice :
S, o) =T"p+eSi(I°9) + €2S5(I7, @)
qui engendre une transformation canonique:

T : (I, p)— (" ¢")

définie par: 5 5
Sl 2652 Sl anQ
= —, I=I"4+e—
N <p+e:a +e€ 3 +€8<p+ 6<p
et telle que le nouveau hamiltonien ait la forme:
F(I", =, &) + Ro(I", ¢*, ) = Fg(I", =) +eF{(I", =) +e2F3(I", =)+ 0(e%).

3.3.2. - On va développer F au voisinage des arguments (I*, o) qui figurent dans S.

Il vient :

RYPRRE R

2
2
” 6(p> +elgcosp

F(, €)=

2—5(1') —eI” gi+elocosgo——€ <

85, 9 ,.052 3
o 3 ) —e°! +0(e%).

dp B

Nous voudrions que le nouveau hamiltonien, égal au précédent, soit de la forme indiquée plus haut.
Donc, en identifiant les termes indépendants de ¢:

R =)= —5 ()

3.3.3. - Identifions de la méme maniére les termes en € dans les deux hamiltoniens:

) -
-1 -5—;+I§cos¢p=Fl(1 ,=)
o as 12 1
T =TSP

qui admet la solution immédiate

2
SUIp) = Lsing, Fi(I"-) =0,
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Passons aux termes en £2. )
89S, 1 /8%

e — ) =F{", -

dp 2 <3so> 217 -)

ou, en tenant compte de I’expression obtenue pour Sy :

85, 1 (asl)z 1

Dp - 2 \Bp) " T?

1
= _213(1')—3(1 +cos2p) — (I")"'F5.
A D’ordre précédent, on avait pris #7 nul. On pourrait de méme choisir ici Fy nul, et alors:
. ) S 1.
SoI7,¢) = =7 1o (I")™" | ¢+ 5sin2p |,

et c’est ce qu'il ne faut pas faire, le terme non purement périodique en ¢ devant engendrer des termes de
Poisson dans la solution. Au contraire, on choisit

- L4 1 -\ -
F3(I", =) = -3 180,

de sorte que
S, 1 o4, eics
79—50———‘—1'10(1 ) COS2(p
s’intégre en :
1 .
So(I*, ) = _§13(1‘)-3sm 20

qui ne contient qu’un terme purement périodique.

3.3.4. - En résumé, la fonction:
S(I*, @) =I"p+eS1(I°, p) +2S2(I", p)

engendre la transformation canonique définie par:

o =05 By sing + S L) sin 20,
or 8
I= a_S =I"+el3(I') 'cosyp - -}-5214(1‘)'3 cos 2¢p.
) 0 4-°

Le nouveau hamiltonien est :
1 1
FY (I, =€)+ Ry = -5(1')’ +0-e—~ 4-e21;,‘(1')'2 +0(ed).

La fréquence perturbée est:
oF* 1, (L)
“(]* = o = J* e——g2| L 31,
w'(I*, €) 37 I (l+0 €= 3¢ <1_) +0(e ))

Conformément a notre convention, nous négligeons R, et la solution de valeurs (15, g) pour t = tg

est:
I" = Iy,

¢ =g +w (5, €)-(t —to)

4
=¢5+15< - 1e (%) )-(t—m.
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3.3.5. - Comme on I’a déja observé, la transformation 7, est définie implicitement.

On va ’expliciter, et il vient:

L\’ 1, 0\ 1 ,/L\
—_ I-c 1 il « _ -y - il Y 3
1 [ +€(I"> cos 26 I +4E Iz cos 20" +0(e%)],
L\?. 1, (h\*.
p=¢" +e€ L) sing" + =€’ 2 ) sin2p" +0(e%).
I* 8 I*
Comme on le souhaitait, ces relations ne comportent pas de termes de Poisson.

1l en est de méme des relations réciproques:

2 4 4
I':I[l—e(-llg) cosgo—-;-e2 (170) —-11—62 (_170) cos 20 + 0 (%) ],

2 4
pr=p—c <£I°—> sin ¢ — 262 (_IIE) sin 2¢ + 0 (€%).

3.3.6. - Ces expressions permettent de déterminer les valeurs initiales des variables (I*, ¢") qui corres-
pondent & celles des variables (I, ) adoptées au paragraphe (2.3.2.): (o, 0) pour t = to. Au méme
instant, on a donc:

p" =0,
. 5 9 3
I"=1I 1—-6—26 +0(e) ).

Substituant ces conditions initiales dans les solutions obtenues, il vient :

ZTZ =w'(I*, €)= I (1 —c- —52+0(€3)) ,
. 27
p = 'f(t to),

5 1
I=1I (1 —c+ecosp” — Zez +e2cosp” + Zszcos 20° + 0(63)> ,
. . - 2. . 1 2 - 3
p=¢" +esing” +2e°sinp” + -8-6 sin 2¢° + 0(&”),
expressions qui confirment les résultats obtenus par une autre voie dans le paragraplie (2.3.).

On observe que l’expression de la fréquence 27 /T dépend de ¢, et, comme on l'avait prévu, ceci
explique I’absence (souhaitée) de termes de Poisson dans la solution, contrairement a ce qui avait été
obtenu dans le paragraphe (2.4).

Dans le chapitre suivant, nous nous proposons de formaliser et de généraliser ce procédé a des
systémes non séparables (mais quasi séparables) a plusieurs degrés de liberté.

3.4. - EXERCICES.

3.4.1. - On reprend le systéme canonique étudié dans les exercices 2.7.3 et 2.7.4. On demande de lui
appliquer le schéma de Delaunay, puis de faire les comparaisons qui s'imposent entre les résultats obtenus
et ceux des précédents exercices. :
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3.4.2. - On considére le hamiltonien :

2
F(I, p,e)= —2#? + eI?(1 — cos 2¢)

et on se propose d’étudier les solutions du systéme canonique associé en négligeant 0(e2?). Explorer les
voies suivantes en en comparant les résultats.

(a) Déterminer 1’équation, dans l'espace (I, ¢), de la trajectoire pour laquelle (I, ¢) = (lo, 0)
lorsque t = ¢g. Ceci d’abord sous forme implicite, puis en explicitant I (¢, Io). Construire une équation
différentielle en dp/dt dont le second membre ne dépendra que de Iy et de ¢ (pas de I). Toujours en
se limitant a ’approximation demandée, résoudre cette équation en obtenant la solution sous la forme
d’une série de Fourier tronquée.

(b) Déduire du résultat précédent une série de Taylor tronquée & la méme approximation.
(c) Construire directement cette série de Taylor par la méthode du chapitre précédent.

(d) Appliquer au systéme envisagé le schéma de Delaunay.
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4. - LA METHODE DE LINDSTEDT-POINCARE

4.1. - PRINCIPE DE LA METHODE.

4.1.1. - On se propose d’appliquer le schéma de Delaunay a un systéme canonique & n degrés de
liberté, en principe non séparable, mais quasi séparable. Le but est Iobtention de représentations des
solutions sous forme de séries de Lindstedt qui, comme les séries de Fourier dans le cas séparable, ne
contiendront pas de termes de Poisson.

On s’inspirera, en généralisant, de ce qui a été fait dans ’exemple du paragraphe 3.3.

On considére donc un hamiltonien quasi séparable:

F(l,p €)= Foll,=)+ Y "L, 9)
A=l

ou I et  ont n composantes I; et ;.

4.1.2. - On se fixe un entier k positif et on va chercher une fonction génératrice:
n
S e )= Lpi+ 2 5" p),  AE[LK]
j=1 A

(qui, pour € nul, se réduit & une fonction génératrice d’une transformation identique) engendrant une
transformation canonique indépendante du temps:

95, 98,
I, =1 AR Y= ATCA
f IJ+ZA:€ a%_. Pj ‘p1+z,\:5 61;’

telle que le nouveau hamiltonien soit de la forme:

FrI", ¢, e) = Fg(I". =) + Y FX(I", =) +0 (kY.
A

4.2. - DEVELOPPEMENT DU HAMILTONIEN.

4.2.1. - On va développer F (I, p, €) au voisinage de (I*, ¢) qui sont les arguments de S. Ce calcul
fera intervenir les dérivées partielles des Fi par rapport aux composantes de /, et on notera en particulier:

dF,
ol

(l,—) = —U.)u([)
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ol les w, peuvent étre interprétés comme des fréquences.

4.2.2. - Considérons d’abord le terme Fo(I, —) d’ordre zéro par rapport 4 €. On a:

. «9S . .
Fo(z,_):F0(1u+za:e 39 a€1; k], uet; n]

:F"(F")‘Z“u(l')'zs"g% pell; k]
L OFy as,
+§ZZaI 6(,)! XO: 'Z;, ﬁa: veEfl;n], a+ B €2 k]
PF . 650 aS S,
622251 s ) Z Z o 2 5 3; £]
Y

+ -

k,zzz zmﬁ AR TS ok R )

Opu 00y Opw  Op.
+0(ekth)

= Fo(I*, - Zs”Zwu(I ) 5t Ze"@“’) + 0(ekth.

Dans cette derniére expression, <I>(‘°) est nul et d>$,°), pour 2 < p < k, dépend des dérivées partielles
par rapport aux ¢ de S1, S, -+, 5,1 mais pas de celles de S,, S,41, -, Sk.

4.2.3. - Pour les coefficients F) des termes d’ordre supérieur (1 < A < k), on fait un calcul analogue,
mais seulement jusqu’a I'ordre k — A, puisque F) est factorisé par €* dans le développement de F.

AL e = R+ L °ai° P)+0(E M) e[l k-]
' F
= F(I", ¢ Za A1°, ) - Ze a€fl; k=1],
1 82 B e «0Sa asﬂ L
+§2u2281 a1, ¢ ZQ: ? & a+fe(2 k-]
ok~ '\F,\ l: ,\(951 a5, 95
- A'ZZ 2 rar, o Boudp. Dpy

+0 (k7M.

On peut donc aussi écrire:

(I, ) = FA(I", @) + >_e?®M + 042+, s e[1; k- AL

Ici, <I>f,'\) dépend des dérivées partielles de Sy, S5, ---, S, par rapport aux ¢, mais pas de celles de
SP+1) SP+2,' ooy Sk
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4.2.4. - Regroupons les résultats précédents.

F(I,p,e)=FR(I',=) =Y ¢ Zwu(l‘) 35” Ze”Q(O) + 0 (kY
p u
+> ¢ [F,\(I", p)+ > e7®M +0 (Sk_'\+1)] .
A 4
Si on pose p = A+ o, la double sommation définie par:

e[l k], c€ell; k=]

équivaut & celle définie par:
pel2 k], Ae[l;p—1],

de sorte que:
P aSP (0) . (€)]
F(I, ¢ €)= ,— +Zs Zwu(I) + &) + F (I, +Z<1>
+0(eFH)

—-FO _)+Z€P[ Zwu(l BSp p]+0(€k+l)

ol p € [1; k] et:
q)leI)

&y = B + 080 + @{Y,

®3 = F3 + 0% + &f" + &%),

@ =F+ >0, s €[0; k—1].
s

Il en résulte que ®; ne dépend pas des dérivées partielles des Sy, tandis que pour 2 < u < k, ¢, dépend
de celles de Sy, Sa, - -+, Su—1, mais pas de celles de Sy, Su41, -, Sk-

4.3. - EQUATIONS DE LINDSTEDT.

4.3.1. - Identifions le développement obtenu pour I’ancien hamiltonien :
F(,p €)= FO(I',—)+ZE”[ Zwu(l 65” +,| +0(H)
P)

3 celui qu’on attend pour le nouveau:

Fr(I", ¢, €) = Fg(I", =) + Y_e? Fy(I", =) + 0 ().
P

4.3.2. - 1l vient d’abord (termes indépendants de €):
Fo(I*,=) = R(I",-)
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qui définit Fy.

On distinguera soigneusement la signification de cette invariance du hamiltonien non perturbé de
celle de I'invariance du hamiltonien perturbé. La relation précédente exprime le fait que F5 et Fy sont la
méme fonction (et non que:

F5(I7, =) = Fo(l,-)
qui est inexact). En revanche, la relation correcte :

F*(I', ¢ e)=F (I, p,¢)

signifie que les fonctions F* et F, différentes ["une de ['autre, prennent la méme valeur quand on les
calcule respectivement en (I*, ¢*) et (I, ).

4.3.3. - Aux ordres supérieurs (1 < p < k), on a:
- aS -
> wall ) g = 0o F,

qui sont les équations fondamentales de la méthode. Elles serviront ultérieurement a déterminer succes-

sivement :
—pour p=1: S;et Fy,

—pour p=2: Sjet Fy,

—pourp=k: StetF;.

On observera que si l’'on procede dans cet ordre, 1’équation qui correspond a une valeur donnée de p ne
contient pour inconnues que S, et F;. En effet, on a vu que ¢, ne dépend que des dérivées partielles de
S1, 82, -, Sp—1, supposées déja déterminées a ce stade du calcul.

4.4. - OPERATEURS M ET S.

Nous présentons dans ce paragraphe deux opérateurs qui permettront de résoudre les équations de
Lindstedt (détermination de S,, sans termes de Poisson, et de F;, indépendant des angles ¢*).

4.4.1. - Revenons au systéeme non perturbé :

~_8Fo__ s aFO__

dont la solution de conditions initiales (/o, 0) est:
19 =I5, o = w (L) - (t - to).
Considérons maintenant une expression de la forme:

G (I, w):ZGa(l)'erpi(aogp), a€QC2Z?,
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ol « e désigne le produit intérieur:

aogo:Zaucpu, u € [1; n].
u

Dans les applications pratiques, {2 sera une partie finie de Z™, et donc G une somme finie. Cependant,
nous ne nous interdisons pas que €2 soit infini, sans méme imposer des conditions de convergence de G.
Les calculs qui suivent doivent alors étre considérés comme purement formels.

4.4.2. - On se propose d’évaluer P'intégrale indéfinie:

K = /G’(I(o), ey dt = ZG’G(IO)/expi(aoso(o))dt.

Pour a = 0,, l'intégrande se réduit a une constante, et I'intégrale a t. Nous ferons ici ’hypothese
que ceci ne se produit pas pour d’autres valeurs de a, c’est a dire que 'on a la condition sur Io:

aew(lp) =0=a =0,

Définissons alors la partition AU B de 2, oit A est {0} si 04 appartient a et est vide dans le cas
contraire. B est I’ensemble des éléments de Q différents de O,.

44.3.-0On a:

K‘—‘t'ZGa(Io)—i;ﬂ—cis——l(%i—)-ezpi(ﬁow(o)), a€c A, BeB

ol aucun des dénominateurs 8 o w (lg) n’est nul pour § € B. Introduisons alors les opérateurs M et S
définis par:

MG (1,-) = Gal(D),

SGLg) = ~i Y s expi(B o),
B

de sorte que:
K =t MG (lo, =) + SG (Io, ).

4.4.4. - Le calcul de lintégrale K avait simplement pour but de donner une signification intuitive
aux opérateurs M et S. Leur intérét pour nous est qu'ils vérifient la propriété que nous allons établir
maintenant. On a:

w(l)e 5%[80(1, o)

. Gpg(l) @ .
:—1w(1)o;ﬁ%(—l—)5;ezpz(ﬂogp)]

=D Gpl) -ezpi(Bey)
g
=G (I, ¢) - MG(1,-).
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Il en résulte que ’équation :
as

ot S et F sont des fonctions inconnues, admet pour solution :

S(I,¢)=8G(I,¢), F(I)=MG(I,-).

4.4.5. - Revenons maintenant aux équations de Lindstedt :
* 8Sp =
w(l )OW-.:(D,,——F,,.
On voit qu’elles admettent la solution :
Sp=8Q,(I°, ), F, =M,(I",-),
ol S, est purement périodique (sans termes de Poisson) si @, l'est, et ou F] est indépendant des angles
P
On observera que les F, dépendent en général explicitement des I*, c’est i dire que les fréquences
perturbées —9F* /01" contiennent effectivement des corrections dépendant de €, comme on le souhaitait.
En revanche, et c’est la faiblesse de la méthode, nous ne pouvons pas garantir la convergence des séries
construites au moyen de 'opérateur S.

4.5. -~ LA SOLUTION.

4.5.1. - Nous construirons explicitement la solution pour & = 2. Le développement de F' s’écrit alors:

F =Fo(I‘,—)+e[ —w(I*)e —ﬂ+ (I, )]

352 8’F, 88, 45, aF, 48,
e [ () 22231&515%:3%+ ” W5¢u+F2

+0(€?).

Il vient donc:
Fo(I*, =) = Fo(I”, -

Fy(I* =) = ME(I", -
Si(I%, ) = SF(I°, »),

. 8Fy 85, 85 aF, 85,
F(I - { 22 513513 5o, 59, T 2 51—-3—”’2}’

32F0 4S5, 85, 317'1 351

4.5.2. - Rappelons la forme implicite de la transformation canonique :
84S,
Oyp;

a5, 2052 Iz
So ¢J+€alc( )+€ 61.( ,‘P)

L= et )+ 5 ),
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Ceci peut s’expliciter en :

851
s =L *
L =1 +€8<p,~(  #7)
85 89S, 95,
2| " « - = - * 3
ro[- DG e )+ RRIG!
L P
as 9*S 9s
2 1 * * 1 * L] 2 ™ - 3
g1 921 g _ 9o
e[+ DG e )~ G ¢ )] + 066,
ou, inversement :
] 8S
I =I; —6-3;17(Iy ®)
85, %8, 85,
2 _ s 3
+e [+ ] gp. L oo L ) a%([w’)]”(f ),
. 8s
Pj =pj +65FI(I, ®)
j .
85, 815, 0S5, 3
+52[— —(, V) 57as (L ©) + 5 (L, 90)] +0(e%).
D PRI T al;

4.5.3. - Si nous connaissons les valeurs initiales (¢ = to) des variables osculatrices (I, @), soit :
Ij = Lo, ;= 9jo
les derniéres relations nous fournissent pour le méme instant les valeurs des variables moyennées (15, ¥5o)-
On pose alors ’expression des fréquences perturbées :

8F; OF; ,0F;

W) = -5 T T B

et la solution s’écrit :
I =1, ¢ =9j+wj(lg)-(t=t).

On obtient enfin expression des variables osculatrices (I, o) en fonction du temps et de leurs valeurs
initiales en substituant I*, ¢* dans les premiéres équations du paragraphe 4.5.2.

4.5.4. - Supposons @, développé en série de Fourier (formelle}:

B, (I", p) = S @NI") - eapi(aey), a€A

de sorte que:

S,(I", 9) = ST, (I, @) = —i Y _[Dp(I"))" - @PUI") -ezpi(Bey), BEB,
B

contient les diviseurs:
Dp(I') = Bow (I").
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Les dérivées: 5
—_— 3~ — -2 ® —
ST DS = D e 5

en contiennent les carrés.

Il en résulte que les 8S,/0¢, donc les I, contiennent ces dénominateurs, tandis que les 85,/81*,
donc les ¢, en contiennent les carrés. Rappelons que nous avons fait I’hypothése que Dg n’est pas nul.
Il peut cependant étre petit et on notera qu'il apparait alors des termes importants dans les [, et plus
importants encore dans les ¢.

6. — UN EXEMPLE.

4.6.1. - Considérons le hamiltonien quasi séparable :

1
F(I, ©, E) = —§(k1112 + k'_)I22) + 6[1112 + I 1, COS((pl - 2502) -+ I;') COS(pl],
ou k; et ko sont deux parameétres constants. Les {réquences non perturbées sont :

wl(I)——'—aFo/@Il :klIlw w:;([)"—’—apg/a]z:kg[g.

Nous chercherons une transformation canonique (f, ) — (I*, ¢*) définie par une fonction géné-
ratrice de la forme:
S(I7, p,€) = Ijp1 + Lo + £51(17, ),

soit: S 85 S 08
L=s==I+e=, 1 =1 + e,
LS G T Ty T 5, T2t G,
05 _ 98 _0S _ . 95
A= o T T e T TR T e

4.6.2. - En explicitant, il vient:

—_ T aSl - . 2 . 651 - - 2
L= 1+56%(1.<P)+0(€ ), [2—12+E_3502(1’(’0)+0(6)’
Y 651 - - 2 X —_n* 631 - - 2
w—sol—sa[l.(l,sc)HO(e ). ¥2 =93 6—612.(1,¢)+0(6 )
et inversement :
85, as
Il_Il—ea(p (I, p) +0(e?), I;=h-ez= l(1 ©) +0(e2),
85, . as
©} 301+€311(1 @) +0(e?), 902—5924'6572:( ®)+0(e?).

4.6.3. - Conformément au principe de la méthode, on développera le hamiltonien F' au voisinage des
arguments (I*, ¢) de la fonction génératrice inconnue S.
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Il vient :

_ 1‘ -2 .651 1. 2 .651
F—'— §L1 ([1 +2€Il 8()01> ng < 2 +2612-8E

+ e[l I + ITI5 cos(py — 2p2) + IT%cos 1] 4+ 0(e?).

Nous prendrons donc pour nouveau hamiltonien :
1
Fr=—3 (ky 132+ ko I3%) + eI7 I; +0(€7),

S vérifiant: 1N a8 a8 a8

1 1 1 1
2 kI = ) o Pt =L
Je “7° Qo wil )a¢1 +wa( )6902

= I I; cos (p1 — 2p2) + It cos o1,

koI

soit
Sy = I} I3(Dy,-2) " sin(py — 22) — I;*(Dy )" ' sin gy

ot I’'on voit apparaitre les diviseurs:

D1y = kI = 2ks 15 = wi(I") = 2wa(I),
Dio = kiI} = wi(I7),

supposés non nuls.

4.6.4. - On calcule alors:

BF* oI = —kiI} +€I3,

OF* |81 = koI5 + €13,

85, /0¢p1 = I I3(D1,—2)"" - cos(ip1 — 202) + I72(D1,0) ™" - cos g,

851/8p2 = =213 I3(D1,-2)~" - cos(ip1 — 2¢2),

85,/0I; = [I3(D1,-2)"" = ki [T I3(D1,-2) %] sin(p1 — 2p2) + I} (D1,0)" ! singy,
8S1/0I; = (I;(Dy,—2)~" + 2ka [] I3(Dy,-2) %] sin(p1 = 2¢2),

d’ou les fréquences perturbées:

—OF* [0} =w (I") —€l5 = k] - el;,
—QF* [0 = wa(I") — €I} = kaly — €l
et la solution de conditions initiales (I3, ¢g) du systeme perturbé:
Iy = Iy,
I; = I3,
@1 = plo + (k1o — €l30)(t — lo),
@3 = wio + (k2l3g — elfp)(t — to)-
On a aussi explicitement (I, ) en fonction de (I*, p):
I = I} + €I} I; (D} _5) ™ cos(p] — 203) + I72(D5 o) ™" cos i)+ 0(?),
I = I; — 261} I;(D5,_3) ™" cos(] — 2¢3) + 0(€?),
o1 =1 —e{lI3(D} _5)"" = ki [] I3(D5 ~2) ~*] sin(} — 2p3) + 11 ( 10) singi} +0(e?),
02 = 93 — [I{(D} _)™" + 2k [T I3 (D} _5) ~*)sin(e] — 293) + 0(e?),
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et, réciproquement, (I*, ¢*) en fonction de (I, ¢):

It = I — e[ 12(D1,—2) "t cos(ipr — 2p2) + I2(D1,0) " cos 1] + 0(?),

I3 = I + 2, Io(Dy )"} cos(ipr — 22) + 0 (€7),

01 = o1 + e{[I2(D1,~2)"" — k1li [o(D1,-2) %] sin(p1 — 202) + 11(D1,0) "' sing } + 0(e?),
03 = @2 + e[I1(D1,-2)"" + 2k I Iy(Dy,_2) "*)sin(ip1 — 2p2) + 0 (€?),

ol les diviseurs D et D* sont calculés respectivement en [ et I*.

4.6.5. - Supposons pour fixer les idées que l'on cherche la solution qui, pour t = {4, a la valeur:
I =ho, Io=1In, ¢1=0, p2=m.
Alors, a I'instant initial:

Lo = Lo — elioloo(D{™. )™ = I3 (D{%) ™! +0(e2),
I3 = I + 24=:I1<).’20(D§(,J12)_x +0(e?),

pio = 0(e?),
P30 = T+0(e?),

(les D(® sont les D calculés en Ip).

Donc:

I} = I — el1oloo( D) ,) ™" = eI3(D{) ™" + 0 (e?),

I3 = Ino + 2ed10I20(D{™) )" + 0(¢?),

@3 = (k1I3o — €130)(t — to) + 0 (€?)
(k1110 — ek1T1oT20( D% 5) ™ = 12%(D{%) ™" = elno](t — to) + 0(e?),
5 =7+ (kalsy — eI30)(t — to) + 0(€?)

T+ [kzlzo + 26/62]10120(1)(1?12)_1 - 61101(1 —1g) + 0(62).

A
N
il

On revient enfin aux variables osculatrices (I, ¢):

I = Io — ehol(DY) )74 - [1 = cos (] — 2¢3)]
- EIfO\Dg?g)'l (1 = cosp]] + 0(€?),
Ip = Ipo + 26 Tio Lao( D{?) ) ™" - {1 = cos (] — 2¢3)] + 0(€?),
o1 = 97 ~ e{{l2o(D{*) )" = ki Lo Iao( D{?) 1)) sin(] — 2¢5)
+ Lo(D{%) ™' sin i} + 0 (e?),
2 = 93 — e[l1o(D{*L,) ™" + 22110 I20( DY) 5) "] sin (] — 23) + 0(€?),

ce qui nous donne la solution a 0 (€?) prés, en fonction des fonctions affines du temps ¢} et o3 définies
plus haut.

On notera: (a) I'absence de termes de Poisson, (&) les corrections d’ordre ¢ aux fréquences non
perturbées k; I1o et ka Iog et (c) la présence des diviseurs Dg (ainsi que de leurs carrés dans les expressions
des angles ).
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4.7. - EXERCICES.

4.7.1. - Appliquer la méthode de Lindstedt-Poincaré au hamiltonien :

1, . o EW?
Fg pe) = =(p° +w'g®) — —=¢°,
2 Q

en négligeant 0(e3) et en faisant usage de la transformation (g, p) — (I, ¢) faite au paragraphe 2.6.1.

Comparer les solutions obtenues & celles du paragraphe 2.5.

4.7.2. - Etudier le systéme canonique a deux degrés de liberté de hamiltonien :

2 2
#_12_ + ﬁz_z + el I; cos (21 — 3p2) + eI? cos (1 — 2¢3),
21z T 212

en négligeant 0(e?). Caractériser les régions de I’espace des phases dans lesquelles la méthode de

Lindstedt-Poincaré ne peut s’appliquer.
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5. - LA METHODE DE VON ZEIPEL-POINCARE

5.1. - LE PHENOMENE DE DEGENERESCENCE.

5.1.1. - Une étape importante de la méthode de Lindstedt-Poincaré est celle ou 'on emploie
opérateur S. On a vu qu’elle fait apparaitre des dénominateurs de la forme:

o,
i34

Ces dénominateurs apparaissent dans l’expression de la fonction génératrice donc aussi dans celle du
changement de variables et finalement dans les solutions en (I, ¢). On a noté en particulier qu'’ils
apparaissent au premier degré dans Pexpression des composantes de I, mais aussi par leur carré dans
celle des composantes de ¢ (question: pourquoi?). Il est clair que ’annulation de I'un quelconque des
Dgs empéche 'emploi de la méthode de Lindstedt-Poincaré. On verra par ailleurs que la méthode est
également fautive si 'un de ces dénominateurs, sans étre nécessairement nul, est suffisamment petit.

D(I'y = Boew(I")=—fo—2x(I")  (BE€Z"\{0n}).

5.1.2. - La situation évoquée peut se produire dans deux cas tout a fait différents.

(a) 11 peut se produire que pour un élément donné g de Z, (différent de 0,), la relation de commen-
surabilité
Bew(I)=0
soit une identité, vérifiée dans tout I'espace des I*. Aucun choix des conditions initiales ne permet alors
I’emploi de la méthode de Lindstedt-Poincaré. Comme w est l'opposé du gradient de Fo, c’est 1a une
éventuelle propriété du hamiltonien non perturbé, indépendante non seulement des conditions initiales,
mais aussi de la perturbation eFy + €2F2 + 0 (%).

(b) S’il n’en est pas ainsi, la méme relation de commensurabilité est une équation qui définit une
variété de dimension (n — 1) dans l’espace de dimension n des I". C’est alors sur cette variété qu’un
Dg(I*) s’annule et que 'on ne peut appliquer la méthode. Comme on 1’a suggéré plus haut, le voisinage
de cette variété pose aussi probléme. La cause des difficultés n’est alors plus une propriété particuliere
du hamiltonien non perturbé, mais un choix spécial de conditions initiales dans ’espace des phases.

On distinguera ces deux situations en disant que dans la premiére hypothése, le hamiltonien considéré
est dégénéré, tandis que dans la seconde, la région exceptionnelle mise en évidence dans l’espace des I®
est une région de résonance. Le présent chapitre est consacré au premier cas, le second étant envisagé
dans le chapitre suivant.

5.1.3. - On va poser le probleme en termes plus généraux. Observons d’abord qu’une relation telle
que B ew = 0 en entraine une infinité d’autres, telles que (AB) ew = 0 ol A est un entier relatif. Mais
elles ne sont pas indépendantes entre elles. Supposons alors qu'il existe au maximum n — p relations

ﬂj.w=0, ]E[l,n—p]
indépendantes entre elles et écrivons ceci:
B(n_p)xn ®Wnx1 = O(a-p)x1
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ou B est la matrice dont les lignes sont les 8;. Comme il n’y a pas plus de n vecteurs indépendants dans
un espace de dimension n, on a clairement :

0<p<n

Si p = n, il n’y a aucune relation de commensurabilité entre les composantes de w. Le hamiltonien
n’est pas dégénéré et, sauf dans les régions de résonance, on peut appliquer la méthode de Lindstedt-
Poincaré. A l'opposé, si p = 0, il y a n relations de commensurabilité entre les composantes de w et on
dit que le hamiltonien est complétement dégénéré. Pour des valeurs intermédiaires de p, on rencontre
divers degrés de dégénérescence, que ’on peut caractériser par le nombre n — p des lignes de B.

5.1.4. - L’indépendance supposée des lignes de # implique que celle-ci soit de rang n—p. Il existe donc
dans cette matrice au moins un mineur non nul d’ordre n — p. Moyennant une éventuelle permutation
des n composantes de I et ¢, on pourra supposer que ce mineur est constitué par les n — p derniéres
colonnes de B.

On écrira alors: (1) (2)
B(n—p)xn = (B(n—p)xp ] B("_P)x(n_P))'

L’hypothése d’indépendance des relations de commensurabilité se traduit par le fait que la matrice
carrée B(?) est réguliére.

On posera de méme:

e )

I px1 Sopxl
nxl = 1 Paxl =
(2) (2)
I("-P)Xl Pln-p)x1

5.2. — FORME STANDARD D'UN HAMILTONIEN DEGENERE.

5.2.1 - Nous allons montrer ’existence d’une transformation canonique linéaire a coefficients constants
qui permet de mettre un hamiltonien dégénéré quelconque sous une forme standard qui sera commode
dans la suite. On rappelle qu’une telle transformation (I, w) — (I*, w*) peut étre définie par:

I"=M'I, ¢=Mpy",
ou M est une matrice réguliére constante de dimension n x n.

Le nouveau hamiltonien F§(I*, —) est égal & ’ancien Fp(I, —), puisque la transformation est indépen-
dante du temps, et il ne dépend pas de ¢* car I ne dépend que de I*.

52.2.-On a:
OF, _ 61‘)'6F0‘_M6F5
W‘(W o1~ e
ou:
w = Muw®,
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en notant w* = §F;/0I*. Alors en posant:

B*=BeM,
la relation
Bew=0
implique
B*ew* =0.

qui est tout & fait analogue. On notera que B* est de rang n — p comme B puisque M est réguliere,
de sorte que les caractéristiques de dégénérescence du hamiltonien sont invariantes par la transformation
canonique linéaire effectuée.

Nous nous proposons maintenant de déterminer M de sorte que B* ait une forme aussi simple que
possible.

5.9.3. - On cherchera M sous la forme:

11 12
MPXP MPX(ﬂ-p)
Moxn = 21 22
M(n—p)xp M(n-P)X(n—p)

Alors:
B* = BM = (BOM!! + B®@M?; BOM" + BOM?).

Comme B(?) est réguliére par hypothése, on peut choisir :

M22 = [B(Z)]—I, Ml2 - Opx(n—p),

de sorte que: '
B(OM!2 4 BOM?2 = Ln-p)x(n-p)-

M2 et M22 étant ainsi fixées, M!! et M?! peuvent étre définies assez arbitrairement, sous réserve que
M soit réguliere. Comme M2 est nulle et M22, inverse d’une matrice réguliére, est réguliere, il suffit
que M!! soit réguliére. Nous ferons le choix suivant:

MU = 1%, M= —(B®@)~1.BW),

de sorte que:
2 1
BUOM! + BOM?! = 0(n_p)xp

et que:
B® = (0(n-p)xp L(n-p)x(n-p))-

5.2.4. - Il en résulte que la relation de commensurabilité :
Bew=0

se transforme en:
B ew" = (O(np)xps Lin-p)x(n-p)) *w" =0
ou, plus simplement : 5
F‘
“(2) - 0 _
YT Taro
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Il en résulte que, relativement aux nouvelles variables, Fy est non seulement indépendant des com-
posantes de ©*, mais aussi des n — p derniéres composantes I*(2) de I*. En revanche, il dépend explicite-
ment des p premiéres composantes I*(1), car, autrement, le nombre de relations de commensurabilité
serait supérieur & n — p, contrairement a notre hypothése.

Dans la suite, on supposera toujours déja effectuée la transformation que 1’on vient d’étudier. Un

hamiltonien dégénéré sera donc écrit sous la forme Fo(I(1), —; —) qui met en évidence son indépendance
vis & vis des composantes de I(?) et de ¢.

5.2.5. - Il peut sembler que la situation de dégénérescence soit trés exceptionnelle. Son étude présente
cependant un grand intérét car elle se produit dans I’application la plus courante des méthodes que nous
étudions ici, le probléme quasi képlérien. En effet, en variables de Delaunay :

I=(L,G, H)', p=(,g,h),
on a vu que le hamiltonien non perturbé s’écrit :
Fo(L,—;-) = w?/2L?
de sorte qu’il existe deux relations de commensurabilité :
0Fy/0G =0, OF,/8H =0.

La principale application des méthodes de perturbation & la mécanique céleste constitue ainsi un cas
d’exception a I’emploi de la méthode de Lindstedt-Poincaré.

5.3. — CLASSIFICATION DES VARIABLES ANGULAIRES.

5.3.1. - Considérons un hamiltonien perturbé et dégénéré:

F(I,p,€) = Fo(I, = =) + ) Je*Fa(I,9), AEN".
A

Les équations canoniques associées sont :

o2 88 s afB o
A

B3I ~ T a1

- 330(1) - 8<p(1)
. aF aF
1(2)= :ZE'\_'\_.:O(e)’
B = 25 3D
oF OF OF, OF
(1) _ _ Y8 _ __(_)_ _ A A 0
‘P - 61(1) - 61(1) zA:E + 0(6)1

'(2)—.___—_§ AZA
p = @ = A € O 0(¢).
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5.3.9. - Il en résulte bien entendu que les variations des composantes de IM et de I(?) sont lentes.
En revanche, parmi les composantes de ¢, il convient de distinguer celles de (1) de celles de ©(?). Les
premiéres ont des dérivées de ’ordre de —8Fo/8IM"), qui n’est petit que dans certaines régions particuliéres
de Despace des I: on les appelle variables angulaires rapides. Au contraire, les composantes de ©(?) ont
des variations de l'ordre de ¢ et on les appelle variables angulaires lentes.

On observe évidemment comment les deux types de variables angulaires se distinguent I'un de l'autre.
Les variables conjuguées des variables angulaires rapides figurent explicitement dans le hamiltonien non
perturbé Fy. Au contraire, ce dernier ne dépend pas des variables conjuguées des variables angulaires
lentes.

5.3.3. - Un hamiltonien non dégénéré ne comporte que des variables angulaires rapides. Mais un
hamiltonien qui ne comporte que des variables angulaires rapides peut étre dégénéré. Une transformation
canonique du type de celle définie plus haut au moyen de la matrice M transforme les variables angulaires
¢ en combinaisons linéaires de celle-ci. Or, si une combinaison de variables lentes est nécessairement lente,
une combinaison de variables rapides peut étre lente.

A titre d’exemple, considérons le hamiltonien du probléme quasi képlérien, lorsqu’on I’exprime en
variables de Delaunay rapides, définies par:

p2 | = l+9 |},
) l
qui se compléte canoniquement par:
L L+L+15
G| = L+1 ,
H I

de sorte que:
I, = Jpav1—elcosZ,
I, = ypaV/1—e2(1—cosZ),
I3 = pa(l—V1-—e?).

Le hamiltonien non perturbé dépend alors explicitement de Iy, Iz et I3, et il s’écrit :
p 1 o 2
I )= == —pf (L + 2+ 1I3)7°
Fo(ly, I, I3; =) = 577 = g# (I + I+ I3)

Il en résulte que:

o5

Fo Fo aFO 2 -3
T2 == (] I I
ol a1, E)A wi(h + I+ 13)7°,

Wi
1 -1 0
Bow-(l 0 _1> wy | =0,
w3

@

et que:

oti la matrice B est de rang 2, ce qui confirme la dégénérescence de Fy.
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5.4. - UN EXEMPLE.

5.4.1. - On consideére, en variables (L, G; {, g), le hamiltonien a deux degrés de liberté :

2
F(L,Gil,g)= g +€Y Y Cas(L, G) - cos(al +Bg), (a, f) € 2%
a p

C’est le hamiltonien d’un probléme quasi képlérien plan, dans lequel la fonction perturbatrice est paire
et 2r - périodique des variables angulaires [ et g. ! est clairement une variable rapide et g une variable
lente. On pose:

F(L) G’ 1a g) = FO(Ll—;—’—) +€R3(Ly G1 '—;_) +ERI(L) G) -1g) +ERC(L) G) Iyg)t
ol I'on sépare :

(a) le hamiltonien non perturbé :
FO(Ly T —) = /12/21’2)

(b) le terme séculaire :

R,(L, G;-—,—) = COO(L, G),

(c) les termes & longue période :

Ri(L,Gi—,9) =) _ Coy(L, G)-cosvg, ¥€2Z",
Y

(d) les termes & courte période:

R(L, G;l,9) =Y Cap(L, G)-cos(al +8g), a€2*, Be€2Z.
a B

5.4.2. - Nous savons déja que, Fy étant dégénéré (il est indépendant de G), il n’est pas possible
d’appliquer la méthode de Lindstedt-Poincaré. Nous allons cependant reprendre cette technique, afin
d’observer ce qui reste valable dans I’hypotheése de dégénérescence.

Il s’agit de construire une transformation canonique indépendante du temps :
(L, G lg) = (L*, G I, ¢%),
voisine de I'identité, et définie par la fonction génératrice:

S(L* G 1, 9)=L"1+G"g+¢eS1(L*, G*; 1, g).

On cherchera S; de sorte que le nouveau hamiltonien F* ait 0(£?) prés des vertus particuliéres.
Dans I'application de la méthode de Lindstedt-Poincaré, on voudrait que F* soit indépendant de [* et de

g* : on sait qu’ici, cela est impossible, donc nous ne fixons par pour I'instant les propriétés exigées pour
F*.

La transformation est définie par les relations :

_ 85 _ ... 8% . _8S _, . 085
L_W_L +€—67', I_B—LT_I+€(9—L:’
85 _ ... 85 . _ 8S _ . a5
=g, =0 teg o =gar=9+ezm
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5.4.3. - Il reste toujours possible de développer le hamiltonien F au voisinage de (L, G; 1, g) =
(L*, G*; 1, g). Il vient d’abord:

. _1 2 - 851 _2__ /12 6/.12651 2
Folli=i= =)= g# (L +6—ar> =gre 1w YO
d’ou:
2 2
gy 05 e
F(L, G;1, g)—QL‘.‘, 73 30 + eCoo(L*, G*)

+€Y_Coy(L*, G*)- cosyg+ed. Y Cap(L”, G") - cos(al + Bg) + 0 (e?).
¥ « p

La transformation étant indépendante du temps, ce hamiltonien est égal au nouveau, que I’on écrira:
F*(L*, G*; I*, ¢*) = F§ + eFy +0(e%),

sans préciser pour l'instant les arguments de Fg et de FT.

5.4.4. - En comparant les expressions de F' et de F*, on voit que, comme dans le cas non dégénéré:
r

Fo(L*,—;—, =) = Fo(L*,—;—,-) = T

En identifiant les coefficients de € dans F et F*, il vient par ailleurs:

8s, _ L*® . . =
_51—:-;2—[000(L,G)+ZCO7(L,G)-cosyg
b

+ 3 Cap(L*, G°) -cos(ed + Bg) ~ Fl,
a B

d’ou:
L

»3 ]
5= 3 [/(Coo+ZCo.,-cos7g—F1‘)d1
b

+3 ; %cap sin(ad + Bg)),

oll apparait le diviseur o dont on sait qu’il n’est jamais nul.

5.4.5. - On sait que notre objectif est d’éviter la présence de termes de Poisson dans la solution,
donc en premier lieu dans la fonction génératrice. Ceci impose:

Fy(L*, G-, 9)=Co(L", G") + ZCQ»,(L', G*) - cosvg.
v

Il n’est pas nécessaire de poursuivre ici le calcul de la transformation: on voit dés maintenant que
nous parvenons & éliminer du hamiltonien la variable angulaire rapide [, mats non la variable lente g.

C’est dans cet esprit que nous allons construire la méthode de von Zeipel-Poincaré, en cherchant a
éliminer du hamiltonien, non pas toutes les variables angulaires comme dans la méthode de Lindstedt-
Poincaré, mais au moins les variables angulaires rapides. Au lieu de ramener le systéme initial & un
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systeme d zéro degré de liberté (donc trivialement intégrable), on se contentera de réduire son degré de
liberté.

Cet objectif moins ambitieux reste intéressant.

(a) Méme non intégrable, un systéme dont le degré de liberté est petit est plus facile & analyser qu’un
autre dont le degré de liberté est supérieur.

(%) Dans certains cas, comme celui évoqué dans ce paragraphe, on parvient 4 un systéme 4 un seul degré
de liberté (il suffit pour cela qu’il n’y ait qu’une seule variable angulaire lente). L’intégration compléte
est alors possible sans faire appel 4 des méthodes de perturbation.

(c) Il existe des cas, exceptionnels mais notables, ol la structure particulitre du hamiltonien permet
meéme ’élimination des variables lentes. Nous en verrons 'exemple classique de la méthode de Brouwer.

5.5. — LA METHODE.

5.5.1. - Plagons nous dans le cas d’un hamiltonien dégénéré:

FIW, 1360, 6 6) = Fp(IM), == =)+ Y RIM, 160 @) xe N,
A

ol les composantes de v(?) sont les variables lentes, puisque Fy est indépendant des composantes de
I®). On rappelle que IV et (1) ont p composantes et 1(2), o(2) en ont n — p. Généralisant la stratégie
employée dans |’exemple précédent, nous chercherons une transformation canonique (I, @) — (I*, ¢*)
voisine de I'indentité et définie par une fonction génératrice:

S(I‘,(p)=I..90+ZEAS,\(I',§O), /\E[l, k])
A

ou ’on cherchera les S de sorte que le nouveau hamiltonien :

F.(I‘, ()0.) = FJ(I.(I),—'; _,_) +Z€¢\F:(I-(l), 13(2); -, (pt(Z)) + 0(€k+l)
A

soit indépendant des variables rapides a 0 (*+1!) pres.

L’expression de cette transformation est :

L85 S 05 L85
I=355=1 +;€ 5 ¥ ‘ar“”;e 3T

5.5.2. - Comme dans la méthode de Lindstedt-Poincaré, on développe F au voisinage des arguments
I*, ¢ de 5. On utilise encore la notation :

wu(l(l))=—%’(1(l))_’;_v_)a uG[l;p]

pour les fréquences non perturbées, mais cette fois elles ne dépendent que des p premiéres composantes
I de I. On conduit le calcul comme dans les paragraphes 4.2.2., 4.2.3. et 4.2.4..
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5.5.3. - Développons d’abord le hamiltonien non perturbé Fy.

0Sq

FO(I(I) sy _)_FO(I'(I)‘*‘ZE 6 (1))—;—)—) 06[1, k]
— FO(Iu(l) . _)_Zwu(lt(l))zEp%_ pE [1. k]
y T T - - 3‘10“ 3
PFo ) _._ _ asp 05« 05p -
22261 8[ I L );;E asou alpu a+ﬁ€[2,k]]

wtpiy 0Sa 8S5 8S

#F .
622281 307 I(l)’_;_’—);;ge Bp. 0p, 5. CHATTElA

+

OFF, 85, 8S as
k 0 (1) _ 1 001 1
TT 03I I -
k' ZZ Z 81,81,4.. ( )690., dp, O,
+ 0( k+1)
as,

_ (1 . (1 P 0 k+1

= Fo(I'®, —; =, =) - Xp:e";wu(I ( >)5¢—u +Zp‘:epq><p )+ 0(e*tY).
Les indices u, v, w, - - -, z décrivent chacun [1; p], <I>(0) est nul, et, pour 2 < p < k, <I>( ) depend des
dérivées partielles par rapport aux ¢ de Sy, Sq,- - S',, 1, mais pas de celles de S,, Sp41,- -, Sk-

On développe de méme les Fi(I; @) pour 1 < A < k. Le calcul est identique a celui du paragraphe
4.2.3. et on obtient aussi

(I, )= B(I*, ¢)+ > @M +0(FM), o€l k-A).
-4

Ici encore, <I>f,'\) dépend des dérivées partielles de Sy, Sa,---, S, par rapport aux composantes de ¢, mais
pas de celles de Sp11, Sp42, - s Sk

Il vient donc:
aS
— «(1) _. *(1 [ 0 k+1
F(I, ¢, €) =Fo(I (G SR, Ep:ep Eu:“’“(l ( )). B + zp:epq,g)_*_o(e )

+ 3 AR ) + Do +0(eF M),
A 4

ou, comme dans le paragraphe 4.2.4.:

F(I, ¢ €)= Fo(I"™, ==, -)
+ZEP Z“"“ (1) c?S,, q,(o)+p Z@(A)A]+0 k+1)
= (1) _. , *(1) 35,, E+1
—'FO(I ’-—’—’_)+ZE [—EW I ) +(DP]+0(€ )1
P u
ou:
pell; k), Aellp-1],
et :

o, =F, +§:<1>p_,, sefo, k—1].
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Comme dans le cas de la méthode de Lindstedt, &, dépend des dérivées partielles de Sy, Sz, -+ ,S,-;
par rapport aux composantes de ¢(!) mais non de celles de Sy Sp41,-++, Sk. La différence est que les
dérivées partielles des S, par rapport aux composantes de ©®) n’apparaissent pas et que u € [1; p] (et
non {1;n]).

5.5.4.- Ecrivons maintenant le nouveau hamilionien :

F.(I‘;—,¢.(2))= FOa(I-(l),__;_,_)+260F;(It;_"pt(2))+0(6k+1),

oli, comme convenu dans le paragraphe 5.5.1., on admet que les F; dépendent des variables lentes ©*,

Contrairement a ce qui se passait dans le cas non dégénéré, il faut ici développer F™* au voisinage de
I*, o2, Ona:

Ed - - - *® aS
F(Ii— ¢ M) = F; (I e+ e .(Az)) Ae[1L; k]
A
= F;(I";—, %)
oF,; . 0S4

+26_T€§‘)'(I = ). > e G a€l;k-p)

u o4

s, 8§
.. 2 a+p _Yos .
*t3 E Z -(2) o o -, ) Z Z ORI O) a+B€[2k-p]
6 P oI, oI,
+ -
d* =P F, 881 85 85,
- . - (I‘;_.’ (p(2)).6k_p - . PP

L - p)! 2 Z Z S (2) Oy (2) --6<p,(2) 31.,(2) 315(2) 31;(2)

+ O(e"""“),
ou u, v,---, z décrivent chacun [p+ 1; n}. On a donc:
YELH «(2)y _ &*
F(I" =" ) = @,
ol @; est une fonction connue des dérivées partielles de Sy, S, -+, Sp-1 (et non de Sp, Spy1,---, Sk)-

Par conséquent :
L P @) = RO, = )+ ) ePd]
P

5.5.5. - On identifie maintenant les hamiltoniens F et F*.

s
. . (1
Fo(I"M, — - ) + Ep Ep[— Eu wy (I ))'ﬁ+¢>p]

= Fo(I"), == =)+ ) ef; + 0 (e*H).
P

L’identification des termes d’ordre zéro donne:
Fg(I'V, ==, =) = F(I'V, = -, -),
c’est a dire qu'une fois de plus, le nouveau hamiltonien d’ordre zéro est la méme fonction que ’ancien.
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Aux ordres supérieurs :

S (V). _g% =9, o,

u

ol le second membre ne dépend que des dérivées partielles de Sy, Sz, , Sp~1. Ces équations ont la
méme forme que les équations fondamentales de la méthode de Poincaré-Lindstedt, la différence essentielle
étant que la sommation sur u est définie sur [1; p] et non [1; n].

5.6. - OPERATEURS M, ET S,

5.6.1. - Nous allons généraliser les opérateurs M et S rencontrés dans le chapitre précédent, en
vue de les adapter 4 la situation présente. Comme dans le paragraphe 4.4., on considére des expressions
formelles de la forme:

G, 9) =3 Gall)-expi(asy), aeQC

Au lieu de considérer la partition (A, B) de © (ol B est ’ensemble des éléments de Q différents de 0,),on
introduit une autre partition (Ap, By) dont I'objectif est de séparer dans G les termes a longue période
des termes & courte période.

On pose:
Go(li=, ¢?) = ) Gall) - ezpi(aeyp), o € Ay,
Geo(I; 1), M) =3~ Ga(I) -ezpi(B o), B € By,
B

ot les éléments de A, sont ceux qui ont toutes leurs p premiéres composantes nulles, tandis que ceux

de B, ont au moins une composante non nulle parmi les p premiéres. Les ensembles A et B du chapitre

précédent s'identifient ainsi & Ap, Bn. On a bien entendu :

G(I, ) = GL(I;—, D) + Ge(I; ¢V, ).

5.6.2. - On définit alors les opérateurs M,, Sp par:
MG (=) = Gl -, ),
S,G (I; ¢(1) o) = _iZ _G“’(_I)__ezpi(ﬂ.sp)'
P ' ) - ﬂ.(J(I)

On observe que les diviseurs qui apparaissent quand on applique Sp :
Dp(I) = Boew(l)

ne sont pas identiquement nuls, puisqu’au moins ’une des p premiéres composantes de B est non nulle,
tandis que seules les n — p derniéres composantes de w sont nulles.

Rappelons que Dg(I) peut étre nul dans des régions particulieres de l'espace des I (régions de
résonance), mais que nous écartons ici ce cas.
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5.6.3. - L'opérateur M, admet une interprétation simple. On a formellement :

1 2% 2x 2x ) @ o
- G [; , .d =
2y /o /0 | (I; 987, 0t) - dp

1 2x 2x 2x G ) (1) 1 2x 2% 2x W ) "
(2m)p /0 /0 0 ol o) de @2mr Jo Jo 0 ol @ @) - dp

Le second terme est identiquement nul, tandis que le premier se réduit & G (I; -, ¢(?), ¢’est & dire M,G.

M, est donc un opérateur de moyenne par rapport aux variables angulaires rapides, composantes
de (1), Dans le cas du chapitre précédent, p = n, et M s’interpréte comme I’opérateur de moyenne par
rapport a ’ensemble des composantes de ¢.

5.6.4. - Nous établirons pour M, et S, une propriété comparable a celle qui a été formulée pour M
et S dans le paragraphe 4.4.4.

Pour u € [1; p}:

1) oSG L ol =) 2 GG capi8 e

d’ol:
o (1) o 518G (1, o)) = T Gall) - eapi (o)
)

=Ge(l; o), N =G -G, =G -M,G.
Cette relation est tout a fait analogue & celle que ’on avait obtenu pour les opérateurs M et S, mais ici,

M,G, indépendant des variables angulaires rapides M), dépend des variables angulaires lentes ¢(2). De
plus u ne prend que les valeurs correspondant aux indices des variables rapides.

7. — LA SOLUTION

5.7.1 - Revenons aux équations fondamentales :
= a -
w(*Mye Fo L=9¢,- ®7,

en nous intéressant, a titre d’illustration, aux cas p=1et p = 2.

Les expressions des ®, et des ®; se déduisent des développements de F et de F* obtenus précédemment
(voir 4.2. pour F et 5.5. pour F*).

On obtient :

& =F+0"=F,
&, = F2+<I>(°)+(I>(l)

. &Fo , ) 85, 8S1 < OF; a8,
F2+2223101 =) 5 By T 231, T 0) g,
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alnsi que:
®; = Fr (17 =, %),

L3 - . BF =
(p2 = F2 (I T 90(2)) + Z ..(12)(1 (2)) .

85,
ar;t)

5.7.2. - Pour p = 1, I’équation:

5,

w([t(l)).6¢=¢1— I:FI—F;’

admet pour solution:

S1 =S Fi(I%; 9),

Ff = MpFi(I =, ™).
Cette forme est convenable, car:
(a) S, ne génére que des termes périodiques, donc Sy est bornée;

(b) M, est une moyenne par rapport a ©(1), donc F} en est indépendant.

5.7.3. - Examinons l'équation suivante (p = 2):

o (") a—%-oz 2
B Ry ) 95105 2 0R 85,

= » aF‘ ., S
- FZ (I ) (P(2)) - Z aso.(z) (I (2)) aI.(l)

u
Comme F* et S; ont été déterminés, on peut écrire:
1 1 )

95y

w(I-(l)) a(p — \1’2(1‘ S0) F;,

ou ¥, est connue. Alors, comme précédemment,

Sy = SP\IIZ(I', ®),
Fy = MW" —, o),

avec les mémes commentaires.

5.7.4. - Le processus continue de la méme maniére pour les valeurs supérieures de p, permettant de
calculer les unes aprés les autres les fonctions inconnues S, et F,.

On notera que F; est la moyenne de F (cela était d’ailleurs déja vrai dans les conditions du chapitre
précédent, la moyenne n’étant pas calculée par rapport aux mémes variables). En premiére approximation,
il apparait donc que I’on peut, dans un systéme canonique quasi-séparable, remplacer son hamiltonien
par la moyenne de celui-ci par rapport aux variables angulaires rapides. C’est un artifice dont on use
fréquemment quand la précision fournie semble suffisante.

63



En revanche, il est important d’observer que cette propriété n’est plus vraie aux ordres supérieurs.
Ainsi Fy, moyenne de ¥y, n’est pas en général celle de Fy, car des produits comme

85, 85,
Oy Oy

peuvent engendrer des termes de longue période, bien que, par construction, S| ne comporte que des
termes de courte période.

5.8. — LE PROBLEME DE BROUWER.

5.8.1. - Une application remarquable de la méthode de von Zeipel-Poincaré est la théorie développée
en 1959 par D. Brouwer pour l’étude du mouvement d’un satellite artificiel perturbé par l’effet de la non
sphéricité du géopotentiel. Ce travail présente une particularité intéressante: en raison de la forme de la
fonction perturbatrice, méme les variables lentes peuvent étre éliminées.

Cette méthode sera présentée sous une forme simplifiée.

5.8.2. - Le potentiel considéré est une premiére approximation du géopotentiel :

2
_pm a (1_ 3.
U= " {1+J2r2 (2 2sm \b)],

avec les notations suivantes:

u = Gmy, constante d’attraction (mg: masse de la Terre),
m, masse du satellite,

r, rayon vecteur du satellite,

ag, rayon équatorial terrestre,

¥, latitude du satellite.

Le petit paramétre ¢ s’appelle ici Jo(~ 1073) et, pour J; nul, on retrouve le potentiel du probléme de
Képler, tandis que la fonction perturbatrice s’écrit :

R =pJyal . r3 (% - gsin2 ¢) ,

et le hamiltonien, dépendant des variables de Delaunay, est:

2

F(L,G, H;l g, h)= %+R.

5.8.3. - 1l nous faut exprimer R en fonction des variables de Delaunay. Si v est I'anomalie vraie, la
latitude est définie par:
. 2 . 2 . 2 1 H2
sin®y = sin“Z -sin“(g + v) = 3 1- el {1 — cos(2¢g + 2v)],
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puis, a étant le demi grand axe:

3 (1 3 H?
R:pJ2a3~a_3(§) {§—Z<1—a-) [1—cos(2g+2v)]}

a2 e (a)3 1 3 H? 3 3 H?
= H JzaO-L (;) [(—24‘2@' + 2—2'52- 'COS(29+2U)

5.8.4. - L’étude du mouvement képlérien met en évidence ’existence des développements de Fourier :

3
(g) .—_ZPP(L, G) - cospl, pEN,
p
a3
(;) -cos (29 + 2v) = ;QQ(L, G) - cos(2g + ¢l), q€Z.
On va montrer qu’en particulier :
L3
Fo= =3 Qo =0.
Pour ceci, on observe que:
1 2x a\3 1 2% a\3
P=g | (3) Q=g f (2) cos(2g+ 20)a

et on calcule ces intégrales en faisant le changement de variable d’intégration: [ — v (v, anomalie vraie).

L’intégrale des aires nous donne:
r?v =G,

et I’équation en [ du mouvement képlérien s’écrit :

1-__0 _;f_ _w L
T 9L \2L?) " L3 a¥
de sorte que:
L /r\2

Par ailleurs, I’équation de la trajectoire peut s’écrire :

2
4= ___1+ecosv = %(l+ecosv).

r 1—e?
Alors: \ s 2 s
1 L [“Ta 1 L * L
P0—2—7;’5 A ;dv_ﬁﬁ A (1+6C®U)dv——é§,
et 2 3 r2 :
Qo:%ré | gcos(29+2v)dv=2—l7r--é-§/o (1 + ecosv) cos(2g + 2v) dv
_ L 05 (29 + 20) + = cos (29 + v) + = cos (2g + 3v)| dv
= 9 7 J, cos (29 + 2v) + 5 cos (29 + v) + 5 cos (29 + 3v

=0
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Le hamiltonien s’écrit donc:
2
F(L H;l =
( ) Gv y &y gl ) 2[12

aq ar-ef[ 1 3 H?[L®
+ utJaa}L {[‘Z+ZE;7 @+Zp FolL, G) - cospl
3, 3H?
-[-i+iw] [0‘*}; e, 6) -t )
avec:

PEN", q€Z".
En séparant le terme non perturbé, le terme de longue période et le terme de courte période, on a aussi:
F(L, G) H; I) g, —) = FO(L)

# J2Fu(L, G, Hi=,~,-)
+J2F1C(Ly Ga H: 11 g, _)’

avec :
u?
Fo(L) = oL
Fyp = p%%(—% L73G 3+ Z— L™3G™%H?),
3

1
Fic = plal [(—-Z L%+ I L'GG'ZHz) Z P,(L, G) - cospl
P

+ (% L% - 2— L"GGsz) ;Qq(L, G) - cos (29 + ql)] .

Rappelons que J; joue ici le réle du petit paramétre ¢.

5.8.5. - Nous appliquons maintenant la méthode de von Zeipel en négligeant JZ. La transformation

de von Zeipel:
(L, G, H;l, g, )= (L*, G, H*; I', ¢°, ")

sera alors définie par une fonction génératrice:
S(L*,G*, H*; I*,¢*, h*)= LI+ G g+ H h+ J2S\(L*, G*, H*; I", ¢", h*).
Le hamiltonien F se développe alors au voisinage de (L*, G*, H*; !, g, h):

F(L,G, H;l,g,=)=Fo(L*)+ F§(L*)- (L - L")
+J2F1L(L.) G.y H.;—r—v-)+ J2F10(L‘, G‘) H‘) 19 9,—)
+0(J9)

2 2 aS
= 2‘2.2 - {Ta ‘ 123_11 + J2Fip + J2Fic +0(J2),

ou les fonctions 85, /4!, F, et F\c sont calculées en (L*, G*, H*;{, g,-).
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On souhaite que le nouveau hamiltonien :
F*(L*,G", H*; ~,¢", =) = Fg (L") + J2F{(L*, G*, H™; =, ¢°, =) + 0(J3)
soit indépendant de la variable rapide {*. Il faut donc que:
2
Ft » - Lu U
0 (L ) FO( ) 2L*2

et que:
#2 45,
L3 8l

Conformément au principe de la méthode, on choisira donc:

+ FiL + Fic = FY.

Fl‘(L‘1 G.) H‘y ) g‘) _) = FIL(L‘1 G‘; H‘y —y T —)
1 3
= p'ad (—ZL"SG‘"S + ZL‘-"c:'-szf'?) ,

qui, d’ailleurs, ne dépend pas de g*. La fonction génératrice sera alors définie par:

3

05, _ L 3
4

1
Tl Fic =#2a§[<—ZL"3 + L'-"G'-2H‘2> > By(L*, G*) - cos pl
P

+ (i-L‘~3 - %L""’G“ZH”) Y Qq(L7, G™) - cos (2 + ql)]
q

soit explicitement :

1 1
Sy = p’a? [(—ZL“s + %L‘-"G‘”H'?) > ;PP(L‘, G") -sinpl
14

+ (%L"" - %L"sG‘”H‘Z) > -;—Qq(L', G*) -sin(2g + ql)] :
q

en rappelant que p et ¢ ne prennent pas la valeur 0 dans les sommations.

5.8.6. - Il est intéressant de mettre en évidence les valeurs des fréquences de I*, g* et A", compte
tenu de ’expression obtenue pour F~.

(a)
o _OF _ _0F | OF
T 7oL T TaLr “ters
2
_ I 3 - -3 9 .- .— -
= F - J2/J4a(21 (ZL 4G - ZL 4G 5H 2)

et le terme en Jo constitue une correction de fréquence a la troisiéme loi de Képler (selon laquelle, hors
perturbation, le moyen mouvement est égal a p?/L*3).
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(b)

W _OF __ OFF

9 =7%c " "8G
3 o H*?
—_——ngp“a%L 3G 4[1—5@2]

—%Jgu"‘agL"sG"“ [1 — 5cos? I'] ,
ol Z* est défini & partir de G*, H*, comme T a partir de G, H.

Comme J; est positif, il en résulte que ’argument g* de la latitude du périgée (moyen) a une variation
directe pour de faibles inclinaisons. Au contraire, lorsque

1
Z > Ic = Arccos \/; = 63°.43,
¢ a une variation rétrograde.

(c)
oF* _ _; OF
T9H* ~ “5H"

= —ng,u“agL"aG"sH‘.

il.

La variation de la longitude A* du nceud ascendant (moyen) est donc rétrograde.

5.8.7. - On a donc éliminé tous les angles & J? prés. Cependant, si I’on faisait le méme calcul en ne
négligeant que J3, il apparaitrait des termes en g* (pas en h*) dans Fj.

Mais les conditions particuliéres de ce probléme permettent I’élimination de g*. En effet, le nouveau
hamiltonien :

F* = F§(L")+ JoFy(L*, G*, H*; =, —, =) + J2F;(L*, G*, H*;—,¢", =)+ 0(J3)

contient un terme constant Fg(L*), car, {* étant absent de F*, L* est constant. Le terme principal est
donc Jo F}, qui n’est pas dégénéré.

On peut donc faire une deuxiéme application de la méthode, qui, cette fois, permet ’élimination de
g". Nous ne ferons pas ici ce calcul.

Observons cependant que la partie principale du nouveau hamiltonien est de 'ordre de J;. Il ap-
paraitra donc des diviseurs de cet ordre dans les termes de longue période en J2, d’ou, dans la solution,
des termes en J,. Le phénoméme par lequel ce n’est qu’a I'approximation d’ordre 2 que l’on obtient des
termes a longue période d'ordre 1 est classique en mécanique céleste.

5.8.8. - Observons que:

-g% =—g¢" = %J;;ﬂagL"sG"‘(l —5cos? ")

s’annule pour
I" =I¢c ~ 63°43.

Cette inclinaison, appelée inclinaison critique, vérifie donc une condition de résonance, et la méthode
proposée ne convient donc pas au voisinage de cette valeur. Quand on rencontre ce type de situations, il
faut faire appel 4 des techniques telles que celle qui sera présentée au chapitre suivant.
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5.9. — EXERCICES

5.9.1. - Etudier Particle :

D. Brouwer, Astron. J. 64, 378-397 (1959),

qui fournit la solution du probléme de Brouwer en tenant compte effectivement des termes de I’ordre de

J2.

5.9.2. - Appliquer la méthode de von Zeipel au hamiltonien :

F(L,G; 1, g) = Fo(L) +eFR(L, G; 1, g)

avec : 2
i
Fo(L) = 5[z
« Fi(L, G, g) = pa[L73G"% = 2L % cos (I — 29)]

(1, ag constantes données), en négligeant les termes d’ordre au moins égal & celui de 2.
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6. - PROBLEMES DE RESONANCE.

6.1. - LE PENDULE SIMPLE OSCILLATOIRE.

6.1.1. - Reprenons le hamiltonien déja envisagé :
F(l,p)=F+eF = —%12 + eI cos p;
On sait que la méthode de Lindstedt ne convient pas lorsque :
8Fy /01 =0
soit ici
0Fy /0l = -1=0.

En effet, un dénominateur nul s’introduit alors dans le calcul de la fonction génératrice S. Lorsque ce
dénominateur, sans étre nul, est petit (par exemple, de l'ordre de ¢), la méthode ne peut pas non plus
étre appliquée, car alors, les identifications entre termes du méme ordre de F et de F* sont fautives.

6.1.2. - Tentons cependant d’appliquer une transformation canonique:

(I, 9) = (¢, 7)
définie par une fonction génératrice S (¢, ¥), soit:
(08 oS
T dp’ T o]

de sorte que le nouveau hamiltonien ne dépende pas de la variable 7.

Le hamiltonien initial:

2
Fl,¢)= —% <%§> +ellcosy

. est alors lui-méme petit, d’ou I'idée d’imposer au hamiltonien transformé la forme:

F(¢,-) = —€.

6.1.3. - Un tel choix conduit & des équations canoniques:

:_3F' . oF*

_sz()l T —— =€,

dont la solution triviale est:
¢ = Cos T =19 + €L,

ol (Co, To) sont les valeurs initiales de (¢, 7).
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La constante ¢ = (y s’interprete comme un niveau d’énergie, tandis que 7 est le temps, exprimé au
moyen d’une “grande” unité.

6.1.4. - La transformation canonique envisagée est indépendante du temps, et il y a donc conservation
du hamiltonien. Donc: '

1/8S\?
~3 (@) +el2cosp = —¢(,
SOt : S
o= = V2 - [( + [§ cosp]'/2,
dp
s
S, »)=V2% | +[¢+ IEcosu]?du,
Yo
ou g est une constante arbitraire.
La transformation est donc définie par:
v

_as_ E ® 2 _1/2
r_gc—_\/;/%:t[('+10cosu] du.

On pourrait expliciter ce formulaire (fonctions elliptiques de Jacobi), mais nous ne nous en préoccu-
perons pas ici.

6.1.5. - Les solutions obtenues ne sont réelles que si:
¢+ I3cosp >0,

condition qui implique la discussion suivante.

(a) Si ¢ < —1I3, la condition n'est remplie pour aucune valeur réelle de ¢. Les solutions sont complexes
et n’ont pas de signification physique.

(b) Si —13 < ¢ < I, 1a condition n’est vérifiée que lorsque ¢ appartient a I'intervalle [—@o; +o), ol :

po = Arccos (— 7%)
0

 varie alors dans un intervalle donné, et on dit que la solution a un caractére de libration.

(c) Enfin, si I2 < ¢, il n’y a plus de restriction sur ¢, qui varie donc librement, et la solution a un
caractere de circulation.

6.1.6. - Les phénoménes nouveaux que nous observons dans cet exemple, et dont nous tiendrons
compte dans la suite, sont les suivants:

a) On est amené a considérer deux types de comportement de 'angle libration et circulation). Pour
les valeurs de I trés différentes de 0, on n'avait observé que le comportement circulatoire.

(b) Le petit parametre qui apparait dans la construction de la fonction génératrice S n’est plus € mais

VE.
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6.2. - LA METHODE DE DELAUNAY ETENDUE.

6.2.1. - Nous considérons un hamiltonien
FI®, 13, e o3y = Fo(I®) + e (IP IO, @ 43

et 1’on suppose que la méthode de von Zeipel a déja été appliquée, éliminant certains angles rapides B,
mais pas certains autres que nous appelons ¢, Quant aux angles (3, ce sont des angles lents que la
méthode de von Zeipel ne permet pas d’éliminer, en principe, car Fy ne dépend pas de I®,

Nous nous plagons dans une situation de résonance, c’est 4 dire dans une région de l’espace des
phases telle que des combinaisons linéaires

0Fy

s AEZ\{0)

Dpg=—fe

sont voisines de zéro. C’est pour cette raison que les composantes de ¢(?) n’ont pas déja été éliminées
par la transformation de von Zeipel, bien qu’en principe, elles soient des variables rapides. En effet,

(a) si Dy s’annule strictement, les termes qui les contiennent dans la fonction génératrice ne sont pas
définis;

(b) si Dy est petit (par exemple de l'ordre de ¢), I'identification des termes de F et de F~ qui fournit les
équations de von Zeipel est fautive.

On se propose donc de construire une méthode différente, capable d’éliminer les 2,

6.2.2. - Une transformation canonique linéaire, analogue & celle présentée dans le paragraphe 5.2.
permet de donner aux  la forme:

(1,0,0,---.,0),(0,1,0.---,0), (0,0, 1,--- ,0), -+, (0,0,0,---,1),

c’est a dire que ce sont les composantes de 6F0/61§2) qui sont voisines de zéro (au contraire de celles de

6F0/61}-”, qui sont identiquement nulles).

Dans ces conditions, le vecteur Igs) solution du systéme:

31(2) rés/
définit la valeur de I® qui correspond a la résonance “exacte”. Les angles ¢(?) ne sont alors plus
considérés comme rapides, puisque (2 est voisin de zéro, mais on les appelle angles critiques.

Dans l'exemple du pendule simple, 1&;’:’ =0.
Notre probléme est donc P’étude des solutions du systéme proposé, lorsque les conditions initiales
sont telles que I‘?) soit voisin de Ii:,), empéchant ainsi P'utilisation de la méthode de von Zeipel pour

éliminer les angles critiques ¢(?).

6.2.3. - La méthode que nous présenterons est celle de la transformation de Delaunay étendue
(proposée par S. Ferraz Mello), dans le cas simplifié ot il n’existe qu'une seule combinaison linéaire Dg
voisine de zéro: alors, I?) et () sont de dimension 1. De plus, on négligera les puissances du petit
paramétre € supérieures a I'unité.
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Il s’agit de construire une transformation :
(1(2)’ 13): o 53y «, e, ¢~(3))
qui soit canonique et qui permette d’éliminer ’angle critique (2).
On définira cette transformation par une fonction génératrice :
. 2 . .
S(¢, I'®); @) () = Ifés)so(?) + "33 4 VESi/2(C, I ®); 0@, L)

ol nous avons utilisé le petit paramétre \/¢ (et non ¢) en tenant compte de I’expérience acquise dans
I’étude du pendule simple.

L’expression implicite de la transformation est :

as 851/2 .
T= ’5? = \/E_—a—%/—' (Cv I (3); 90(2), ‘P(a)):
«@_ 05 _ @ 0812 . 3. () (3
j j
s as
2y _ Y2 _ (2 1/2 «(3). , (2) (3)
1 - a‘P('_r) - Irés + \/E 8(;7(2) (Cn 1 oL P ))
0S8 . a8 .
= —= =594 \/g% (€, I"®); o @),
9p; O¢;

On assure ainsi que go;(a) et Ij'(a) soient voisins de ¢§3) et I}a), et que, conformément a notre hypothése,
2) soi isi (2)
I soit voisin de L.
Il importe de bien noter que Ir(ézs) n’est pas une nouvelle variable, mais la constante définie par

0F,
a1

2y =o.

rés

6.2.4. - Nous allons montrer que Sj;, peut étre choisie de sorte que le nouveau hamiltonien ait la

forme :
F-(C‘ 10(3); (T), ¢'(3)) = 6[-—( + Flu([.(s); ¢.(3))] +0(€3/2).

Séparons dans le hamiltonien initial la partie critique Fx (qui contient explicitement I’angle critique ¢(?))
de la partie 4 longue période FL (qui ne dépend que des angles lents (%))

FI®, [, o2 5030y = Fo(I) 4 e Fie (I3, I9); (D) ,(3))
+eFL (I, 1G); ),

En développant cette expression au voisinage de

(Irigs 15 @, 019),
il vient : ) @ @
FI®, 19, ¢, o) = Fo(I)) + Fo(Lg) - (1P - 1Y)
1 "
+ S FIR) - (1P = 12 + 0(6%?)

+eFg(I), I'®); o®, o) 4 0(e%/?)
+eFL (I, "3 — o3y 1 0(32).
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On observe que le premier terme est une constante (car Ir(és) est une constante) et qu’il n’intervient donc

pas dans le hamiltonien. De plus, le deuxiéme terme est nul par définition de Ir('es) On obtient dong, en
identifiant F' et F'*:

1@y (95172 .
§Fo (Ied) o) +Fg+Fr=—-C+ Fy.

6.2.5. - Cette équation peut étre vérifiée en posant :

FL @ ) = R (1), ' =, @),

(-¢ - Fx ([(2) IO (3))]_

res?

052
<6¢(2) ) F//(l(z)
Dans ces conditions, le nouveau hamiltonien ne dépend plus que des angles lents ¢*(3 et tous les angles
rapides, y compris I'angle critique ?), ont été éliminés. En particulier, dans le cas ou I3 et (3 sont de
dimension 1, on est ramené a un systéme intégrable. On notera qu’en tous cas, le nouveau hamiltonien
se réduit aux termes a longue période de l'ancien.

Par ailleurs:

de sorte que:

{=¢o

qu’on peut interpréter comme un niveau d’énergie, et :
T=19+¢€t

ui est le temps, exprimé avec une “grande” unité (de 'ordre de e~1).
q p P g

6.2.6. - Revenons a la fonction génératrice. On a, en supposant Fy (Ifes)) positif :

[z @
2 » .
Sija = Fu [(2) /(2) \/—C - Fr(lg, I (3); u, p3)) du

ol o (2) est une constante arbitraire. Cette derniére n'est pas indépendante de 7, et on peut fixer 7y = 0,

(,og ) s’'interprétant alors corme la valeur initiale de I’angle critique ¢(*). En effet :

“,(7)
T=(r)+et= Y e oy F”(I(z)) /(,, J=C = Fx

On peut faire une discussion analogue a celle faite dans le cas du pendule, car:
2 .
¢ = Fr (18, I'®; ¢, )
doit étre positif pour que la transformation de Delaunay étendue fournisse des coordonnées réelles. Posons

donc:
G (1), o3y = mgf'FK(lﬁi’, "®:. cp(z). 50(3))»
¥
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Go(I"®), o) = m(la? FK(IE;), IO ORI
v
Alors:

(a) S1 ¢ > —G2(I"®), ), les solutions sont complexes et n’ont pas de signification physique.

(b) Si —Go(I"®; o3y > ( > —G\(I*®); ©3)) ]a variation de ¢(?) est confinée & un intervalle [<p(12)- <p(22)],

’

ou <p(12) et 50(22) sont racines de —( — Fx. On a une libration.

(c) Enfin, si —G (I"®); 3)) > ¢, ©(?) peut prendre toutes les valeurs possibles, et on a une circulation.

6.2.7. - La ressemblance entre la discussion du probléme du pendule simple et celle du probléeme plus
général examiné ici est frappante. Il importe cependant de mettre en évidence une différence essentielle,
liée au fait que I’un des systémes est intégrable et I'autre non.

(a) Dans les deux cas, suivant la valeur du niveau d’énergie, la solution peut étre complexe, de libration
ou de circulation.

(b) En revanche, dans la question présente, les valeurs limites de  sur lesquelles porte la discussion sont
des fonctions de I3 et o3, La distinction libration/circulation ne concerne donc pas des trajectoires
comme dans le cas du pendule, mais des points de I'espace des phases, c’est & dire des états du systeme.

Il peut exister des trajectoires de circulation (resp. de libration) dont tous les points sont des points
de circulation (resp. de libration) au sens de la discussion précédente. Mais on ne peut écarter ’existence
de trajectoires de transition dont certains points sont circulatoires et d’autres libratoires.

6.3. - LA RESONANCE ASTEROIDALE 3: 1

6.3.1. - A titre d’application, nous étudierons le probléme du mouvement d’un astéroide, dans des
conditions un peu simplifiées. On se place en effet dans le cadre des hypothéses du probléme restreint
plan des trois corps:

(a) le Soleil et Jupiter ont un mouvement relatif qui est solution du probleme de Képler et qui n’est pas
perturbé par ’attraction négligeable de ’astéroide; )

(b) ce dernier subit 'action des deux autres corps (action principale: celle du Soleil, perturbation due a
Jupiter), en se déplagant dans le plan de leur orbite relative.

On définira plus loin les conditions de résonance que nous nous proposons d’étudier.

6.3.2. - Un jeu de variables adapté a ce probleme est le suivant :

o = a/a’, rapport des demi-grands axes des orbites respectives de ’astéroide et de Jupiter,

e, excentricité de l'orbite de ’astéroide,
[, anomalie moyenne de 'astéroide,
g, longitude du périhélie de I’astéroide.

La fonction perturbatrice dépendra aussi de la position de Jupiter, donc de sa longitude moyenne:
N(t) = A +n't.
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Pour écrire un systeme hamiltonien, il est nécessaire de remplacer les variables non canoniques « et
e par les variables de Delaunay conjuguées de [ et g:

L=+udVa, G=L\1-e2

Nous écrirons le hamiltonien sous la forme:
FOXL, G 1, g5 N(1)) = Fo(L) + eF{V(L, G; 1, g; N(1)),

ou:

Fo(L) = p*/2L?
et ol l'expression de FI(U sera précisée plus loin. € est ici le rapport de la masse de Jupiter a celle du
Soleil (environ 1073).

6.3.3. - On observe que ce hamiltonien dépend explicitement du temps, par 'intermédiaire de
A'(t). Ceci le rend unpropre a subir les transformations indépendantes du temps que nous souhaitons
lui appliquer, et nous allons transformer le probléme, au moyen d’une eztension de I’espace des phases,
en un probléme dans lequel A’ sera fictivement considéré comme une variable supplémentaire et dont le

hamiltonien sera donc autonome. Posons:
FQ)
A= —

n'’
de sorte qu’en appliquant le théoréme général de ’énergie :
o 1 dF) =_1_8F(1) _ oF()
n  di n' 0Ot X’

tandis que:

On voit donc que les variables (L, G, A'; I, g; A’) vérifient le systéme canonique de hamiltonien:

FO(L, G AL gy M)y =FO(L, G 1, g; M) = n' A
= FP(L, A+ eFO(L, Gy 1, gy V).

Pour plus de clarté, on utilise abusivement la méme notation pour la nouvelle variable A’ et pour la
fonction connue du temps A’(t). qui sont d’ailleurs égales. La partie principale du hamiltonien est :
u?

FS(L, Ny = spE N

6.3.4. - Remarque. Le systéme de hamiltonien F(?) est & trois degrés de liberté (solutions dépendant
de 6 constantes arbitraires), tandis que le systéme original n’en admettait que deux (solutions dépendant
de 4 constantes arbitraires): on ne peut donc dire en toute rigueur qu'ils sont équivalents. On peut
préciser cecl de la fagon suivante.

(a) L’équation :
aF(
Y
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admet pour solution générale:
XN =) +n't (A{, constante).

(b) L’intégrale de 1’énergie, valable pour un systéme autonome, s’écrit:
F = F) _n'A' = E (E, constante).
Si on compare ces expressions aux définitions de M et A':
AN o= Ay +n't, AN =FW/n',

on voit que les solutions du systeme transformé qui engendrent effectivement des solutions du systéeme
initial sont celles pour lesquelles les deux constantes d’intégration )| et E sont fixées par

A =X, E=0.

Ceci rétablit correctement le degré de généralité de la solution.

On voit qu'on a préféré ici augmenter le degré de liberté du systéme, pour bénéficier d’'une forme
autonome.

6.3.5. - Nous montrerons plus loin que lorsque la combinaison de variables:
6=3X-(+g),

en principe rapide, se trouve en fait avoir une variation lente, on se trouve dans une situation de résonance
qui empéche 'élimination de § par la méthode de von Zeipel. Dans ce cas, il est commode de faire un
changement de variables angulaires

(g, A) = (8,9, X)

0 -1 -1 3 l
q = 0 1 0 g9
A 0 0 1 A

qui se compléte canoniquement par la transformation

(L, G, /\I) — (11, I 13)

- définie par
L -1 00 I
Gl=|-110 I
N 3 01 I3

0 est dite variable angulaire critique, g, variable angulaire lente et X', variable angulaire rapide. Les
variables nouvelles (Iy, I2, I3; 0, g, A’) vérifient le systéme canonique de hamiltonien:

FOI, Iy, I3; 0, g, M) = FO(I, Is) + eFOI, I, =5 8, 9, ),

avec:

/‘2 '
E-I—Ii -1 (3[1 + 13),

FO(L, ) =
(3) . n_ M1 _ . _a_ ! '
FOL Iy, = 0,9, N) = F{O(=, =L+ 1o =0 —g +3X, 9, ).
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6.3.6. - Ecrivons les équations différentielles relatives aux variables angulaires

LOF®

= 3—11=I?+3n +0(¢e),
OF®
g - 6I2 - 0(6)1
o oF®
0l3

Les comportements respectivement lent et rapide de g et X apparaissent clairement. De son coté, 6 est
en général rapide, sauf quand

condition qui rend petite la partie principale de §. C’est ce cas de résonance qui nous intéresse ici.

6.3.7. - La variable rapide A’ peut étre éliminée par une transformation de von Zeipel :
(I1, I, I3; 0,9, N)— (I}, I3, 13,67, ¢, A").
Le nouveau hamiltonien :
FO(I; 13187, 9°) = FEOUD) + 6P 135 07, 97) 4 0(e)

ne dépend alors plus de A’ et I3 est donc une constante ignorable.

On a donc:

et F1(4) est la moyenne sur A":

Lo
B 15060 07) = 2—,,/ PO, 15, =3 67, g7, w) du.
0

6.3.8. - Au cours des transformations antérieures a celles de von Zeipel, la fonction perturbatrice est
restée invariante :
(1) _ 3) . p(3) (3) (3)
FU=F = Fig+ Fi’ + By,

ou l'on a séparé dans Fl(a) :
(a) les termes de courte période, qui dépendent effectivement de X

(b) les termes de longue période, qui ne dépendent que de g;

(c) les termes critiques, qui dépendent effectivement de 8, éventuellement de g, mais pas de X’.

L’élimination précédente conduit & un hamiltonien sans termes de courte période :
(1) . p(49) (4)
FI7 = F + Fg
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ou F(4) et F(4) sont les mémes fonctions que Fl(,:i) et Fl(:,?, mais exprimées en fonction des nouvelles

vana.bles (Il, 12, 6", g*). On montre que:

FiY = & [Ao(e’) + A(e”) e + Aala™)
+ Az(a”) -e*e’ ~cosg® + -],
Fl(‘;() = %[Bo(a') e’ cosf* + By(a®)-e"€e -cos(8" ~g")

+ By(a®) e -cos (6" —2¢9") + -],

ou les termes négligés sont de degré 4 par rapport aux excentricités. e’ est celle de Jupiter et @™, " sont
les variables, voisines de «, e, définies par:

=—I = Jpa Vo, G =~ + =L V1-e?

6.3.9. - On se propose maintenant d’appliquer une transformation de Delaunay étendue:
(I}, 15:67, ") — (¢ I3 7 977),
telle que le nouveau hamiltonien:
FOC, I3 =, g7) = el=C + F{P (e, 175 =, g7 +0(%)

soit indépendant de 7. La fonction génératrice de cette transformation canonique sera cherchée sous la
forme :

S(C, I35 6% ¢7) = Lab” + 379" + VES12((, 1375 67, 9°),
d’oll en particulier:

as aS
i = g = o VE 0

6.3.10. - On développe FtY) au voisinage de (/res, 137 67, 97)-
D’abord : 89S
FYO(17) =R (lres) + VE Fo ¥ lee) - =552

56"
€ pi(4) . 0512 3/2
+ £ R 1) (69,) +0(E0?),

Tenons compte du fait que F )(Irés est une constante et que F(',“)(I.-é,) est nul par définition de Irés. Si
on ajoute la perturbation, on obtient 4 une constante pres:

) 8S12\?
PO, 1367, 97) = £ Fa® (L) - (50
96
+eF D (Uess, 137 =, 07) + € F{RUnss, 137167, g")+0(e¥?).

L’expression de ce hamiltonien doit coincider avec celle qu’on a donnée plus haut pour F®). Donc:

l/[ aS L, 1 »
Lt (22 4 Fin 1507 ) = =€

o6°
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Posons::
-2 21 s

6/(4)(Irés) 3“2

(constante positive connue), d’ou:

95172
o9+

La fonction génératrice est donc:

= +VE ¢+ F (Lo, 3% 07 7).

8° "
S = L + 579" + JEI/ 4/¢ + F(Ls, I3 u, ¢7)du,
o

ol @ est une constante arbitraire.

6.3.11. - Posons pour abréger:

PG I 07, g7) = 2VC + FiR e, 137567, 97).
Alors, la transformation de Delaunay étendue s’exprime de la fagon suivante:

as ek [©

— 2 = > LL )11
T= a< 9 P {(,O(Q,Iz U, g )] du!
- 65 = Vsk ’ 6F1(?() i3] - . a\1=1
g9 —.a_I:‘:_g +T p 'a_I'Z:T(IréS)I VU, g )[So(Ci I2 U, g )] dua
as .
I = g = heatVek - 0(¢, 15767, 7),
85 _ .., Vek [*OFR o -
12. =a. = 137 + Y= LK (Ires, " ug )[59(<| 3% u, g )] 'du.

dg 2 Jo; Og°

6.3.12. - La discussion porte sur le signe du radicande:
¢+ F,(:() =C+ %[Bo(arés) e'? - cosl” + By(ames) e e -cos (8" —g™)
+ Ba(aws) e**? . cos (8" — 2¢°)],
- ol la constante apés et la variable e**, voisines de o et de e, sont définies par:

Legs = —lres = V/‘al Vv Xrés,
G = —ls+ 15" = Lees V1 — €2

Les B; sont donc des constantes. Posons:

1K —
= P(e"", g%) cos[0* —Q (e, a9,

ou P et Q sont définis par:

F& = B (Bye®  cos0 + Byewe' - cos (67— g7) + Bae™? -cos (0" ~ 207)],
a

PcosQ = %[30 ¢? + Bye*"e’ -cosg® + Bae®'? cos2g%},

Psin@ = ﬁ[ B e*¢' -sing® + By e"*? -sin2g°],

al
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et désignons la constante par eZ — e (e, constante arbitraire). Il vient:
(k—ep)? 4+ h%=¢}.
Dans le plan (k, k), ot e**, g** sont des coordonnées polaires, cette équation est celle d’une famille de

cercles de méme centre (ep,0) et de rayons er.

er, qui a la méme valeur pour toutes les trajectoires, est Pezcentricité forcée. er dépend de (o et
peut étre considéré comme une constante arbitraire (2 la place de o) : c’est 'excentricité libre.

6.4. - EXERCICES

6.4.1. - Dans le paragraphe 6.3.13, on a mis en évidence les trajectoires du systeme étudié. On
demande de donner une expression approchée de la loi de temps sur ces trajectoires (montrer qu’elle est

périodique).

Donner une expression approchée de la période, en mettant en évidence la limite de cette derniere
lorsqu’on approche du point d’équilibre.

On supposera e’ petit, mais aussi e,.

6.4.2. - On considére les variables conjuguées:

(Iy ‘P) = (Il) I?s ¥1, 302)
¢ étant un petit paramétre et 4 une constante positive et on envisage le hamiltonien & deux degrés de
liberté: 4
' F(l,¢)= 5#21{2 +e[A(I)+ B(I) - cospz + C(I) - cos (1 — 3p2)],
ou A, B et C sont des fonctions données.

A quelle condition de non résonance peut-on utiliser la méthode de von Zeipel pour éliminer ’angle
1 — 3p2 7 Méme question pour 'angle 3.

On suppose maintenant que l’'on est dans le cas résonant ou l'angle ¢; — 3p2 ne peut étre éliminé
par la méthode de von Zeipel.

Construire une transformation canonique indépendante du temps:
(I, ) = (J, ¥)

telle que:
1= Pl Y2 = 1 — 3pa.

Construire la transformation de Delaunay étendue qui permet d’éliminer I’angle résonant 2 a0 (53/2)
pres.
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