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Avertissement

Le but de cette note scientifique est de décrire en détail comment, poursuivant les travaux de P. Bre-
tagnon, nous avons construit les nouvelles solutions analytiques du mouvement des planetes, VSOP2010 et
VSOP2013. Elle décrit également comment ont été construites les solutions du mouvement des quatre grosses
planetes et de Pluton, TOP2010 et TOP2013, sous forme de séries de Poisson d’un seul argument angulaire.
Elle comprend une description minutieuse des formulaires utilisés, des méthodes de calcul employées et des
programmes de calcul mis au point par les différents auteurs (P. Bretagnon, J.-L. Simon et G. Francou).
Elle décrit également, d’une facon détaillée, la marche & suivre pour construire pratiquement ces solutions
et présente et discute les résultats.

Cette note devait étre accompagnée par la réalisation et la description de deux répertoires informatiques
CONSTRUCTION_VSOP et CONSTRUCTION_TOP regroupant les programmes permettant de construire
les solutions. Nous montrions comment, partant des avant-derniéres itérations des processus itératifs
permettant de construire VSOP2013 et TOP2013, nous arrivions a la forme finale de ces solutions, en suivant
les marches a suivre décrites dans la note scientifique. Les programmes de ces répertoires pouvaient aussi
etre utilisés pour, partant des solutions VSOP2013 et TOP2013, construire de nouvelles solutions ajustées a
de nouvelles intégrations numériques. Malheureusement, suite au plantage général du systeme informatique
de 'IMCCE et & 'incapacité de récupérer, pour le moment, une sauvegarde de la partition /astrocalcul sur
laquelle se trouvaient ces répertoires, ceux-ci sont perdus.

Si de nombreux programmes sont perdus, les programmes de base des processus itératifs ont été
récupérés. Nous entreprendrons donc, en 2017, la reconstruction des répertoires CONSTRUCTION_VSOP
et CONSTRUCTION_TOP. Ce travail terminé fera ’objet d’une nouvelle note scientifique de 'TMCCE.






1. Introduction

Au cours de ces trente derniéres années, deux types de théories planétaires analytiques ont été construites a
I'IMCCE : les théories VSOP (Variations séculaires des orbites planétaires) essentiellement issues des travaux
de P. Bretagnon et les théories TOP (Theory of Outer Planets) issues des travaux de J.-L. Simon. Les théories
VSOP sont des solutions du mouvement des huit planetes du systeme solaire ; elles sont tres précises sur des
intervalles de temps d’environ 1000 ans et elles ont été utilisées pour construire les éphémérides planétaires
publiées par PIMCCE de 1984 a 2006. Les théories TOP sont des solutions du mouvement des quatre grosses
planetes qui sont précises sur plusieurs milliers d’années. A T'heure actuelle, les éphémérides planétaires sont
essentiellement issues d’intégrations numériques tres précises ajustées aux observations les plus récentes :
les éphémérides européennes INPOP (Intégration numérique planétaire de 1’Observatoire de Paris, Fienga
et al. 2008, 2009, 2011), les éphémérides américaines DE (Development Ephemeris, Standish, 1998 et plus
récemment Folkner et al. 2009, Folkner 2010) et les éphémérides russes EPM (Ephemerides of Planets and
the Moon, Pitjeva 2005, 2010). La construction de théories planétaires analytiques reste, néanmoins, utile
pour plusieurs raisons :

1 Meéme si les théories analytiques ne peuvent concurrencer, en terme de précision, les intégrations
numériques pour le calcul d’éphémérides dans le cas de programmes astronautiques, elles restent cependant
suffisamment précises pour répondre a la plupart des besoins des astronomes.

1 Leur précision décroit lentement avec le temps et elles peuvent rester précises sur des intervalles de
temps de plusieurs milliers d’années.

m1 Elles permettent une analyse tres fine des différentes perturbations.
1v Leur forme analytique est tres utile pour étudier des problemes tels que la rotation de la Terre.
v On peut, enfin, a partir de ces théories, obtenir des solutions compactes de bonne précision.

De nouvelles théories planétaires analytiques ont donc été construites récemment : les solutions VSOP2010
et TOP2010 ajustées & l'intégration numérique du JPL DE405 (Standish 1998) et les solutions VSOP2013
et TOP2013 (Simon et al. 2013) ajustées & INPOP10a (Fienga et al. 2011).

Nous allons dans cette note scientifique décrire en détail comment ont été construites ces solutions. Nous
donnerons, dans la section 2, les éléments de mécanique céleste nécessaires a la compréhension de cette
note ; la section 3 donnera les principes généraux de la construction des théories planétaires a variations
séculaires ; la section 4 décrira, en détail, les formulaires utilisés ; la section 5 présentera les méthodes de
calcul utilisées pour construire les théories VSOP et TOP. Nous expliquerons, dans la section 6, comment
nous avons utilisé les intégrations numériques de référence. Nous décrirons, dans les sections 7 et 8, comment
nous avons construit pratiquement les théories VSOP et TOP, respectivement, et, dans la section 9, comment
nous avons construit la solution du mouvement de Pluton. Les résultats seront présentés et discutés dans la
section 10. Pour terminer, nous décrirons en annexe les répertoires informatiques permettant la construction
de VSOP et TOP.

Notons que la construction des solutions VSOP2010 et VSOP2013 est la continuation des travaux que
P. Bretagnon avait entrepris avant son déces en 2002.
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2. Eléments de mécanique céleste!

2.1. Remarques générales sur les théories planétaires

Le mouvement des planetes autour du Soleil est un cas particulier du probleme des N corps. Tous les corps
s’attirent les uns les autres conformément a la loi de la gravitation mais on considere que les planetes ont
une masse faible devant celle du corps central, le Soleil. On recherche des solutions approchées du probleme,
valables sur un intervalle de temps limité, ou les coordonnées sont des fonctions du temps ¢, des masses
des corps en présence et des constantes d’intégration. On obtient ces solutions en construisant des théories
analytiques ou en effectuant des intégrations numériques.

2.1.1. Les théories analytiques

En mécanique céleste, on utilise traditionnellement le mot théorie pour désigner une solution analytique des
équations du mouvement des planetes. On parle souvent de théorie analytique lorsque les coordonnées sont
obtenues sous forme de combinaisons de fonctions algébriques et trigonométriques analytiques du temps t
et des parametres du probleme, masses et constantes d’intégration et de théorie semi-analytique lorsqu’on
donne, avant intégration, des valeurs numériques a certains parametres. Nous ne ferons pas cette distinction
dans la suite de cette note scientifique et appellerons théorie analytique toute solution ou les coordonnées
sont des fonctions analytiques du temps.

2.1.2. Les intégrations numériques.

Les intégrations numériques donnent les valeurs numériques des coordonnées et des vitesses pour des instants
to, to + h, to + 2h, etc., ty étant le temps initial et h étant le pas d’intégration. Les méthodes d’intégration
numérique sont bien adaptées aux calculs par ordinateur. Ces dernieres années des travaux tres importants
ont été réalisés en France, aux USA et en Russie (voir Introduction).

2.2. Mouvement képlérien

L’orbite képlérienne d’une planete autour du Soleil est une ellipse parfaitement définie par six éléments qui
peuvent étre choisis de différentes fagons. Nous noterons :

a, le demi-grand axe de l'orbite; a est relié au moyen mouvement de la planete n par la troisieme
loi de Képler :
na® = k*(1 4+ m), (2.2.1)

ol m est la masse réduite de la planete (rapport de la masse de la planéte & la masse du
Soleil) et ol k est la constante de Gauss (0,01720209895, UAT 1976) ;
e, I’excentricité de 'orbite ;
i, I'inclinaison de l'orbite sur Iécliptique ; au lieu de ¢ on utilise généralement dans les
i

équations la variable v = sin 3
£, la longitude moyenne de 1’époque ;
Q, lalongitude du nceud ascendant de 'orbite sur I’écliptique, comptée a partir de I’équinoxe ;
w, la longitude du périhélie, comptée a partir de I’équinoxe jusqu’au nceud ascendant

sur 1’écliptique et ensuite a partir du nceud jusqu’au périhélie, sur ’orbite ;

w est relié a 'argument du périhélie w par w = w + Q.

1 Ce paragraphe et le paragraphe suivant sont en grande partie issus du chapitre 8.1 de 1’ Introduction auz
éphémérides astronomiques (Bureau des longitudes, 1997)
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On utilise aussi les variables :

A, la longitude moyenne ;
M, Tlanomalie moyenne définie par M = n(t — 7),
ou t désigne le temps et 7, le temps de passage au périhélie ;

A et € sont reliés par :

dA de
R =. 2.2.2
ot (22.2)
M est reliée a la longitude moyenne A par
A=M+w (2.2.3)

On distingue souvent parmi ces variables les variables métriques (a, e, i ou 7y) et les variables angulaires (&
ou X ou M, w ouw, Q).

Les excentricités et les inclinaisons des planetes étant faibles, pour éviter de les avoir au dénominateur
des équations (cf. 2.4), on utilise souvent au lieu des variables e, v, w, 2, les variables suivantes :

k=ecosw; h=esinw; ¢g=7ycosf); p=-sinfd

Pour décrire 'orbite d’une planete autour du Soleil, nous utiliserons, le plus souvent, soit les six variables
a,,e,v, A\, @, ), A étant obtenu & partir de € par (2.2.2), soit les six variables a, A, k, h, ¢, p. Nous serons
amenés a distinguer la longitude moyenne \ des autres variables et nous noterons :

71, 'ensemble des cinq variables elliptiques autres que A, (2.2.4)
o, I'ensemble des six variables elliptiques utilisées : {o} = {n, A}. -

2.3. Mouvement perturbé

Lorsqu’on considére le probleme général de N planetes?gravitant autour du Soleil, chaque planéte est soumise
a des perturbations dues a la présence des autres planetes. Considérons une planete P;. S représentant le
Soleil et P; une planete différente de P;, notons r; le vecteur r; = SP;, rj le vecteur rj = SP; et posons
r; = |SP;|, r; = |SP;j|, Ai;j = |PiP;]|; les équations du mouvement pour la planete P; s’écrivent :

d2I‘i
T grad (U; + R;) (2.3.1)

ou U; est le potentiel képlérien dit au Soleil et R; la fonction perturbatrice :

y, = F+m)
T
(2:3.2)
1 r. . I'-
Rizzk2mj< —13J>,
i#i Big

la sommation étant étendue a toutes les planetes P;.

2 On désigne ici par plancte, le barycentre de la planéte et de ses satellites éventuels affecté de la masse
totale du systéme.
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2.4. Equations de Lagrange

L’orbite elliptique képlérienne est une premiere approximation du mouvement réel d’'une planete. On appelle
éléments osculateurs les éléments elliptiques que prendrait la planete a un instant t si, a partir de cet
instant, toutes les forces perturbatrices disparaissaient. L’orbite réelle est tangente a l'orbite osculatrice a
I'instant t et, dans le mouvement perturbé, les éléments osculateurs ne sont plus des constantes mais des
fonctions du temps. Les éléments osculateurs sont tres souvent employés pour décrire le mouvement réel. Les
équations différentielles utilisant ces variables sont les équations de Lagrange. En variables a, e,vy,e/\, w, (2,

ces équations s’écrivent :
da 2 OR
At na O
de 1 up(l—wu1) OR  wuy OR
At~ na? {_ e o e aw]

dy 1{76R v OR 18R]

dt  na? 2u1 ON 2w 0w 4y o0
de  20R  wi(l—uy)oR v OR (2:4.1)
At~ na da nale  de 2na’u, W
dw 1 [u OR v OR
At na? {e@e 21“07}
a2 1 1 0OR
At na® dyuy Oy
avec u; = V1 — e2.
% se déduit de % par (2.2.2).
En variables a,e/\, k, h, q, p ces équations deviennent :
da 2 OR
dt — na O
% — 738& Uitz (hafi + k-a]%> 1 <pa}% + qafi)
dt na 0a  na’ Oh Ok 2na’u, \' Op Oq
dk 1 OR OR h OR OR
U {—Ulah - kuﬂma T 2, (pap + q&])}
dh 1 [ OR OR k ( OR  OR (2.4.2)
U = . |:u18k — huﬂbga + ﬂ (pap +qaqﬂ
dg -1 10R OR OR OR
&~ 2nau [gap tagy ta (kah - hak)]
dp 1 10R OR OR OR
dt — 2nd’u {28(1 Pax (kah - hak‘ﬂ
1
avec ug = 5o,

42 se déduit de 92 par (2.2.2).

La variable n qui figure dans (2.2.2) s’obtient & partir du demi-grand axe par I’équation (2.2.1). Il faut
donc faire une double intégration de I’équation donnant le demi-grand axe avant de pouvoir obtenir la
longitude moyenne .
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Remarque sur la constante de Gauss

Jusqu’en 2012, Is théories planétaires étaient construites en utilisant la valeur de la constante de Gauss,
considérée comme une constante de définition, donnée par : £ = 0.01720209895 (UAI 1976). Depuis les
recommandations de 'UAT 2012, k n’est plus considérée comme une constante de définition mais est donnée
par

k=+/GMsg

ou G est la constante de la gravitation et Mg la masse du Soleil. GMg est la constante héliocentrique
de la gravitation qui est déterminée par ajustement aux observations dans les intégrations numériques les
plus récentes. Ainsi les théories analytiques VSOP2013 et TOP2013 dont nous parlerons plus loin ont été
construites en utilisant la valeur numérique de GMg donné par l'intégration numérique INPOP10a, donnée
dans la table 1.

2.5. Forme des théories analytiques

Soit N le nombre des planetes P; (1 < ¢ < N) du systéme. Le nombre des variables elliptiques et des
équations & intégrer est alors de 6/N. Nous notons, conformément & (2.2.4) :

7;, Uensemble des 5N variables du systeme autres que les longitudes moyennes et A; les N longitudes
moyennes ;

nY et AY, les constantes d’intégration correspondant aux variables 7); et \;, respectivement.

~ Nous notons, de plus :
i, les longitudes moyennes moyennes : -
i = ngt + ) [2.5.1)

ou 7n;, constante d’intégration de n; , est le moyen mouvement moyen de la planete P; et ou MY est la constante
d’intégration de A; (¢f. 3.4).

On peut distinguer deux types de théories planétaires, les théories générales et les théories a variations
séculaires.

2.5.1. Théories générales

Dans ce type de théories on trouve 3N fonctions linéaires du temps \;, 1; et 6; telles que les solutions sont
des fonctions purement périodiques d’arguments ®, combinaisons linéaires de 3N composantes :

N N N
i=1 i=1 i=1

ou les \; sont les longitudes moyennes moyennes, les v; et les 6; sont des arguments dont les périodes sont
de l'ordre de celles des longitudes des périhélies et des longitudes des noeuds, respectivement ; r;, [;, m; sont
des entiers.

Les ); sont des angles rapides (de période de 'ordre de trois mois pour Mercure jusqu’a 165 ans pour
Neptune) tandis que les 1; et les 6; sont des angles lents (de période de l'ordre de quelques dizaines de
milliers d’années). Nous appelons partie 4 courte période de argument ® I'expression vazl ri\i et partie &
longue période de ® 'expression Zf\il L + va:l m;0;. De méme nous appelons arguments a longue période
les arguments (2.5.2) pour lesquels 7; = 0 et nous les notons ®*. En définitive, pour une planéte P(n, \)
quelconque du systeme, les solutions ont la forme de séries de Fourier :

0 cos) .. cos
n=1"+ ;A@ {Sin}cb + @;}* Ag {sin}q)
(2.5.3)
A= 5\—&—23@ sin ®* + Z Bg sin®.
P DAD



8 CONSTRUCTION DES THEORIES PLANETAIRES ANALYTIQUES DE L’IMCCE

Dans les expressions (2.5.3), les coefficients Ag+, Agp, Be+, Bg sont des fonctions analytiques ou semi-
analytiques des constantes d’intégration ; les variables 1) sont des séries de cosinus pour les variables a, e, ¢, k, q
et des séries de sinus pour les variables w, (), h, p. On notera qu’il n’existe pas de termes séculaires dans les
éléments métriques ni dans les éléments k, h,q,p ce qui permet a ces théories de garder un intervalle de
validité tres grand, de 'ordre de quelques millions d’années.

2.5.2. Théories a variations séculaires

Les théories générales donnent des renseignements intéressants sur I’évolution du systéme solaire sur un temps
tres long mais elles ne servent pas a construire des éphémérides. Celles-ci s’obtiennent a partir de théories a
variations séculaires dont la forme peut étre déduite de celle des théories générales de la manieére suivante.
Partant des expressions (2.5.3), nous pouvons développer par rapport au temps les fonctions trigonométriques
des arguments a longue période ®* et les parties a longue période des arguments . Nous obtenons alors
les développements des théories a variations séculaires sous la forme de séries de Poisson des longitudes
moyennes moyennes \;. Pour une planete P(n, \), ces développements s’écrivent :

n=n"+ntt+n? 24+ .+ PP+ SO+t S . PSP,

2.5.4

A=t nt+P22+ . PP+ L0+t L+ P LP, (25.4)
ol 7 est le moyen mouvement moyen de la planete P, n',n2,...,nP,12,...,IP sont des coefficients numériques
que 'on appelle termes séculaires d’ordre 1,2, ... ,p des variables n et A et ot S°,...,SP, L% ..., LP sont des

séries de Fourier dont les arguments W sont des combinaisons linéaires des IV longitudes moyennes moyennes
5\2' :

U = Zrij\iu (255)

ol les quantités r; sont des entiers. Les termes séculaires sont les développements par rapport au temps des
perturbations & longue période des théories générales.

Les solutions sous la forme (2.5.4) sont beaucoup moins volumineuses que sous la forme (2.5.3). Elles
permettent d’obtenir des théories planétaires gardant une tres grande précision sur un intervalle de temps
de 'ordre du millier d’années. Bien entendu, dans la pratique, on n’obtient pas ce type de théorie a partir de
théories générales et nous allons, dans le paragraphe suivant, expliquer comment on les construit directement.

On peut aussi construire des théories a variations séculaires d’une forme différente en exprimant les
longitudes moyennes \; en fonction d’un seul argument v par des relations du type :

ou v est une fonction linéaire du temps, g; un entier et 7; une quantité tres petite devant le moyen mouvement
moyen 71;. Avec un choix convenable de I'argument v, ce type de solutions permet de représenter les
perturbations de Jupiter et Saturne par des développements en puissance du temps beaucoup plus rapidement
convergents que les développements classiques (2.5.4) (Simon et Joutel, 1988).

3. Généralités sur la construction de théories planétaires a variations séculaires
3.1. Méthodes d’intégration

Les théories planétaires a variations séculaires dont sont issues les éphémérides publiées dans la Connaissance
des Temps entre 1894 et 2006 reposent sur deux types de méthode d’intégration, 'intégration ordre par ordre
par rapport aux masses et I'intégration par itération.
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3.1.1. Intégration ordre par ordre par rapport aux masses
Les systémes (2.4.1) ou (2.4.2) ont la forme :

dO’i i
5 = hFi () (3.1.1)

ou p est un parametre de I'ordre des masses. F'(0;) se calcule a partir de la fonction perturbatrice et de ses
dérivées par rapport aux éléments. On cherche & exprimer la solution sous la forme :

o; = a? +uAlo; + 2 Ao 4+ P Adoy + ... (3.1.2)

Nous appelons perturbations d’ordre p par rapport aux masses de la variable o; la quantité APo;. Les théories
modernes utilisant cette méthode ont été développées jusqu’au troisieme ordre des masses. En substituant
(3.1.2) dans (3.1.1), en développant suivant la formule de Taylor et en identifiant les deux membres en p, on
obtient :

dAIO'Z’ i
i =), (3.1.3)
dA%; HF?
i =29y @) Mg (3.1.4)
j J
dASO', oOF 1 aZFi
. aTj(”?)AQ”J‘ + 5 W(U?)Alajﬁlak, (3.1.5)
J 4.k

L’intégration de I'équation (3.1.3) donne les perturbations du premier ordre des masses Alo; ; intégration
de (3.1.4) donne ensuite les perturbations du deuxieme ordre des masses A2g; ; l'intégration de (3.1.5) donne
les perturbations du troisieme ordre des masses A3¢;, et ainsi de suite.

3.1.2. Intégration par itération

Le systeme & intégrer a la forme (3.1.1). Notons o7 la solution de l'itération n. Nous avons, pour la premiere
itération :
dal-1
dt

dou o} =0 +pAlo; avec: pAlo; =p [ F i(a?) dt. Le résultat de la premiere itération est rigoureusement
identique au premier ordre de la méthode précédente. La solution de la deuxiéme itération est donnée par :

= pF'(a}),

dUz‘2 i 1 i/ 0 2 OF" 0y Al M3 O°F" 0y Al 1

ik
Le résultat de la deuxieme itération contient des termes d’ordre trois et plus par rapport aux masses et est
donc différent du deuxiéme ordre de la méthode ordre par ordre par rapport aux masses. La solution de
I'itération n est donnée par :
do}
dt

= uF(e" ).

3.1.3. Méthode utilisée pour construire les théories VSOP et TOP

La méthode itérative n’utilise que le formulaire nécessaire a la construction des perturbations du premier
ordre des masses. Elle est donc plus facile & mettre en ceuvre que la méthode procédant ordre par ordre aux
masses. Cette derniére, en effet, nécessite I’établissement du formulaire des dérivées premieres des équations
de Lagrange pour la construction des perturbations au deuxiéme ordre des masses, celui du formulaire des
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dérivées secondes pour la construction des perturbations au troisieme ordre des masses, etc. Ces formulaires
deviennent rapidement complexes et leur calcul sur ordinateur, difficile.

La construction de théories planétaires en utilisant uniquement une méthode itérative n’est cependant
pas possible pour la raison suivante. Comme montré par Simon et Francou (1981), lors du calcul du troisiéme
ordre des masses, pour certains arguments (2.5.4) de période supérieure & 1000 ans (arguments dits ¢ petit

I3 2 1t
diviseur), les contributions provenant de %% Azaj d’une part et de 5%3}707 Alaj Algy, d’autre part peuvent
J J

étre importantes mais voisines et de signes contraires. Si on utilise uniquement la méthode itérative, on obtient
% Alo; Aoy, mais non ceux provenant de % A?c;
et on rencontre alors de sérieuses difficultés de convergence.

La bonne méthode consiste a utiliser d’abord la méthode procédant ordre par ordre aux masses jusqu’a
I'obtention des perturbations au troisieme ordre des masses avant d’utiliser ensuite la méthode itérative.
C’est comme cela qu’ont été construites les théories VSOP82 (Bretagnon, 1982), TOP82 (Simon, 1983) et
VSOP2000 (Moisson et Bretagnon, 2001). Ces théories sont suffisamment précises pour servir de point de
départ a la construction de nouvelles théories, en utilisant uniquement la méthode itérative. Nous avons ainsi
construit, par la méthode itérative, les théories VSOP2010 et TOP2010 a partir de VSOP2000 et TOP82
puis les théories VSOP2013 et TOP2013 a partir de VSOP2010 et TOP2010.

De la méme fagon, il suffira d’utiliser la méthode itérative pour construire de nouvelles théories ajustées
aux intégrations numériques les plus récentes a partir de VSOP2013 ou TOP2013.

des la deuxieme itération les termes provenant de

3.2. Calcul des seconds membres des équations

Les seconds membres des équations de Lagrange se calculent & partir de la fonction perturbatrice et de ses
dérivées par rapport aux éléments. Ce calcul peut s’effectuer de deux facons, analytiquement ou en utilisant
un formulaire permettant le calcul sous une forme fermée.

3.2.1 Calcul analytique

Il est possible de développer la fonction perturbatrice analytiquement par rapport aux variables définies au
paragraphe 2.2. 11 existe de nombreux formulaires de développement. On citera, par exemple, les formulaires
de Le Verrier (1874), Izsak (1965), Brumberg (1967). Les théories modernes construites en utilisant cette
méthode se sont appuyées sur le formulaire de Brumberg (1967), repris par Chapront (1970) : considérons
deux planétes P et P’ et soit ® 'argument défini par

S =gM+qM + sw+s'w +jQ—-Q), (3.2.1)

otl 'indice ’ se rapporte a la planéte P’ et ou ¢q,q’,s,s’,j sont des entiers. La fonction perturbatrice se
développe sous la forme :

R=p Z Agqrssij cos P, (3.2.2)

qq'ss’j

ol 4 est un parametre de l'ordre des masses et ol Agqss; €St une fonction analytique de a,ad’,e,e’,7,7'.
A partir de ce développement analytique de R on peut ensuite construire un développement analytique des
dérivées premieres, secondes et troisiemes de la fonction perturbatrice (Simon et Chapront 1974 ; Simon et
Francou 1981). Pour un couple de planétes, on calcule alors les seconds membres des équations de la maniere
suivante : on construit une liste aussi compléte que possible d’arguments de la forme (3.1.1) de fagon & obtenir
un développement de la fonction perturbatrice sous la forme (3.1.2) et les développements analytiques de ses
dérivées. Il est alors possible d’obtenir les seconds membres des équations ainsi que leurs dérivées premieres
et secondes.
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3.2.2. Formulaire sous forme fermée

On peut aussi calculer les seconds membres des équations de Lagrange de la maniere suivante. Considérons
un couple de planetes P, P/, de masses m, m'. S désignant le Soleil, notons r et r’ les vecteurs de position
de P(x,y,2) et P'(2',y,2’) dans un systéme héliocentrique et posons :

r=kl, =], A=[PP]|. (3.2.3)

La fonction perturbatrice R définie par (2.3.2) s’écrit :

1 rr
2
R = km’ (A _ T3> . (3.2.4)
Notons o; I'une quelconque des variables elliptiques. Nous calculons les dérivées partielles OR/0c; & laide

du produit scalaire :
OR

6@
ol IR et O,,r sont les vecteurs de composantes OR/dz, 0R/dy, OR/0z et Ox/do;, dy/Do;, 0z /00 . Le calcul

des composantes de J,,r est classique (voir, par exemple, Levallois et Kovalevsky 1971). Les composantes
de OR se calculent par :

—0R.0,r (3.2.5)

r—r r
OR = k*m/ (AB — r,g) : (3.2.6)
On peut calculer ainsi les seconds membres des équations de Lagrange sous forme fermée par rapport aux
variables sans avoir besoin de développer la fonction perturbatrice (Chapront et al., 1975). Ce mode de calcul
est particulierement bien adapté aux méthodes itératives (Bretagnon, 1981 ; Simon et Francou, 1982). On
peut aussi 'appliquer aux méthodes d’intégration ordre par ordre par rapport aux masses en calculant sous
forme fermée les dérivées premieres et secondes des seconds membres des équations (Bretagnon, 1980, 1982).

Nous décrirons en détail, dans le paragraphe suivant, ’application de ce formulaire a la construction des
théories VSOP et TOP.

3.3. Compléments a la fonction perturbatrice

3.3.1. Perturbations du barycentre Terre-Lune

Il est nécessaire dans une théorie des planetes de tenir compte de l'effet de la Lune sur le barycentre Terre—
Lune. Notons mg, mr, my, les masses du Soleil, de la Terre et de la Lune, r1, rq, 71, les distances au Soleil de
la Terre, du barycentre Terre—Lune et de la Lune, respectivement. Pour tenir compte de I’effet de la Lune sur
le barycentre Terre-Lune il faut ajouter dans les équations concernant le barycentre Terre-Lune la fonction
perturbatrice Rg définie par :

1 1 1
RG:k2(m5+mT—|—mL)[(1—al)E +Ulﬁ_a]7 (3.3.1)

ott o1 désigne le rapport — L (Bretagnon, 1980).
1 désig pport T ( g )

3.3.2. Corrections relativistes

Les mouvements des centres d’inertie de N corps peuvent étre calculés dans la théorie de la relativité générale
a partir d’un lagrangien dont I'expression est tres compliquée. Dans la pratique, cependant, outre les termes
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newtoniens, seuls les termes relativistes dits de Schwarzschild, issus du champ de gravitation du Soleil, ont
une importance dans le systéme solaire. Les équations des mouvements héliocentriques des planétes (2.3.1)
s’écrivent, en ne tenant compte que des termes newtoniens et de Schwarzschild, de la maniére suivante
(Brumberg, 1972) :

d?r;
d; = grad (U; + R;)
+ k> [(4 2 )k’2 14+« (dl‘i )2 + 3 ( dr; )2 4 — 2ardr; ( dr; )] (3.3.2)
R — — i — ri(— —Tri(ry — iy SEyp
C2 « ’I’? T? dt rri5 dt ’[‘? dt dt

ou c¢ désigne la vitesse de la lumiere, et ou v est un parametre uniquement fonction du systeme de coordonnées
choisi parmi les trois cas couverts par les équations (3.3.2) (o« = 0 : coordonnées isotropiques; o = 1 :
coordonnées standard ; & = 2 : coordonnées de Painlevé).

A partir de ces équations on peut calculer les corrections relativistes du premier ordre par rapport au
rayon gravitationnel du Soleil, les corrections purement relativistes du deuxiéme ordre et les corrections
dites composites qui traduisent 'influence des corrections relativistes dans l'accélération newtonienne et,
inversement, celle des perturbations newtoniennes dans 'accélération relativiste (Lestrade et Bretagnon
1982).

3.4. Détermination des constantes d’intégration

Dans les solutions (2.5.4), les coefficients numériques 7', 2, ..., 7P, (2, ..., I? ainsi que les coefficients des
séries de Fourier SP et LP sont calculés par la théorie. Les constantes d’intégration n° autres que a et les
constantes \° sont, au contraire, obtenus par ajustement de la théorie avec les observations. Les constantes
a® et les moyens mouvements moyens 7 des longitudes moyennes A sont reliés par la troisieme loi de Képler.
On préfere, en général, obtenir les moyens mouvements par ajustement aux observations et en déduire les
constantes a® par la troisieme loi de Képler. Mais on peut aussi choisir de faire I'inverse, c’est-a-dire ajuster
aux observations les constantes a® et en déduire ensuite les moyens mouvements. L’ajustement peut se faire
soit directement par comparaison aux observations, soit par comparaison avec un modele numérique lui-
méme ajusté aux observations. Ainsi, par exemple, les constantes des solutions les plus récentes construites a
I'IMCCE, VSOP2013 et TOP2013, ont été obtenues par comparaison avec 'intégration numérique INPOP10a
(Fienga et al. 2011).

4. Les formulaires

4.1. Notations

Nous allons, a partir de ce paragraphe, reprendre nos notations en les adaptant au cas d’un couple de planetes
et en les rendant les plus cohérentes possible avec les notations utilisées dans les programmes de Bretagnon
et Simon.

Nous considérons un couple de planetes P de masse m et P’ de masse m’. Nous supposons que P est la
planete la plus proche du Soleil et nous parlerons de cas extérieur quand P est perturbée par P’ et de cas
intérieur dans le cas contraire. Nous notons :

0;, les variables représentant le mouvement de P (0 < i < 6)
o}, les variables représentant le mouvement de P’ (0 <14 < 6) (4.1.1)

0j, les variables représentant le mouvement de I’ensemble des deux planetes (0 < j < 12)
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Nous avons donc :
{oj} = {oi} +{o}} (4.1.2)

Nous notons également :

V et V' les vecteurs de position de P(x,y,z) et P'(«’,y’,2") dans un systéme héliocentrique

(0x /0o, 0y/Do, Dz/Doy,), pour 1 < k < 6,
Vi le vecteur de composantes , , , (4.1.3)
(02’ /0oy, Oy’ |00y, 02" /Do), pour T < k < 12.
Posons :
r=|V[; =V, A=|PP| (4.1.4)
La fonction perturbatrice s'écrit, conformément a (3.2.4)
1 vV
R = k*m/ (A _ 7“’3> , dans le cas extérieur; (4.1.5)
1 vV
R =k*m < - 3) , dans le cas intérieur.
A r
R est une fonction des variables o;. Nous noterons :
OR
R, = 4.1.6
J aa,j ( )

4.2. Calcul des perturbations au troisieme ordre des masses

Le but de cette note technique est d’expliquer comment ont été construites les théories récentes VSOP2010,
TOP2010, VSOP2013 et TOP2013 et comment I'on pourrait construire de nouvelles solutions analytiques
a partir de VSOP2013 et TOP2013. Nous avons indiqué, dans le paragraphe 3.1.2, que c’est la méthode
itérative qui devait étre utilisée a cet effet. Nous ne donnerons pas, ici, les formulaires détaillés utilisés pour
la construction des perturbations au troisieme ordre des masses et renverrons le lecteur a des articles de
référence.

4.2.1. Calcul des perturbations au troisiéme ordre des masses dans les théories VSOPS82 et VSOP2000

Le formulaire utilisé par P. Bretagnon dans sa construction des perturbations jusqu’au troisieme ordre des
masses est basé sur le formulaire de calcul des seconds membres des équations de Lagrange sous forme fermée
de Chapront et al. (1975) (cf. 3.2.2) :

e le formulaire détaillé du calcul des perturbations au premier et au deuxiéme ordre des masses se trouve
dans la these de doctorat d’état de P. Bretagnon (Bretagnon, 1978) ; ce formulaire est aussi synthétisé dans
Bretagnon (1980) ;

e l'explication du calcul des perturbations au troisieme ordre des masses est donnée dans Bretagnon (1982).

4.2.2. Calcul des perturbations au troisiéme ordre des masses dans la théorie TOP82

Le formulaire utilisé par J.-L. Simon dans sa construction des perturbations jusqu’au troisieme ordre des
masses est basé sur le formulaire analytique de calcul de la fonction perturbatrice Brumberg-Chapront
(Brumberg, 1967, Chapront, 1970, ¢f. 3.2.1) :

e le formulaire détaillé du calcul des perturbations au premier et au deuxiéme ordre des masses se trouve
dans Simon et Chapront (1974) ;

e le formulaire détaillé du calcul des perturbations au troisieme ordre des masses se trouve dans Simon et
Francou (1981).
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4.3. Formulaire pour la méthode itérative utilisée dans la construction des théories VSOP

Il est basé sur le formulaire de calcul des seconds membres des équations de Lagrange sous forme fermée
de Chapront et al. (1975). Les variables utilisées dans les solutions VSOP sont les variables a, A\, k, h,q,p
définies en 2.2 et les équations du mouvement sont les équations (2.4.2) que nous allons réécrire sous la forme
légerement différente des équations (I,1) de Bretagnon (1978) :

da 2 OR

dt — na OX

dt na 0a  na ok oh 2na’¢ qaq pap
LR R0 R

dt na® Oh  na® O\ 2nd¢ qaq p@p

dh  $ OR v OR k[ OR OR (4.3.1)
&t Ok nd m*m(qaq”ap)
N Gt

At 4na’¢ Op  2na’¢ \ OA ok oh

L A (L

dt dna*p 0q  2na*p \ ON ok oh

¢ et ¥ sont les quantités u; et us du paragraphe 2.4 :

o=+V1—¢e?; S 1 (4.3.2)

T 1+¢

La fonction perturbatrice R est donnée par (4.1.5).
Notons ¢ 'une des variables o; dans le cas extérieur ou des variables o] dans le cas intérieur. On peut
exprimer symboliquement les équations de Lagrange avec le produit scalaire :

do 1

— =—D,V.0R 4.3.3

dt naQ o ( )
D, est un opérateur agissant sur V dont nous allons donner I’expression. Avec les notations de ce paragraphe,
OR donné par (3.2.6) s’écrit :

V-V V
OR = k*m/ <A3 - ,3> (cas extérieur)
T
vov v (4.3.4)
ou IR =k*m ( o 3> (cas intérieur)
r
La troisieme loi de Képler donne :
2 3 2,13
=1 (cas extérieur) ou k*= na - (cas intérieur.) (4.3.5)
L+m 1+m
On peut alors écrire :
do , .
prie D,V.(R1V + RyV') (cas extérieur),
e R nam’ 1 P nam’ 1 1 (4.3.6)
v = =——|—=-—].
1 1+mAS 2T 1+m \ A% B
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ou :
d
dlz =D, V'.(RiV' + RyV) (cas intérieur),
n'a'm 1 nam [ 1 1 (4.3.7)
avee  Ri=—goae Reegop s )

4.3.1. Calcul de V et V'

Soient v et v’ les anomalies vraies des planctes P et P’. Désignons par w et w’ les longitudes vraies :

w =10+ w; w=v+@. (4.3.8)
Notons x et x’ les quantités :
y = M; X =/1—~2. (4.3.9)
Posons enfin :
W1 = pcosw — ¢sinw; W] =p' cosw’ — ¢ sinw'. (4.3.10)
On montre facilement (Chapront et al., 1974) que les composantes des vecteurs V et V' sont :
X =r(cosw — 2pW7) X' =1"(cosw’ — 2p'W))
Y = r(sinw + 2¢W;) Y’ =7r'(sinw’ + 2¢'W7) (4.3.11)
Z = =2rxW1 Z"' = =2r'x'W]

4.3.2. Calcul de D,V

Plagons nous dans le cas extérieur.
Des équations (4.3.1), nous déduisons les expressions formelles des opérateurs D,

0
Da = 2@5
0 1 0 0
D = 720,7 -+ (151/} (k + h@h) + % <q8q pap>
0 0
¢7 - W 950 " Pop
2<b Ip
5 L 8 5 (4.3.12)
D= ¢ — ~too a5+
" v 2¢ ( 9 +p0p)
10 q (0 0 0
Dy~ 55~ 35 (o3 a5+ ar)
10 p (0 0 0
5= g5~ 35 (on "ok ar)
Les formules (22) de Chapront et al. (1975) expriment les opérateurs D, agissant sur V sous forme vectorielle :
D,V =" 20° (A -T)
¢
D)V = =2V + appA + rg)\T — %Wls

2
DV = apK 4+ rg;, T + —hthS
¢ (4.3.13)

2k
Dy V =agpH + rg, T — Erwls
D,V = (cosw — ¢W3)—S

D,V = (sinw — pW3)—S

13
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Dans ces équations, les auteurs ont adopté un ensemble de notations qui permet de séparer dans les
composantes des vecteurs D,V :

— une partie constante dans le probleme des deux corps :

~h + 2p(ph + qk) —k + 2p(pk — qh) 2pq —(1-2p?) p
A k—2q(ph+qk) A —h—2q(pk—qh) K< 1-2¢° H{ —2pg S{ —q  (4.3.14)
2x(ph + qk) 2x(pk — qh) 2qx 2px r
ol )
1—2v
r=—-—" 4.3.15
e (43.15)
— une partie qui dépend explicitement du temps par l'intermédiaire de w, avec les scalaires :
Y s .
gr = g(hc%w — ksinw)
! (k + cosw)
=—— w
o ¢ (4.3.16)
1
gn = —E(h + sinw)
Wy = gqcosw + psinw
— le vecteur T, fonction explicite du temps :
sinw — 2p Wy
T { —cosw+ 2g Ws (4.3.17)
72)( W2

Dans le cas intérieur, le formulaire est similaire, les variables non primées étant remplacées par les variables
primées.
4.3.3. Formulation en variables complexes

Chapront et al. (1975) proposent une forme plus compacte du formulaire précédent en utilisant une
formulation en variables complexes. Ils introduisent les variables complexes :

c=k4jh =KW
! e (4.3.18
C=q+Jjp ¢=q+jp
j étant défini par j2 = —1.
Notons :
T =cosw + jsinw 7/ = cosw’ + jsinw’
p=xx+¢¢ n=xx'+¢'¢
v=x¢—x¢ Vi=x¢" =X'¢
€ = pPr' 4+ v ¢ = ,1/27 +1/%F
p=TT p/ =7 (4319)
T = T‘/é- 7T/ — Tg/
oc = = Im(jivp) ol = — Tm(V/p)
X R

oy =2Im((p)o¢ o\ =2Im(¢'p")ol,
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Dans le cas extérieur, les équations (45) de Chapront et al. (1975) donnent :

2
i—ctl = 2% {Imz(pRy + mR3) + Im(7m) Ry}
dX _ _ Yio(s .
— =n—Re{(2p + agyz)(pR1 + 7R2)} + {Im(zp) Im(77) + or)\} Ry
jt 1 ¢ 1 ¢ (4.3.20)
£ = —jad(pR1 + TRs) + {d)(zr + p)Im(77) +jz¢a,\} Ry
d¢ R
T {p—CRe(Cp)} ¢UCR2

Ry et Ry étant donnés par (4.3.6).
Dans le cas intérieur, le formulaire est similaire, les variables non primées étant remplacées par les variables
primées et réciproquement et Ry et Ry étant donnés par (4.3.7).

4.3.4. Calcul de é

Pour obtenir Ry et R, il faut calculer ﬁ qui se calcule lui-méme & partir de A2. A2 est donné par :

N N A A (4.3.21)
Le produit scalaire V'V’ calculé & partir des formules (4.3.11) peut se mettre sous la forme :
VV' = rcoswRe(r) + 7 sin w Im(r) (4.3.22)
m étant défini en (4.3.19). On a :

Re(m) = (1 —2p* — 2p’2 + 4pp’ )’ cosw’ + 2(pqg + p'q’ — 2pq’ f)r’ sinw’
Im(7) = 2(pq + p'q’ — 2qp’ f)r' cosw’ + (1 — 2¢® — 2¢'% + 4qq’ f)r’ sinw’ (4.3.23)
o f =pp’ +qq +xx’

Notons que (4.3.22) peut aussi s’écrire :
VV’' = Re(pr) (4.3.24)

p et 7 étant donnés en (4.3.19).

A? ayant été obtenu, on calcule ensuite % par approximations successives a partir d’une valeur approchée,

suivant une méthode décrite par J. Kovalevsky (1963). Soit S la série approchée de % et T la série exacte
de AZ. Soit §S la correction & apporter & S pour améliorer. On veut obtenir :

1
(S +68)?

En négligeant (§5)2, on a :
1

T=——7"
S°+2856S
d’ou
S 2
6S = 5(1 —8°T)
Si dS est inférieure a une précision que ’on s’est fixée, le calcul est terminé, sinon on recommence le processus
en remplacant S par S; = S + §5. On obtient ainsi la valeur exacte de %, a la précision recherchée, apres
quelques approximations.
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1

On calcule ensuite, par multiplications de séries de Fourier, AZ puis 1

Fo
4.3.5. Résolution de I’équation de Képler

La forme classique de ’équation de Képler est : E — esin E = M ou E désigne I’anomalie excentrique, e,
I’excentricité et M ’anomalie moyenne. Posons :

E=F+w (4.3.25)
ou w désigne la longitude du périhélie. L’équation de Képler peut alors s’écrire sous la forme :
E—ksin€ +hcos& = A (4.3.26)
Par différentiation, on a :
0E(1 —kcos€E —hsin&) = 0A

On sait que :

gzl—ecosEzl—k;cosg—hsinE (4.3.27)

On en déduit : a

5 = ~oA (4.3.28)

Le passage de £ a rcosw et rsinw s’effectue a partir des formules des deux corps :

rcosv = a(cos E —e) = a(coswcos E + sinwsin E) — ae
rsinv = agsin E = a¢(cos wsin E — sin w cos E)
On obtient finalement :
rcosw = —ak + a(l — h*) cos € + ahkysin € (4.3.29)
rsinw = —ah + ahky cos £ + a(l — k*y)sin € o

On calculera & par itération, a partir d’'une valeur approchée & de £. Notons :

A=kcos& + hsin€
B=E&-)\ oi1 X est la longitude moyenne moyenne définie par (2.5.1) (4.3.30)
C =hcos€ —ksin&

Nous avons alors :

To1-4
a
a 2
—=14+A+A"+ ..
r
4.3.31
A=E+C ( )
rcosw = —ak + acosE — ahyC
rsinw = —ah + asin & 4+ akyC
Soit &, la valeur de £ a l'itération m. On calcule succesivement :
By =Em — X
sin &, = sin A cos B,, + cos Asin B,
cos E,, = cos Acos B,, — sin Asin B,
B3 B (4.3.32)
avec sinB,, = B, — — + 2 — ...
3! 5!
B B!

cosB,, =1— -2+ -2 ..



LES FORMULAIRES 19

puis :
Ay =kcos&p, + hsiné,,
Cim = hcos&Ey, — ksin&y,
MAm=A=An=A—En —Ch (4.3.33)
(5) =1+ An+az+..
r/m
et enfin :

5Em = Sy X (%)m
Emit = Em + 0Em

(4.3.34)

On arréte le calcul lorsque §&,, est inférieur & la précision que 'on s’est fixée. On calcule £’ par des formules
analogues, en remplacant les variables non primées par les variables primées.
Une fois € et £’ obtenus on calculera r cos w, rsinw, g et & par les formules (4.3.31) (et r cosw’, rsinw’,

r
1 1 1
> T 77 7"73’ r/3' On

obtiendra ensuite les opérateurs D, par les formules (4.3.13)-(4.3.17) (ou les formules analogues en variables

/ /
T et & par des formules analogues avec des variables primées). On en déduira, r, r’
a r

primées). Enfin, é ayant été déterminé comme indiqué au paragraphe 4.3.4, on calculera Ry, Ry et les

deuxiemes membres des équations de Lagrange par les formules (4.3.6) ou (4.3.7).
Par intégration on obtiendra une nouvelle itération dans la méthode itérative. La longitude moyenne A (ou

d\ de d)\ _ de’

') sera obtenue par double intégration & partir de iz ="rt4q (ou b = n' + i ), noun' étant déduits

de a ou @’ par les formules (4.3.5).

4.3.6. Calcul pratique des seconds membres des équations de Lagrange

Nous allons, dans ce paragraphe, expliquer comment Bretagnon programme le calcul des seconds membres

de ses équations a partir du formulaire détaillé en 4.3.1 et 4.3.2.

Considérons, par exemple, I’équation en % et plagons nous dans le cas extérieur. Des formules (4.3.6), on

déduit :

da nam’ 1 nam’ 1
— =D, V.(RiV+R,V)=—" "D, V.V’ — (D, V.V - D,V.V 4.3.35
dt aV- RV + V) 1+m/37° +1+mA3( ¢ aV-V) ( )

Calculons D, V.V'. D,V se calcule & I'aide des formules (4.3.13), (4.3.14) et (4.3.17). Il vient :

02 —h + 2p(ph + qk) — sinw + 2p(g cos w + psinw) X’
D, V.V = % k — 2q(ph + qk) + cosw — 2q(qcosw + psinw) p . Y’
2x(ph + gk) + 2x (g cosw + psinw) A
Ce qui peut s’écrire sous la forme :
0 (—h — sinw)(1 — 2p?) + 2pq(k + cosw) X’
D,V.V' = % 2pq(—h — sinw) + (k + cosw)(1 —2¢%) 3 .{ Y’
2xp(h + sinw) + 2xq(k + cos w) A
On obtient finalement :
! 2&2 : 2 1 / !
D,VV' =— —(h+sinw) [(1 —2p) X"+ 2pqY’ — 2po]
9 (4.3.36)
2a? o

+ ?(k + cosw) [2pg X’ + (1 —2¢*)Y" + 2xqZ']
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En remplagant X', Y’ et Z’ par leurs expressions données par les formules (4.3.11), on montre facilement
que :
(1 —2p*) X" + 2pqY’ — 2xpZ' = Re()

20X + (1 —2¢*)Y' + 2xqZ' = Im(7)

ou Re(m) et Im(m) sont donnés par les formules (4.3.23). Bretagnon note :

2
AX1A1 = 2%(/@ + cosw)

2

AX1A = AX1A1.Im(7) + AX1A2.Re(n)

On a alors :
D, V.V = AX1A (4.3.38)

D, V.V s’obtient & partir de D, V.V’ en remplacant dans les formules précédentes X', Y', Z' par X, Y et
Z, c’est-a dire toutes les variables primées par des variables non primées. On voit que , dans ce cas, f, Re(n)
et Im(7) donnés par les formules (4.3.23) sont remplacés, respectivement, par 1, rcosw et rsinw. AX1A
donné par la formule (4.3.37) est alors remplacé par, suivant les notations de Bretagnon, AX A défini par :

942
AXA= %(k‘r sinw — hr cosw) (4.3.39)

et l'on a :
D, V.V =AXA (4.3.40)
Revenant & 1’équation (4.3.35), Bretagnon programme le second membre de 1'équation en % en le mettant
sous la forme :
da nam’ |(AX14-AXA) AX1A

E_l—i—m A3 E;

(4.3.41)

AX1A et AX A étant donnés, respectivement, par les formules (4.3.37) et (4.3.39). On effectue des calculs
analogues pour les autres équations. Bretagnon programme le calcul des seconds membres des équations en

%, %, %, % et % en les mettant sous la forme :

n_,
dt
+ nam’ N {XlLl.Re(pi) + X1L2.Im(pi) + X1L3 [r' cosw'(p —2p'g) + 7' sinw' (—q + 2q/g)] }
14+m A3 7‘/3
nam’ XL
T1im AP (4.3.42)
avec :
X1L1 = —2rcosw + r% sinw(hcosw — ksinw) — akdp
¢
X1L2 = —2rsinw — r% cosw(hcosw — ksinw) — ahgp
(4.3.43)

X113 = —2%(pcosw — gsinw)

XL =—2r% — agyp(kr cosw + hrsinw)
g=pr' +aq¢ +xT
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X' et T' étant définis, respectivement, par les formules (4.3.9) et(4.3.15).

i
dk _ nam <1 — 1> {XlKl.Re(pi) + X1K2.Im(pi) + X1K3 [r' cosw'(p — 2p'g) + 7' sinw’(—q + 2q/g)] }

a 1 +m AS 7"/3
_ fimm % (4.3.44)
avec :
Y1K1 = _ rsinw(k 4 cosw)
¢
X1K92 — rcosw(k + cosw) +ag
¢ (4.3.45)
N1K3 — 2hr(pcosz; gsinw)

XK =ag¢grsinw

!
dh _ nam <1 — 1> {XlHl.Re(pz’) + X1H2.Im(pi) + X1H3 [r' cosw'(p — 2p'g) + ' sinw’(—q + 2q/g)] }

a1 +m \ A3 W
nam’ XH
“1im AT (4.3.46)
avec :
X1H1 — _rsinw(h +sinw) ad
¢
X1H2 = rcosw(h + sinw)
¢ (4.3.47)
N1H3 — 2kr(pcosw — gsinw)
¢
XH = —a¢r cosw
dg nam’ 1 1 , , ' e /
@ 1eml\ar e {XlQ [r cosw'(p —2p'g) + ' sinw'(—q+ 2q g)]} (4.3.48)
avec :
X10 = r [cosw — q(gcosw + psinw)] (4.3.49)
¢
dp nam’ 1 1 , , ' . /
& Tem\ Az e {XlP [T cosw' (p—2p'g) + 7' sinw' (—q + 2¢ g)]} (4.3.50)
avec :
Y1P — r[sinw—p(qc;sw—&-psinw)] (4.3.51)

4.3.7. Perturbations relativistes

Les perturbations relativistes, déduites du probleme de Schwarzschild, sont introduites dans les itérations.

Ce sont des compléments aux équations de Lagrange en %, %, %, %, qui s’expriment sous la forme
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(Brumberg, 1972 ; Lestrade et Bretagnon, 1982 ; Moisson, 2000) (x) :

ddag 2 na’ . a
T - y$r—2(ksmw—hc05w) (10;—3)
doA 2
—F v [10¢2"2¢2‘;+18i7 +u{8¢2;—20+6£]
r r (4.3.52)
dokr 1 na . 2 . 2 . 2 2
T y$7 {10ksmwcosw—5h(cos w — sin“ w) + sinw(3 + 7k — h )—8hkcosw—3h}
r
ddhp 1 na . 2 . 2 2 2 :
i :—1/5—2 [10hsmwcosw—|—5k‘(cos w —sin® w) + cosw(3 4+ 7Th* — k )—8hks1nw—3k}
T

ou v désigne le rayon gravitationnel du Soleil. ¢ et ¢ ont été définis par les formules (4.3.2).

4.3.8. Perturbations dues a la Lune

Les formules permettant de calculer le mouvement réel du Barycentre Terre-Lune (BTL) sont expliquées
dans Bretagnon (1978). On peut les synthétiser de la fagon suivante. Soient T, L et G, la Terre, la Lune et
le barycentre du systeme Terre-Lune. Désignons par V, V1, et Vg, les vecteurs de position de la Terre, de
la Lune et du barycentre-Terre-Lune. Notons m et m; les masses de la Terre et de la Lune , exprimées en
masse solaire (masse du Soleil=1) et posons :

m m
p=—2>r .  pB=—"r (4.3.53)
mp +my, myp

Pour obtenir le mouvement réel du Barycentre Terre-Lune, il faut ajouter dans les équations concernant la
Terre la fonction perturbatrice R¢ :

1
Ro =k +mp+my) |(1—p)— 4+ p— — — (4.3.54)

ou 7y, r; et ro sont les distances au Soleil, de la Terre, de la Lune et du barycentre Terre-Lune,
respectivement. Les équations correspondant a la perturbation Rg se mettent sous une forme analogue
a (4.3.6) :

d
(T(; = D,V (R Vg + RyTL) (4.3.55)
avec .
1
Ri=na|—5-(1-p)—3—ps
e T 7L (4.3.56)
11 o
Ro = nau(l —
o= nant ) (3 = 5
Posons :

2
r
“ (4.3.57)

1
B=—(1-p?TLTL
e

(*) Notons qu’il y a une erreur typographique dans la thése de Moisson (2000) dans la deuxieéme ligne de

Pexpression de dfl];éR : le coefficient de sinw est 3(1 + e2) et non 3(1 — e2).
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Bretagnon développe R; et Ro sous la forme :

na |3
Ta

—%M {A2(1 +B) +24B(1 - 8%) + B*(1 +B3)}

+%2” {401 - 5% +342B(1+ 6% +34B°(1 - B1) + B* (1 + 5°) |

_%Z a {A4(1 +6%) +443B(1 - %) + 64%2B%(1 + 5°) + 4BY(1 - 56} (4.3.58)
693 5 . ) . Y )

+org M {A (1-8%) +5A'B(1+8°) + 104°B*(1 - 8 )}
3003 6 ; ; .

TR {A (1+8°)+6A°B(1 - )}

45045
a3 14 0 _56)]

na 3 3 9

Ro = "u(1 = 10 |3 AL+ 8)+ § B~ 57

e

5 {420 -8+ 2aB0 4 6 + 520 - 5
+% {A3(1 + %) +34%2B(1 - 84 +34B%(1+ 8°) + B3(1 — 56)}
_% {A4(1 — Y +443B(1 + %) + 6A2B2(1 - 5) + 4B (1 + 57)} (4.3.59)
+% {A5(1 + %) +5ATB(1 - 8% + 1043B%(1 + 57)}
—iﬁ% {A6(1 — 8% +64°B(1 + 57)}
i )

Les formules (4.3.55) & (4.3.59) ainsi que les expressions D,V du paragraphe (4.3.6) permettent de calculer
les perturbations du barycentre BTL au premier ordre des masses.

Lorsque 'on tient compte des perturbations de la Lune sur les planetes dans le calcul des perturbations
des planetes sur le BTL, on obtient les perturbations au deuxieme ordre des masses du BTL qu’il faut ajouter
aux perturbations (4.3.55) et que Bretagnon met sous la forme :

do? m
dt

P RypD,V.TL (4.3.60)
T

;RIPDGV(VP “Va) Y

ol Vp est le vecteur de position de la planete P. Rip et Rop correspondent a la planete P et sont donnés
par des développements analogues & (4.3.58) et (4.3.59) en remplacant A et B par Ap et Bp définis par :

Ap =

7 (1—n) (Ve —Vp).TL
Agp
1 (4.3.61)
Bp=—" TLTL

Acp

ou Agp désigne la distance barycentre Terre-Lune - Planete.
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4.4. Formulaire pour la méthode itérative utilisée dans la construction des théories TOP

Il est décrit en détail dans Simon (1986) et est inspiré du formulaire de Chapront et al. (1975). Les théories
TOP ont été construites en utilisant d’abord les variables a, A, e, @, 7y, Q) définies en 2.2 et les équations du
mouvement sont les équations (2.4.1), les variables k, h, ¢, p étant ensuite obtenues & partir des équations

% = cos % si d—w

ar ~ P Ty

b in oL cos 3@

ar =~ M TNy (4.4.1)
% = cosﬂﬂ si Q@ h
ar ar g

dh . dy dQ

T SIHQE +VCOSQE

Les théories TOP sont des solutions du mouvement des quatre grosses planetes et de Pluton. Pour ces corps
et malgré la relative petitesse de ’excentricité de Neptune, la présence des excentricités et inclinaisons aux
dénominateurs des équations (2.4.1) ne pose pas réellement de probléme. Nous reviendrons sur ce point dans
le paragraphe 10.3.2..

Nous nous plagons dans le cas extérieur. Les équations (2.4.1) ont la forme suivante :

ddi
dt

6
=Y a™ Ry, avec 1 <i <6, (4.4.2)
k=1

ol Ry, est défini par (4.1.6).
Le formulaire de calcul des seconds membres des équations (4.4.2) se présente de la maniere suivante.

4.4.1. Calcul des coefficients de la matrice de Lagrange a™*

On a: .
am__ Q/Vk
na

(4.4.3)

)

ot les coefficients A™* sont les éléments de la matrice (6x6) :

(2 _OLt> . (4.4.4)

L est une matrice (3 x 3) qui a pour éléments :

-9 I
@ e 2uq
(1 Y
. o (4.4.5)
1
0
47u1

L? désigne la transposée de L, u; est défini par
up =V 1—e2 (4.4.6)

4.4.2. Calcul des dérivées premiéres de la fonction perturbatrice Ry,

On effectue le changement de variables angulaires :

I
2

3

Q
w 0 (4.4.7)
M —w

I
>
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Notons :
R* la fonction perturbatrice exprimée en fonction des nouvelles variables, 0R*, le vecteur de composantes

( OR* OR" OR*

R TRE ). On peut écrire, en utilisant les notations (4.1.3) :

L=V, 0R". (4.4.8)

a) Calcul des vecteurs Vi,

Soient x, y, z les vecteurs unitaires des axes Oz, Oy, Oz. Posons :

Y9 = cC0S% y; +sini z,

Zy = —sini y; + cosi z, (4.4.9)
x; =cos{) x +sinQ y, o
y; =—sinQ x+cosQy.
On a alors :
V =(cosE —e) A+ u;sin EB, (4.4.10)
avec :
A= a(cos.w X1 + sinwy,), (4.4.11)
B =a(—sinwx; + coswy,).
FE désigne 'anomalie excentrique que 1’on calcule par I’équation de Képler :
E—esinE=M. (4.4.12)
A et B ne dépendent que de a,vy (par l'intermédiaire de 7),w et Q. On a :
0A A 0B B
da  a’ da  a’
0A  2a 0B  2a
— = — sinw zo; — = — COSw Zo;
oy ug O up (4.4.13)
0A 0B
-~ _B: = — _A-
Ow ’ Ow ’
0A ( . x1) 0B (—si 1)
— = — sin x1); == = a(—sin - x1);
5 — olcoswy; —sinweosixy); oo =a(-sinwy; —cosweosixy);
ou :
ug = /1 —~2 (4.4.14)
(cos E — e) et uy sin F ne dépendent que de e et M, on a :
Od(cosE —e) sin 2 1. O(cosE —e) sinE
de ~ l—ecosE oM ~ 1l—ecosE’ (4.4.15)
O(uy sinE)  esinE  wuycosEsinE  O(up sinE)  wup cosE o
Oe B Uy 1—ecosE ’ OM  1—ecosE’

Les formules (4.4.9) & (4.4.15) permettent de calculer les vecteurs Vi, Vo, V3, V4, V5, Vg On a, en
A%
a

particulier, V; =

b) Calcul du vecteur OR*
De la formule (4.1.5), on tire :

V-V V
aR*:k2m’< 0 —,3>

r

(4.4.16)
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A, A3 et '3 se calculent & partir de :

A =@—2)+y—y)+(z—2)% (4.4.17)
2 =2y 4 22 (4.4.18)

Le vecteur 'V et ses coordonnées z,y, z se déduisent des formules (4.4.10) et (4.4.11). V' et ses coordonnées
x',y', 2" se calculent par des formules analogues & (4.4.11) et (4.4.12) avec des variables primées. On revient
ensuite aux variables de départ, on a :

Ry=R}; Rs=R;—-R); Re¢=R;—R:. (4.4.19)

Dans le cas intérieur, le formulaire est similaire avec :

m —-m; non; o—=0d; Y—=r, VoV, (4.4.20)

5. Les méthodes de calcul

Le calcul des seconds membres des équations de Lagrange a partir des formulaires décrits dans le paragraphe
précédent s’effectue différemment pour les solutions VSOP et TOP. Les solutions VSOP se calculent a partir
de manipulations de séries de Fourier tandis que les solutions TOP utilisent I’analyse harmonique.

Dans ce qui suit les méthodes de calcul sont présentées en utilisant les conventions du langage Fortran.

5.1. Méthodes de calcul utilisées pour la construction de VSOP

Les programmes de base d’addition et de multiplication de séries de Poisson mis au point par Bretagnon
utilisent les principes fondamentaux définis par Chapront et al. (1975) et dérivent de ceux décrits par
Bretagnon (1978).

5.1.1. Représentation des séries

Les calculs s’effectuent sur des séries de Poisson dont les termes sont de la forme :
t*(Ssin ¢ + C cos @) (5.1.1)
ol t est le temps exprimé en milliers d’années juliennes a partir de J2000 :
t = (date julienne — 2451 545.0)/365 250 (5.1.2)
La puissance du temps « est un entier compris entre 0 et 20. Les coefficients du sinus et du cosinus sont

des réels exprimés en unités astronomiques pour le demi-grand axe et en radians pour les autres variables.
L’argument ¢ est une combinaison linéaire de 18 fonctions linéaires du temps \; définies par Bretagnon :

b= Zaixi (5.1.3)
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oli les quantités a; sont des entiers et les \; des réels représentant les longitudes moyennes moyennes des
corps définies par la relation (2.5.1). Les \; sont les suivants :

e )\;, pour i = 1,2, 3, 4 correspondent aux longitudes moyennes moyennes de Mercure, Vénus, BTL et Mars,
respectivement.

e )\;, pouri=25,6,7,8,9 correspondent aux longitudes moyennes moyennes des cinq gros astéroides Vesta,
Iris, Bamberga, Céres, Pallas, respectivement.

e \jo ne sert pas (Bretagnon I'avait peut-étre prévu pour introduire un astéroide supplémentaire).

e )\;, pour i = 11,12,13, 14 correspondent aux longitudes moyennes moyennes de Jupiter, Saturne, Uranus,
Neptune, respectivement.

e )5 devait correspondre & la longitude moyenne moyenne de Pluton. En fait, dans les itérations, on ne
tient pas compte de Pluton, A5 ne sert donc pas. Dans la solution finale, comme on le verra plus loin,
on introduit les perturbations au premier ordre des masses dues a Pluton et aux astéroides autres que les
cing gros, sous forme de séries de Poisson de 'argument g utilisé dans les théories TOP. On aura alors
A5 = [h.

e )\;, pour i = 16,17,18 correspondent aux arguments lunaires de Delaunay sous leur forme linéaire :

D = wl + A3+ 180°
F=wl — w2

l=wl — w3

ou :
w1 est la longitude moyenne de la lune,
w2 est la longitude moyenne du périgée lunaire,
w3 est la longitude moyenne du noeud ascendant lunaire.

Lors des itérations, les a; peuvent prendre des valeurs entre —644 et +644. Posant M = 1289, I’argument ¢
est représenté, sur l'ordinateur, par 6 entiers J(1), J(2),....J(6) définis par :

3
J(1) =Y MBI,
=1

6
J2) =) Mg,
@ ; ¢ (5.1.4)

18
J(6) =Y MU g,

=16

Cette représentation de 'argument permet de réduire de 18 a 6 le nombre d’opérations a effectuer lors des
additions ou multiplications de séries.

Notons que chaque série se termine par J(1) = J(2) = ... = J(6) = MAXFI = 2147483647 (23! — 1) .
Le calcul des 6 entiers donnés par les formules (5.1.4) se fait dans la subroutine CALJ. A T'inverse, le calcul
des arguments A; de la formule (5.1.3) & partir des entiers J(1),...J(6) se fait par la subroutine CALARG.

Dans la solution finale, interviennent les multiplicateurs a15 de 'argument p permettant de représenter
les perturbations par Pluton et les astéroides. Ces multiplicateurs peuvent étre trés grands. Nous avons donc
été amenés, pour représenter 'argument ¢ & ajouter un entier J(7) défini par :

J(?) = a1s (515)
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5.1.2. Lecture et écriture des séries

Séries résultats

Les coefficients des sinus et cosinus des séries de Poisson résultats des itérations sont lus ou écrits dans des
tableaux T de dimension T(2,512,256,NST) et les arguments dans un tableau JT(6,512,256,NST). NST est
un indice qui sert a localiser les tables. Prenons le égal a 1. Dans T, le premier indice est 1 pour les coefficients
du sinus et 2 pour les coefficients du cosinus. Dans JT, le premier indice est 1 pour lentier J(1), ..., 6 pour
Pentier J(6), J(1), ... J(6) ayant été définis au paragraphe précédent. La fagon dont évolue le troisieéme indice,
dans les tableaux T et JT, permet de placer les séries périodiques et les séries de Poisson en t,#2, ..., t1%. Elle
se déduit de la data MS donnée en BLOCK DATA dans les programmes et définie par :

dimension MS (16)
DATA MS/0,64,128,160,192,208,224,232,240,244,248,250,252,253,254,255 /

e Pour les séries périodiques, le troisieme indice va de MS(1)+1=1 & MS(2). Elles ont donc, au plus, 512 x 64
= 32768 (25 termes).

e Pour les séries de Poisson en ¢, le troisieme indice va de MS(2)+1 a MS(3). Elles ont donc, au plus,
32768 (21°) termes.

e Pour les séries de Poisson en t2, le troisieme indice va de MS(3)+1 & MS(4). Elles ont donc, au plus,
16384 (2'1) termes.

e Pour les séries de Poisson en t°, le troisieme indice va de MS(7)+1 & MS(8). Elles ont donc, au plus, 4096
(2'2) termes.

e Pour les séries de Poisson en t!!, le troisitme indice va de MS(12)+1 & MS(13). Elles ont donc, au plus,
1024 (210) termes.

e Pour les séries de Poisson en t12,¢13 14 ¢15 le troisieme indice est, respectivement, 253, 254, 255, 256.
Toutes ces séries ont, au plus, 512 (2%) termes.

Séries intermédiaires

Lors des calculs, les séries intermédiaires peuvent étre calculées dans des tableaux deux ou quatre fois plus
grands T(2,512 ou 1024 ou 2048,256,NST). Les dimensions de ces tableaux sont déduites de la variable
NEXP :

NEXP=6, dimension T(2,512,256,NST), les termes périodiques et les termes de Poisson en ¢ ont, au plus,
32768 (21°) termes,

NEXP=7, dimension T(2,1024,256,NST), les termes périodiques et les termes de Poisson en ¢ ont, au
plus, 65536 (216) termes,

NEXP=8, dimension T(2,2048,256,NST), les termes périodiques et les termes de Poisson en ¢ ont, au
plus, 131072 (2'7) termes.

5.1.3. Multiplications des séries de Poisson

Elles s’effectuent & 'aide des subroutines MULS et MUL
MULS(N1,N2,N3,FACT)

Cette subroutine multiplie la série de Poisson S repérée par l'indice de localisation N1, par la série de Poisson
T repérée par l'indice de localisation N2 et par le facteur réel FACT, le résultat étant une série de Poisson
U repérée par l'indice de localisation N3. En fait, cette subroutine organise la multiplication des séries de
Poisson de la maniere suivante.
S et T ont la forme :

S =Sy +tS;+t*Sy+ ...+t S5

5.1.6
T=Ty+tT) +t>Ty + ...+t T15 ( )

MULS effectue le produit FACT xS x T en calculant successivement :
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les termes de Poisson en t1° de U en effectuant la somme des produits FACT{So Ty5 + S1 T14 + ... + S15To }
les termes de Poisson en t1* de U en effectuant la somme des produits FACT{S, T14 + S1 Ti3 + ... + S14 T}

les termes de Poisson en t? de U en effectuant la somme des produits FACT{Sy Ty + S1 11 + So To }
les termes de Poisson en t de U en effectuant la somme des produits FACT{Sy 71 + S1 To}
les termes périodiques de U en effectuant le produit FACT Sy Ty

MUL(N1,N2,N3,NATT,FACT)

Cette subroutine, qui est appelée par la subroutine MULS, effectue le produit de base d’une série S; repérée
par I'indice de localisation N1 par une série T} repérée par I'indice de localisation N2 et par le facteur FACT,
le résultat étant repéré par l'indice de localisation N3. (La signification exacte de N3 sera précisée un peu
plus loin) Les caractéristiques de cette subroutine de multiplication découlent des principes exposés dans
Bretagnon (1978).

e Chaque terme calculé n’a pas une place définie a priori mais est rangé dans des tableaux R(2,262144=21%)
pour les coefficients du sinus et du cosinus et JR(6,262144) pour l'argument, & partir du début des
tableaux.

e On définit un ordre sur les arguments qui est I'ordre croissant des entiers J(1), J(2),...J(6). Pour ranger,
suivant cet ordre, un terme associé a un argument, on détermine sa place a ’aide d’un tri par dichotomie
(subroutine TRIARG), on insere le terme dans les tableaux R et JR et on décale les termes suivants. Si
I'argument d’un terme calculé existe déja, il n’y a pas de décalage mais sommation des coefficients du
sinus et du cosinus correspondants. Lors du premier appel de MUL par MULS, on a :

N3=0 ce qui veut dire que les résultats envoyés dans R ne sont pas triés numériquement ;
NATT =1, ce qui veut dire qu’on remet & zéro, préalablement, les tableaux R et JR
Lors des appels suivants, on a NATT=2 : on ne remet pas a zéro R et JR

e Pour éviter des transferts de termes trop fréquents, les termes trouvés lors d’une opération sont rangés
dans une petite zone intermédiaire définie par les tableaux X(2,256), JX(6,256) ce qui permet de grouper
les décalages lors du rangement dans les grands tableaux R, JR (subroutine DECAL).

e Lors du dernier appel de MUL par MULS qui correspond a la fin de la multiplication, on a N30,
on range alors les résultats dans les tableaux T(2,512 ou 1024 ou 2048,256,N3), JT (6,512 ou 1024 ou
2048,256) en les triant numériquement par dichotomie, par amplitude décroissante (subroutine TRINUM).
Comme pour le tri par argument, on utilise une petite zone intermédiaire de fagon a grouper les décalages
(subroutine DECNUM).

5.1.4. Additions des séries de Poisson

Elles s’effectuent a I'aide des subroutines ADDS et ADD, d’une part et ABIS et ADDBIS d’autre part

e ADDS(N1,N2,N3,FACI,FAC2) et ADD(N1,N2,N3,FAC1,FAC2) additionnent la série de Poisson repérée
par l'indice de localisation N1 et multipliée par le facteur réel FAC1 & la série de Poisson repérée par
I'indice de localisation N2 et multipliée par le facteur réel FAC2, le résultat étant une série de Poisson
repérée par l'indice de localisation N3. ADDS et ADD ont des roles analogues a ceux de MULS et MUL
pour les multiplications.

e ABIS(N1,N2,FAC,FAC1) et ADDBIS(N1,N2,FAC,FAC1) ajoutent au terme FAC la série de Poisson
repérée par l'indice de localisation N1 et multipliée par le facteur FACI, le résultat étant une série
de Poisson repérée par 'indice de localisation N2. ABIS et ADDBIS ont des réles analogues a ceux de
MULS et MUL pour les multiplications.

5.1.5. Intégrations des séries de Poisson

Elles s’effectuent a 'aide des subroutines INTS(N1,N2) et INTEG(N1,N2) qui integrent la série de Poisson
repérée par 'indice de localisation N1, le résultat étant la série de Poisson repérée par 'indice de localisation
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N2. Les intégrations se calculent a partir de la formule de base :
t’n
/(at” sinwt + bt" coswt)dt = — (bsinwt — a coswt) + n /(—bt”*1 sinwt + at™ ! coswt)dt 5.1.7
w w

INTS et INTEG ont des roles analogues a ceux de MULS et MUL pour les multiplications.

5.2. Méthodes de calcul utilisées pour la construction de TOP

5.2.1. Représentation des solutions

Les solutions des théories TOP ont la forme (2.5.4) mais les séries S7 et L’ sont des séries de Fourier d’un
seul argument p. Elles ont donc la forme :

X/ = ZAT cos i+ By sin rp (5.2.1)

7 est un entier positif dont la valeur maximale est 2'9(524288). L’argument p est une fonction linéaire du
temps reliée aux moyens mouvements de Jupiter et Saturne ns et ng par :

1= (ns — ng)t/880 = 0.359536 23, (5.2.2)

ou t est mesuré en milliers d’années a partir de J2000, les valeurs de ns5 et ng sont données dans la table 3.
La période de p est d’environ 17485 ans. Les moyens mouvements des quatre grosses planetes sont reliés a

[ par :
nst = 1473 + o5t 14731 + 0.094 095 55 ¢

net = 593p + o6t 593 4 0.094 095 55 ¢
nit = 208+ ogt = 208 — 0.00187389¢
ngt = 106+ o6t = 106p + 0.02213213¢

(5.2.3)

Nous avons choisi cette représentation car les perturbations sont beaucoup plus convergentes sous cette forme
que sous la forme classique de séries de Poisson des longitudes moyennes moyennes de Jupiter et Saturne. Le
choix de p permet, en effet, de prendre en compte une partie importante des développements par rapport au
temps des longues périodes d’une théorie générale du couple Jupiter-Saturne (Simon et al., 1992). La table
1 du paragraphe 7.5 donne une illustration de cette meilleure convergence.

5.2.2. Construction des solutions par analyse harmonique

Les solutions sont calculées par la méthode itérative de Simon et Joutel (1988). Les équations de Lagrange
sont de la forme, en utilisant les notations (2.2.4) :

do

— = F(u,t 5.2.4
) (5.2.4)
On calcule F'(u,t;) pour j + 1 valeurs du temps to, t1, ..., t;, par analyse harmonique, sous la forme :
. N
F(u,t;) = 50 + Z(ck cos kp + sg sin ku) (5.2.5)
k=1

ou les coefficients cj et si sont donnés par les formules classiques :

1 2! T T

cp = N Z:O F (iﬁ,tJ) cos k’ﬁ
= (5.2.6)

AR - -

S = N , F (ZN,tJ> S klﬁ
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Les valeurs numériques F' (z%, tj) sont obtenues & partir du formulaire décrit dans le paragraphe 4.4. Apres

interpolation et intégration, les solutions ont la forme de séries de Poisson de p. Lors de la construction de
TOP2010 et TOP2013, nous avons pris N = 65536, 7 = 12 avec ¢ty = J2000,¢; = J2000 + 1200 ans ,ty =
J2000 — 1200 ans , ..., t11 = J2000 + 6 x 1200 ans ,t12 = J2000 — 6 x 1200 ans .

5.2.3. Lecture et écriture des séries

Chaque série de Fourier de la forme (5.2.1) correspond & une puissance du temps donnée du développement
de Poisson d’une variablle elliptique donnée correspondant a une planete donnée. Pour chaque argument ru
touvé, les coefficients A, B, et 'entier r sont stockés dans des tableaux notés le plus souvent C ou TC(8192),
S ou TS(8192), N ou NR(8192). Au début du calcul, tous les éléments des tableaux C et S sont égaux a 0 et
tous ceux du tableau N sont égaux & MAXFI=999999999. On détermine, au cours du calcul, le nombre total
JJ de termes de la série. On envoie sur disque JJ+1 termes, par groupe de 320 termes, de fagon a étre str de
pouvoir repérer la fin de la série par un 999999999 dans le tableau N. Les développements de Poisson allant
jusquen t13_ il y a 312 séries de la forme (5.2.1) pour les résultats d'une itération. Un tableau d’indexation
noté le plus souvent ID1 ou JD1(313) permet de trouver, en fonction de la puissance du temps, de la variable
et de la planete, les numéros des premiers et derniers groupes de 320 termes correspondant a la série. Ce
tableau ID1 est sauvegardé a la fin du calcul.

5.2.4. Construction d’une théorie du mouvement de Pluton

La construction de la théorie du mouvement de Pluton est décrite en détail dans Simon (2004) et dans Simon
et al. (2013). Rappelons brievement la méthode utilisée.

Choiz d’un nouvel argument pour la représentation

Il existe entre Neptune et Pluton une résonance treés serrée correspondant & 'argument 2Ag — 3\g, de période
environ 20000 ans (Ag et Ag étant, respectivement, les longitudes moyennes moyennes de Neptune et Pluton).
Cette résonance rend tres difficile le calcul des perturbations mutuelles Neptune-Pluton au premier ordre
des masses et pratiquement impossible la construction d’une théorie du mouvement de Pluton sous la forme
classique de séries de Poisson des longitudes moyennes moyennes. Dans la représentation utilisant I’argument
w défini par (5.2.2), la résonance correspond a Pargument 1p et on a exactement les mémes difficultés qu’avec
la représentation classique. On choisit alors de représenter la solution en séries de Poisson d’un nouvel
argument v défini par :

v = Nst/105 = 0.3632¢. (5.2.7)

Avec ce nouvel argument tres voisin de 'argument p défini par (5.2.2) la résonance correspond & 'argument
Ov.

Théorie au premier ordre des masses

Avec ce nouvel argument la résonance est remplacée par des termes séculaires et on a aucune difficulté a
calculer les perturbations au premier ordre des masses du couple Neptune-Pluton. Nous avons aussi calculé
les perturbations au premier ordre des masses des couples Jupiter-Pluton, Saturne-Pluton et Uranus-Pluton
et construit ainsi une théorie au premier ordre des masses du mouvement de Pluton.

Construction de la théorie

Nous avons appliqué la méthode décrite au paragraphe 5.2.2 & deux systemes d’équations, en utilisant
I'argument v. Le premier systéme correspond aux cing planetes Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune, Pluton,
le second aux quatre grosses planeétes seulement. La résolution du premier systeme donne la théorie du
mouvement de Pluton. Les différences entre les solutions des deux systémes permettent, en principe (nous
discuterons plus loin ce point), d’obtenir les perturbations de Pluton sur les grosses planétes.

Retour a l'argument p

Les séries de Poisson de v ne convergent pas aussi bien que les séries de p pour Jupiter et Saturne. Nous
avons donc gardé p comme argument des solutions TOP et converti en séries de Poisson de p les séries de
Poisson de v correspondant a la solution du mouvement de Pluton et aux perturbations de Pluton sur les
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grosses planetes.

5.2.5. Perturbations par les astéroides

Les perturbations analytiques des astéroides pris en compte dans les intégrations de référence sont calculées
comme indiqué dans Fienga et Simon (2005) et Simon et al. (2013). Elles sont calculées au premier ordre des
masses et ont la forme de séries périodiques de p. Pour chaque variable et chaque couple planeéte-astéroide,
les perturbations sont calculées par analyse harmonique sous la forme de séries de Fourier (Simon, 1986).
Les arguments des séries ont la forme i), + jA, ol i et j sont des entiers et A, et A, sont les longitudes
moyennes moyennes de la planete et de I’astéroide, respectivement. Ensuite, faisant ij\p +jha = qu + €t ot
q est un entier et ou € est une quantité aussi petite que possible, on transforme les séries périodiques des
longitudes moyennes moyennes en séries de Poisson de p. On additionne les séries de Poisson données par
chaque astéroide et obtenons finalement, pour chaque variable de chaque planeéte, les perturbations sous la
forme d’une seule série de Poisson de pu.

Dans DEA405, les perturbations de Céres, Pallas et Vesta sur toutes les planetes sont prises en con-
sidération. De plus, les perturbations de 297 autres astéroides (dont Iris et Bamberga) sur Mars , la Terre et
la Lune sont aussi prises en compte. Dans INPOP10a, 165 astéroides sont intégrés avec les planetes et donc
leurs perturbations sur toutes les planetes sont prises en compte. Nous avons donc calculé, sous forme de
séries de Poisson de u, les perturbations de 300 astéroides pour TOP2010 et de 165 astéroides pour TOP2013
et les avons introduites dans les solutions.

Ces perturbations ont aussi été introduites dans les solutions VSOP mais les perturbations des cing gros
astéroides étant calculées dans le processus itératif de VSOP, nous n’avons ajouté que les perturbations au
premier ordre des masses de 295 astéroides pour VSOP2010 et 160 astéroides pour VSOP2013.

5.2.6. Perturbations par les planétes telluriques

Pour TOP2010, nous avons utilisé les perturbations par les planetes telluriques au troisieme ordre des masses
issues de VSOP82 (Bretagnon, 1982), les avons converties en séries de Poisson de p et introduites dans les
solutions.

Pour TOP2013, nous avons obtenu ces perturbations en calculant et convertissant en séries de u les
différences entre la derniere itération du processus itératif de VSOP et cette derniere itération refaite sans
prendre en compte les planetes telluriques. Cette méthode donne une meilleure estimation des perturbations
par les planetes telluriques que le simple troisieme ordre des masses.

Notons que les perturbations par Mercure conduisent & ’apparition de multiples tres élevés de u. Cela
explique que la valeur maximale de Uentier r de la formule (5.2.1) soit 524 288 comme indiqué au paragraphe
5.2.1 alors que, aussi bien dans le processus itératif, que dans la construction de la théorie de Pluton ou le
calcul des perturbations par les astéroides, il ne dépasse pas 65 536.

6. Utilisation des intégrations numériques de référence

Comme indiqué dans I'introduction, les intégrations numériques de référence sont l'intégration numérique du
JPL, DE405 (Standish 1998) pour les solutions VSOP2010 et TOP2010 et INPOP10a (Fienga et al. 2011)
pour VSOP2013 et TOP2013. Dans les deux cas, les constantes d’intégration des solutions sont obtenues par
comparaison avec les intégrations numériques de référence sur l'intervalle de temps [1890, 2000]. Nous allons
détailler dans ce paragraphe comment nous avons utilis¢é INPOP10a pour la construction de VSOP2013 et
TOP2013.
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6.1. Fichiers et programmes

Il faut tout d’abord constituer des fichiers contenant les coordonnées elliptiques des corps issues de INPOP10a
pour pouvoir les comparer ensuite a celles obtenues par VSOP2013 et TOP2013 au fur et a mesure de la
construction de ces solutions.

6.1.1. Fichiers de départ

Ce sont des fichiers correpondant & INPOP10a fournis par Hervé Manche (2012). Ils contiennent les
coordonnées rectangulaires équatoriales J2000 des corps, en position (ua) et vitesse (ua/jour).

e Pour les 8 planetes et Pluton barycentriques, la Lune géocentrique, le Soleil barycentrique et pour la
libration de la Lune, on dispose de quatre fichiers sur différents intervalles de temps :
F1 sur lintervalle [1890, 2000] avec 2001 dates espacées de —20 jours & partir de J2000 ;
F2 sur lintervalle [2000, 2110] avec 2001 dates espacées de +20 jours & partir de J2000 ;
F'3 sur lintervalle [—4000, 2000] avec 5501 dates espacées de —400 jours & partir de J2000 ;
[

F4 sur lintervalle [ 2000, 8000] avec 5501 dates espacées de +400 jours & partir de J2000.

e Pour 165 astéroides, on dispose également de quatre fichiers F'5, F'6, F'7, F'8 sur des intervalles identiques
aux quatre fichiers précédents y compris le nombre de dates et leur espacement.

e Fn plus de ces huit fichiers, il y a aussi le fichier F'9 qui contient les valeurs des constantes utilisées dans
INPOP10a (GM du Soleil, des planétes et des astéroides, J2 solaire, etc.).

Les fichiers F'1, F2, F3, F4 ont ensuite été renommés de la fagon suivante :

Nom initial Nouveau nom

F1 npop102001.data

F2 inpop102001.datafutur
F3 inpop105501.data

F4 inpop105501.datafutur

6.1.2. Programmes

e Programme diffinpop405.f : calcul des différences entre les éléments elliptiques de DE405 et INPOP10a.
Ce programme est utilisé pour déterminer lorientation du repere de INPOP10a (¢f. 6.2)

e Programme inpopell.f : calcul des coordonnées elliptiques des planetes et de Pluton a partir de leurs
coordonnées rectangulaires équatoriales J2000 (positions et vitesses); ce programme calcule aussi les
coordonnées rectangulaires équatoriales héliocentriques INPOP10a.

e Programme extractaster.f: extraction des coordonnées rectangulaires J2000 de Vesta (4), Iris (7), Bamberga
(324), Céres (1) et Pallas (2), sous forme de 5 fichiers, & partir des fichiers contenant les coordonnées des 165
astéroides.

e Programme inpopasterell.f: calcul des coordonnées elliptiques des cinqg gros astéroides a partir des 5 fichiers
précédents et fusion sur un seul fichier.

e Programme inpop1/jcorpsell.f: réunion sur un seul fichier des coordonnées elliptiques des huit planetes, de
Pluton et des 5 gros astéroides (14 corps).

e Programme inpopell{001.f : concaténation des fichiers des coordonnées elliptiques des corps correspondant
aux deux intervalles [1890,2000] et [2000, 2110].

e Programme inpopell11001.f: concaténation des fichiers des coordonnées elliptiques des corps correspondant
aux deux intervalles [-4000,2000] et [2000, 8000].

Avec ces programmes et les fichiers de départ (6.1.1), on peut construire des fichiers contenant les éléments
elliptiques des huit planetes, de Pluton et des cinq gros astéroides issus de INPOP10a sur différents intervalles
de temps.
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En particulier pour les huit planétes et Pluton ;

inpop10ell2001.data [1890, 2000] 2001 dates, pas = —20 jours
inpop10ell2001.datafutur [2000, 2110] 2001 dates, pas = 20 jours
inpop10ell}001.data [1890, 2110] 4001 dates, pas = 20 jours
inpop10ell5501.data [-4000, 2000] 5501 dates, pas = —400 jours
inpopl0ell5501. datafutur [2000, 8000] 5501 dates, pas = 400 jours
inpop10ell11001.data [-4000, 8000] 11001 dates, pas = 400 jours

Et, pour I’ensemble des 14 corps :

inpopl0elll4corps2001.data [1890, 2000] 2001 dates, pas = —20 jours
inpop10ellljcorps2001.datafutur [2000, 2110] 2001 dates, pas = 20 jours

Remarque : la construction de ces fichiers suppose que 'on prenne en compte préalablement le passage du
repere équatorial J2000 de INPOP10a au repere écliptique moyen inertiel J2000 de VSOP dans le calcul des
coordonnées elliptiques (programmes inpopell.f et inpopasterell.f.

6.2. Calcul de l’orientation de INPOP10a

6.2.1. Choix de I’écliptique moyen inertiel J2000

Pour les solutions VSOP2013 et TOP2013, nous avons choisi comme écliptique moyen inertiel J2000 celui
défini par Chapront et al.(2002) par rapport au repeére équatorial J2000 de DE405. Partant des coordonnées
rectangulaires équatoriales (z,y, 2)equ données par DE405, on calcule les coordonnées rectangulaires ellip-
tiques (z,y, 2)ec dans Iécliptique moyen inertiel J2000 par :

x 1 0 0 cosp sing 0 T
Y =| 0 cose sine —sing cos¢ 0 Y (6.2.1)
2 ) u 0 —sine cose 0 0 1 2/ equ

ou € et ¢ sont donnés par Chapront et al. (2002)
€ =23°26'21".40960 et ¢ = —0.05028". (6.2.2)

Notons que cet écliptique est tres voisin de ’écliptique dynamique de VSOP, défini par Bretagnon en annulant
les variables p et ¢ du barycentre Terre-Lune (BTL) en J2000, sans étre exactement le méme. Il en résulte
que les constantes d’intégration des variables ¢ et p du BTL de VSOP2013 sont tres petites sans étre
rigoureusement nulles.

6.2.2. Calcul de 'orientation de INPOP10a par rapport a I’écliptique moyen inertiel J2000

Le passage des coordonnées rectangulaires équatoriales J2000 de INPOP10a aux coordonnées elliptiques dans
Iécliptique moyen inertiel J2000 se fait de la maniere suivante.

Sur l'intervalle [1890, 2000], on lance le programme inpopell.f en utilisant le fichier F'1 (inpop102001.data)
avec les valeurs de € et ¢ de (6.2.2) On crée ainsi le fichier provisoire inpop10ell2001.dataprov.

On utilise ensuite le programme diffinpop405.f pour comparer les coordonnées elliptiques de ce fichier avec
celles de DE405 et on déduit de petites corrections Ag et Ap du BTL entre INPOP10a et DE405. Les
corrections Ae et A¢ correspondantes sont données par :

2Ap

sine’

Ae =2Aq; A¢p= (6.2.3)
On trouve finalement les valeurs de € et ¢ donnant 'orientation de INPOP10a par rapport a I’écliptique
moyen inertiel J2000 :

€ =23°26'21".41136 et ¢ = —0.05188". (6.2.4)
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Ces valeurs de € et ¢ sont définitivement fixées dans les programmes inpopell.f et inpopasterell.f. Notons
que si, partant des valeurs (6.2.2) nous appliquons cette méthode en remplacant INPOP10a par DE403
(Standish et al. 1995) nous trouvons € = 23°26'21”.40926 et ¢ = — 0.05296", valeurs tres proches de celles
correspondant & DE403 données par Chapront et al. (2002) e = 23°26'21”.40928 et ¢ = —0.05294", ce qui
valide notre méthode.

6.3. Masses des corps célestes

Le systeme des masses des corps célestes utilisé est celui I’INPOP10a. Notons G la constante de la gravitation
et M, la masse d’un corps céleste, la table 1 donne les GM du Soleil, des planétes, de Pluton et des cing gros
astéroides utilisés lors de la construction de INPOP10a.

Table 1. GM du Soleil, des planetes, de Pluton et des cinq gros astéroides utilisés pour la construction de
INPOP10a.

Corps céleste GM (ua—3d~2)

Soleil 2.959 122083 684 143 8269 x 10~%
Mercure 4.912 547451 450811 8699 x 10—t
Vénus 7.243 452486 1627027000 x 10~10
BTL 8.997011603 6316091182 x 10710
Mars 9.549 535105 779 258 0598 x 10~ !!
Vesta 3.9396734132695740410 x 10~
Iris 2.299798 0321872600159 x 10~ 1°
Bamberga 1.388 563 508 297 702 8383 x 10~ 15
Céres 1.408 056 343 979 966 3277 x 10~13
Pallas 3.296 275038 7418251691 x 10714
Jupiter 2.825 345842083 7780000 x 10797
Saturne 8.459 715185 680 658 7398 x 10708
Uranus 1.292024 916 781 969 3900 x 108
Neptune 1.524 358 900 784 276 2800 x 10708
Pluton 2.188699 765 425 969 6800 x 1072

7. Construction pratique des théories VSOP

7.1. Le processus itératif

Bretagnon applique sa méthode aux 14 corps suivants : Mercure, Vénus, BTL, Mars, Vesta, Iris, Bamberga,
Céres, Pallas, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune, Pluton. Mais il ne prend pas en compte les perturbations
des cing gros astéroides entre eux, il ne prend donc en considération que 81 couples de plandtes P, P’ :

- couples 1 a 13 : Mercure-Vénus, Mercure-BTL, ..., Mercure-Pluton ;

- couples 14 & 25 : Vénus-BTL, ..., Vénus-Pluton ;

- couples 26 a 46 : BTL-Mars, ..., BTL-Pluton, Mars-Vesta, ..., Mars-Pluton ;

- couples 47 a 71 : Vesta-Jupiter, ...Vesta-Pluton, ..., Pallas-Jupiter, ..., Pallas-Pluton ;

- couples 72 a 81 : Jupiter-Saturne, ..., Jupiter-Pluton, ..., Neptune-Pluton.
Par ailleurs, I'impossibilité de construire une théorie de Pluton par cette méthode, 'ameénera a prendre la
masse de Pluton égale a zéro. On n’aura donc plus que 68 couples a étudier.



36 CONSTRUCTION DES THEORIES PLANETAIRES ANALYTIQUES DE L’IMCCE

Bretagnon calcule les perturbations planétaires par la méthode itérative a 1'aide des programmes suivants.
Nous ne décrivons ici que ceux effectivement utilisés dans la construction de VSOP2013. Notons des
maintenant que l’ensemble des séries correspondant a une itération n sont dans le fichier noté pr2.itern
et sont calculées a partir du fichier pr2.itern-1 qui contient I’ensemble des séries de l'itération n-1.
e prl.f
Ce programme calcule les précisions pour les 81 couples des 14 corps compte tenu des diviseurs et des
précisions donnés dans les fichiers d’entrée pro0.initerzx ou xx correspond au numéro de l'itération. Les
résultats sont donnés dans des tableaux DPRE(14), DPRA(14), DPRR(14), DPHK(14). Ils sont ensuite
transmis, sous forme de DATA au programme pri.f. Ces quatre tableaux concernent les précisions de
calcul de quantités rencontrées, respectivement, en reprenant les notations du paragraphe 4, dans la
résolution de ’équation de Képler, le calcul de na et %, le calcul de X1L1, X1L2, X1L3, XL et le calcul de
AXAAX1A1,AX1A2, XK, X1K1, X1K2, X1K3,XH, X1H1,X1H2, X1H3,X1Q, X1P.
Dans la pratique on passe ce programme au début du processus itératif et on ne le repasse plus ensuite,

sauf si on souhaite modifier la précision du calcul des perturbations.

e pri.f
Ce programme calcule et sauvegarde 27 séries intermédiaires correspondant aux 13 corps étudiés (Pluton
n’étant plus pris en compte) qui vont ensuite servir au calcul des perturbations. Ces 27 séries sont, en
reprenant les notations du paragraphe 4 :

-B=F-—nt —50,r2,1/7‘3,7‘sin w, T Ccos w,na,

- les quatre perturbations relativistes définies au paragraphe 4.3.7 et notées : rela, rell, rel k et rel h,

- les 17 quantités définies au paragraphe 4.3.6 : AXA AX1A1, AX1A2, XL, X1L1,X1L2 XK, X1K1,

X1K2, XH,X1H1,X1H2, X1L3, X1K3,X1H3, X1Q, X1P.

Sil’on construit 'itération n, ce programme utilise comme fichiers d’entrée I'itération n-1 (fichier pr2.itern-1)
et le fichier de constantes correspondant & itération n-1 (constantes.itern-1). Les 27 séries intermédiaires
correspondant aux 13 corps, calculées par le programme, sont envoyées sur le fichier de sortie pri.appritern.
Un autre fichier de sortie pri.itabitern permet de repérer les numéros d’enregistrement des 27 séries de
Poisson du fichier pri.appritern. Il contient le tableau ITAB(2,16,27,14) ou le premier indice est 1 pour
les sinus, 2 pour les cosinus, le deuxieme indice correspond aux parties des séries de Poisson allant de t°
(partie périodique) jusqu’aux parties en t1°, le troisieme indice correspond A la série intermédiaire considérée
et le quatrieme au corps étudié. Ce programme utilise aussi un fichier de manceuvre appelé pri.man. Ce
programme est appelé par la commande : pri>prl.outitern, pri.outitern étant un fichier d’impression.

o pra.f

Ce programme lit les séries intermédiaires calculées par pri et calcule les perturbations des 68 couples
correspondant aux 13 corps a partir du formulaire du paragraphe 4.3. Il calcule ainsi, successivement, pour
les 13 planetes et les 68 couples, les quantités f, Re(r),Im(7) de la formule (4.3.23), A? par les formules

(4.3.21) et (4.3.22), 1/A® en suivant la méthode exposée en 4.3.4 da par la formule (4.3.41) ; on ajoute

»dt
ensuite les perturbations relativistes rela a %. On integre % et on obtient a qu’on peut écrire sous la

forme a = ag + da. On en déduit f%g—géa. On calcule de la méme fagon %, %, %—ftz, %, %

Les résultats sont ensuite sommeés pour chacun des 13 corps, intégrés et sauvegardés. Ce programme proposait
aussi un développement en polynéme du temps de 'argument 7\; — 18\, dans le a de Pallas qui a été
supprimé. De méme, la suppression de longues périodes pour les couples Uranus-Pluton et Neptune-Pluton,
figurant dans ce programme, n’a plus de raison d’étre, Pluton n’étant plus pris en compte. Ce programme
est appelé par la commande : pr2<pr0.initer1>pr2.outitern. Le fichier pr0.initer! est le fichier d’entrée du
programme pr0.f utilisé au début du processus itératif, le fichier pr2.outitern est un fichier d’impression. Ce
programme utilise également comme autres fichiers d’entrée :

- pr2.itern-1 et constantes.itern-1;

- prl.appritern et prl.itabitern crées par pri.
Il crée les fichiers de sortie pr2.itern qui correspond aux perturbations a litération n et pr2.dterreitern qui
contient les séries ﬁ pour chaque couple Terre-planete étudié. Il utilise aussi le fichier de manceuvre
pr2.man.
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e pri.f

Ce programme calcule les perturbations par la Lune des huit planétes a ’aide des formules du paragraphe
4.3.8 et les sauvegarde. Ce programme est appelé par la commande : pr3>pr3.outitern ou pr3.outitern est
un fichier d’impression. Il utilise comme fichiers d’entrée :

- lunexyz85403.j2000 qui représente les variables rectangulaires XY, Z de la Lune par rapport a I’écliptique
J2000, issues de la théorie de la Lune ELP2000 (Chapront-Touzé, Chapront, 1983) ajustée & DE403 et
mises sous forme de séries de Poisson par Bretagnon.

- prl.appritern et prl.itabitern crées par pri;

pr2.dterreitern crée par pr2;

- pr2.itern-1 et constantes.itern-1.

Il crée le fichier de sortie pr3.luneitern. 11 utilise aussi le fichier de manceuvre pr2.man.

o pry.f

Ce programme :

- ajoute aux perturbations calculées par pr2.fles perturbations par la Lune calculées par pr3.f,

- calcule les compléments aux perturbations de la longitude moyenne provenant des perturbations du moyen
mouvement.

Ces compléments ont la forme suivante : de n? a® = nZ a3, on déduit, en posant a = ag + da :

3
2
n = (1+5a> (7.1.1).
En développant par la formule de Taylor, on obtient :
2 3
e () ey ] (112)
2 Qo 8 aop 16 ao
—Qa—oéa a été calculé dans pr2.f.
pr4.f calcule la suite des compléments au moyen mouvement de la formule (7.1.2).
Ce programme est appelé par la commande : prj>pr4.outitern ol pr4.outitern est un fichier d’impression. 11
utilise comme fichiers d’entrée :
- pr2.itern-1 et constantes.itern-1;
- prd.luneitern crée par pr3;
- prl.itern cré par pra.
pr2.itern est aussi un fichier de sortie puisque pr4 compléte les résultats de I'itération n.
o préb.f
Ce programme effectue la différence entre l'itération n que 'on vient de calculer et l'itération précédente
n-1. Pour les variables autres que le demi-grand axe, ces différences sont calculées a la précision de 5.d-12
pour Mercure, 10.d-12 pour Vénus, 25.d-12 pour le BTL, 50. d-12 pour Mars, 1.d-6 pour les astéroides et
2500.d-12 pour les grosses planetes. Pour tenir compte de la double intégration du demi-grand axe dans les
longitudes moyennes, les précisions sur le calcul des différences des demi-grands axes sont les précédentes
multipliées par le facteur a%/1000, ap désignant le demi-grand axe de la plantte P. Il est appelé par
la commande : pré6>pr6.outiternprov. Il utilise comme fichiers d’entrée pr2.itern et pr2.itern-1. Le fichier
d’impression pré.outiternprov qui contient les différences entre pr2.itern et pr2.itern-1 est considéré comme
un fichier provisoire des corrections a pr2.itern. Ce fichier sera ensuite examiné de maniére empirique pour
obtenir un nouveau fichier de corrections pré.outitern que 'on va retrancher aux résultats de 'itération (voir
paragraphe 7.2).
e pr.f
Ce programme retranche aux résultats de 'itération n pr2.itern le fichier de corrections pro.outitern. Les
fichiers pro.outitern et pr2.itern sont donc les fichiers d’entrée, et pr2.itern est aussi le fichier de sortie. Il est
appelé par la commande : pr7>pr7.outitern ou pr7.outitern est un fichier d’impression.
e pr8.f
Ce programme substitue le temps dans les fichiers correspondant aux itérations. Il existe plusieurs versions de

ce programme suivant l'intervalle de temps sur lequel est faite la substitution numérique. Nous les décrirons
dans le paragraphe 7.6.

n =mng + no

3 Ng
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7.2. Corrections empiriques de certains termes obtenus dans le processus itératif

Lors du processus itératif, on a constaté la mauvaise convergence de certaines perturbations a longue période
(disons, pour fixer les idées, périodes supérieures & 4000 ans) pour l’ensemble des planétes et de quelques
perturbations & moyenne période pour les planetes telluriques, en particulier pour Mars. La prise en compte
de ces perturbations a été faite d’'une maniere empirique, en comparant les résultats de deux itérations
successives. Comme on ’a indiqué en 7.1, le programme pr6.f crée un fichier de sortie pré.outiternprov que
I’on va corriger pour obtenir le fichier pré.outitern. Celui-ci sera ensuite retranché aux résultats de I'itération
n. On commence par copier pro.outiternprov en pr6.outitern. Suivant le traitement réservé aux termes de
pré6.outitern, on a les cas suivants :

- terme conservé sans modification : cela revient a prendre pour ce terme, dans l'itération n, la valeur de
I'itération n-1;
- terme supprimé : cela revient a garder ce terme dans l'itération n, c’est-a-dire la valeur obtenue lors du
dernier processus itératif ;
- terme modifié : le terme obtenu a l'itération n est modifié mais n’est pas celui de l'itération n-1.
Ces corrections sont faites a I’aide des programmes suivants.

o difprov.f
Ce fichier compare les fichiers d’entrée pré.outiternprov et pré.outitern-1prov crées par pré.f aux itérations n

et n-1, et crée le fichier de comparaison fitern.dif (fichier de sortie). Ce fichier donne, pour chaque puissance
du temps, chaque variable, et chaque corps :

- les composantes des arguments,

- la période de I’argument,

- les coefficients du sinus et du cosinus de I'argument s,, et ¢,, pour l'itération n,

- les rapports rs = $,,/8p—1 €t 7. = ¢, /cp—1 entre les coefficients du sinus et du cosinus de 'argument pour
Iitération n et ceux de l'itération n-1. Quand 'argument est nouveau, ces rapports sont remplacés par la
mention «nouveau ».

L’examen de fitern.dif se fait de la fagon suivante. Les arguments & longue période (disons supérieure &
5000 ans) sont systématiquement conservés, ¢’est-a-dire que 1’on garde pour ces arguments les coefficients de
Pitération n-1. Pour les autres arguments on regarde les rapports rs et 7. (ou celui des rapports correspondant
aux plus gros des coefficients s, ou ¢, dans le cas ou rs et r. sont tres différents). L’examen conduit aux
conclusions suivantes :

- les rapports sont positifs et supérieurs ou égaux a 1 : on conserve les arguments dans le fichier pr6.outitern
car on veut éviter que les termes correspondant explosent dans les itérations suivantes ;

- les rapports sont positifs mais inférieurs & 1 : on supprime argument du fichier pré.outitern (ce qui veut
dire, rappelons-le, que I’on conserve les termes correspondant de I'itération n obtenues lors du processus
itératif) ;

- les rapports sont négatifs : dans ce cas les coefficients oscillent ; en général, s’ils ne sont pas trop gros en
valeur absolue, on supprime également les termes correspondant du fichier pré.outitern;

- si un argument est nouveau : en général on le supprime du fichier pré.outitern pour voir comment le
terme se comportera dans les itérations suivantes.

Ce traitement n’est évidemment pas rigoureux et est le fruit de nombreux tests. On peut, par exemple, dans
le cas de coefficients oscillants, effectuer des comparaisons a l'intégration numérique en conservant le terme
correspondant, en le supprimant ou en prenant la demi-somme des coefficients du terme de deux itérations
successives et choisir la meilleure solution.
e proverif.f

Ce programme compare le fichier pr6.outitern apres corrections avec le fichier pr6.outiternprov et permet de
vérifier que ’on a bien apporté au fichier pr6.outitern les corrections souhaitées. Il a comme fichier d’entrée
pro.outitern et pro.outiternprov et il crée deux fichiers de sortie, fiten.bil qui indique les termes gardés ou
supprimés (repérés par I'inscription en fin de ligne des caractéres “$$$”) et fiten.inc qui indique des arguments
inconnus dans le fichier pr6.outiternprov ce qui, s’il n’est pas vide, correspondrait a une erreur dans la création
de pr6.outitern.
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Notons qu’il est conseillé de conserver une sauvegarde de pr2.itern avant sa correction en retranchant
pré.outitern au cas ou ce dernier serait erroné afin d’éviter de relancer les programmes prl et pr2 qui
sont gourmands en temps de calcul.

e comprov.f
Ce programme permet de comparer plusieurs fichiers .bil crés par proverif.f. Cela permet de suivre I’évolution
des coefficients d'un méme argument sur plusieurs itérations.

7.3. Compléments aux itérations

7.3.1 Les différents compléments

o Perturbations dues au J2 solaire

Les perturbations dues au J2 solaire donné par INPOP10a ont la forme de perturbations séculaires

sur les variables a, A\, k,h de Mercure, Vénus, BTL et Mars; elles sont calculées par les quatre pro-
grammes j2smercure.f, j2svenus.f, j2sterre.f, j2smars.f. Ces programmes sont appelés par : js2mercure
(venus/terre/mars)>js2mercure (venus/terre/mars).out. Les résultats sont donnés a la fin des fichiers de
sortie js2mercure (venus/terre/mars).out.

e Perturbations dues aux astéroides

Les perturbations au premier ordre des masses des 160 astéroides (autres que les “cing gros”) pris en compte
dans INPOP10a sont calculées, par analyse harmonique, sous la forme de séries de Poisson de 'argument p
suivant la méthode présentée au paragraphe 5.2.5. Les étapes de ce calcul sont les suivantes :

1) A partir du fichier F5 (voir 6.1.1), on calcule les constantes elliptiques J2000 des 160 petits astéroides par
le programme cteasterell.f et on les sauvegarde dans le fichier ctesi60aster.data.

2) On calcule les perturbations au premier ordre des masses sous forme de séries de Poisson de p par les
programmes harmopremieroastmer.f (perturbations sur Mercure), harmopremieroastven.f (perturbations sur
Vénus), ..., harmopremieroastnep.f (perturbations sur Neptune). Les constantes elliptiques des astéroides
sont données par le fichier d’entrée ctes160aster.data, celles de la planete, issues de VSOP, sont en clair dans
le programme. Les séries de Poisson peuvent aller jusqu’aux termes en t°. Elles sont sauvegardées sur deux
fichiers par planete, conformément & l'organisation des séries de la solution TOP décrite au paragraphe
8.1.1., appelés, merl60aster.data et imerl60aster.data (perturbations sur Mercure), venl60aster.data et
ivenl60aster.data (perturbations sur Vénus), ..., nepl60aster.data et inepl60aster.data (perturbations sur
Neptune). Notons que les valeurs des constantes des éléments elliptiques des planetes issus de VSOP varient
au cours des itérations tout comme d’ailleurs la valeur de p. On a donc été amené a calculer les perturbations
dues aux astéroides a plusieurs reprises mais, en réalité, les différences obtenues au cours de ces calculs sont
insignifiantes. Notons aussi que, dans ce calcul, nous avons décidé d’éliminer les perturbations correspondant
aux arguments Ou, i, 2p4 qui correspondent a de tres longues périodes et que nous estimons tres peu précises.

e Perturbations dues a Pluton

Les perturbations au premier ordre des masses de Pluton sur les grosses planétes sont données par le fichier
gpplutonmu.data dont la description est donnée au paragraphe 9.1.

7.3.2 Codage de VSOP et de ses compléments “facon VSOP-Pluton”

Dans le processus itératif, les séries de VSOP sont lues, comme indiqué au paragraphe 5.1.2, dans des tableaux
T(2,512,256,NST) et JT(6,512,256,NST), mais le multiplicateur de 'argument p qui sert a représenter les
perturbations par Pluton et les astéroides, pouvant étre tres grand nous avons été amenés a représenter
Pargument dans un tableau JT(7,512,256,NST) (cf. paragraphe 5.1.1). Nous appelons ce codage codage
facon VSOP-Pluton. 11 s’effectue par les programmes suivants.
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- codevsoppluton.f. Ce programme transforme le fichier pr2.iter8 en supposant que la derniere itération est
iter8, en un fichier codé fagon VSOP-Pluton appelé pr2.iter8plu.

- codeast.f. Ce programme effectue le codage des perturbations par les astéroides autres que les “cing gros”.
Il part des fichiers meri60aster.data, imer160aster160.data, ..., nepl60aster.data, inep160aster.data pour
constituer le fichier pr2.peraster.

- codepluton.f. Ce programme code les perturbations par Pluton. Il part du fichier gpplutonmu.data pour
constituer le fichier pr2.gppluton.

- codethpluton.f. Ce programme code facon VSOP-Pluton la solution du mouvement de Pluton issue de la
théorie TOP2013. Il est appelé par : codethpluton<in.codethpluton>codethpluton.out ou in.codethpluton
donne le nom des fichiers d’entrée pplutontop2013.data et iplutontop2013.data correspondant a la solution
du mouvement de Pluton obtenue lors de la construction de TOP. Le programme construit le fichier
vsop2018.pluton.

7.3.3. Intégration des compléments dans la solution

L’intégration des compléments se fait, une fois le processus itératif terminé, en suivant les étapes suivantes
(en supposant que la derniere itération est iters).

1) Intégration dans la solution des perturbations dues au J2 solaire et auzx astéroides. Elle se fait par
le programme addvsopasterj2s.f. Les fichiers d’entrée sont pr2.iter8plu et pr2.peraster. Les perturbations
séculaires dues aux astéroides sont rentrées en data dans le programme. Le fichier de sortie, résultant de
I’addition, est appelé pr2.iter8totalast.

2) Intégration des perturbations dues a Pluton, des constantes d’intégration et des moyens mouvements
moyens. Elle se fait par le programme addvsoppluton.f. Les fichiers d’entrée sont pr2.iterStotalast,
pr2.gppluton et le fichier des constantes et moyens mouvements moyens obtenus par comparaison a INPOP10a
(voir paragraphe 7.6.2) constantes.iter8. Le fichier de sortie, résultant de addition est pr2.iter8totalpluast.

3) Intégration de la solution du mouvement de Pluton dans VSOP. Elle s’effectue par le pro-
gramme inserplutonvsop.f. On copie d’abord pr2.iterStotalpluast en pr2.iterStotalvsoppluton dans lequel on
insere ensuite vsop2013.pluton. Les fichiers d’entrée sont donc pr2.iterS8totalvsoppluton et vsop2013.pluton ;
pr.iterStotalvsoppluton est également le fichier de sortie.

7.4. Corrections de certains termes séculaires

La comparaison de VSOP2013 & INPOP10a sur Uintervalle de temps [-4000, +8000] laisse apparaitre des
dérives en t™ sur certaines variables. Nous les avons corrigées en les calculant par les moindres carrés. Il
faut reconnaitre que ces corrections sont dangereuses car elles peuvent tres bien améliorer les résultats sur
[-4000,4-8000] et les détériorer sur d’autres intervalles de temps. Nous les avons donc calculées en prenant
les précautions suivantes :

- leur ordre de grandeur doit étre petit, vraisemblable et compatible avec les erreurs que ’on peut attendre
sur ces termes dans le processus itératif;

- elles ne doivent pas dégrader la précision sur des intervalles de temps plus petits comme [-2000,+6000],
[0,4000], etc.

- les termes correctifs de la longitude moyenne ne doivent pas modifier d’'une maniére sensible le moyen
mouvement moyen déterminé par comparaison de la théorie avec INPOP10a sur [1890, 2000] (voir
paragraphe 7.6.2).

- les résultats obtenus en comparant VSOP2013 avec INPOP10a, doivent étre similaires a ceux obtenus en
comparant VSOP2010 avec une intégration numérique interne sur [-4000, +8000].

Compte tenu de ces précautions nous avons fait les corrections suivantes.
- Mercure :

corrections des termes en t°,t% de ), corrections qui reviennent pratiquement & annuler les termes trouvés
lors du processus itératif ;



CONSTRUCTION PRATIQUE DES THEORIES VSOP 41

corrections des termes en t*,¢° de k, h, g, p.

- Vénus.
corrections des termes en t°,t% de a ;
corrections des termes en t°, 9,7, ¢%,¢2 de \, corrections qui reviennent pratiquement & annuler les termes
trouvés lors du processus itératif ;
corrections des termes en t°,t% de k, h, q.

- BTL
correction du terme en t® de a, correction qui revient pratiquement & annuler le terme trouvé lors du
processus itératif ;
corrections des termes en t°,t%,¢7,¢® de \;
corrections des termes en t°,t%,t7 de k, h, g, p.

- Mars
corrections des termes allant de t3 & t° de X;
corrections des termes en t3,t* de k et h;
corrections des termes en t*,t° de ¢ et p.

- Jupiter
corrections des termes en t5,t7 de k ;
corrections des termes en t°,t% de h.

- Saturne
corrections des termes en t?,¢10 de k ;
corrections des termes en t%,¢7,¢® de h.

- Uranus
corrections des termes en t3,¢*, 5,46 ¢7,¢8 9 de \.

- Neptune
corrections des termes en t°,¢%,t7 de X
corrections des termes en t°, % de k, h, ¢, p.
Ces corrections sont introduites dans la solution a ’aide du programme corrigvsoptotal.f. On recopie le fichier
pr2.iter8totalvsoppluton créé comme indiqué en 7.3.3 en un fichier pr2.iter8totalvsop dans lequel on introduit
les corrections des termes séculaires données en clair dans le programme. Le fichier pr2.iterStotalvsop est
donc a la fois fichier d’entrée et de sortie du programme.

7.5. Amélioration des théories VSOP en utilisant les théories TOP

La bonne convergence des perturbations mutuelles Jupiter-Saturne a été utilisée pour améliorer les pertur-
bations correspondant & un certain nombre de termes périodiques & moyenne période dans les demi-grands
axes et les longitudes moyennes de ces deux planéetes. A titre d’exemple, nous allons décrire comment on peut
améliorer le développement de la longitude moyenne de Jupiter obtenu dans VSOP2013, pour I'argument
425 — 10)¢.

7.5.1. Les développements

Dans VSOP2013, ce développement a la forme :

Ly= Y tP[sh_josin(4Xs — 10Xg) + §_ 1o cos(4Xs — 106)]. (7.5.1)
p=0,11

Cet argument correspond a l'argument 38y de TOP2013. Le développement correspondant dans TOP2013
a la forme :
L= Z t9[s34 sin(38) + cig cos(38u)]. (7.5.2)
q=0,12
Les valeurs des coefficients s}_;, et ¢}/_;, sont données dans les colonnes 2 et 3 de la table 2, et les valeurs
de sig et clg dans les colonnes 4 et 5. De fagon & estimer les amplitudes des termes de Poisson pour
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t = £6000 ans, les coefficients sont donnés en secondes de degré pour les termes périodiques et en secondes
de degré pour 6000 ans pour les termes de Poisson.

7.5.2. Mise sous la forme VSOP des développements de TOP

Nous déduisons des équations (5.2.3) :
38 = —(4Xs — 10X) — 0.564 573 30¢ (7.5.3)

ol t est compté en milliers d’années. Substituant la valeur de 38 donné par I’équation (7.5.3) dans I’équation
(7.5.2), nous obtenons un développement de Poisson issu de TOP mais mis sous la forme VSOP. En allant
jusqu’en t29, ce développement a la forme :

Liy= Y t'[s] 1o8in(4Xs — 10As) + ¢ 19 cos(4As — 10Aq)]; (7.5.4)
r=0,20

les valeurs de sj"_q, et ¢j_1 sont données dans les colonnes 6 et 7 de la table 2.

7.5.3. Comparaison entre ces développements

La comparaison entre les coefficients des colonnes 2 et 3 de la table 2 avec les coefficients des colonnes 4 et 5
montre la meilleure convergence de la représentation de TOP. Par exemple, pour ¢ = +6000ans, 'amplitude

du terme de Poisson en 9 (\/(82_10)2 + (c_10)? est d’environ 58" pour VSOP2013 et seulement 0.04” pour

TOP2013 (1/(s9s)? + (c3g)?). La comparaison entre les coefficients des colonnes 2 et 3 avec les coefficients
des colonnes 6 et 7 montre la mauvaise précision de la représentation de VSOP & partir des termes de Poisson
en t'1,

7.5.4. Correction des développements de VSOP

Les théories VSOP et TOP ont été construites de fagon différente et leurs constantes d’intégration ne sont
pas les mémes. Aussi, remplacer purement et simplement les développements de VSOP de ’équation (7.5.1)
par ceux de l’équation (7.5.4) ne donne pas de bons résultats. Apres plusieurs tests, nous avons estimé que
la meilleure correction, pour cet argument et cette variable, était d’ajouter aux coefficients de VSOP, les
différences entre les coefficients de 1'équation (7.5.4) et ceux de I’équation (7.5.1), & partir des termes de
Poisson en 2. Ces corrections ont donc la forme :

0Ly = Y t'[0s}_198im(4X5 — 10X) + 6cf_10 cos(4Xs — 10X)]. (7.5.5)
r=9,20

Les valeurs de ds}_;, et dcj_;, sont données dans les colonnes 8 et 9 de la table 2
7.5.5. Application de la méthode

Cette méthode a été appliquée aux développements de Poisson du demi-grand axe et de la longitude moyenne
de Jupiter et Saturne pour les 13 arguments (x) :

AXs — 116 + 3A7 (Tp) 2X5 — 6X6 + 3A7 (12p)
2X5 — BAg (19p) 6A5 — 166 + 3A7 (261)
4Xs — 10X (38p) 85 — 216 + 3A7 (45p)
6X5 — 15X (5711) 85 — 20X (76p1) (7.5.6)
TAs — 17Xg (230p) 5As — 12X (249p)
6Xs5 — 14)g (5361) AXs — g (5550)

ANs — 116 + 2X7 + 2)s (3p)

(*) Notons que, dans Simon et al., 2013, le dixiéme argument est noté, par erreur, 4\5 — 12Xg, et que le
treizieme, qui ne sert que pour corriger la longitude de Saturne, n’est pas signalé.
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Table 2. Développements de Poisson de la longitude moyenne de Jupiter pour I'argument 4A5 — 10\g pour
VSOP2013, TOP2013, TOP2013 sous la forme VSOP, et corrections de VSOP2013. Les coefficients sont
exprimés en secondes de degré pour les termes périodiques et en secondes de degré au bout de 6000 ans pour
les termes de Poisson. (Table issue de Simon et al., 2013).

VSOP2013 TOP2013 TOP2013/forme VSOP  Corrections de VSOP2013

sh_10 h_10 53 cis S 10 10 dsh_10 d¢ch_10

10 10.370 3.476 —10.556 2.860 10.370 3.476 0 0
t —22.920 47.143 10.418 12.650 —22.919 47.144 0 0
2 —106.469 —70.446 7.007 —12.358 —106.471 —70.444 0 0
3 138.263 —156.792 —8.624  0.062 138.254 —156.791 0 0
tt 166.715 197.399 1.854  3.923 166.699  197.380 0 0
5 —220.086 133.030 1.223 —-1.711 —220.056 132.897 0 0
16 —78.488 —200.287 —0.726 —0.218 —78.421 —200.435 0 0
7 153.283 —29.450 —0.021 0.294 153.211  —29.432 0 0
18 —0.706 100.680 0.066  0.026 —0.551  100.738 0 0
9 —56.991 —12.332 0.025 —0.031 —57.910 —12.219 —0.919 0.113
10 11.877 —26.174 —0.012 —-0.021 12.823 —29.575 0.945 —3.401
1 —0.018 —0.011 —0.006 0.005 13.666 9.282 13.685 9.292
2 —0.002 —-0.003 —5.526 5.856 —5.526 5.856
13 —2.405 —2.866 —2.405 —2.866
4 1.372 —0.983 1.372 —0.983
1o 0.411 0.607 0.411 0.607
16 —0.253 0.175 —0.253 0.175
7 —0.074 —0.100 —0.074 —0.100
118 0.038 —0.030 0.038 —0.030
19 0.011 0.013 0.011 0.013
20 —0.004 0.004 —0.004 0.004

Bien que n’étant pas rigoureuse, cette méthode a permis d’améliorer d’un facteur 4 environ la précision de
VSOP2013, sur 'intervalle de temps [-4000, +8000], pour les planétes Jupiter et Saturne (Simon et al., 2013).

7.5.6. Réalisation pratique

La réalisation pratique de ces corrections se fait a ’aide des programmes suivants :

- cherarg.f. Ce programme recherche les données pour a et A\ de Jupiter et Saturne issues de VSOP pour
les 13 arguments (7.5.6). Il utilise comme fichier d’entrée pr2.iter8totalvsoppluton, créé comme indiqué
au paragraphe 7.4 et crée les douze fichiers de sortie, séquentiels, aljs4m11p3.data, aljs2mép3.data, ...,
aljs4m9.data. Ces fichiers donnent le numéro de la planete (10 pour Jupiter, 11 pour Saturne), le numéro
de la variable (1 pour a, 2 pour)), la puissance du temps et les coefficients du sinus et du cosinus des
termes de Poisson (les développements de Poisson peuvent aller jusqu’en ¢!, au plus).

- lecargitealjs.f. Ce programme lit les arguments multiples de p correspondant dans TOP2013. Il est
appelé par la commande lecargitealjs<in.lecargitealjs>lecargitealjs.out. Le fichier in.lecargitealjs est un
fichier d’entrée qui donne le nom des séries correspondant & TOP2013, ainsi que la liste des multiples
de p a rechercher. Le fichier lecargitealjs.out est un fichier d’impression. Le programme crée le fichier
de sortie argmualjstop2013.data qui donne, pour chaque planete, chaque variable, chaque argument, le
développement de Poisson ainsi que I'argument correspondant dans VSOP.

- convmuthclas.f. Ce programme convertit les développements de Poisson des arguments de TOP2013 en p
en développements de Poisson en arguments classiques. Il utilise comme fichier d’entrée argmualjstop2013.data
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créé par lecargitealjs.fet construit les fichiers de sortie, séquentiels, aljstop4m11p3.data, aljstop2m6p3.data,...,

aljstop4m.data. Ces fichiers ont une forme analogue a ceux créés par cherarg.f mais les développements
de Poisson vont jusqu’en ¢2°.

- corrigargjupsat.f. Ce programme détermine les corrections a apporter au demi-grand axe et a la longitude
moyenne de Jupiter et Saturne. Il calcule les différences entre les fichiers créés par le programme
convmuthclas.f et ceux créés par cherarg.f. Les différences entre les développements de Poisson sont
effectuées & partir d’une puissance du temps fixée qui dépend de I’argument, de la planete et de la variable.
Le programme substitue, ensuite, numériquement ces corrections sur I'intervalle de temps [-4000,+8000],
et, par soustraction & une substitution numérique de VSOP sur le méme intervalle de temps, détermine
I'amélioration apportée. Les puissances du temps a partir desquelles sont prises en compte les différences
des développements de Poisson sont données dans un tableau ITARG(12,4), la premiére dimension permet
de repérer argument et la deuxiéme, la variable (de 1 pour a Jupiter, jusqu’a 4 pourA Saturne). On passe
de nombreuses fois ce programme en faisant varier les valeurs contenues dans ITARG, de fagon a trouver
les meilleures corrections possibles.

- writevsoptotalt20.f. Ce programme met VSOP sous la forme de séries de Poisson en t?°, rendue nécessaire
par le degré des développements de Poisson des corrections. Le fichier d’entrée est pr2.iter8totalvsop
obtenu au paragraphe 7.4 qui est transformé en pr2.iter8totalvsopt20 (fichier de sortie). La structure de
ce fichier est tres semblable a celle du paragraphe 5.1.2 mais la data MS donné en BLOCK DATA dans
les programmes est :

dimension MS (21)
DATA MS/0,64,128,160,192,208,224,232,240,244,248,250,252,253,254,255,256,257,258,259,260 /

- difftopvsopargjupsat.f. Ce programme met les corrections issues de TOP sous forme de séries de Poisson en
20 dans le codage VSOP. Il commence par construire, exactement comme le programme corrigargjupsat.f
les corrections a apporter aux quatre variables, la data ITARG contenant les valeurs déterminées par
corrigargjupsat.f. Ces corrections sont ensuites mises sous forme de «séries sous la forme VSOP 2%y dans
le fichier de sortie pr2.aljupsatcortop.

- addvsopcortopjs.f. Ce programme ajoute le fichier de corrections pr2.aljupsatcortop au fichier VSOP
pr.iter8totalvsopt20. Le fichier résultat reste nommé pr2.iterStotalvsopt20.

- mcardiftp.f et corrigtsecjs.f. Suite a l'introduction de ces corrections, nous avons été amenés a corriger
certains termes séculaires des longitudes moyennes de Jupiter et Saturne, par comparaison & INPOP10a
sur [-4000, +8000], en prenant les précautions décrites au paragraphe 7.4. Ces corrections sont calculées
par les moindres carrés par le programme mcardiftp.f et introduites ensuite dans VSOP par le programme
corrigtsecys.f, le fichier de sortie restant nommé pr2.iterStotalvsopt20. Nous avons apporté des corrections
en t5,¢9, 19 #11 sur la longitude moyenne de Jupiter et en t?,¢1° #11 #12 sur celle de Saturne.

7.6. Comparaison aux intégrations numériques

Nous avons effectué des substitutions numériques des séries de VSOP sur différents intervalles de temps
et les avons comparées aux intégrations numériques. La comparaison sur Uintervalle de temps [1890,2000]
permet de déterminer les constantes d’intégration de la solution et d’estimer la précision de la théorie sur ce
méme intervalle. La comparaison sur U'intervalle de temps [-4000, +8000] & une intégration numérique interne
(c’est-a- dire une intégration numérique dont les valeurs initiales sont issues de la théorie elle-méme) dans le
cas de VSOP2010 ou a I'extension de l'intégration numérique INPOP10a sur ce méme intervalle dans le cas
de VSOP2013 sur ce méme intervalle, permet d’estimer la précision des solutions VSOP2010 et VSOP2013
sur 12000 ans.

7.6.1. Les programmes de substitution numérique

e pr8.f
Ce programme substitue le temps pour 2001 dates entre 2000 et 1890, allant de J2000 (date julienne
2451545.0) & la date julienne 2411545.0 (J2000-20x2000) par pas de -20 jours, dans les séries obtenues
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a litération n lors du processus itératif (par exemple pr2.iter8 dans le cas de la derniére itération). On le
passe, en général, deux fois de suite. Lors de chaque passage, pr2.iter§ est un des fichiers d’entrée mais
I'autre fichier d’entrée correspondant aux constantes d’intégration et le fichier de sortie correspondant a la
substitution numérique sont différents (voir le paragraphe 7.6.2).

o pr8uvsoptotal.f et pr8vsoptotalt20.f

Ces programmes sont analogues a pr8.f mais le fichier d’entrée est la solution obtenue a la fin du
proccessus itératif, codée “facon VSOP-Pluton”, pr2.iterStotalpluast, décrite au paragraphe 7.3.3, pour le
premier programme et la solution contenant les corrections issues de TOP, pr2.iter8totalvsopt20, décrite au
paragraphe 7.5.6, pour le deuxieme. Notons que les constantes d’intégration étant inclues dans ces deux
solutions il n’est pas nécessaire de les introduire en fichiers d’entrée.

o pr811001.f, pr8vsoptotal11001.f et pr8vsoptotalt2011001.f

Ces programmes sont analogues aux précédents mais les substitutions numériques sont effectuées pour
11001 dates entre —4000 et 8000, allant de la date julienne 251545.0 a la date julienne 4651545.0
(251545.0+11000x400), par pas de 400 jours.

o substitutions numériques des compléments

- substitutions numériques des perturbations par les astéroides. Elle se fait a partir des fichiers mer160aster.
data, imer160aster160.data, ..., nepl60aster.data, inep160aster.data décrits au paragraphe 7.3.1, a l'aide

des programmes submerl6Oaster.f, ..., subnepl60aster.f (substitutions numériques sur [1890, 2000])
ou submerl60aster11001.f, ..., subnepl60aster11001.f (substitutions numériques sur [-4000, +8000]).
Les fichiers résultats sont appelés, respectivement submerl60Oaster.data, ..., subnepl6Oaster.data et

submer160aster11001.data, ..., subnepl60aster11001.data

- substitutions numériques des perturbations par Pluton. Elles se font & partir du fichier gpplutonmu.data
décrit au paragraphe 9.1, a l'aide des programmes submuplugp.f (substitution numérique sur [1890,
2000]) et submuplugp11001.f (substitution numérique sur [-4000, +8000]). Les fichiers résultats sont,
respectivement, subgpplumu.data et subgpplumul1001.data.

- substitutions numériques des perturbations dues au J2 solaire. Elles sont calculées directement dans les
programmes de comparaison aux intégrations numériques.

- corrections venant de TOP. Les contributions de ces corrections sur 'intervalle de temps [1890, 2000] sont
tres faibles et n’entrainent aucune modification sensible des constantes d’intégration. Elles n’ont donc pas
besoin d’étre calculées a part sur cet intervalle.

7.6.2. Détermination des constantes et des moyens mouvements moyens

e Lors du processus itératif

Le processus itératif décrit au paragraphe 7.1. ne prend pas en considération les différents compléments
décrits dans les paragraphes suivants, c¢’est pourquoi nous ne construisons pas de solutions contenant ces
corrections a chaque itération mais seulement a la fin du processus. Mais bien entendu, ces compléments
doivent étre pris en compte pour déterminer les constantes d’intégration et les moyens mouvements moyens.
Cette détermination est faite par le programme ctevsop.f. Ce programme effectue la différence entre
VSOP2013 et INPOP10a pour les 2001 dates entre 2000 et 1890, allant de J2000 (date julienne 2451545.0)
a la date julienne 2411545.0. La substitution numérique de VSOP2013 part de la substitution numérique de
litération n (par exemple pr2.iter8) par le programme pr8.f & laquelle on ajoute :
- les substitutions numériques des perturbations par les astéroides submeri60aster.data, ...,
subnep160aster.data;
- la substitution numérique des perturbations par Pluton subgpplumu.data;
- les perturbations séculaires sur les variables a, A, k, h de Mercure, Vénus, BTL et Mars dues au J2 solaire.
Elles sont rentrées en “data” dans le programme ctevsop.f qui calcule leurs contributions pour les 2001
dates.

Le fichier d’entrée correspondant a INPOP10a est inpop10elllcorps2001.data décrit au paragraphe 6.1.1.

En général, on passe deux fois les programmes pr8.f et ctevsop.f. Le premier passage de pr8.f se fait,
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en utilisant comme fichier d’entrée, le fichier des constantes d’intégration de litération n-1 (par exemple
constantes.iter?). La substitution numérique est donnée par le fichier de sortie (par exemple pr8.subs81). Le
premier passage de ctevsop.f s’effectue en prenant comme fichiers d’entrée correspondant & la substitution
numérique de l'itération n (par exemple pr8.subs81) et comme fichier d’entrée correspondant aux constantes
et moyens mouvements moyens, celui de l'itération n-1, par exemple constantes.iter7. On obtient en sortie
une estimation provisoire des constantes et moyens mouvements moyens de litération n, par exemple
constantes.iter8prov. On repasse le programme pr8.f en utilisant ce fichier de constantes provisoire et on
obtient une deuxiéme substitution numérique de l'itération n (par exemple, pr8.subs82). On repasse le
programme ctevsop.f avec les fichiers d’entrée correspondant a cette deuxiéme substitution numérique et
aux constantes provisoires de l'itération n. On obtient en sortie une deuxiéme estimation des constantes
et moyens mouvements de l'itération n (par exemple, constantes.iter8) qui est, la plupart du temps, tres
proche du fichier provisoire et qui sera considéré comme le fichier des constantes d’intégration et moyens
mouvements de I'itération n. (Si on estime que cette deuxieme estimation des constantes de l'itération n
n’est pas suffisamment proche de la premiére, on passera éventuellement, une troisieme fois les programmes
pr8.f et ctevsop .f).

On détermine, par cette méthode, les constantes \g, kg, ho, go, po et les moyens mouvements moyens n pour
chaque corps. En principe, on détermine la constante du demi-grand axe de la maniere suivante. La longitude
moyenne peut s’exprimer sous la forme :

A= Ao+ (61 + no)t + ... (761)
Le moyen mouvement moyen est donc égal a :
n=c¢€ +ng (762)

Dans 'équation (7.6.2), €; est le terme séculaire de € donné par le calcul itératif et 7 est le moyen mouvement
moyen déterminé par comparaison de la théorie & 'intégration numérique sur [1890, 2000]. ng, constante
d’intégration de n se calcule donc par :

ng = n— €1 (763)

et on déduit la constante ag de ng par la troisieme loi de Képler. Cette facon de procéder a la conséquence
suivante. Comme on l’a signalé au paragraphe 7.2, il y a une imprécision sur les termes a longue période.
Cette imprécision n’a pas de conséquences sur un intervalle de temps de I'ordre du millier d’années et est
absorbée dans la détermination des constantes pour les variables A, k, h, ¢, p. Il n’en est pas de méme pour
a si on détermine ag comme on vient de I'indiquer et on constate que la variable a est, souvent, légérement
décentrée quand on fait la comparaison a I'intégration numérique. Cela n’a pas une grande importance mais
nous avons, néanmoins, préféré déterminer ag directement par comparaison a 'intégration numérique, comme
pour les autres variables. Cela revient a corriger tres légerement €; obtenu par le calcul, ce qui n’a aucune
conséquence, car ni €; ni ng n’interviennent dans le calcul des éphémérides des corps, mais seulement leur
somme 7.

e A la fin du processus itératif

A la fin du processus itératif, on construit la solution finale VSOP2013, conformément aux explications des
paragraphes 7.3.3, 7.4 et 7.5.6. Comme indiqué au paragraphe 7.6.1, on substitue le temps dans les solutions
pr2.iter8totalpluast et pr2.iterStotalvsopt20 par les programmes pr8vsoptotal.f et pr8vsoptotalt20.f. On
effectue les différences entre les résultats de ces substitutions numériques et INPOP10a par les programmes
ctevsoptotal.f et ctevsoptotalt20.f, semblables au programme ctevsop.f. Les résultats doivent, bien entendu,
étre pratiquement identiques & ceux obtenus lors de la derniere itération ce qui permet de vérifier que
I'introduction des différents compléments dans la solution a été faite correctement.

7.6.3. Comparaison de la solution & une intégration numérique sur [-4000, +8000]

La comparaison de VSOP2013 & INPOP10a sur [-4000, +8000] s’effectue & l’aide de programmes analogues
a ceux utilisés pour la détermination des constantes d’intégration et des moyen mouvements moyens.
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e Lors du processus itératif

La comparaison de la solution & lintégration numérique sur [-4000, +8000] s’effectue plutét a la fin du
processus itératif mais rien n’empéche de la faire au cours du processus. On effectue alors la différence entre
le résultat de la substitution du temps dans la solution effectuée par le programme pr811001.f décrit au
paragraphe 7.6.1 et Uintégration numérique INPOP10a (fichier inpop10ell11001.data décrit au paragraphe
6.2.4.) a laide du programme diffusop11001.f qui est analogue & ctevsop.f et contient, en particulier, comme
fichiers d’entrée les perturbations par les astéroides et par Pluton décrites au paragraphe 7.6.2.

o A la fin du processus itératif

On effectue les différences entre les résultats des substitutions du temps dans la solution effectuées par
les programmes pr8uvsoptotall 1001.f ou pr8uvsoptotalt2011001.f et intégration numérique INPOP10a (fichier
inpop10ell11001.data) & Vaide du programme diffvsoptotall1001.f.

e Remarques

- Les différences entre VSOP et INPOP sur [-4000, +8000] peuvent éventuellement étre utilisées pour
corriger certains termes séculaires (cf. paragraphes 7.4. et 7.5.6.). Dans ce cas il faudra repasser
les programmes pr8.f et ctevsop.f pour déterminer de nouvelles constantes d’intégration et moyens
mouvements moyens et vérifier que les nouvelles valeurs sont tres proches des anciennes, puis repasser les
programmes pr8vsoptotall1001.f et diffvsoptotall1001.f.

- Nous avons aussi construit les programmes diffvsoptotal3655.f et diffvsoptotal2011.f qui donnent les
différences entre VSOP2013 et INPOP10a sur, respectivement, les intervalles de temps en dates
juliennes [251545+400x3673, 251545+400x7327] (soit, environ, [0, +4000]) et [251545+400x4495,
251545+400% 6505] (soit, environ, [+900, +3100]).

- Tous les programmes de différences ou de détermination des constantes donnent, en fichiers de sortie, des
fichiers séquentiels qui permettent de tracer des courbes par le logiciel XMGRACE.

7.6.4. Constantes d’intégration et moyens mouvements moyens

Les constantes d’intégration et les moyens mouvements moyens de la solution VSOP2013 sont donnés dans
les tables 3 et 4.

7.7. Résumé de la marche a suivre pour construire VSOP

Nous résumons dans ce paragraphe les étapes permettant de passer de l'itération n-1 pr2.itern-1 dont les
constantes d’intégration sont constantes.itern-1 a l'itération n pr2.itern, avec les constantes constantes.itern.

7.7.1. Calculs faits antérieurement au processus itératif

e Construction des fichiers inpopl10elll/corps2001.data et inpopl0ell11001.data a partir de INPOP10a,
conformément aux explications du paragraphe 6.1.2.

e Calcul des perturbations dues au J2 solaire comme indiqué au paragraphe 7.3.1.

e Calcul des perturbations par les astéroides et par Pluton comme indiqué au paragraphe 7.3.1 et calcul de
leur substitution numérique sur [-1890,2000] et [-4000, +8000] comme indiqué au paragraphe 7.6.1.

7.7.2. Processus itératif

e Calcul d’une version provisoire de pr2.itern a 'aide des programmes prl.f, pr2.f, pr3.f, pr4.f décrits au
paragraphe 7.1.

e Calcul de la différence entre l'itération n et Iitération n-1 par le programme pr6.f décrit au paragraphe
7.1 et obtention d’un fichier de corrections provisoire pré.outiternprov correspondant a cette différence.



48

CONSTRUCTION DES THEORIES PLANETAIRES ANALYTIQUES DE L'IMCCE

Table 3. Constantes d’intégration de VSOP2013 (Simon et al., 2013).

Plancte ao (ua) Ao (rad) ko ho qo Do

Mercure 0.387098 3099 4.4026086317  0.0446606294  0.200723 3087 0.0406156406  0.045 6354933
Vénus 0.7233298199 3.1761344616 —0.0044928210 0.0050668515  0.0068241139  0.028 8228192
BTL 1.000001 0176 1.7534703694 —0.0037408181  0.0162844892 —0.0000000014 —0.0000000010
Mars 1.5236793402 6.2035000141  0.0853655932 —0.0378997092 0.0104704280  0.012 284 4865
Jupiter 5.202603 2063 0.599546 1070  0.046 9858470  0.012003 7197 —0.0020656227  0.011 183 8646
Saturne 9.554 9103860 0.8740185101 —0.0029599134  0.0554296361 —0.008 7174559  0.019891 4362
Uranus 19.218438 5555 5.4812253957 —0.0459530748  0.005648 3402  0.0018592408  0.006 486 0185
Neptune  30.1104159870 5.3118979332  0.0059988382  0.006 6918100 —0.0102914751 0.011516 7667

e Comparaison entre les fichiers pro.outiternprov et pr6.outitern-1prov par le programme difprov.f décrit
au paragraphe 7.2.; création du fichier fitern.dif, examen de ce fichier et création du fichier corrigé de la

Table 4. Moyens mouvements moyens de VSOP2013 (Simon et al., 2013).

Planete 7 (rad/1000 ans)

Mercure 26 087.903 140 6855
Vénus 10213.285 5474344
BTL 6283.075 850 3532
Mars 3340.612 434 1455
Jupiter 529.690 961 5623
Saturne 213.299 086 1085
Uranus 74.781 659 0308
Neptune 38.132972 2261

différence itération n - itération n-1, pré.outitern.

e Vérification du fichier pré.outitern a I'aide du programme proverif.f décrit au paragraphe 7.2.

e Soustraction du fichier de corrections pré.outitern a la version provisoire de pr2.itern par le programme

pr7.f décrit au paragraphe 7.1 et obtention de la version définitive de pr2.itern.

e Calcul des constantes d’intégration et des moyens mouvements moyens constantes.itern de l'itération
n, en passant deux fois les programmes pr8.f (substitution numérique de l'itération n sur [1890, 2000),
cf. 7.6.1) et ctevsop.f (détermination des constantes et moyens mouvements moyens, tenant compte des

perturbations dues au J2 solaire, aux astéroides et a Pluton, (cf. 7.6.2).

7.7.3. Construction de la solution VSOP compléte

e Intégration des perturbations dues au J2 solaire et aux astéroides par le programme addvsopasterj2s.f

(¢f. 7.3.3 1))

e Intégration des perturbations dues a Pluton, des constantes et des moyens mouvements moyens par le

programme addvsoppluton.f (cf. 7.3.3. 2).

e Introduction de corrections de certains termes séculaires obtenues par comparaison de VSOP a INPOP

sur [-4000, +8000]. Elle se fait par le programme corrigvsoptotal.f (cf. 7.4.).

e Introduction de corrections provenant de TOP. Ces corrections sont déterminées a partir des programmes
cherarg.f, lecargitealjs.f, convmuthclas.f, corrigargjupsat.f décrits au paragraphe 7.5.6. Elles sont ensuite
introduites dans VSOP par les programmes writevsoptotalt20.f, difftopvsopargjupsat.f, addvsopcortopjs.f
décrits en 7.5.6. Suite a l'introduction de ces corrections, on est amené a corriger certains termes séculaires



CONSTRUCTION PRATIQUE DES THEORIES TOP DES QUATRE GROSSES PLANETES 49

des longitudes moyennes de Jupiter et Saturne par les programmes mcardiftp.f et corrigtsecjs.f (cf. 7.5.6).

e Intégration du mouvement de Pluton dans VSOP. Elle se fait par le programme inserplutonvsop.f (cf.
7.3.3.3).

7.7.4. Comparaison de la solution compléte a l'intégration numérique

e Sur[1890, 2000]. On substitue le temps dans la solution sur cet intervalle par I'un des programmes
pr8uvsoptotal.f ou pr8vsoptotalt20.f (cf. 7.6.1). La comparaison & l'intégration numérique s’effectue ensuite
par l'un des programmes ctevsoptotal.f ou ctevsoptotalt20.f (cf. 7.6.2). Les résultats obtenus doivent étre
identiques a ceux obtenus par cteinpop10.f, ce qui permet de vérifier que la construction de la solution
complete a été faite correctement.

e Sur[-4000, +8000]. On substitue le temps dans la solution sur cet intervalle par 'un des programmes
pr8uvsoptotall1001.f ou pr8vsoptotalt2011001.f (¢f. 7.6.1.). La comparaison a l'intégration numérique
s’effectue ensuite par le programme diffvsoptotall 1001.f (cf. 7.6.3). Si les différences sont utilisées pour
corriger certains termes séculaires, on repasse les programmes pr8.f et ctevsop.f pour déterminer de
nouvelles valeurs des constantes d’intégration et des moyens mouvements moyens qui doivent étre tres
proches des anciennes. On repasse ensuite les programmes prévsoptotall101.f et diffvsoptotall1001.f pour
vérifier qu’il n’y a plus de corrections de termes séculaires a apporter.

7.7.5. La solution VSOP2013

A partir de la solution pr2.iter8totalvsopt20, nous avons mis les séries de Poisson correspondant aux éléments
elliptiques des huit planetes et de Pluton sous la forme de neuf fichiers séquentiels VSOP2013p1.dat (Mer-
cure), VSOP2013p2.dat (Vénus), ..., VSOP2013p8.dat (Neptune), VSOP2013p9.dat (Pluton). L’ensemble de
ces neuf fichiers constitue la solution VSOP2013 qui est disponible sur le site Web de 'IMCCE.

8. Construction pratique des théories TOP des quatre grosses planetes

8.1. Le processus itératif

8.1.1. Les programmes de base

Les solutions du mouvement des quatre planetes Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune sont des séries de
Pargument p défini par (5.2.2). Nous appliquons la méthode décrite au paragraphe 5.2.2 & l'aide des trois
programmes suivants.

o stepa.f

Ce programme effectue des substitutions numériques dans les éléments elliptiques des quatre grosses planetes
correspondant & l'itération n-1, en donnant & u des valeurs discretes égales & 0, 7/N, 27 /N, ..., (2N — )7 /N
avec N = 65536 et ceci pour 13 valeurs du temps to = J2000, t; = J2000 4 1200 ans, to = J2000 —
1200 ans, ..., t11 = J2000 + 6 x 1200 ans, t1o = J2000 — 6 x 1200 ans. Le programme est appelé par
stepa<in.stepa>stepa.out ou in.stepa contient les noms des fichiers correspondant a I'itération n-1 : iten-1.data
et jten-1.data ainsi que le fichier correspondant aux perturbations par les planetes telluriques mises sous forme
de séries de Poisson de pu, platel3eordre.data (cf. 8.1.3) ; stepa.out est un fichier d’impression. Le programme
commence par additionner les perturbations par les planetes telluriques aux résultats de l’itération n-1,
puis effectue la substitution numérique. Le fichier de sortie correspondant a cette substitution numérique
subtopmu.data est tres volumineux et est sauvegardé sur une unité de grande capacité. Le programme
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utilise également comme fichiers d’entrée les constantes d’intégration et les moyens mouvements moyens
de l'itération n-1, constantesiten-1.data et moymouvmoyiten-1.data.

o stepb.f
Ce programme calcule les deuxiémes membres des équations de Lagrange a partir du fichier d’entrée
subtopmu.data, créé par stepa.f suivant le formulaire décrit dans le paragraphe 4.4. Il est appelé par
stepb>stepb.out ou stepb.out est un fichier d’impression. Les coefficients des formules (5.2.6) sont calculés en
utilisant un algorithme de transformée de Fourier rapide. Le fichier de sortie qui correspond aux deuxieémes
membres de I'équation (5.2.4) subfmu.data est trés volumineux et est sauvegardé sur une unité de grande
capacité.

e stepc.f
Ce programme integre les équations de Lagrange. 11 est appelé par stepc<out.stepc>step.out. 11 utilise comme
fichiers d’entrée le fichier subfmu.data créé par stepb.fet les fichiers constantesiten-1.data et moymouvmoyiten-
1.data. Le fichier out.step donne les noms des fichiers correspondant a I'itération n : iten.data et jten.data. Ces
fichiers sont des fichiers de sortie qui sont sauvegardés comme indiqué au paragraphe 5.2.3. Le fichier iten.data
va contenir I’ensemble des séries de la forme (5.2.1) correspondant & l'itération, et le fichier d’indexation
jten.data contiendra le tableau ID1 décrit en 5.2.3.

8.1.2. La solution de départ

Pour la construction de TOP2013, nous sommes partis de la solution finale de TOP2010 (ajustée a
DE405) représentée par deux fichiers notés ite0.data et jte0.data. Les constantes d’intégration et les moyens
mouvements moyens de cette solution de départ sont ceux de TOP2010 et sont notés cteitel.data et
moymouvmoyitel.data.

8.1.3. Perturbations par les planétes telluriques

e Perturbations au troisieme ordre des masses issues de VSOP82

Les perturbations au troisieme ordre des masses issues de VSOPS82 ont été converties en séries de Poisson
de p sous la forme de deux fichiers platel3eordrel.data et platel3eordre2.data. Le premier contient tous les
termes correspondant a des multiples de p inférieurs a 65536 et le second tous les autres termes. Dans le
second fichier les multiples de p sont compris entre 65537 et 524 288. Le programme addplatel.f concaténe
ces deux fichiers en un seul platel3eordre.data. C’est le fichier platel3eordrel.data qui est utilisé dans stepa.f.
Cette séparation a été faite parce que dans stepa.f, on a pris N = 65536 ce qui convient parfaitement pour les
perturbations mutuelles des quatre grosses planetes et permettait d’optimiser ’espace disque occupé sur les
ordinateurs dont nous disposions lors du début du processus itératif. Nous reparlerons de cette séparation,
qui ne serait plus nécessaire a ’heure actuelle, dans le paragraphe 10.3.2.

Bien entendu, les substitutions numériques des perturbations au troisieme ordre des masses et leur
intégration dans TOP s’effectue a partir du fichier complet platel3eordre.data.

o Calcul des perturbations par les planétes telluriques a partir de VSOP2013

Si nous avons effectivement utilisé platel3eordre.data pour compléter TOP2010, nous avons procédé
différemment pour TOP2013. Nous avons calculé la différence entre la derniére itération du processus itératif
utilisé pour construire VSOP2013 (en l'occurence iter8), et cette derniere itération refaite en ne prenant pas
en compte les perturbations par les planetes telluriques. Cette itération est faite en annulant les masses des
planetes telluriques dans les programmes décrits en 7.1. L’itération ainsi obtenue est appelée pr2.iter8sansptel.
On effectue la différence entre pr2.iter8 et pr2.iter8sansptel, notée pr2.iter8ptel que I'on convertit ensuite
en séries de Poisson de p pour obtenir finalement le fichier platel.data. L’introduction, dans TOP2013, de
platel.data au lieu de platel3eordre.data donne une bien meilleure estimation des perturbations des planetes
telluriques sur les grosses planetes comme on le verra au paragraphe 10.1.2.

Ce calcul des perturbations par les planétes telluriques pourrait probablement étre encore amélioré comme
on le discutera au paragraphe 10.3.2.
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8.2 Corrections empiriques

8.2.1. Corrections de certains termes obtenus dans le processus itératif

Tout comme dans la construction de VSOP, on a constaté des problemes de convergence pour certaines
perturbations & longue période (arguments correspondant & de petits multiples de p). Les résultats
correspondant aux arguments p et 2u sont systématiquement annulés. Pour les autres arguments a longue
période, méme si la convergence n’est pas aussi mauvaise que dans VSOP, on a été tout de méme amené,
pour stabiliser la solution, & “forcer” ces perturbations & des valeurs fixes obtenues soit en prenant les valeurs
correspondant a une itération donnée, soit en faisant la demi-somme de deux itérations consécutives, soit
encore en annulant les perturbations a partir d’une certaine puissance du temps. Ces corrections concernent le
demi-grand axe et parfois la longitude moyenne. Les valeurs forcées a la fin de I'itération n-1 sont stockées dans
un fichier du type corrigeiten-1 qui sera ensuite introduit dans le programme de substitution de l'itération
n-1, puis dans le programme stepa.f au départ de la construction de l'itération n. Les valeurs finales de ces
corrections sont dans le fichier corrigetop.

8.2.2. Corrections de certains termes séculaires ou & longue période aprés comparaison aux intégrations
numériques

Comme pour VSOP2013, la comparaison de TOP2013 & INPOP10a sur de grands intervalles de temps ([0,
4000], [-20004-6000], [-4000,4-8000]) nous a amenés & corriger certains termes séculaires ou a longue période.
Ces corrections ont été faites en prenant des précautions analogues a celles décrites au paragraphe 7.4. Elles
sont les suivantes.

- Jupiter
corrections des termes en t7, t8, t7 de A;
corrections des termes en t°, t de k et en t3, t* de h
corrections des termes en tsint et ¢2sint correspondant & ’argument 3y pour A

- Saturne
corrections des termes en t3, t4, t5, 6, ¢7 8 de A
corrections des termes en t3, t* de k, en t°, t'0 de h
corrections des termes en tsint et t2sint correspondant & ’argument 3y pour A

- Uranus
corrections des termes en t4, t° de a
corrections des termes en t4, t5, t5, 7 de A
corrections des termes en tsint et t2sint correspondant & 'argument 3p pour \

- Neptune
corrections des termes en t3, t4, t5 de a
corrections en t*, t2, 5, t7, t8 t° de A
corrections en t* |, t°, t8 de k, en t3, t* de h
corrections des termes en tsint et t2sint correspondant & 'argument 3y pour A

Les valeurs finales de ces corrections se trouvent également dans le fichier corrigetop, défini en 8.2.1.

8.2.3. Intégration des corrections empiriques dans la solution

A la fin du processus itératif, on introduit les corrections empiriques décrites dans les paragraphes 8.2.1 et
8.2.2 par le programme corrigeite.f. Ce programme est appelé par corrigeite<in.corrigeite> corrigeite.out.
Le fichier in.corrigeite contient les noms des fichiers correspondant & la derniére itération (en l'occurence
ite87.data et jte37.data et & la derniere itération modifiée (ite37modif.data et jte3Tmodif.data) ; corrigeite.out
est un fichier d’impression.

Le programme corrigeite.f introduit également dans la solution les constantes d’intégration et les moyens
mouvements moyens correspondant & la dernieére itération constantes.iter37 et moymouvmoy.iter37 (cf. 8.5.2).
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8.3. Compléments aux itérations

8.3.1. Perturbations relativistes

Les perturbations relativistes déduites du probleme de Schwarzschild, issues de Lestrade et Bretagnon (1982)
et converties en séries de Poisson de p constituent le fichier jsunrel.data. Elles ne sont pas introduites dans
les itérations mais simplement ajoutées aux résultats.

8.3.2. Perturbations dues aux astéroides

Les perturbations au premier ordre des masses des 165 astéroides pris en compte dans INPOP10a sur
les grosses planetes et Pluton sont calculées, par analyse harmonique, sous forme de séries de Poisson de
I'argument u, par un calcul analogue a celui décrit au paragraphe 7.3.1, a ceci prés que 'on calcule aussi
les perturbations par les “cing gros astéroides”. Les constantes elliptiques J2000 des 165 astéroides sont
dans le fichier ctesi65aster.data. Les programmes harmopremieroastjuptop.f, .... harmopremieroastneptop.f
et harmopremieroastplutop.f permettent de construire les fichiers jupl6iaster.data et jjupl65aster.data
(perturbations sur Jupiter), ..., nepl65aster.data et jnepl65aster.data (perturbations sur Neptune) et
plul6baster.data et jplul65aster.data (perturbations sur Pluton), sous une forme analogue & celle décrite
au paragraphe 8.1.1 (perturbations + fichier d’indexation).

8.3.3. Perturbations dues a Pluton

Les perturbations au premier ordre des masses de Pluton sur les grosses planetes sont données par le fichier
jsunpluton.data dont la description est donnée au paragraphe 9.2.4.

8.3.4. Regroupement des perturbations complémentaires et intégration dans la solution

On regroupe les perturbations complémentaires de la facon suivante :

1) Addition des perturbations relativistes aux perturbations par les planétes telluriques. Elle se fait par le
programme addtelrel.f. Les fichiers d’entrée sont platel.data et jsunrel.data. Le fichier de sortie est telrel.data.

2) Addition au fichier telrel.data des perturbations par Pluton. Elle se fait par le programme add telrelplu.f.
Les fichiers d’entrée sont telrel.data et jsunpluton.data, le fichier de sortie est telrelplu.data.

3) Addition au fichier telrelplu.data des perturbations par les astéroides. Elle se fait par le programme
addtelrelpluast.f. Les fichiers d’entrée sont telrelplu.data. et les fichiers jupl65aster.data, jjupl65aster.data,
..., nepl65aster.data et jneplb65aster.data décrits au paragraphe 8.3.2, les fichiers de sortie sont percomp.data
et jpercomp.data qui représentent ’ensemble des perturbations complémentaires représentées sous une forme
analogue a celle décrite au paragraphe 8.1.1.

4) Intégration des compléments dans la solution. Elle se fait, une fois le processus itératif terminé, par le
programme additercomp.f. Ce programme est appelé par : additercomp<in.additercomp>additercomp.out.
in.additercomp est un fichier d’entrée qui contient les noms des fichiers correspondant & la derniere itération
corrigée des termes empiriques (en Poccurence ite37modif.data et jte37modif.data), les noms des fichiers
correspondant aux compléments (percomp.data et jpercomp.data) et les noms des fichiers correspondant & la
forme finale de l'itération (en I'occurence, ite37final.data et jte37final. data).

5) Intégration de la solution du mouvement de Pluton dans TOP. Elle s’effectue par le programme writetop.f
que 'on appelle par writetop<in.writetop>writetop.out. Le fichier in.writetop contient les noms des fichiers
correspondant & la derniére itération compleéte (en 'occurence, ite37final.data et jte37final.data), les noms
des fichiers correspondant & la solution du mouvement de Pluton convertie en série de p (plutontop2013.data
et ilutontop2013.data, cf. paragraphe 9.4.3) et les noms des fichiers correspondant & la solution finale
ptopdpla2013.data et jtopspla2013.data.



CONSTRUCTION PRATIQUE DES THEORIES TOP DES QUATRE GROSSES PLANETES 53

8.4. Amélioration de la représentation des perturbations correspondant au couple Saturne-
Uranus

La représentation en séries de Poisson de l'argument p est beaucoup plus rapidement convergente que
la représentation classique pour les perturbations mutuelles Jupiter-Saturne et est d’une convergence
comparable pour les perturbations correspondant aux couples Jupiter-Uranus, Jupiter-Neptune, Saturne-
Neptune et Uranus-Neptune. Elle est, en revanche, moins convergente pour le couple Saturne-Uranus. On
peut optimiser la convergence de cette représentation, pour les planetes Saturne et Uranus, en remplagant les
développements de Poisson correspondant a certains arguments rencontrés dans les perturbations Saturne-
Uranus par des développements en fonction d’arguments voisins pour lesquels la convergence est meilleure.
Cette conversion se fera a la fin des itérations, avant l'intégration des compléments dans la solution.
On leffectue par le programme convsutop.f qu’on appelle par convsutop<in.convsutop>convsutop.out.
in.convsutop est un fichier d’entrée qui contient le nom des fichiers & convertir (par exemple, ite37modif.data et
jte3Tmodif.data), le nom des fichiers modifiés (par exemple, ite37modifconvsu.data et jte37modifconvsu.data
et un fichier argsu.data qui donne la liste des arguments a remplacer avec la liste de leurs remplagants ;
convsutop.out est un fichier d’impression. Notons qu’il n’est pas obligatoire de faire cette conversion mais
elle permet de réduire le nombre de termes des séries d’environ 20% pour Saturne et 25% pour Uranus, et
ceci sans altérer la précision de la solution.

8.5. Comparaison aux intégrations numériques

Nous avons effectué des substitutions numériques des séries de TOP et des comparaisons aux intégrations
numériques sur les mémes intervalles de temps que pour VSOP.

8.5.1. Les programmes de substitution numérique

e substitutions numériques des compléments

Elles s’effectuent par les programmes subpercomp.f (substitution numérique pour 2001 dates sur [1890,2000])
et subpercomp11001.f (substitution numérique pour 11001 dates sur [-4000,+8000]). Les fichiers d’entrée
sont les fichiers percomp.data et ipercomp.data décrits au paragraphe 8.3.4. Les fichiers de sortie sont,
respectivement, subpercomp.data et subpercomp11001.data.

e substitutions numériques des itérations

Elles s’effectuent par les programmes subitetop.f (substitution numérique d’une itération donnée pour 2001
dates sur [1890,2000]) et subitetopl1001.f (substitution numérique pour 11001 dates sur [-4000,+8000]).
Ces programmes prennent en compte les corrections empiriques du fichier corrigetop décrit aux para-
graphes 8.2.1 et 8.2.2. Ils sont appelés sous les formes subitetop<in.subitetop>subitetop.out et subitetop11001
<in.subitetop11001>subitetop11001.out. Les fichiers in.subitetop et in.subitetop11001 sont des fichiers
d’entrée qui contiennent les noms des fichiers correspondant a I'itération (par exemple ite37.data et jte37.data,
dans le cas de la derniere itération), les noms du fichier des constantes d’intégration et du fichier des moyens
mouvements moyens a utiliser pour effectuer les substitutions et le nom des fichiers correspondant a la sub-
stitution numérique ; subitetop.out et subitetop11001.out sont des fichiers d’impression. On passe, en général,
deux fois de suite le programme subitetop.f. Lors de chaque passage, ite37.data et jte37.data sont deux des
fichiers d’entrée mais les fichiers d’entrée corespondant aux constantes d’intégration et aux moyens mouve-
ments moyens ainsi que le fichier de sortie correspondant & la substitution numérique sont différents (voir le
paragraphe 8.5.2).

e substitution numérique de la solution compléte

Elle s’effectue par le programme subtopfinal.f qu’on appelle par subtopfinal<in.subtopfinal>subtopfinal.out ou
subtopfinal.out est un fichier d’impression. Le fichier d’entrée in.subtopfinal contient les noms des fichiers cor-
respondant & l'itération compleéte construite comme indiqué au paragraphe 8.3.4 (par exemple ite37final. data
et jte37final.data), le nom du fichier correspondant aux moyens mouvements moyens (nécessaires pour cal-
culer p) et le nom du fichier correspondant a la substitution numérique. On effectue plutot cette substitution
numérique sur 'intervalle de temps [-4000,4-8000], les résultats devant étre pratiquement identiques & ceux
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obtenus par le programme subitetop11001.f, ce qui permet de vérifier que l'intégration des compléments dans
la solution, décrite au paragraphe 8.3.4, a été faite correctement.

8.5.2. Détermination des constantes et des moyens mouvements moyens

Elle s’effectue par le programme ctetop.f. Ce programme effectue la différence entre TOP2013 et INPOP10a
pour les 2001 dates entre 2000 et 1890, allant de J2000 (date julienne 2451545.0) & la date julienne 2411545.0.
Le fichier d’entrée correspondant a INPOP10a est inpop10ell2001.data décrit au paragraphe 6.1.2.

En général, on passe deux fois les programmes subitetop.f et ctetop.f. Le premier passage de subitetop.f
se fait, en utilisant comme fichier d’entrée, le fichier des constantes d’intégration de l'itération n-1 (par
exemple constantes.iter36). La substitution numérique est donnée par le fichier de sortie (par exemple
subitetop.371). Le premier passage de ctetop.fs’effectue en prenant comme fichiers d’entrée correspondant  la
substitution numérique de l'itération n (par exemple subitetop.371) et comme fichiers d’entrée correspondant
aux constantes et moyens mouvements moyens, ceux de l'itération n-1, par exemple constantes.iter36 et
moymouvmoy.iter36. On obtient en sortie une estimation provisoire des constantes et des moyens mouvements
moyens de litération n, par exemple constantes.iter37prov et moymouvmoy.iter87prov. On repasse le
programme subitetop.f en utilisant ces deux fichiers provisoires et on obtient une deuxiéme substitution
numérique de litération n (par exemple, subitetop.372). On repasse le programme ctetop.f avec les fichiers
d’entrée correspondant a cette deuxieme substitution numérique, aux constantes et aux moyens mouvements
moyens provisoires de I'itération n. On obtient en sortie de secondes estimations des constantes d’intégration
et des moyens mouvements moyens de l'itération n qui sont, la plupart du temps, trés proches des valeurs
des fichiers provisoires. Les fichiers correspondant & ces nouvelles valeurs (par exemple, constantes.iter37
et moymouvmoy.iter37) seront considérés comme les fichiers des constantes d’intégration et des moyens
mouvements moyens de litération n. (Si on estime que cette deuxieme estimation des constantes et moyens
mouvements moyens de l'itération n n’est pas suffisamment proche de la premiere, on passera éventuellement,
une troisieme fois les programmes subitetop.f et ctetop .f).

On détermine, par cette méthode, les constantes ag, Ao, ko, ho, qo, po (fichier constantes.itern) et les moyens
mouvements moyens 7 (fichier moymouvmoy.itern). Comme pour VSOP, on a déterminé directement ag par
comparaison a l'intégration numérique (cf. 7.6.2).

8.5.3. Comparaison de la solution & une intégration numérique sur [-4000, +8000]

La comparaison de TOP2013 & INPOP10a sur [-4000, +8000] s’effectue & l’aide de programmes analogues
a ceux utilisés pour la détermination des constantes d’intégration et des moyens mouvements moyens. Elle
s’effectue plutot a la fin du processus itératif, par le programme difftop11001.f, mais rien n’empéche de
la faire au cours du processus. Ce programme, qui est analogue a ctetop.f, calcule les différences entre les
résultats des substitutions numériques de TOP sur [-4000, +8000] et INPOP10a (fichier inpop10ell11001.data
décrit au paragraphe 6.1.2). Les fichiers correspondant & la substitution numérique de TOP sont issus des
programmes décrits au paragraphe 8.5.1 et peuvent étre soit subitetopl1001.f, soit subtopfinal.f.

e Remarques

- Les différences entre TOP et INPOP sur [-4000, +8000] peuvent éventuellement étre utilisées pour corriger
certains termes séculaires (c¢f. paragraphe 8.2.2). Dans ce cas il faudra repasser les programmes subitetop. f
et ctetop.fpour déterminer de nouvelles constantes d’intégration et moyens mouvements moyens et vérifier
que les nouvelles valeurs sont tres proches des anciennes, puis repasser les programmes subitetop11001.f
et difftop.11001.f.

- Nous avons aussi construit les programmes difftop3655.f et difftop2011.f qui donnent les différences entre
TOP2013 et INPOP10a sur, respectivement, les intervalles de temps en dates juliennes [251545+400%x 3673,
2515454400 7327] (soit, environ, [0, +4000]) et [2515454+400%x4495, 251545+400x6505] (soit, environ,
[+900, +3100]).

- Tous les programmes de différences ou de détermination des constantes donnent, en fichiers de sortie, des
fichiers séquentiels qui permettent de tracer des courbes par le logiciel XMGRACE.
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8.5.4. Constantes d’intégration et moyens mouvements moyens

Les constantes d’intégration et les moyens mouvements moyens de la

les tables 5 et 6.

solution TOP2013 sont donnés dans

Table 5. Constantes d’intégration de TOP2013 (Simon et al., 2013).

Plangte ao (ua) Ao (rad) ko ho qo Do
Jupiter 5.202 6032025 0.5995446520 0.0469858464 0.012003 7085 -0.0020656227 0.011183 8645
Saturne 9.5549104300 0.874 0209500 -0.0029598987  0.055429 6608 -0.008 7174558 0.019891 4362
Uranus 19.218 438 2726 5.481 2218694 -0.0459531057  0.0056484158 0.0018592404 0.006 4860177
Neptune 30.1104158724 5.3118990423 0.0059988612  0.0066917075 -0.0102914756 0.011516 7670
Pluton 39.5446171440 4.1654711248 -0.1787389594 -0.1734047186 -0.0517023078 0.1397799252

Table 6. Moyens mouvements moyens de TOP2013 (Simon et al., 2013).

Planete 7 (rad/1000 ans)
Jupiter 529.690 962 2786
Saturne 213.299 081 1942
Uranus 74.781 661 6318
Neptune 38.132972 3622
Pluton 25.335 660 2044

8.6. Résumé de la marche a suivre pour construire TOP pour les quatre grosses planétes

Nous résumons dans ce paragraphe les étapes permettant de passer de l'itération n-1 représentée par les
fichiers iten-1.data et jten-1.data et dont les constantes d’intégration sont constantes.itern-1 et les moyens
mouvements moyens sont moymouvmoy.itern-1, a 'itération n représentée par iten.data et jten.data avec les
constantes et moyens mouvements moyens constantes.itern et moymouvmoy.itern.

8.6.1. Calculs faits antérieurement au processus itératif

e Construction des fichiers inpop10ell2001.data et inpopl0ell11001.data a partir de INPOP10a, con-
formément aux explications du paragraphe 6.1.2.

e Calcul des perturbations par les planetes telluriques a partir de VSOP2013 comme indiqué au paragraphe
8.1.3.

e Calcul des perturbations relativistes comme indiqué au paragraphe 8.3.1.
e Calcul des perturbations par les astéroides et par Pluton comme indiqué aux paragraphes 8.3.2 et 8.3.3.

e Regroupement des perturbations complémentaires comme indiqué au paragraphe 8.3.4. et substitution
numérique de ces compléments comme indiqué au paragraphe 8.5.1.

8.6.2. Processus itératif

e Introduction du fichier corrigeiten-1 déterminé a 'itération n-1 dans le programme stepa.f (¢f. 8.2.1).
e (Calcul de iten.data et jten.data a I’aide des programmes stepa.f, stepb.f, stepc.f décrits au paragraphe 8.1.

e Constitution du fichier de corrections empiriques corrigeiten comme indiqué au paragraphe 8.2.1.
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e Introduction de corrigeiten dans le programme de substitution du temps dans la solution et calcul des
constantes d’intégration et des moyens mouvements moyens de l'itération n en passant deux fois les
programmes subitetop.f et ctetop.f.

e Comparaison a INPOP10a sur de grands intervalles de temps comme indiqué au paragraphe 8.5.3. Si les
différences sont utilisées pour corriger certains termes séculaires, ces corrections sont introduites dans
le fichier corrigeiten et on repasse les programmes subitetop.f et ctetop.f pour déterminer de nouvelles
valeurs des constantes d’intégration et des moyens mouvements moyens qui doivent étre tres proches des
anciennes. On repasse ensuite les programmes subitetopl1001.f et difftop11001.f pour vérifier qu’il n'y a
plus de corrections de termes séculaires a apporter.

8.6.3. Construction de la solution finale

e Introduction des corrections empiriques, des constantes d’intégration et des moyens mouvements moyens
par le programme corrigeite.f (cf. 8.2.3).

) Eventuellement, amélioration de la convergence des perturbations correspondant au couple Saturne-
Uranus a l'aide du programme convsutop.f comme indiqué au paragraphe 8.4.

e Introduction des compléments par le programme additercomp.f (cf. 8.3.4. 4).

e Substitution du temps dans la solution finale sur [-4000, +8000] par le programme subtopfinal.f (cf. 8.5.1).
Les résultats doivent étre semblables a ceux de subitetop11001.f ce qui permet de vérifier que la solution
finale a été correctement constituée.

e Intégration de la théorie de Pluton dans TOP2013 par le programme writetop.f et constitution des fichiers
ptopdpla2013.data et itopspla2013.data (cf. 8.3.4. 5).

8.6.4. La solution TOP2013

A partir de la solution représentée par les fichiers ptopdpla2013.data et itop5pla2013.data nous avons mis
les séries de Poisson correspondant aux éléments elliptiques des quatre grosses planetes et de Pluton sous
la forme d’un fichier sequentiel TOP2013.dat. Nous avons d’autre part, a partir de ces mémes fichiers
ptopdpla2013.data et itopdpla2013.data, calculé par analyse harmonique les coordonnées héliocentriques
sphériques L (longitude), B (latitude), R (rayon vecteur) et rectangulaires (X,Y,Z), pour les quatre grosses
planetes et obtenu les fichiers lbrryz4pla2013.data et ilbrryz4pla2018.data. Nous avons ensuite a partir de ces
deux derniers fichiers mis les coordonnées héliocentriques sphériques et rectangulaires des quatre grosses
planetes sous la forme de deux fichiers séquentiel TOP2013LBR.dat et TOP2013XYZ.dat. L’ensemble
des fichiers TOP2013.dat, TOP2013LBR.dat et TOP2013XYZ.dat constitue la solution TOP2013 qui est
disponible sur le site Web de 'IMCCE.

9. Construction pratique de la théorie du mouvement de Pluton

9.1. Théorie au premier ordre des masses

On calcule les perturbations au premier ordre des masses des couples Jupiter-Pluton, Saturne-Pluton, Uranus-
Pluton et Neptune-Pluton a ’aide des programmes stepbpremierordre.f et stepcpremierordre. f

o stepbpremierordre.f

Ce programme est analogue au programme stepb.f décrit au paragraphe 8.1.1. Il calcule les deuxiemes
membres des équations de Lagrange suivant le formulaire décrit dans le paragraphe 4.4, en fonction de
Pargument v défini par (5.2.7). Cet argument, noté NTETA, est donné en clair dans le programme. Le pro-
gramme est appelé par stepbpremierordre<in.plaplu> stepbpremierordre. outplaplu. Les fichiers in.plaplu sont
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des fichiers d’entrée différents pour chaque couple étudié qui sont décrits plus loin. Les fichiers de sortie
stepbpremierordre.outplaplu sont stepbpremierordre.outjupplu, stepbpremierordre.outsatplu, stepbpremieror-
dre.outuraplu et stepbpremierordre.outnepplu et sont des fichiers d’impression. Le fichier de sortie qui corres-
pond aux deuxiémes membres de ’équation (5.2.4) subfnuplutonpremierordre.data est trés volumineux et est
sauvegardé sur une unité de grande capacité.

e stepcpremierordre.f

Ce programme est analogue au programme stepc.f décrit au paragraphe 8.1.1. Il integre les équations de
Lagrange. Il est appelé par stepcpremierordre<in.plaplu>stepcpremierordre.outplaplu. Les fichiers in.plaplu
sont les mémes que ceux de stepbpremierordre.f. Le programme utilise également comme fichier d’entrée
subfnuplutonpremierordre.data créé par stepbpremierordre.f. Les fichiers de sortie stepcpremierordre.outplaplu
sont stepcpremierordre. outjupplu, stepcpremierordre.outsatplu, stepcpremierordre.outuraplu et stepcpremieror-
dre.outnepplu et sont des fichiers d’impression.

e Les fichiers in.plaplu
Ces fichiers d’entrée sont in.jupplu, in.satplu, in.uraplu ou in.nepplu, suivant le couple étudié. Ils contiennent :

- les valeurs de lentier j 4+ 1 défini au paragraphe 5.2.2 (9 pour les couples Jupiter-Pluton et Saturne-
Pluton, les développements de Poisson vont alors jusqu’en ¢® et 11 pour les couples Uranus-Pluton et
Neptune-Pluton, les développements de Poisson vont jusqu’en 10 ;

- les valeurs des constantes d’intégration des moyens mouvements pour les deux planetes du couple étudié, a
partir desquelles on déduit les valeurs des constantes des demi-grands axes par la troisieme loi de Képler ;

- les valeurs des moyens mouvements moyens pour les deux planétes ;

- les valeurs des constantes d’intégration des variables k, h, ¢, p pour les deux planeétes ;

- les valeurs du rapport masse solaire/masse de la planéte pour les deux planétes ;

- le nom du fichier résultat des perturbations des grosses planetes sur Pluton, plutonjsun.data;

- le nom du fichier résultat des perturbations de Pluton sur les grosses planetes jsunpluton.datanu;

- la valeur du numéro du premier enregistrement correspondant a la partie périodique du demi-grand axe
pour le couple considéré ;

- les valeurs des constantes d’intégration de la variable € pour les deux planetes ;

- les valeurs entiéres des rapports moyen mouvement moyen/v pour les deux planétes (1458, 587, 206, 105
pour Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune, respectivement et 70, par définition, pour Pluton).

Les valeurs des constantes et moyens mouvements correspondant aux éléments des grosses planétes et de
Pluton varient au cours des itérations. On est donc amené a calculer a plusieurs reprises les perturbations
au premier ordre des masses des couples grosse planete - Pluton mais, en fait, ces perturbations varient tres
peu au fur et a mesure des itérations.

9.2. Construction de la théorie par itération

La théorie du mouvement de Pluton est construit suivant un processus itératif analogue a celui décrit au
paragraphe 8.1 mais en utilisant 'argument v. Il est appliqué a I’ensemble formé par les quatre grosses
planetes et Pluton.

9.2.1. Les programmes de base

Les programmes de base sont les programmes stepadpla.f, stepbdpla.f et stepcpla.f.

o stepadpla.f
Ce programme est analogue au programme stepa.f décrit au paragraphe 8.1.1. Il substitue numériquement les
éléments elliptiques des quatre grosses planetes et Pluton correspondant a l’itération n-1, pour des valeurs
discretes de v égales a 0,7/N, 27 /N, ..., (2N — 1) /N avec N = 65536 et pour 13 valeurs du temps to =
J2000,t; = J2000+1200 ans, to = J2000—1200 ans, ..., t1; = J2000+6x1200 ans, t;5 = J2000—6x 1200 ans.
Le programme est appelé par stepadpla<in.stepadpla>stepadpla.out ou in.stepadpla.out contient :

- les noms des fichiers correspondant & l'itération n-1 corrigée des modifications empiriques (cf. 9.3.1),

iten-15pla.datamodifn-1 et jten-15pla.datamodifn-1;
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- le nom du fichier correspondant aux perturbations des planetes telluriques sur les grosses planetes mises
sous forme de séries de Poisson de v, platel3eordrelnu.data obtenu par conversion en séries de v du fichier
platel3eordrel.data décrit au paragraphe 8.1.3;

- le nom du fichier correspondant a la partie principale des perturbations au premier ordre des planetes
telluriques sur Pluton plutonptell.data (cf. 9.2.3).

stepadpla.out est un fichier d’impression. Le programme commence par additionner les perturbations par les
planetes telluriques aux résultats de 'itération n-1, puis effectue la substitution numérique. Le fichier de
sortie correspondant a cette substitution numérique subtopnu.data est trés volumineux et est envoyé sur le
répertoire astrocalcul. Le programme utilise également comme fichiers d’entrée les constantes d’intégration et
les moyens mouvements moyens de l'itération n-1, constantesiten-15pla.data et moymouvmoyiten-15pla.data.

o stepbpla.f

Ce programme est analogue au programme stepb.f décrit au paragraphe 8.1.1. Il calcule les deuxieémes
membres des équations de Lagrange a partir du fichier d’entrée subtopnu.data, créé par stepa.f suivant
le formulaire décrit dans le paragraphe 4.4. Il est appelé par stepbipla>stepbdpla.out ou stepbdpla.out est
un fichier d’impression. Le fichier de sortie qui correspond aux deuxi¢mes membres de 1’équation (5.2.4)
subfnu.data est treés volumineux et est envoyé sur le répertoire astrocalcul.

e stepcopla.f

Ce programme integre les équations de Lagrange. Il est appelé par stepcdpla<out.stepcdpla>stepdpla.out. 11
utilise comme fichiers d’entrée le fichier subfnu.data créé par stepb.fet les fichiers constantesiten-15pla.data et
moymouvmoyiten-15pla.data. Le fichier out.stepSpla donne les noms des fichiers correspondant a l'itération n
avant corrections empiriques (cf. 9.3.1), itendpla.data et jtendpla.data. Ces fichiers sont des fichiers de sortie
envoyés sur disque comme indiqué au paragraphe 5.2.3. Le fichier itendpla.data va contenir ’ensemble des
séries de la forme (5.2.1) correspondant & litération, et le fichier d’indexation jtendpla.data contiendra le
tableau ID1 décrit en 5.2.3.

9.2.2. La solution de départ

Pour construire la solution du mouvement de Pluton de la théorie TOP2013, nous sommes partis de :

- une solution du mouvement des quatre grosses planetes obtenue & un état assez avancé de la construction
de TOP2013 (dix-neuvieme itération) convertie en série de v ; les fichiers représentant cette solution sont
notés ite04gp.data et jteO4gp.data;

- la solution du mouvement de Pluton de la théorie TOP2010 qui, bien qu’ajustée a DE405 et non a
INPOP10a, est plus proche de la solution finale que la solution au premier ordre des masses décrite au
paragraphe 9.1 dont nous étions partis pour construire la solution du mouvement de Pluton de la théorie
TOP2010.

Les fichiers correspondant a cette solution de départ sont notés ite05pla.data et jte05pla.data, avec les con-
stantes d’intégration et moyens mouvements moyens constantesite0dpla.data et moymouvmoyiteOipla.data.

Notons que, suite a I’expérience acquise lors de la construction de TOP2010, nous avons décidé de fixer,
lors du processus itératif, la solution du mouvement des quatre grosses planetes a ite04gp.data et jte04gp.data
On peut, en effet, considérer que cette solution du mouvement des quatre grosses planetes est suffisante
pour construire la théorie de Pluton. Seule, donc, au cours du processus itératif varie la représentation du
mouvement de Pluton. Cette méthode permet d’accélérer la convergence du processus itératif mais ne permet
pas, évidemment, d’améliorer la précision du calcul des perturbations de Pluton sur les grosses planetes. Nous
la discuterons dans les paragraphes 9.2.4 et 10.3.2.

9.2.3. Perturbations par les planétes telluriques

e Perturbations au premier ordre des masses

Les perturbations de Pluton par les planetes telluriques au premier ordre des masses sont calculées a I’aide des
programmes stepbmerplu.f, stepbvenplu.f, stepbterplu.f, stepbmarplu.fet stepcmerplu.f, stepcvenplu.f, stepcter-
plu.f, stepcmarplu.f. Les quatre premiers programmes sont tres semblables au programme stepbpremierordre.f
décrit au paragraphe 9.1 et les quatre suivants au programme stepcpremierordre.f. Le parametre K P qui cor-



CONSTRUCTION PRATIQUE DE LA THEORIE DU MOUVEMENT DE PLUTON 59

respond au multiple maximum de v, N défini en 5.2.2 est égal a 524 288 pour les programmes stepbmerplu.f et
stepcmerplu.f, 131072 pour les programmes stepbvenplu.f, stepbterplu.f, stepcvenplu.f, stepcterplu.f et 65536
pour les programmes stepbmarplu.fet stepcmarplu.f. Le nom du fichier résultat des perturbations des planétes
telluriques sur Pluton est plutonptel.data. Pour des raisons de gain de place sur les ordinateurs dont nous
disposions au début du processus itératif, nous avons, comme pour les perturbations des planetes telluriques
sur les grosses planetes (¢f. 8.1.3), extrait du fichier plutonptel.data le fichier plutonptell.data dans lequel les
multiples de v sont inférieurs a 65537. C’est ce fichier plutonptell.data qui est utilisé dans le programme
stepadpla.f. Cette séparation ne serait plus nécessaire a I’heure actuelle.

e Perturbations au deuxiéme ordre des masses

Nous avons calculé les perturbations au deuxiéme ordre des masses des planétes telluriques de la fagon
suivante :

1) Extraction par le programme extraitvsop.f des 50 plus gros termes périodiques et des termes séculaires
de chaque variable des planetes telluriques de la solution VSOP2013; on obtient quatre fichiers
séquentiels mers0.data, ven50.data, btl50.data et mar50.data;

2) Conversion des fichiers précédents en série de v par le programme convvsopnu.f; on obtient quatre
fichiers a acces direct merd0nu.data, ven50nu.data, btl50nu.data et mard0nu.data ;

3) Construction des perturbations au deuxieéme ordre des masses des planétes telluriques sur Pluton &
l'aide des programmes stepaZeotelplu.f, stepb2eotelplu.f et stepcZeotelplu.f; ces programmes fonction-
nent exactement comme les programmes de base décrits en 9.2.1, les solutions correspondant au mouve-
ment des planetes telluriques étant les fichiers a acces direct décrits en 2) et la solution du mouvement
de Pluton étant celle obtenue lors du processus itératif ; les fichiers résultats sont les huit fichiers plu-
tonmer2eor.data, jlutonmer2eor.data, plutonven2eor.data, jlutonven2eor.data, plutonbti2eor.data, jlu-
tonbtl2eor.data, plutonmarleor.data, jlutonmeaZeor.data. Notons, qu’en toute rigueur, on est amené
a effectuer plusieurs fois ce calcul au fur et a mesure de I'avancement des constructions des théories
VSOP et TOP, mais, en fait, on constate que les résultats changent tres peu.

4) Rassemblement de l’ensemble des perturbations au deuxiéme ordre des masses en deux fichiers
plutontel2eor.data et jlutontel2eor.data par le programme addplutontel2eor.f. Ce sont ces fichiers qui
serviront lors de la construction de la solution compléte du mouvement de Pluton (c¢f. 9.3.2).

9.2.4. Perturbations de Pluton sur les grosses planetes

e A partir des perturbations au premier ordre des masses

Le résultat des perturbations de Pluton sur les grosses planétes est le fichier jsunpluton.datanu décrit au
paragraphe 9.1. Le programme convnumujsunplu.f convertit ensuite ce fichier en un fichier jsunpluton.data
qui représente les perturbations de Pluton sur les grosses planetes en séries de Poisson de u. C’est ce fichier
qui est introduit dans TOP2013.

e Autre méthode possible

Une autre méthode possible pour calculer les perturbations de Pluton sur les grosses planétes est de construire
simultanément deux théories en v, 'une avec les quatre grosses planetes, I'autre avec les quatre grosses
planetes et Pluton et de faire la différence. Nous avons testé cette méthode lors de la construction de
TOP2010. Les résultats avaient été excellents sur les variables k,h,q,p mais mauvais sur les variables a
et A pour des raisons que nous n’avons pas élucidées. La précision des perturbations au premier ordre des
masses de Pluton sur les grosses planetes nous semblant suffisante nous n’avons pas repris cette méthode
pour la construction de TOP2013. Néanmoins, elle mériterait d’étre étudiée de plus pres. Les programmes
stepa4pla.f, stepbipla.f et stepc4pla.f analogues aux programmes stepadpla.f, stepbdpla.f et stepcdpla.f décrits
au paragraphe 9.2.1 permettraient de construire une théorie des quatre grosses planetes en séries de v.
Bien entendu, si on reprenait cette méthode, il ne faudrait pas fixer la théorie des quatre grosses planetes
lors de la construction de la théorie du mouvement de Pluton (c¢f. 9.2.2) tout au moins pendant les quelques
itérations ot 'on menerait parallelement la théorie a quatre planetes et la théorie a cing planetes.
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9.3. Corrections empiriques

Comme lors de la construction de TOP, nous avons effectué deux sortes de corrections empiriques.

9.3.1. Corrections de certains termes obtenus dans le processus itératif

Ces corrections sont dans un fichier du type plutonmodifiten. Ce fichier est introduit dans I'itération n par le
programme corplutonmodifiten.f qui est appelé par corplutonmodifiten<in.corplutonmodifiten> corplutonmo-
difiten.out ou le fichier in.corplutonmodifiten contient les noms des fichiers correspondant a la solution fixée
pour le mouvement des grosses planétes ite04gp.data et jteO4gp.data (cf. 9.2.2), & litération n avant correc-
tions itendpla.data et jtendpla.data et a Uitération n corrigée itendpla.datamodifn et jtendpla.datamodifn. Le
fichier corplutonmodifiten.out est un fichier d’impression. Les valeurs de ces corrections obtenues a la derniere
itération sont dans le fichier plutonmodif.

9.3.2. Corrections de certains termes aprés comparaison aux intégrations numériques

Ces corrections s’effectuent a la fin du processus itératif. Elles concernent certains termes séculaires, a longue
ou moyenne période et méme deux termes & courte période (correspondant aux arguments 1318 et 1388v).
Nous avons effectué ces corrections en prenant des précautions analogues a celles décrites au paragraphe 7.4.
Elles sont les suivantes :

- corrections des termes en 8, t2,t10 de a et h;

- corrections des termes en t°, t10 ¢t de et k :

- corrections des termes en %, t7,t® de g et p :

- corrections des termes périodiques, en ¢ sint, t3 sint, t* sint, t° sint¢ correspondant & ’argument 4v pour
aet \;

- corrections des termes périodiques, en ¢t sint, t? sint, t3 sint, t* sint correspondant & I’argument 4v pour
keth;

- corrections des termes périodiques, en t sint, t? sint, ¢> sint correspondant & I’argument 35v pour

- corrections des termes périodiques et en ¢ sint correspondant aux arguments 1318y et 1388v pour a, A,
k, h.

Ces corrections sont effectuées par le programme addplutontotal.f (cf. 9.4.2).

9.4. Compléments aux itérations et construction de la solution compléte du mouvement de
Pluton.

9.4.1. Perturbations dues aux astéroides

Les perturbations dues aux astéroides sont données par les fichiers plul65aster.data et jplul65aster.data
décrits au paragraphe 8.3.2.

9.4.2. Constitution de la solution compléte du mouvement de Pluton

La solution complete du mouvement de Pluton, en séries de Poisson de v s’effectue a I'aide du programme
addplutontotal.f. Ce programme est appelé par addplutontotal<in.addplutontotal>addplutontotal.out. Le
fichier in.addplutontotal contient les noms des fichiers correspondant a 'itération n corrigée des modifications
empiriques décrites en 9.3.1, en 'occurence itendpla.datamodifn et jtendpla.datamodifn et les noms des fichiers
correspondant & la solution complete du mouvement de Pluton plutoniten.data et jlutoniten.data. Le fichier
addplutontotal.out est un fichier d’impression. Ce programme ajoute a la solution du mouvement de Pluton
obtenue lors de l'itération n et contenue dans le fichier itendpla.datamodifn

- les perturbations par les astéroides données par plul65aster.data et jplul65aster.data;
- les perturbations par les planetes telluriques données par les fichiers plutontel2eor.f et jlutontel2eor.f (cf.
9.2.3) ;
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- les corrections empiriques décrites en 9.3.2 ;
- les constantes d’intégration et les moyens mouvements moyens issus des fichiers constantespluton.itern et
moymouvmoypluton.itern (cf. 9.5.2).

La solution finale correspond a litération 7 et est donc représentée par les fichiers plutonite7.data et
Jlutonite7.data

9.4.3. Conversion de la solution du mouvement de Pluton en séries de Poisson de fi.

Pour étre intégrée dans les théories TOP et VSOP, la solution du mouvement de Pluton doit étre convertie
en séries de Vargument p défini par (5.2.2). Cette conversion s’effectue par le programme convplutonmu.f
qui est appelé par convplutonmu<in.convplutonmu>convplutonmu.out. Le fichier in.convplutonmu contient
le nom des fichiers correspondant & la solution du mouvement de Pluton en séries de v, plutonite?.data et
jlutonite7.data et ceux correspondant a la solution en séries de u, plutontop2013.data et jlutontop2013.data.
Cette conversion s’effectue avec une précision de 4.8 10713 rad sur 1000 ans et 4.8 10~ rad sur 3000 ans. Le
fichier convplutonmu.out est un fichier d’impression. On vérifie la validité de cette conversion en comparant
des substitutions numériques de la solution en séries de p & des substitutions numériques de référence (cf.
9.5.1).

9.5. Comparaison aux intégrations numériques

9.5.1. Les programmes de substitution numérique

o substitutions numériques du temps dans la solution en séries de v

Elles s’effectuent par les programmes subitepluton.f (substitution numérique d’une itération donnée pour
4001 dates sur [1890, 2110]) et subiteplutoni1001.f (substitution numérique pour 11001 dates sur [-4000,
+8000]). Ces programmes sont appelés sous les formes subitepluton<in.subitepluton>subitepluton.out et
subitepluton1001<in.subitepluton1001> subitepluton11001.out. Les fichiers in.subitepluton et in.subiteplu-
ton11001 sont des fichiers d’entrée qui contiennent les noms des fichiers correspondant a litération (plu-
toniten.data et jlutoniten.data), les noms du fichier des constantes d’intégration et du fichier des moyens mou-
vements moyens a utiliser pour effectuer les substitutions et le nom des fichiers correspondant a la substitution
numérique ; subitepluton.out et subitepluton11001.out sont des fichiers d’impression. On passe, en général,
deux fois de suite le programme subitepluton.f. Lors de chaque passage, plutoniten.data et jlutoniten.data
sont deux des fichiers d’entrée mais les fichiers d’entrée corespondant aux constantes d’intégration et aux
moyens mouvements moyens ainsi que le fichier de sortie correspondant a la substitution numérique sont
différents (voir le paragraphe 9.5.2).

o substitutions numériques du temps dans la solution en séries de p

Elles s’effectuent par les programmes subplutontop.f (substitution numérique du temps dans la solution en
séries de p pour 4001 dates sur [1890, 2110]) et subplutontop11001.f (substitution numérique pour 11001
dates sur [-4000, +8000]). Les programmes utilisent comme fichiers d’entrée les fichiers correspondant &
la solution en séries de u (plutontop2013.data et jlutontop2013.data). Sont donnés également les noms des
fichiers correspondant aux substitutions numériques de référence (substitutions numériques du temps dans
la solution en séries de v sur les intervalles de temps considérés), et les noms des substitutions numériques du
temps dans la solution en séries de u. Les programmes effectuent aussi la comparaison entre les substitutions
numériques du temps dans la solution en séries de u et les substitutions numériques de référence. Les écarts
sont tres largement inférieurs aux écarts entre la solution et INPOP10a sur ces mémes intervalles, ce qui
valide la conversion.

9.5.2. Détermination des constantes et du moyen mouvement moyen

La construction d’une solution du mouvement de Pluton étant plus difficile que celle d’'une solution du
mouvement des grosses planetes nous avons estimé que la détermination des constantes d’intégration et du
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moyen mouvement moyen serait meilleure par comparaison & INPOP10a sur U'intervalle de temps [1890,
2110] que sur lintervalle de temps [1890,2000]. Cette détermination s’effectue par le programme ctepluton.f
qui effectue la différence entre la solution du mouvement de Pluton et INPOP10a pour les 4001 dates allant
de la date julienne 2411545.0 a la date julienne 2411545.0 + 4000x20. Le fichier d’entrée correspondant a
INPOP10a est inpop10ell4001.data décrit au paragraphe 6.2.3.

Comme pour TOP, on est amené a passer au moins deux fois les programmes subitepluton.f et ctepluton.f
suivant la maniere décrite au paragraphe 8.5.2. Les constantes d’intégration et le moyen mouvement moyen
du mouvement de Pluton correspondant a l'itération n sont donnés dans les fichiers constantespluton.itern
et moymouvmoypluton.itern

9.5.3. Comparaison de la solution & une intégration numérique sur [-4000, +8000]

Elle s’effectue par le programme diffpluton11001.f qui fonctionne comme le programme difftop11001.f décrit
au paragraphe 8.5.3. Nous avons aussi écrit les programmes diffpluton3655.f et diffpluton2011.f qui donnent
les différences entre la solution du mouvement de Pluton et INPOP10a sur, respectivement, les intervalles de
temps en date julienne [251545+400x 3673, 251545+400x7327] (environ, [0, +4000]) et [251545+400x 4495,
251545+400%6505] (environ, [+900, +3100]). Tous les programmes de différences ou de détermination des
constantes donnent, en fichiers de sortie, des fichiers séquentiels qui permettent de tracer des courbes par le
logiciel XMGRACE.

Notons que quand ces différences sont utilisées pour calculer les corrections empiriques décrites au
paragraphe 9.3.2, il faut repasser les programmes subitepluton.f et ctepluton.f pour déterminer de nouvelles
constantes d’'intégration et moyens mouvements moyens et vérifier que les nouvelles valeurs sont tres proches
des anciennes. Si ce nétait pas le cas il faudrait effectuer une nouvelle itération en introduisant ces corrections
dans le programme stepadpla.f.

Nous avons également construit les programmes difplutontop18902110.f, difplutontop9003100.f, difplu-
tontop04000.f et difpluton11001.f qui comparent la solution du mouvement de Pluton exprimée en séries
de Poisson de g a INPOP10a sur différents intervalles de temps et vérifié qu’ils donnaient bien les mémes
résultats que ceux obtenus a partir de la solution exprimée en séries de v.

Les constantes d’intégration et le moyen mouvement moyen de notre solution du mouvement de Pluton
sont donnés dans les tables 5 et 6.

9.6. Perturbations correspondant aux arguments 2\g — 3\g et Ay — 39

9.6.1. La résonance s — 3)\g

Les termes séculaires correspondant & la résonance Neptune-Pluton convergent parfaitement et décroissent
avec le temps comme le montre la table 7 qui donne les valeurs des termes séculaires de la longitude moyenne
de Pluton en secondes de degré au bout de 1000 ans.

Table 7. Termes séculaires de la longitude moyenne de Pluton en /1000 ans. (Simon et al., 2013).

12 SR I R 18 9
3770 397 20 7 0.7 0.1 0.03 0.0005

9.6.2. L’argument A7 — 3

Cet argument a une période d’environ 4000 ans et correspond a I'argument 4v comme la grande inégalité
Uranus-Neptune A7 —2\g. Cet argument est ce que ’on peut qualifier de “longue courte-période”, c’est-a-dire



CONSTRUCTION PRATIQUE DE LA THEORIE DU MOUVEMENT DE PLUTON 63

un argument dont la période est comparable aux périodes des arguments a longue période rencontrés dans
les théries générales (cf. 2.5.1). Comme montré par Joutel (1990), les perturbations correspondant & ce type
d’arguments convergent mal dans une théorie a variations séculaires. Pour la longitude moyenne de Pluton,
I’amplitude des perturbations correspondant & cet argument est de ’ordre de 700" avec une erreur d’environ
10”. Les conséquences de cette imprécision seront discutées au paragraphe 10.1.2.

9.7. Résumé de la marche a suivre pour construire la solution du mouvement de Pluton

Nous résumons dans ce paragraphe :

les étapes permettant de passer de I'itération n-1 représentée par les fichiers iten-15pla.datamodif et jten-
15pla.datamodif et dont les constantes d’intégration et les moyens mouvements moyens correspondant
au mouvement de Pluton sont constantespluton.itern-1 et moymouvmoypluton.itern-1, a l'itération n
représentée par itendpla.datamodif et jtendpla.datamodif avec les constantes et moyens mouvements
moyens constantespluton.itern et moymouvmoypluton.itern ;

la fagon d’extraire la solution complete du mouvement de Pluton des résultats de la derniére itération.

9.7.1. Calculs faits antérieurement au processus itératif

Construction des fichiers inpop10ell4001.data et inpop10ell11001.data & partir de INPOP10a, con-
formément aux explications du paragraphe 6.1.2.

Calcul des perturbations par les planetes telluriques au premier et au deuxiéme ordre des masses comme
indiqué au paragraphe 9.2.3.

Calcul des perturbations par les astéroides comme indiqué au paragraphe 9.4.1.
Construction de la théorie au premier ordre des masses comme indiqué au paragraphe 9.1.

Construction des fichiers ite04gpdata et jteO4gpdata a partir d’une solution obtenue & un état avancé de
TOP2013 qui va nous servir pour représenter le mouvement des quatre grosses planetes (cf. 9.2.2)

Conversion en séries de v du fichier platel3eordrel.data décrit au paragraphe 8.1.3 et obtention des
perturbations des planetes telluriques sur les grosses planetes mises sous forme de séries de Poisson
de v, platel3eordrelnu.data.

9.7.2. Processus itératif

Introduction du fichier plutonmodifiten-1 déterminé a l'itération n-1 par le programme corplutonmodi-
fiten.f et obtention des fichiers iten-15pla.datamodif et jten-15pla.datamodif & partir des résultats bruts
de P'itération n-1 repréentés par les fichiers iten-15pla.data et jten-15pla.data (cf. 9.3.1).

Calcul de iten-15pla.data et jten-15pla.data a 'aide des programmes stepadpla.f, stepbdpla.f et stepcdpla.f
décrits au paragraphe 9.2.1.

Détermination et introduction des corrections empiriques plutonmodifiten dans la solution et obtention
des fichiers itendpla.datamodif et jtendpla.datamodif comme indiqué au paragraphe 9.3.1;

Substitution numérique sur [1890, 2110] et détermination des constantes d’intégration et des moyens
mouvements moyens de Puton en passant deux fois les programmes subitepluton.f et subitepluton.f (cf.
9.5.2).

En principe, a la fin du processus itératif, détermination des corrections empiriques décrites au paragraphe
9.3.2 par comparaison de la solution avec INPOP10a sur différents intervalles de temps. Vérification que
ces corrections ne modifient pas sensiblement les constantes d’intégration et les moyens mouvements
moyens par comparaison de la solution ainsi corrigée avec INPOP10a sur [1890,2110].
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9.7.3. Construction de la solution compléte

e Construction de la solution compléte du mouvement de Pluton en séries de Poisson de v (avec les
perturbations par les astéroides et les planeétes telluriques, les corrections empiriques) par le programme
addplutontotal.f. On obtient (si la derniére itération est l'itération 7) les fichiers plutonite7.data et
Jlutonite7.data (cf. 9.4.2).

e Conversion de la solution en séries de p. Elle se fait par le programme conplutonmu.f. On obtient les
fichiers plutontop2013.data et jlutontop2013.data qui seront introduits dans TOP2013 et VSOP2013 (cf.
9.4.3).

9.7.4. Variantes

e Si l'introduction des corrections empiriques du paragraphe 9.3.2 modifie sensiblement les constantes
d’intégration et/ou les moyens mouvements, il faut évidemment refaire une ou plusieurs itérations en
introduisant ces corrections dans stepadpla.f.

e Si on mene simultanément des itérations avec cinq et quatre planetes, la solution du mouvement des
quatre grosses planetes ne doit plus, évidemment, étre fixée et ses constantes d’intégration et ses moyens
mouvements moyens doivent étre déterminés a chaque itération.

10. Résultats et discussion
10.1. Précision sur [1890,2000]

10.1.1. Les solutions VSOP

Nous avons estimé la précision des solutions VSOP2013 et VSOP2010 en calculant leurs différences
maximums avec INPOP10a et DE405 sur Uintervalle de temps [1890-2000]. La table 8 donne ces différences
pour les éléments elliptiques des huit planetes. Cette table donne aussi les différences entre VSOP2000 et
DE403 données par Moisson & Bretagnon (2001).

La précision de VSOP2013 est excellente. La précision des longitudes moyennes est d’environ quelques
0.01 mas pour Mercure, Vénus, BTL, Saturne et Neptune, 0.2 mas pour Jupiter et 0.7 mas pour Mars et
Uranus. Par rapport a VSOP2000 le gain en précision va de 2 pour Uranus jusqu’a 24 pour le BTL et
Neptune. Ce gain est principalement di au calcul plus précis des perturbations par les astéroides et Pluton.

On note également que les différences VSOP2013-INPOP10a sont plus petites que les différences
VSOP2010-DE405, d’un facteur allant de 2.5 & 5 pour les planétes allant de Mercure a Jupiter. La raison
en est la suivante. Notre calcul des perturbations analytiques au premier ordre des masses des astéroides
pris en compte dans les intégrations numériques de référence est une bonne approche du calcul complet des
perturbations de ces astéroides sur les planetes. Ce calcul complet est effectué dans INPOP10a mais non
dans DE405 (¢f. 5.2.5). Le modele de la solution VSOP2013 est donc plus proche de celui ’'INPOP10a que
ne l'est le modele de VSOP2010 de DE405.

Une autre estimation de la précision de nos solutions est donnée dans la table 9 qui compare les précisions
des solutions VSOP2013, VSOP2010 et VSOP2000 & celle de VSOP82 (Bretagnon 1982) pour les longitudes
moyennes des planétes sur [1890, 2000] . On voit que le gain en précision est tres important pour les nouvelles
solutions VSOP, en particulier pour VSOP2013 (gain en précision allant de 15 & 2121).

Les différences entre VSOP2013 et INPOP2010a pour les longitudes moyennes des planétes sont ilustrées
par la figure 1.
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Table 8. Différences maximums sur [1890, 2000] entre VSOP2013, VSOP2010, VSOP2000 et les intégrations
numériques de référence pour les éléments elliptiques des planétes. Les unités sont : km (a), mas (\) et 10710
(k,h,q,p). (Table issue de Simon et al., 2013).

Planete  VSOP a A k h q D

Mercure 2013 0.003 003 10 12 0.1 01
2010 0.006 0.07 3.1 1.0 05 09
2000 0.006 027 80 40 05 038

Vénus 2013 0.002 0.02 03 02 01 1.1
2010 0.003 0.08 10 14 08 0.7
2000 0.012 0.29 100 3.0 11 1.5

BTL 2013 0.003 001 08 05 01 1.9
2010 0.003 0.06 08 06 01 20
2000 0.021 035 3.0 170 34 4.2

Mars 2013 0.078 0.74 46 54 03 1.1
2010 0.073 201 70 64 07 16
2000 0.134 2.88 12.0 30.0 26 7.2

Jupiter 2013 0.099 019 29 33 05 04
2010 0.683 0.72 133 136 06 04
2000 0.910 047 15.0 16.0 5.0 4.3

Saturne 2013 0.173 0.09 48 43 09 09
2010 0.816 0.19 55 58 1.0 09
2000 6.774 175 19.0 350 7.8 81

Uranus 2013 15.120 0.76 40.0 391 3.0 23
2010 24.467 088 60.6 685 2.8 2.2
2000 23.600 1.49 66.0 57.0 382 11.0

Neptune 2013 3.432 0.08 9.1 38 15 1.0
2010 7747 027 106 78 15 1.1
2000 47.032 1.86 61.0 68.0 4.1 11.3

Notes. Les intégrations numériques de référence sont INPOP10a pour VSOP2013, DE405 pour VSOP2010
et DE403 pour VSOP2000. Les valeurs correspondant & VSOP2000 sont issues de Moisson & Bretagnon
(2001).

10.1.2. Les solutions TOP

La table 10 donne les différences maximums entre TOP2013 et INPOP10a et entre TOP2010 et DE405 sur
I'intervalle de temps [1890-2000] pour les éléments elliptiques des quatre grosses planétes et Pluton.

Les orbites des planetes telluriques n’étant pas intégrées avec les grosses planetes, les solutions TOP ne
peuvent étre aussi précises que les solutions VSOP sur des intervalles de temps courts. On constate que
TOP2013 est plus précise que TOP2010. Ceci est di a la méthode utilisée pour calculer les perturbations
par les planetes telluriques, décrite au paragraphe 5.2.6. La précision de TOP2013 est comparable a celle de
VSOP2000.

Pour Pluton, la précision sur [1890, 2000] est de l'ordre de 3 mas pour la longitude moyenne, 125 km pour
a et 2 x 1078 pour k et h. Cette précision est bien meilleure que la précision actuelle des observations
de Pluton. Les différences entre TOP2013 et INPOP2010a pour la longitude moyenne de Pluton sont
illustrées par la figure 2. On constate que ces différences sont des termes a courte période. Or, les termes
a courte période convergent parfaitement dans le processus itératif. En fait, la mauvaise convergence des
perturbations correspondant & 'argument \; — 3\g décrite au pargraphe 9.6.2 entraine une imprécision dans
la détermination des constantes d’intégration qui explique 'apparition de ces différences & courte période.
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Table 9. Longitudes moyennes des planetes :

CONSTRUCTHH@DESTHEORESPLANEDMRESANALYUQUESDELTMCCE

VSOP2010 et VSOP2000 sur l'intervalle de temps [1890,2000]. (Table issue de Simon et al., 2013).

Planete

VSOP2013 VSOP2010 VSOP2000

Mercure
Vénus
BTL
Mars
Jupiter
Saturne
Uranus

Neptune
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Fig. 1. Longitudes moyennes des planetes : différences, en mas, entre VSOP2013 et INPOP10a
sur [1890, 2000]. (Figure extraite de Simon et al., 2013).
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Table 10. Différences maximums sur [1890, 2000] entre TOP2013, TOP2010 et les intégrations numériques
de référence pour les éléments elliptiques des planetes. Les unités sont : km (a), mas (A) et 10710 (k, h,q,p).
(Table issue de Simon et al., 2013).

Planete TOP a A k h q P

Jupiter 2013 0.47 0.84 20.7 28.0 16.7 10.8
2010 494 139 783 884 36.6 31.3

Saturne 2013 1.02 1.8 31.2 41.0 18.6 15.1
2010 17.10 2.89 999 69.1 38.7 33.2

Uranus 2013 16.55 1.70 50.9 485 185 15.3
2010 29.79 258 1228 93.2 39.3 43.0

Neptune 2013 6.96 0.67 215 177 124 14.7
2010 43.66 152 706 67.5 42.0 43.0

Pluton 2013 124.71 2.85 198.1 185.8 56.9 23.3
2010 13049 3.42 161.6 149.7 26.5 23.9

Note. Les intégrations numériques de référence sont INPOP10a pour TOP2013 et DE405 pour TOP2010.

Table 11. Planetes telluriques : différences maximums sur de grands intervalles de temps entre VSOP2013
et Pextension de INPOP10a sur [-4000, 8000] (Manche, 2012) pour les longitudes moyennes et les coordonnées
héliocentriques. Les unités sont : seconde de degré (A, L, B et km (R). (Table issue de Simon et al., 2013).

Planete Intervalle de temps A L B R

Mercure [900, 3100) 0.01 0.02 0.002 0.9
[0, 4000] 0.03 0.05 0.006 2.6

[-4000, 8000] 0.12 0.20 0.021 9.2

Vénus [900, 3100] 0.002 0.002 0.001 0.1
[0,4000] 0.02 0.02 0.002 0.2

[-4000, 8000] 0.15 0.15 0.009 4.1

BTL [900, 3100) 0.03 0.03 0.002 0.4

]
]
]
]
]
[0,4000]  0.05 0.06 0.003 1.9
]
]
]
]

[-4000, 8000] 0.98 1.01 0.015 19.4

Mars [900, 3100) 0.70 0.83 0.023 69.5
[0, 4000 1.06 1.28 0.036 107.2

[-4000, 8000 1.49 1.74 0.058 153.4

10.2. Précision sur de grands intervalles de temps

Nous avons estimé la précision de nos solutions sur de grands intervalles de temps en les comparant a des
intégrations numériques sur l'intervalle de temps [-4000, 8000]. Les solutions VSOP2010 et TOP2010 ont été
comparées a une intégration numérique interne pour laquelle les valeurs initiales sont issues des solutions
elles-mémes. Les solutions VSOP2013 et TOP2013 ont été comparées a une extension de INPOP10a sur
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[-4000, 8000] (Manche 2012). Les comparaisons & ces deux intégrations numériques sont trés semblables. Les
tables 11 et 12 correspondent a des comparaisons avec ’extension de INPOP10a.

10.2.1. Planétes telluriques

La table 11 donne les différences entre VSOP2013 et ’extension de INPOP10a (Manche 2012) sur [-4000, 8000]
pour la longitude moyenne (A) et les coordonnées héliocentriques (L, B, R) des quatre planetes telluriques
sur trois intervalles de temps [900, 3100], [0, 4000] et [-4000, 8000].

On constate que la précision reste bonne pour de grands intervalles de temps. Sur [0, 4000], la précision de
la longitude héliocentrique est de 'ordre de 0.02” pour Vénus et 0.05” pour Mercure et le BTL. Sur [-4000,
8000], la précision est de l'ordre de 0.2” pour Mercure et Vénus, 1” pour le BTL et 1.7” pour Mars. Par
rapport a VSOP2000, le gain en précision est environ d’un facteur 5. On constate cependant que la précision
diminue plus rapidement avec le temps pour le BTL et Mars que pour Mercure et Vénus. Ceci est di aux
perturbations par les astéroides qui devraient étre calculées au deuxieme ordre des masses pour améliorer
les solutions du mouvement de ces deux planetes sur de grands intervalles de temps.

Les différences entre VSOP2013 et INPOP10a pour les longitudes héliocentriques des planetes telluriques
sur [-4000, 8000] sont illustrées par la figure 3.

10.2.2. Grosses planétes et Pluton

La table 12 donne, pour les quatre grosses planetes et Pluton, les différences entre VSOP2013, TOP2013 et
Iextension de INPOP10a pour les mémes variables et les mémes intervalles de temps que dans la table 11.

Pour Jupiter et Saturne et pour I'intervalle de temps [-4000, 8000] la deuxiéme ligne de VSOP correspond
a la théorie sans les corrections provenant de TOP2013. On constate que ces corrections améliorent d’un
facteur 5, environ, la précision des longitudes héliocentriques de ces deux planetes. Sur [-4000, 8000], la
précision des longitudes héliocentriques VSOP2013 des grosses planttes est comprise entre 1”7 et 5" pour
Jupiter, Uranus et Neptune et est d’environ 12" pour Saturne. Par rapport a VSOP2000, le gain en précision
est compris entre 5 et 10.

Néanmoins, TOP2013 reste la solution la plus précise pour de grands intervalles de temps.
Sur [-4000, 8000], la précision des longitudes héliocentriques TOP2013 des grosses planeétes est comprise
entre 0.4” (Jupiter) et 0.9” (Saturne). Par rapport & VSOP2013, le gain en précision est compris entre 10 et
15 pour Jupiter et Saturne et entre 1.5 et 4 pour Uranus et Neptune.

La figure 4 illustre les différences entre VSOP2013, TOP2013 et l'extension de INPOP10a, pour les
longitudes héliocentriques des grosses planetes sur [-4000, 8000].

Pour Pluton, la précision reste bonne sur [900, 3100] (environ 0.8” pour la longitude héliocentrique).
Elle est encore correcte sur [0,4000] (environ 12”). Pour des intervalles de temps plus longs, la précision se
dégrade rapidement mais ’existence d’une libration de la longitude de Pluton, de période 19 900 ans (Milani
et al. 1989) empéche de construire une solution analytique du mouvement de Pluton sur des intervalles de
temps supérieurs a quelques milliers d’années.
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Table 12. Grosses planetes et Pluton : différences maximums sur de grands intervalles de temps entre
VSOP2013, TOP2013 et l'extension de INPOP10a sur [-4000, 8000] (Manche 2012) pour les longitudes
moyennes et les coordonnées héliocentriques. Les unités sont : seconde de degré (A, L, B et km (R).(Table
issue de Simon et al., 2013).

Planete Intervalle de temps Théorie A L B R
Jupiter [900, 3100) VSOP  0.04 0.04 0.001 12
TOP 0.01 0.01 0.001 21

[0, 4000 VSOP  0.22 0.24 0.004 64
TOP 0.05 0.07 0.004 61

[-4000, 8000] VSOP  4.80 4.47 0.164 3393
19.90 22.21 0.505 5858
TOP 0.40 045 0.051 343

Saturne [900, 3100) VSOP  0.28 0.30 0.013 122
TOP 0.03 0.04 0.002 50

[0,4000) VSOP  2.07 2.24 0.098 758
TOP 0.15 0.18 0.008 151

[-4000, 8000] VSOP 892 11.73 0.524 21911
35.58 41.97 1.543 35637
TOP 0.74 089 0.081 1299

Uranus [900, 3100) VSOP  0.14 0.14 0.001 136
TOP 0.01 0.02 0.001 102

[0, 4000 VSOP  0.30 0.34 0.004 433
TOP 0.04 0.06 0.003 189

[-4000, 8000] VSOP  1.23 245 0.069 13007

TOP 042 070 0.037 4113

Neptune [900, 3100) VSOP  0.06 0.07 0.002 143
TOP 0.01 0.02 0.001 143

[0,4000] VSOP 0.3 0.4 0.003 342
TOP 004 006 0003 311

[-4000, 8000] VSOP  1.28 1.27 0.044 7761
TOP 0.39 0.78 0.069 5284

Pluton [900, 3100] TOP 0.36 080 0.222 6593
[0, 4000] TOP 5.14 11.95 2980 45042

Note. Pour Jupiter et Saturne et pour lintervalle de temps [-4000, 8000], la seconde ligne de VSOP
correspond a la théorie sans les corrections provenant de TOP2013.
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Fig. 2. Longitude moyenne de Pluton : différences, en mas, entre TOP2013 et INPOP10a sur [1890, 2000].
(Figure extraite de Simon et al., 2013.)
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Fig. 3. Longitudes héliocentriques des planetes telluriques : différences entre VSOP2013 et 'extension de
INPOP10a sur [-4000, 8000]. L’unité est la seconde de degré. (Figure extraite de Simon et al., 2013.)
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Fig. 4. Longitudes héliocentriques des grosses planetes : différences de TOP2013 (en gras) et VSOP2013 (en
pointillé) avec l'extension de INPOP10a sur [-4000, 8000]. L’unité est la seconde de degré. (Figure extraite
de Simon et al., 2013.)

10.3. Discussion : les améliorations possibles

10.3.1. VSOP2013

o Augmentation de la précision générale. Avec les ordinateurs actuellement disponibles, les problemes de
“place-mémoire” auxquels s’était heurté Bretagnon sont beaucoup moins importants. Il serait intéressant
d’augmenter la précision générale d’un facteur 10, par exemple, pour voir ce que cela donne. Bien entendu,
il faudrait alors revoir 'organisation des séries telle qu’elle est exposée au paragraphe 5.1.2.

o Augmentation du degré des développements de Poisson lors du processus itératif. La précision moyenne des
solutions du mouvement des grosses planetes, en particulier Jupiter et Saturne, sur de grands intervalles
de temps est due essentiellement a la lenteur de la convergence des perturbations mutuelles Jupiter-
Saturne. Il faudrait, lors du processus itératif, construire des développements de Poisson allant au moins
jusqu’au degré 20. Cette amélioration, qui ne présente aucune difficulté, devrait permettre d’obtenir une
précision du mouvement des grosses planetes sur de grands intervalles de temps comparable a celle des
solutions TOP.

e Construction des perturbations au deuxiéme ordre des masses des astéroides. La construction des
perturbations au deuxieme ordre des masses dues aux 160 astéroides pris en compte dans INPOP10a
ne présente pas de difficulté particuliere. Elle devrait permettre d’améliorer la précision de la solution du
mouvement du BTL et de Mars, en particulier sur de grands intervalles de temps.

o Théorie du mouvement des “cing gros astéroides”. Pour des raisons de “place mémoire”, Bretagnon a
calculé les perturbations des planetes sur les cinq gros astéroides avec une précision limitée et n’a pas
calculé les perturbations mutuelles de ces astéroides. Ces limitations n’ont plus de raison d’étre. Leurs
suppressions devraient permettre d’obtenir des solutions analytiques du mouvement de ces astéroides
de bonne précision et aussi de contribuer a l’amélioration de la précision des solutions du mouvement
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du BTL et de Mars. Notons qu’il faudrait aussi calculer les perturbations analytiques des 160 autres
astéroides sur les “cinq gros” comme on le fait pour les planetes.

e Corrections relativistes. La grande précision des solutions VSOP nécessiterait d’améliorer le calcul des
corrections relativistes en utilisant les techniques proposées par Brumberg (2012).

o Les corrections empiriques. Ces corrections sont de deux ordres.

— Les corrections empiriques de certains termes obtenus dans le processus itératif sont décrites au
pragraphe 7.2. Ces corrections se rapportent aux “longues courtes-périodes” (c¢f. 9.6.2) pour I'ensemble des
planetes et & quelques perturbations a moyenne période pour le BTL et Mars. En ce qui concerne les longues
courtes-périodes de période supérieure a 6000 ans nous préconisons de les annuler plutot que de prendre,
comme le fait Bretagnon, les valeurs trouvées au troisieme ordre des masses qui n’ont gueére de sens. Pour
les arguments de période comprise entre 4000 et 6000 ans et, en particulier, pour la grande inégalité Uranus-
Neptune de période 4000 ans, il faut employer la méthode décrite au pragraphe 7.2. On peut aussi espérer
qu’augmenter la précision générale du calcul améliorera la convergence des perturbations correspondant a
cette grande inégalité mais rien n’est moins sir!

— Les corrections de certains termes séculaires sont décrites au paragraphe 7.4. Ces corrections s’obtiennent
en corrigeant les dérives observées entre VSOP2013 et INPOP10a sur de grands intervalles de temps. Elles
sont dangereuses et donc critiquables. On peut noter que pour Mercure, Vénus et BTL, les corrections
apportées aux termes séculaires de A reviennent & annuler les résultats trouvés lors du processus itératif
(c’était la méme chose pour VSOP2010). On peut donc en déduire que les termes séculaires trouvés étaient
faux et que leur élimination est justifiée. On peut aussi espérer que I'augmentation de la précision générale du
calul confirmera ces corrections. Les autres corrections sont plus discutables. Elles ont été calculées a partir
de comparaisons sur [-4000, 8000]. Elles améliorent bien la précision des solutions sur les intervalles de temps
[-4000, 8000] et [0, 4000] sans les détériorer sur des intervalles de temps plus courts mais il est probable qu’elles
la détériorent sur des intervalles de temps plus longs. Il faut donc calculer ces corrections par comparaison
a des intégrations numériques effectuées sur l'intervalle de temps le plus grand sur lequel la précision de la
théorie reste bonne. Pour VSOP2013 on a considéré que cet intervalle de temps était [-4000, 8000). mais si
on augmente la précision générale du calcul, on pourra peut-étre prendre 'intervalle [-8000, 12000] (10 000
ans de part et d’autre de J2000).

10.3.2. TOP2013

o Augmentation de la précision générale et du degré des développements de Poisson lors du processus
itératif. Le déroulement d’une itération de TOP2103 est économe, a la fois en temps de calcul et en
place mémoire. Il serait donc intéressant d’améliorer la précision générale du calcul, d’un facteur 10 par
exemple, et d’augmenter le degré des développements de Poisson (jusqu’en #'¢ par exemple). Ceci nous
conduirait & augmenter d’un facteur 2 ou 4 la valeur actuelle de N définie au paragraphe 8.1.1 (65 536).

e Perturbations par les planétes telluriques. L’amélioration de la précision des solutions TOP, en particulier
sur des intervalles de temps courts, passe par une meilleure modélisation des perturbations par les planetes
telluriques. Nous ferons les remarques suivantes.

— La prise en compte du mouvement des planetes telluriques dans le processus itératif est difficile car le
calcul des perturbations a tres courtes périodes que ’on rencontre dans le mouvement de Mercure conduirait
a augmenter considérablement la valeur de IV définie en 8.1.1 ce qui entrainerait de sérieuses difficultés dans
I’analyse harmonique.

— Avec les ordinateurs dont nous disposons actuellement, il est tout & fait possible d’introduire dans le
programme stepa.f le fichier platel3eordre.data correspondant aux perturbations totales au troisieme ordre des
masses des planetes telluriques sur les grosses planetes, ce que nous n’avons pas fait lors de la construction de
TOP2010 pour des raisons d’optimisation de ’espace disque (c¢f. 8.1.3). Mais cette introduction ne modifierait
probablement pas beaucoup la précision de la solution.

— Le calcul des perturbations par les planetes telluriques a partir de VSOP2013 exposé au paragraphe 8.1.3

est, en revanche, prometteur et on pourrait certainement ’améliorer en effectuant deux sortes d’itérations
dans le processus itératif de VSOP, avec et sans les planetes telluriques. La différence entre les résultats des
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deux processus itératifs devrait donner une bonne estimation des perturbations des planetes telluriques sur
les grosses planeétes.

e Perturbations de Pluton sur les grosses planétes. Comme nous ’avons indiqué au paragraphe 9.2.4, il
est surprenant que la méthode consistant a faire la différence entre deux processus itératifs I'un avec les
quatre grosses planetes et Pluton, l'autre avec les quatre grosses planetes seulement n’ait pas donné de
résultats satisfaisants sur la variable a (et, par contre coup sur la variable A) alors qu’ils étaient excellents
pour les autres variables. Cette méthode devrait étre reprise et étudiée attentivement.

e Le formulaire pour les variables k, h, q, p. Les perturbations des variables k, h, ¢, p ont été calculées

a partir des formules (4.4.1) ou d—‘;, %—?, (jl%’ % sont issues des équations (2.4.1). Comme nous 'avons

signalé au paragraphe 4.4, la présence des excentricités et inclinaisons aux dénominateurs ne pose pas de

probleme malgré la relative petitesse de 'excentricité de Neptune. Néanmoins, il serait plus judicieux -

et facile & mettre en ceuvre - d’utiliser un formulaire avec des équations en %, %, %, ?Tlt) exactement

comme pour la construction des solutions VSOP.

e Les corrections empiriques. Comme pour les solutions VSOP, les corrections les plus discutables sont
celles apportées a certains termes séculaires ou a longue période par comparaison a des intégrations
numériques sur de grands intervalles de temps. Ces corrections doivent étre effectuées par comparaison a
des intégrations numériques effectuées sur I'intervalle de temps le plus grand sur lequel on estime que la
précision de la théorie reste bonne, comme indiqué au paragraphe 7.3.1.

11. Conclusion

Les solutions analytiques VSOP2013 et TOP2013 sont les solutions analytiques du mouvement des planéetes
les plus précises dont nous disposons actuellement. VSOP2013 est la meilleure théorie analytique du
mouvement des planetes sur des intervalles de temps de l'ordre de quelques centaines d’années. C’est
aussi la meilleure solution du mouvement des planetes telluriques sur de grands intervalles de temps. La
solution TOP2013 a une forme particulierement compacte et facile a utiliser. C’est la théorie analytique du
mouvement des grosses planetes la plus précise sur de grands intervalles de temps. Elle contient aussi une
solution analytique du mouvement de Pluton de bonne précision sur des intervalles de temps de 1'ordre de
quelques milliers d’années.

Dans cette note technique nous avons présenté les méthodes utilisées pour élaborer ces théories et nous
nous sommes efforcés de décrire en détail les programmes de calcul qui ont servi & la construction des
solutions. Nous avons discuté les résultats obtenus et proposé des pistes pour les améliorer. Nous avons aussi
donné la marche a suivre pour effectuer les calculs dans les différents processus itératifs que nous avons
décrits. C’est aussi la marche a suivre pour, partant des solutions VSOP2013 et/ou TOP2013, construire de
nouvelles solutions ajustées a de nouvelles intégrations numériques. L’annexe qui suit décrit les répertoires
regroupant les programmes permettant la construction de ces théories.

Remerciements. Nous remercions vivement notre collegue Philippe Duhamel pour ses relectures attentives
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Annexe : les répertoires permettant la construction de VSOP et TOP

Cette annexe devait contenir les descriptions de deux répertoires informatiques CONSTRUCTION_VSOP et
CONSTRUCTION_TOP. Ces répertoires regroupaient les programmes permettant de construire les solutions
VSOP2013 et TOP2013, en suivant les marches a suivre décrites aux paragraphes 7.7, 8.6 et 9.7. Partant
des avant-dernieres itérations des processus itératifs nous utilisions ces programmes pour reconstruire les
dernieéres itérations et retrouver ainsi VSOP2013 et TOP2013 . Ces programmes pouvaient aussi etre utilisés
pour, partant des solutions VSOP2013 et TOP2013, construire de nouvelles solutions ajustées a de nouvelles
intégrations numériques.

Malheureusement, suite au plantage général du systéeme informatique de 'IMCCE et a l'incapacité
de récupérer, pour le moment, une sauvegarde de la partition /astrocalcul sur laquelle se trouvaient ces
répertoires, ceux-ci sont perdus.

A Theure actuelle, ’état des lieux est le suivant.

Les itérations

Les solutions VSOP2013 et TOP2013 étant sur le site Web de 'IMCCE, il est possible de reconstituer
les dernieres itérations en retranchant aux solutions les différents compléments décrits aux paragraphes
7.7.3 (compléments introduits dans VSOP2013), 8.6.3 (compléments introduits dans TOP2013) et 9.7.3
(compléments introduits dans la solution du mouvement de Pluton).

En revanche, toutes les itérations antérieures sont (pour le moment) perdues.

Les programmes

De nombreux programmes sont perdus. Heureusement, les programes de base des processus itératifs décrits
aux paragraphes 7.1 (VSOP) et 8.1.1 (TOP) ont pu étre récupérés. Ceux du processus itératif permettant
la construction de la solution du mouvement de Pluton sont perdus mais pourront étre refaits a partir des
programmes utilisés pour TOP2013. La plupart des programmes nécessaires a la construction des solutions
finales décrits aux paragraphes 7.7.3, 8.6.3 et 9.7.3 devront étre refaits.

Conclusion

Nous allons donc entreprendre, en 2017, la reconstruction des répertoires CONSTRUCTION_VSOP et
CONSTRUCTION_TOP. Les itérations autres que la derniére étant indisponibles, nous partirons de la
derniére itération et construirons une itération supplémentaire, puis des solutions qui devront étre tres proches
de VSOP2013 et TOP2013. Ce travail terminé fera 1’objet d’une nouvelle note scientifique de 'TMCCE.



