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R�esum�e

Le travail pr�esent�e ici concerne les donn�ees astrom�etriques et photom�etriques� des pe�
tites plan�etes observ�ees par le satellite Hipparcos de novembre ���� �a mars ����� Le sujet
trait�e comprend la r�eduction des donn�ees en position et leur utilisation en vue du lien du
catalogue Hipparcos au syst�eme de r�ef�erence dynamique� Pour cela je d�eveloppe dans un
premier temps les notions de syst�eme de r�ef�erence et de rep�ere de r�ef�erence 	 puis je fais
un bref rappel historique sur l
utilisation des positions des plan�etes pour d�eterminer l
�equa�
teur et l
�equinoxe des catalogues fondamentaux� Je pr�esente le satellite Hipparcos et les
conditions d
observations propres �a cette mission 	 je rappelle aussi les principales �etapes de
la construction du r�ef�erentiel de la sph�ere des �etoiles Hipparcos� Je m
attache ensuite aux
observations des petites plan�etes� On trouvera une pr�esentation des �eph�em�erides utilis�ees�
et l
�etude du signal photom�etrique �d�u �a la modulation de la lumi�ere par une grille pour
une source �etendue pr�esentant une phase� Je d�eveloppe aussi les aspects th�eoriques sur la
r�eduction des donn�ees astrom�etriques propres �a la grande pr�ecision des donn�ees Hipparcos�
Nous pouvons alors construire une position astrom�etrique moyenne dont la pr�ecision est de
l
ordre de ��� ��� � ��� ����

Je termine cet expos�e par le lien de la sph�ere Hipparcos au syst�eme de r�ef�erence dyna�
mique� On trouvera dans cette partie la m�ethodologie employ�ee pour r�esoudre ce probl�eme�
et la m�ethode retenue propre �a l
am�elioration des �eph�em�erides des petites plan�etes� Le plan
de l
�ecliptique J ���� est rattach�e �a la sph�ere Hipparcos avec une pr�ecision de ��� ��� et
��� ����an� l
�equinoxe moyen est donn�e sur cette sph�ere avec une pr�ecision de ��� ��� et
��� ����an�

Abstract

The ESA Hipparcos satellite not only yields great precision results for star positions and
proper motions but it also provides valuable results on minor planets photometric and
astrometric data� The aim of this thesis is the reduction to astrometric positions for the
�� minor planets observed during the Hipparcos mission� from november ���� to march
����� This thesis deals also with the tie between the Hipparcos reference system and the
dynamical system as de�ned by the minor planets�

In the �rst part� a presentation of the reference systems and reference frames notions
is made� Some historical points to the constructions of fundamental catalogues� and the
value of minor planets observations to determine the dynamical frame are related� Then
we present the Hipparcos observations� and the general pre�reduction scheme that yields
the observational data we are working with� We give a short description of the planets
observed and the ephemerides used in this study� The photometric reply for a resolved
object is studied� Further the reduction of the observed positions to astrometric directions
is developed� this reduction has to take into account small e�ects up to the milli�arcsecond
level which is uncommon for minor planets observations� A twenty seconds averaged normal
place is de�ned providing thus minor planets positions accurate to about ������ � �������

Astrometric residuals were used for the Hipparcos�planetary frame tie� The link obtai�

ned is of great precision when compared to the time span covered by the observations� or

to previous link to fundamental catalogues by using ground�based observations of minor

planets� The ecliptical plane is tied to the Hipparcos sphere with an accuracy of ������ and

�������year� and the mean equinox of epoch J ���� is tied to this sphere with an accuracy

of ������ and �������year�
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INTRODUCTION

La premi�ere nuit de l�ann�ee ����� G� Piazzi d�ecouvrit la petite plan�ete Ceres�

Dans les ann�ees suivantes furent d�ecouvertes Pallas� Juno et Vesta� comblant ainsi

le vide laiss�e entre Mars et Jupiter� Aujourd�hui quelques milliers d�ast�ero�	des sont

r�epertori�es� apportant des informations sur l�origine et l��evolution du syst�eme solaire�

La formation de notre syst�eme solaire� il y a environ 
�� milliards d�ann�ees�

a laiss�e en place de nombreux d�ebris qu�on observe actuellement sous forme de

com�etes� m�et�eores ou ast�ero�	des� Les petits corps comme les ast�ero�	des sont encore

mal connus dans la mesure o�u ils restent pour l�essentiel des points lumineux dans

les t�elescopes� N�eanmoins� puisque qu�ils sont les restes des plan�eto�	des �a partir

desquels les plan�etes se sont form�ees� ils sont consid�er�es comme �etant les corps les

plus primitifs de notre syst�eme solaire� et ils contiennent des informations pr�ecieuses

sur les premiers instants de sa formation�

L�observation des ast�ero�	des et l��etude de leur �evolution dynamique et collision�

nelle nous permet de suivre la n du processus d�accumulation qui a donn�e naissance

aux plan�etes telles que la Terre� Les familles dynamiques d�ast�ero�	des permettent

l��etude de la composition min�eralogique du corps dont ils sont issus� elles appor�

tent aussi des contraintes sur les mod�eles de collisions �a l�int�erieur de la ceinture

principale� L�observation des ast�ero�	des permet aussi d��etudier la dynamique et la

stabilit�e de zones particuli�eres du syst�eme solaire � celles o�u les r�esonances avec des

plan�etes principales sont importantes� ou bien les points de Lagrange avec les pla�

n�etes troyennes� La caract�eristique principale des ast�ero�	des est leur diversit�e� aussi

bien de taille ou de forme que de nature chimique ou min�eralogique � certains sont

tr�es allong�es� d�autres sont presque sph�eriques� d�autres encore poss�edent des sa�

tellites� De plus� la plupart des ast�ero�	des ont subi au cours de leurs r�evolutions

des collisions ou perturbations qui les ont transform�es� mais aussi qui ont pu les

transporter loin de leur lieu de formation�

Si l��etude polarim�etrique ou photom�etrique des ast�ero�	des ne n�ecessite pas a

priori la connaissance de leurs positions� l��etude de leur dynamique par contre est

li�ee �a un syst�eme de r�ef�erence� Inversement les observations astrom�etriques des as�

t�ero�	des peuvent servir �a la mat�erialisation d�un syst�eme de r�ef�erence dynamique�

Le r�ef�erentiel li�e �a une sph�ere d��etoiles et le r�ef�erentiel de la m�ecanique sont reli�es

par les positions qu�occupent les corps du syst�eme solaire dans ces deux rep�eres�

L�observation des ast�ero�	des est donc d�un grand int�er�et non seulement pour une

meilleure connaissance de notre syst�eme solaire� mais �egalement pour l��etude des

mouvements �a une plus grande �echelle�

La mission europ�eenne Hipparcos est la premi�ere mission astrom�etrique embar�

qu�ee �a bord d�un satellite� Ces observations spatiales� puisqu�elles s�a�ranchissent

�



des probl�emes li�es �a l�atmosph�ere et aux d�eformations des t�elescopes� fournissent un

gain en pr�ecision remarquable sur le positionnement des �etoiles et des ast�ero�	des�

N�eanmoins ces observations ne sont pas conventionnelles� elles n�ecessitent donc une

r�eduction particuli�ere et elles posent� de par leur sp�ecicit�e et leur grande pr�ecision�

des probl�emes nouveaux� L�objet principal de la mission Hipparcos est de fournir un

catalogue d��etoiles homog�ene et extr�emement pr�ecis� ce catalogue pouvant ensuite

servir de mat�erialisation d�un syst�eme de r�ef�erence�

Mon travail s�inscrit dans le cadre de cette mission� J�y d�eveloppe la r�eduction

des donn�ees astrom�etriques sur les petites plan�etes et j�y �etablis le lien de la sph�ere

des �etoiles au syst�eme de r�ef�erence dynamique�

La premi�ere partie de cet expos�e traite de la notion de syst�eme de r�ef�erence et

de sa mat�erialisation� On y trouvera un rappel sur la construction des catalogues

fondamentaux et l�apport des observations des petites plan�etes� La deuxi�eme par�

tie est consacr�ee au satellite Hipparcos� y sont pr�esent�ees les observations et les

donn�ees utilis�ees dans ce travail� Les �eph�em�erides utilis�ees� les ast�ero�	des observ�es

lors de cette mission� et les particularit�es li�ees �a leur taille sont d�etaill�es au cours

du troisi�eme chapitre� Celui�ci comprend notamment l��etude du signal obtenu par

la modulation de la lumi�ere pour une source non ponctuelle� On y trouvera aussi

l��etude de l�in�uence de la di�usion de la lumi�ere sur ce signal et sur la position

mesur�ee des petites plan�etes� Dans la partie suivante nous traiterons de la r�eduction

des donn�ees en position � celle�ci doit �etre d�evelopp�ee jusqu��a tenir compte d�e�ets

petits de l�ordre du milli�eme de seconde d�arc� Nous pourrons alors d�eterminer des

positions astrom�etriques moyennes r�eduites sur une dur�ee d�environ vingt secondes�

Finalement le lien du catalogue d��etoiles au syst�eme de r�ef�erence dynamique sera

�etudi�e lors du dernier chapitre� La m�ethodologie employ�ee pour d�eterminer la ro�

tation de la sph�ere Hipparcos et pour l�am�elioration des �eph�em�erides des petites

plan�etes y est expos�ee�

Les donn�ees astrom�etriques sur les petites plan�etes obtenues par le satellite Hip�

parcos� sont d�une grande pr�ecision� Elles permettent d�ores et d�ej�a d�am�eliorer les

�eph�em�erides de ces corps et d��etablir un lien du syst�eme de r�ef�erence dynamique �a

la sph�ere Hipparcos� Toutefois� la dur�ee de vie d�un satellite est relativement limit�ee

compar�ee aux �echelles de temps des r�evolutions des ast�ero�	des� Si les donn�ees re�

cueillies par le satellite peuvent compl�eter avantageusement des donn�ees terrestres�

elles seront surtout d�un grand int�er�et si elles sont �etendues par des observations de

m�eme pr�ecision�

�



Chapitre �

REP�ERE DE R�EF�ERENCE

ET CATALOGUE

FONDAMENTAL

��� Syst�emes et rep�eres de r�ef�erence

L��etude des d�eplacements des corps c�elestes a toujours int�eress�e les astronomes�
notre Univers est mouvement et l�astrom�etrie� base m�etrologique de l�astronomie�
tente de le quanti�er� On peut distinguer deux types d�observations en astronomie �
les observations syst�ematiques des positions et mouvements des corps sur la sph�ere
c�eleste� et les observations individuelles de ces objets pour �etudier leur nature phy�
sique particuli�ere� Les observations du premier type sont la base de l�astronomie
th�eorique et gravitationnelle� elles sont n�ecessaires �a la dynamique stellaire� l��etude
de la structure de la galaxie� l�astrophysique et la cosmologie�

Toute mesure de position ou de mouvement est relative et n�ecessite un syst�eme
ou un rep�ere de r�ef�erence� Le syst�eme de r�ef�erence id�eal correspond �a une d�e�nition
th�eorique� c�est un syst�eme dans lequel des lois de physique sont v�eri��ees �syst�eme de
coordonn�ees en relativit�e ou carte d�une vari�et�e	 
 le syst�eme de r�ef�erence galil�een� de
conception plus simple� correspond �a une d�e�nition dynamique� les mouvements des
corps y sont d�ecrits sans terme de rotation ou d�acc�el�eration� Un tel syst�eme n�est
pas unique� son seul mouvement possible �etant une translation uniforme par rapport
�a un rep�ere �xe� la transformation entre syst�emes galil�eens reste simple� Une autre
approche consiste en une d�e�nition g�eom�etrique �resp� cin�ematique	 o�u l�on suppose
l�existence de corps �xes �resp� se d�epla�cant de fa�con mod�elisable et sans rotation
d�ensemble	� Nous voyons que ces syst�emes sont attach�es �a une certaine th�eorie�
Bien qu�il n�existe pas de r�ef�erentiel privil�egi�e dans le cadre de la relativit�e g�en�erale�
nous pouvons localement� en pr�esence d�un champ de gravit�e assez faible comme
celui du syst�eme solaire� trouver un voisinage dans lequel la d�e�nition de syst�eme
inertiel reste possible et o�u l�on peut d�ecrire les observables �positions� directions	
par de petites corrections apport�ees aux lois classiques 
 par contre la transformation
entre syst�emes inertiels ou entre un syst�eme local et un syst�eme global devient plus
complexe�

A la d�e�nition cin�ematique ou dynamique du syst�eme de r�ef�erence id�eal est
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associ�e un ensemble physique� Les galaxies lointaines ou les quasars repr�esentent le
syst�eme cin�ematique 
 leurs vitesses tangentielles sont n�egligeables meme si elles sont
de l�ordre de grandeur des vitesses d�expansion� On associe au syst�eme dynamique le
syst�eme solaire� il est d�e�ni par la donn�ee des masses et des conditions initiales des
plan�etes� Ces types de syst�emes d�ependants du choix de certains param�etres seront
appel�es syst�emes conventionnels de r�ef�erence�

Finalement la repr�esentation du syst�eme id�eal entra�ne certaines approximations �
syst�eme de coordonn�ees localement tangent �a la vari�et�e que forme l�espace temps
global� param�etres erron�es �masses� conditions initiales���	 
 ces choix faits� le syst�eme
solaire ainsi que le syst�eme form�e de sources lointaines sont des syst�emes conven�
tionnels quasi�inertiels� dynamique pour le premier et cin�ematique pour le second�
Notons que nous avons adopt�e le vocabulaire pr�econis�e par J� Kovalevsky et I�I�
Mueller lors du ���e colloque de l�Union Astronomique Internationale �U�A�I�	 en
���� �GK���� Certains auteurs emploient la terminologie �quasi�inertiel� pour un
syst�eme dont les axes de coordonn�ees restent parall�eles en m�ecanique classique� sans
contrainte sur le mouvement de l�origine 
 d�e�nition qui peut se prolonger� avec le
transport parall�ele� �a la relativit�e g�en�erale�

Chacun des syst�emes d�ecrit jusqu��a pr�esent est mat�erialis�e implicitement par
des objets que l�on appelle � les points de r�ef�erence primaires� Ces points sont soit
les sources extragalactiques pour le syst�eme cin�ematique� soit les positions au cours
du temps �donn�ees par des �eph�em�erides	 des corps formant le syst�eme solaire pour
le syst�eme dynamique 
 ils forment le rep�ere de r�ef�erence� Les points de r�ef�erence
sont encore trop peu nombreux ou mal r�epartis sur la sph�ere c�eleste pour rendre
le rep�ere accessible �a tous� par cons�equent ils sont compl�et�es par des objets secon�
daires pouvant etre observ�es en meme temps que les corps �a �etudier� L�ensemble
des positions �a une �epoque donn�ee et des mouvements propres par rapport au re�
p�ere de r�ef�erence de ces points secondaires �g�en�eralement des �etoiles	 constitue un
catalogue fondamental� Le catalogue fondamental est la mat�erialisation du syst�eme
de r�ef�erence id�eal 
 il n�y a pas eu jusqu��a aujourd�hui de publication de catalogue
fondamental mat�erialisant un syst�eme de r�ef�erence cin�ematique�� et l�accessibilit�e
�nombre d��etoiles par degr�e carr�e	 du catalogue FK� est relativement limit�ee�

��� Historique � d�Hipparque �a HIPPARCOS

Hipparque fut un des premiers astronomes �a �elaborer un �catalogue fondamen�
tal� en ��� av� J�C� Les �etoiles �etant consid�er�ees �xes� il avait mesur�e les positions
en coordonn�ees �ecliptique de � ��� �etoiles avec une pr�ecision d�environ ���� d�arc�
Une des particularit�es de son travail est qu�il a d�ecouvert la pr�ecession des �equinoxes
en comparant la longitude de �Vir �Spica	 avec celle d�etermin�ee ��� ans aupara�
vant par Timocharis et Aristillos� variation en longitude qui se retrouvait aussi sur
d�autres �etoiles�
L�Almageste de Ptol�em�ee ���� ap� J�C�	 reprend les observations d�Hipparque en
tenant compte de la pr�ecession des �equinoxes� peut�etre contient�il aussi des obser�
vations personnelles� Pendant environ ���� ans� la sph�ere des �xes restera pratique�
ment inchang�ee 
 suivent alors les observations de Tycho Brahe �����	 et Hevelius
�����	 fournissant pour la premi�ere fois en coordonn�ees �equatoriales les positions

�Le rep�ere de r�ef�erence de l�IERS est encore un syst�eme propre aux observations de sources radio
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��a ��� d�arc pr�es	 d�environ ���� �etoiles� A la meme �epoque Newton expliqua le
ph�enom�ene de la pr�ecession des �equinoxes par l�action du couple luni�solaire sur le
bourrelet �equatorial de la terre�
Au XV III�e si�ecle� un pas important est franchi dans l��elaboration de catalogues
fondamentaux� Halley en ���� et Cassini en ���� mettent en �evidence l�existence de
mouvements propres de certaines �etoiles puis Tobias Mayer �a G�ottingen� Bradley et
Maskelyne �a Greenwich d�eterminent les mouvements propres d�environ �� �etoiles�
Bien que Bradley n�ait pu d�eterminer la parallaxe stellaire� il a d�ecouvert l�aberra�
tion et la nutation� Les quelques �� ��� observations d�environ � ��� �etoiles �avec
une pr�ecision de ��� d�arc	 e�ectu�ees par Bradley entre ���� et ���� seront r�e�
duites par le jeune Bessel et regroup�ees dans le �Fundamenta Astronomiae� �����	�
Ce catalogue ne peut pas fournir un syst�eme de r�ef�erence puisque les mouvements
propres des �etoiles n�y sont pas d�etermin�es de fa�con satisfaisante� il procure toutefois
un syst�eme de coordonn�ees pour l��epoque �����

Le premier catalogue fondamental� mat�erialisation d�un syst�eme de r�ef�erence
dynamique� est du �a Bessel �Newcomb disait de Bessel qu�il �etait le p�ere de l��ecole
allemande d�astrom�etrie	� Bradley et Maskelyne avaient observ�e �� �etoiles zodiacales
dans le but d��etablir un rep�ere de r�ef�erence 
 c�est en compl�etant ces observations
de ���� �a ���� �a l�observatoire du K�onigsberg que Bessel publia la �Tabulae Regio�
montanae�� La �Tabulae� donne une nouvelle valeur de la pr�ecession et les positions
apparentes d��etoiles zodiacales de ���� �a ����� elle a servi de syst�eme de r�ef�erence
pendant une cinquantaine d�ann�ees�
Newcomb� pour la partie am�ericaine� d�etermine ensuite l��equinoxeN� en ���� dans le
�Right Ascensions of the Equatorial Stars� �a partir de di��erentes observations de ces
memes �etoiles� Ce syst�eme sera adopt�e en ���� pour le �Catalogue of ���� Standard
Clock and Zodiacal Stars� et en ���� pour son �Fundamental Catalogue�� On peut
trouver dans le catalogue de Newcomb des comparaisons de catalogues� �etablis entre
���� et ����� qui mettent en �evidence un mouvement suppl�ementaire de l��equinoxe 

�pr�ecession� provenant d�e�ets syst�ematiques lors des observations ��equations per�
sonnelles lors de l�enregistrement du transit d�une �etoile ou du limbe d�une plan�ete�
entre une observation de jour ou de nuit� ou selon la m�ethode d�enregistrement de
l�instant du transit���	� Newcomb suspectait que l�observateur enregistrait le transit
d�une �etoile faible trop tard et celui d�une �etoile brillante trop tot� ceci fut con�rm�e
par K�ustner en ���� �K�us���� Depuis Kahrstedt en ���� �Kah���� on sait �eviter ces
erreurs syst�ematiques mais tous les observateurs ne le faisaient pas �Fri����

Nous �nirons cette br�eve description de quelques catalogues et observations s�y
rattachant� par la s�erie des catalogues fondamentaux allemands� de la �n du ���eme

si�ecle �a aujourd�hui� Leur but est de repr�esenter de la mani�ere la plus pr�ecise un
syst�eme de r�ef�erence dynamique quitte �a l��elargir� pour une meilleure couverture de
la sph�ere c�eleste� �a des �etoiles plus faibles et ce au risque d�une perte en pr�ecision� Il
existe d�autres catalogues regroupant un plus grand nombre d��etoiles faibles �le N��
de Morgan ou le GC de Boss���	 
 mais s�ils sont plus accessibles� c�est au d�etriment
d�une repr�esentation pr�ecise d�un syst�eme de r�ef�erence�
Jusqu��a pr�esent� il n�a pas �et�e possible de publier un catalogue fondamental de r�ef�e�
rence cin�ematique� C�est le nombre de corps primaires trop faible� la di�cult�e �a loca�
liser la contrepartie visuelle des radio�sources et les di�cult�es �a pointer les galaxies
puis �a les relier �a des �etoiles �de magnitude plus petite	 qui font que les catalogues
d�objets extra�galactiques restent r�eserv�es �a un domaine restreint d�observations�
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C�est Auwers qui en ���� commence la s�erie des catalogues allemands avec le
�FC of the northern sky� �Fundamentalkatalog f�ur die Zonen Beobachtungen am
N�ordlichen Himmel	 
 ce catalogue comprend seulement ��� �etoiles de d�eclinaison
sup�erieure �a ���� et servant de syst�eme de r�ef�erence �a l�AGK� �Astronomische Ge�
selltschaft Katalog	� Ce catalogue ne couvrant que l�h�emisph�ere nord est suivi en
���� par le NFK de Peters �Neuer Fundamentalkatalog des Berliner Astronomi�
schen Jahrbuchs nach den Grundlagen von A� Auwers	 qui contient ��� �etoiles 
 on
y applique l��equinoxe N� et la valeur de la pr�ecession �etablie par Newcomb� Ce cata�
logue est une extension du FC� la pr�ecision sur les positions et mouvements propres
des �etoiles est am�elior�ee et l�h�emisph�ere sud est repr�esent�e� En ���� Kop� publie le
FK� �Dritter Fundamentalkatalog des Berliner Astronomischen Jahrbuchs	� il est
form�e de ���� �etoiles de magnitude inf�erieure �a �� �mg distribu�ees sur l�ensemble
de la sph�ere c�eleste� Ce catalogue a servi de rep�ere de r�ef�erence pour l�AGK�� son
�equinoxe est celle d�etermin�ee par Kahrstedt ��Kah���� correction de l��equinoxe N�	�
Suite �a l�Assembl�ee G�en�erale de ����� l�U�A�I� d�ecide qu��a partir de ���� les positions
d��etoiles utilis�ees pour la mesure du temps ou en connexion avec les signaux radio
seraient rattach�ees au syst�eme du FK� 
 depuis elle controle la maintenance et l��ela�
boration du syst�eme de r�ef�erence� Une vingtaine d�ann�ees apr�es la publication du
FK�� �� catalogues d��etoiles ont vu le jour et l�U�A�I� recommanda la construction
du FK�� Celui�ci fut publi�e en ���� par Fricke et Kop� ��K����	� Il consiste en une
r�evision du FK� avec des corrections individuelles sur les mouvements propres et sur
les positions� Ces corrections sont d�etermin�ees �a partir de comparaison du FK� avec
d�autres catalogues � Ce nouveau catalogue contient aussi� suite aux observations de
corps du syst�eme solaire �soleil� lune� plan�etes	� une correction d��equinoxe �Gli��� et
une correction d��equateur �K�����

Seulement dix ans apr�es� il devenait urgent de remplacer le FK� pour les deux
raisons suivantes �

�� les erreurs sur les mouvements propres des �etoiles du FK� diminuaient sensi�
blement la pr�ecision sur les positions �a l��epoque J���� �en particulier pour les
�etoiles de l�h�emisph�ere sud qui sont observ�ees depuis moins longtemps	�

�� un essor important des techniques et pr�ecisions d�observations mettait en �evi�
dence les erreurs zonales et syst�ematiques du FK� �

L�U�A�I� recommande donc en ���� l�am�elioration du FK� et son �elargissement �a
des �etoiles plus faibles� Comme nous l�avons d�ej�a vu� c�est au d�ebut du XX�e si�ecle
que l�on savait �eviter les erreurs syst�ematiques� mais nombre d�observatoires ne fu�
rent �equip�es dans ce sens qu��a partir des ann�ees cinquante 
 aussi le FK�� bas�e sur
des observations absolues du d�ebut du si�ecle� en sou�rait� Son d�efaut le plus im�
portant �etait le mouvement erron�e de son point vernal� ce qui entra�nait une erreur
syst�ematique sur les mouvements propres �utilis�es en dynamique stellaire ou pour la
rotation de la galaxie	� Le FK� ��FSL���	 devait donc corriger l��equinoxe du FK�
et son �equateur �Fri��� tout en tenant compte de la constante de pr�ecession adopt�ee
par l�U�A�I� en ���� �L����� Ce syst�eme est l�eg�erement di��erent des solutions adop�
t�ees par le pass�e� Suite �a une analyse des mouvements propres� il contient en plus
des corrections de pr�ecession� une d�etermination de la rotation du champ d��etoiles
proches induite par la rotation galactique�
Notons� pour conclure ce paragraphe� que les mouvements propres des �etoiles fonda�
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mentales sont bien moins bien d�etermin�es que leurs positions �a une �epoque donn�ee�
ce qui limite la dur�ee de vie d�un catalogue fondamental �environ �� ans	 et explique
qu��a chaque construction de catalogue� il faille d�ej�a penser �a son successeur�

��� La construction d�un catalogue fondamental

Le terme de catalogue fondamental est di�cilement dissociable de celui d�obs�
ervation fondamentale� c�est �a dire selon Newcomb� d�observations au cours des�
quelles sont d�etermin�ees les coordonn�ees d�une �etoile �xe ind�ependamment de toute
d�etermination pr�ealable 
 cette d�e�nition est �etendue �a la notion de position abso�
lue� Il s�agit donc de fournir un grand cercle de r�ef�erence et son origine �par exemple
l��equateur et le point vernal �a une �epoque donn�ee	 �a partir de positions fondamen�
tales d��etoiles� et un moyen permettant de d�eterminer ces positions �a une autre date�
en tenant compte de la pr�ecession et des mouvements propres� Les m�ethodes utili�
s�ees par le pass�e di��erent sur l�instrumentation utilis�ee et sur la pr�ecision recherch�ee�
toutes cependant ont en commun les deux op�erations distinctes suivantes �

�� mesurer les positions relatives de certaines �etoiles�

�� d�eterminer l��equateur ou l��ecliptique �a partir du mouvement du soleil et�ou
des plan�etes sur la sph�ere constitu�ee par ces �etoiles�

Le catalogue Hipparcos �echappe �a cette r�egle 
 il peut servir d�extension �a un syst�eme
existant dans la mesure o�u la m�ethode de d�etermination du cercle et de l�origine de
r�ef�erence n�est pas unique �Cf Chapitre �	�

L�objet de mon travail est de fournir des positions astrom�etriques de certaines
petites plan�etes et de rattacher la sph�ere d��etoiles Hipparcos �premier point de la
construction	 �a l��ecliptique et l��equinoxe dynamique� Il est int�eressant de d�etailler
quelque peu la construction d�un catalogue �a partir d�observations classiques �ob�
servations m�eridiennes	 car� comme on le verra par la suite� les analogies sont nom�
breuses�

Jusqu��a pr�esent� il �etait plus di�cile� �a partir d�observations fondamentales sur
des instruments m�eridiens� de d�eterminer l��equateur et surtout l��equinoxe que les
positions des �etoiles entre elles� On d�etermine la d�eclinaison d�une �etoile �a partir
de la connaissance de la latitude du lieu d�observation 
 celle�ci est donn�ee par le
Service International des Latitudes ou d�etermin�ee lors des culminations sup�erieures
et inf�erieures d��etoiles circumpolaires� On peut ainsi avec une centaine d��etoiles po�
sitionner le cercle origine des d�eclinaisons � l��equateur� Il reste �a graduer ce cercle �a
partir d�ascensions droites d��etoiles de r�ef�erence et �a lui imposer une origine � le point

vernal� Cette origine tournante provient de la d�e�nition du syst�eme dynamique� elle
est donn�ee de mani�ere directe par la position du soleil ���� ��	 lors de l��equinoxe
de printemps� On peut� en �ecrivant la relation � sin �� tan � � tan ��� d�eterminer de
mani�ere optimale l�obliquit�e de l��ecliptique � lors des solstices 
 puis l�intersection de
l��equateur et de l��ecliptique en mesurant les d�eclinaisons du soleil au voisinage de
l��equinoxe ��� � � 
 d��

dt
� �	� L�origine en ascension droite du catalogue est fournie

ensuite par la position d��etoiles zodiacales par rapport au soleil� Ceci n�ecessite des
observations d��etoiles de jour car les observations diurnes et nocturnes ne sont pas
a priori homog�enes�
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Une autre mani�ere de proc�eder consiste �a comparer les positions observ�ees �a des
�eph�em�erides� Les �ecarts entre les observ�es et les calcul�es proviennent �

 d�une erreur constante d��equinoxe !�o du syst�eme des �etoiles zodiacales 


 d�une erreur constante d��equateur !�o du syst�eme d��etoiles 


 d�une erreur sur les �eph�em�erides du soleil�

Les erreurs constantes !�o et !�o proviennent d�erreurs syst�ematiques li�ees aux
observations des �etoiles� !�o comprend les erreurs en magnitude et les �equations
personnelles� cette correction est appliqu�ee �a toutes les ascensions droites �c�est une
rotation dans le plan de l��equateur	 
 !�o prend en compte les erreurs propres �a l�ins�
trument et �a la r�eduction des observations� elle est appliqu�ee �a toutes les d�eclinaisons
pour les objets proches de l��equateur et de mani�ere d�egressive ensuite jusqu��a s�an�
nuler aux poles �ce n�est pas une translation	� Les corrections des �el�ements orbitaux
de la terre n�introduisent pas de termes constants sur les ascensions droites et les
d�eclinaisons si les observations sont faites uniform�ement le long de l�orbite�
Newcomb �New��� fut le premier �a int�egrer en plus des observations du soleil les
mesures de positions de Venus et Mercure� En e�et� si les observations sont r�eparties
sur toute la trajectoire de la plan�ete �ce qui est vrai pour les plan�etes telluriques	
on peut d�eterminer de mani�ere indirecte l��equateur et l��equinoxe�
Les observations astrom�etriques du soleil sont d�elicates �"exion du tube� contraintes
thermiques� diam�etre apparent	 tout comme la combinaison �a des observations d��etoi�
les �corps moins brillants� observ�es la nuit	� Bien que dans le principe les observations
des plan�etes soient su�santes� toutes les di�cult�es inh�erentes aux observations du
soleil ne sont pas surmont�ees� Les diam�etres apparents des plan�etes� les d�elais d�ob�
servation des plan�etes ext�erieures� les phases des plan�etes inf�erieures �observ�ees elles
aussi de jour	 font que � les donn�ees d�observation des plan�etes sont int�egr�ees dans
le programme� mais la solution retenue sur la d�etermination du rep�ere de r�ef�erence
d�epend encore essentiellement du soleil�

En ����� Dyson �Dys��� propose lors de l�assembl�ee de l�U�A�I� d�int�egrer les
observations de l�ast�ero��de Vesta� En e�et� les petites plan�etes sont d�apparence
stellaire� observables la nuit et assez proches de la terre 
 elles sont par contre peu
brillantes ce qui limite ainsi leurs observations au voisinage de leur opposition� Dans
les ann�ees trente� Dyson est suivi par Numerov� Brouwer� Schmeidler et d�autres
qui d�eveloppent des �etudes th�eoriques et entreprennent des programmes intensifs
d�observation de petites plan�etes �Ceres� Pallas� Juno� Vesta	 a�n d�am�eliorer leurs
�eph�em�erides� Numerov �Num��a� montra en particulier que les observations devaient
s��etendre d�une quadrature �a l�autre pour s�eparer les anomalies moyennes des pla�
n�etes et de la terre 
 puis en ����� Clemence �Cle���� suite �a une �etude th�eorique sur
des observations de Ceres pendant une p�eriode de cinq ans� donna une estimation
de la pr�ecision avec laquelle on pouvait rattacher le rep�ere dynamique au rep�ere
form�e par les �etoiles� Cette pr�ecision ne sera pourtant jamais atteinte lors des dif�
f�erentes tentatives faites par Schmeidler �Sch��� et Petri �Pet���� Yasuda �Yas����
Jackson �Jac���� Branham �Bra���� ���

Dans le cas d�observations de plan�etes� des sources suppl�ementaires d�erreurs
entre les positions observ�ees et calcul�ees apparaissent� Nous pouvons les scinder en

�



deux parties �

�� des erreurs sur les �eph�em�erides des plan�etes ou ast�ero��des �

� mod�elisation

� masse des corps perturbateurs�

� conditions initiales des orbites des plan�etes en question 


�� des erreurs syst�ematiques sur les positions d��etoiles�

Les erreurs syst�ematiques sont essentiellement d�etermin�ees �a partir d�observations
sur plaques photographiques �Bro��� 
 elles correspondent �a des corrections en as�
cension droite et d�eclinaison des �etoiles donn�ees en fonction de zones de ces memes
coordonn�ees �equatoriales� A partir des observations m�eridiennes� sont d�etermin�ees
uniquement les corrections constantes d��equateur et d��equinoxe ��Num��a�� �Sch���	�
En pratique les observations de petites plan�etes ne su�sent pas �a positionner l��equa�
teur et l��equinoxe� elles entrent toutefois dans la solution adopt�ee �Fri����
Les autres corrections correspondent au mod�ele du syst�eme dynamique utilis�e� nous
allons l��evoquer dans la section suivante�

��� Le syst�eme de r�ef�erence de la th�eorie plan�etaire

Le plan de r�ef�erence de la dynamique du syst�eme solaire est par convention le
plan de l��ecliptique 
 son mouvement par rapport �a un rep�ere inertiel est �enti�e�
rement d�etermin�e� par le syst�eme des masses et constantes d�int�egration� et par la
mesure du temps� Ceci doit s�entendre sur un certain intervalle de temps et pour une
pr�ecision donn�ee 
 les mod�eles analytiques ou num�eriques de la dynamique des corps
du syst�eme solaire sont des approximations� les constantes d�int�egration ne sont pas
connues de mani�ere exacte� les orbites �a l�int�erieur du syst�eme solaire peuvent etre
chaotiques �Las����
Le syst�eme solaire est suppos�e isol�e � la pr�ecession s�eculaire� qui r�esulte des e�ets
gravitationnels de l�ensemble de la galaxie sur les orbites des plan�etes massives� est
de l�ordre ���� seconde d�arc par si�ecle �Woe���� L�approximation post�newtonienne
de la th�eorie de la relativit�e g�en�erale est su�sante pour l�aspect gravitationnel de
la dynamique du syst�eme solaire �Sof���� Le rep�ere de r�ef�erence dynamique de la
th�eorie� auquel se rapportent les positions calcul�ees� est d�e�ni par l��ecliptique et
l��equinoxe moyen de la date 
 celui�ci di��ere du rep�ere empirique auquel sont li�ees
les observations par trois rotations ��gure ���	� Leverrier a d�etermin�e les masses des
plan�etes apr�es avoir exprim�e la variation s�eculaire de l�obliquit�e� et en supposant
que les deux �equinoxes �th�eorique et empirique	 co��ncidaient� Par la suite� Newcomb
ne fait plus cette hypoth�ese� il calcule les masses� les �el�ements orbitaux des plan�etes�
et deux des trois param�etres donnant l�orientation entre le rep�ere dynamique et em�
pirique � une correction d��equinoxe et une correction d�obliquit�e� Or le syst�eme de
masses implique la pr�ecession plan�etaire� ainsi le mouvement observ�e de la plan�ete
par rapport aux �etoiles est la somme de la pr�ecession et de son mouvement sid�eral�
Les param�etres et constantes entrant dans la mod�elisation du syst�eme solaire� sont
obtenus d�esormais �a partir d�observations en termes de corrections �a des valeurs
pr�ec�edentes� Les constructions de catalogues fondamentaux �evoqu�es plus haut� et

�



the

emp

γ

γ ε

Ecliptique dyn.

Equateur emp.

Fig� ��� � Rotation entre le rep�ere dynamique et le rep�ere des observations�

les d�eterminations des corrections d��equateur ou d��equinoxe ne font plus intervenir
les masses des plan�etes comme inconnues� Une derni�ere remarque concerne la d�e�
�nition de l��equinoxe dynamique et l�obliquit�e moyenne 
 la th�eorie du mouvement
des plan�etes �et plus particuli�erement les int�egrations num�eriques des �equations de
mouvement	 peut etre associ�ee �a un rep�ere inertiel ou �a un rep�ere tournant� Habi�
tuellement c�est ce dernier rep�ere qui est utilis�e� la position de l��equinoxe dynamique
dans ce rep�ere di��ere alors de celle donn�ee dans un rep�ere inertiel �Sta����
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Chapitre �

LA MISSION HIPPARCOS

��� Buts de la mission

Les limitations li�ees aux observations en position depuis la Terre sont multiples�
Nous retiendrons les probl�emes li�es �

� �a la pr�esence de l�atmosph�ere �r�efraction� h�et�erog�en�eit�e�	

� aux turbulences de l�atmosph�ere �tavelures� 
seeing
� 	

� aux mouvements de la Terre �mouvement du p�ole� s�eparation
de la pr�ecession et du mouvement d�ensemble des �etoiles� 	

� aux d�eformations du tube du t�elescope par son propre poids 	

� �a la couverture partielle du ciel par un instrument �astrom�e�
trie au mieux semi�globale��

En g�en�eral� les catalogues d��etoiles r�eparties sur l�ensemble du ciel repr�esentent mal
les voisinages des p�oles c�elestes� et de mani�ere inhomog�ene les deux h�emisph�eres�
De plus� ils comportent des erreurs zonales provenant des erreurs syst�ematiques des
di�erents instruments �Cf section ����� voire des di�erents catalogues entrant dans
la construction� C�est le cas du catalogue PPM �RB��� et m�eme du FK� �FSL���
rep�ere de r�ef�erence dynamique actuel �Lin����
C�est pourquoi une mission d�observation astrom�etrique embarqu�ee �a bord d�un
satellite est tout �a fait adapt�ee �a la situation� L�id�ee n�est pas r�ecente� P� Lacro�ute la
proposa dans les ann�ees soixante �Lac���� Il aura fallu n�eanmoins attendre quelques
d�ecennies pour que le premier satellite d�astrom�etrie soit mis en orbite autour de
la terre� Outre l�hommage rendu �a l�astronome Hipparque� l�acronyme du nom du
satellite HIPPARCOS �High Precision Parallax Collecting Satellite� rappelle que le
but de la mission HIPPARCOS est de fournir� avec une tr�es grande pr�ecision� les
parallaxes et mouvements propres de quelques ��� ��� �etoiles� Le catalogue d��etoiles
ainsi obtenu poss�ede� en plus d�une pr�ecision in�egal�ee� deux qualit�es essentielles � il
est homog�ene et les objets sont bien r�epartis sur l�ensemble de la sph�ere c�eleste�

Par l�obtention d�un grand nombre de parallaxes absolues� un progr�es important
pourra �etre r�ealis�e sur les �echelles de distances cosmiques et sur la localisation de
structures �nes dans le diagramme HR� Un autre progr�es concerne� avec des mou�
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vements propres plus pr�ecis� l��etude de l��evolution dynamique de notre galaxie� des
dispersions de vitesse� de la rotation galactique et sa dynamique� de la masse du
halo��� Il sera permis de mieux d�eterminer le positionnement et la dynamique des
corps c�elestes� ceci gr�ace �a un plus grand nombre de positions de r�ef�erence� Ainsi
par exemple� les pr�edictions d�occultations d��etoiles par des ast�ero��des seront moins
al�eatoires� et les donn�ees en position absolue de plaques photographique �Ber��� ou
les calibrages d�images CCD seront am�elior�es� La comparaison de mod�eles de la
dynamique des corps du syst�eme solaire aux observations sera plus �ne 	 les obser�
vations en ondes millim�etriques des ast�ero��des pourront �etre �elargies �a des objets
plus faibles �A������� Les r�esultats de la mission HIPPARCOS apporteront d�amples
renseignements sur les magnitudes d��etoiles ��M����� �E������ et permettront en par�
ticulier la d�ecouverte d��etoiles variables�
Les donn�ees pr�eliminaires d�Hipparcos ont d�ores et d�ej�a contribu�e �a la r�eussite des
observations de Gaspra et d�Ida �avec sa lune� par la sonde Galileo 	 elles ont aussi
�et�e utilis�ees pour les observations de la collision de la com�ete Shoemaker�Levy � avec
Jupiter�

N�eanmoins� le nombre d��etoiles Hipparcos sur un petit champ est limit�e �en
moyenne ��� �etoiles par degr�e carr�e�� aussi ce catalogue doit �etre �etendu �a des ob�
jets moins brillants 	 d�autre part� le catalogue se d�egrade au cours du temps �Cf
section ����� Il s�ensuit que l�astrom�etrie au sol qui est en continuelle progression�
reste tr�es utile�

��� Description du satellite

Le satellite Hipparcos est le premier instrument d�astrom�etrie globale� les posi�
tions sont obtenues par la combinaison des trois types de mesure d�angle suivants �

� mesure �a partir d�une rotation 	

� comparaison �a un angle �etalon 	

� position sur une grille de modulation�

Ainsi la couverture de l�ensemble de la sph�ere c�eleste est assur�ee avec un seul ins�
trument� de plus les positions relatives sont donn�ees avec une grande pr�ecision�

Le satellite� lanc�e en ao�ut ����� d�ecrit une orbite elliptique autour de la terre
avec une excentricit�e de ���� et une p�eriode de r�evolution de ��h ��mn� Le moteur
d�apog�ee n�ayant pu �etre mis en marche� le p�erig�ee de l�orbite a une altitude voisine
de ��� km for�cant le satellite �a traverser r�eguli�erement les ceintures de radiation�
La �gure ��� repr�esente une vue de la charge utile� Le satellite comporte un t�elescope
dont le miroir complexe a �et�e coup�e en deux puis recoll�e de telle mani�ere que deux
champs repr�esentant ���� x ���� sur le ciel sont observ�es simultan�ement� La stabilit�e
de cet angle �etalon de ��� �etant assur�ee �a mieux de ����� seconde d�arc en un jour�
il est possible de d�eterminer les positions relatives de corps �eloign�es sur la sph�ere
c�eleste� La vitesse de rotation du satellite est de ���
� �� �s �la p�eriode correspondante
est de �h �mn� ce qui fait qu�un objet �xe 
traverse
 le champ de vue en ����
secondes� L�axe de rotation du satellite d�ecrit un c�one autour de la direction du
soleil avec une p�eriode de �� jours� Cette loi de balayage permet une couverture du
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Fig� ��� � Vue �eclat�ee de l�optique et du syt�eme de r�eception�

Figure tir�ee de �P�����

Tab� ��� � Caract�eristiques du satellite

Type de t�elescope Schmidt
Dimension du champ �� ��x �� ��

Longueur focale ����mm
S�eparation des champs ���

Diam�etre du miroir primaire ���mm
Magnitude limite ��
Grille de modulation principale ���� bandes

Pas de la grille �
� ��� ��� ��m�
D�etecteur Dissecteur d�images
Dimension du champ ��

Bande spectrale ��� � ���nm
Fr�equence de comptage ����Hz
Masse au lancement ����kg

P�eriode de r�evolution ��h ��mn

Altitude du p�erig�ee � ���km
Altitude de l�apog�ee � �����km
Inclinaison de l�orbite � ��

Inclinaison axe spin�soleil ���

Vitesse de rotation ���
� �� s��
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Fig� ��� � Loi de balayage en coordonn�ees �ecliptiques�
A gauche � mouvement de l�axe de rotation en un an�
A droite � Partie du ciel balay�ee en �	 jours 
 seul est donn�e la
trace d�un grand cercle par jour� Figure extraite de �Per����

ciel optimale avec un bruit de fond aussi constant que possible� elle permet aussi
d��eviter de fortes contraintes thermiques� En raison du mouvement apparent du
soleil� le balayage se r�ep�ete avec un d�ecalage d�environ ���� La �gure ��� montre� en
coordonn�ees �ecliptiques� le mouvement de l�axe de rotation en un an� La rotation
du satellite est suivie par des gyroscopes dont la d�erive est constamment contr�ol�ee
par le passage de certaines �etoiles ��etoiles d�attitude� dans le champ 	 cette rotation
s��ecarte r�eguli�erement de la loi nominale elle est corrig�ee par de petits jets de gaz
environ toutes les dix minutes�

Au foyer de ce t�elescope est plac�ee une grille �a bandes verticales de pas �
� ���
qui provoque� avec la rotation du satellite� une modulation de la lumi�ere� La lu�
mi�ere re�cue est renvoy�ee sur la couche sensible d�un r�ecepteur photo�electrique� A�n
de ne s�electionner qu�une portion du ciel de ��
 d�arc de diam�etre entourant un
objet �a observer� les photo�electrons traversent ensuite un dissecteur d�image pour
�etre �nalement compt�es avec une fr�equence de ���� Hz� Le signal consiste donc es�
sentiellement en un comptage de photons d�un signal diract�e et modul�e par une
fen�etre ��gure����� signal que l�on peut d�ecomposer en s�erie de Fourier jusqu�au
second harmonique �

S�t� � I  B  IM cos ��t !�  IN cos ���t �"� �����

o�u B repr�esente le bruit de fond� la pulsation � d�epend de la vitesse de rotation
du satellite et de la vitesse de la plan�ete� Dans le cas d�une source ponctuelle� sans
eet de chromatisme �indice de couleur B � V � �� �� et une optique id�eale� nous
avons la relation sur les phases � " � ! et les valeurs de r�ef�erence des coe#cients de
modulation sont � Mo � ����	 No � �����

S�t� � I  B  IMo cos ��t !� INo cos ���t �!� �����
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Fig� ��� � Principe de modulation de la lumi�ere par la grille principale
Au signal de l�image diract�ee de la source lumineuse �a� est ap�
pliqu�e un produit de convolution par le signal carr�e de la grille
�b� pour produire la variation p�eriodique d�intensit�e �c�� Le signal
observ�e �d� consiste en un comptage de photo�electrons� Le signal
donn�e ici correspond �a celui d�une �etoile de magnitude ���� Figure
tir�ee de �Hog�	��
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Les coe#cients de la s�erie de Fourier contiennent des informations sur la magni�
tude alors que les phases permettent de d�eterminer la position du photocentre de
l�objet sur une p�eriode de la grille principale�

La reconnaissance des objets �a observer se fait par un rep�ereur d��etoiles compos�e
de bandes verticales et de bandes en chevrons� plac�e �a cot�e de la grille principale�
Signalons que les donn�ees de position obtenues dans deux bandes de longueur d�onde
par ce rep�ereur d��etoiles portent sur environ un million d��etoiles 	 leur r�eduction se
fait dans le cadre de la mission TYCHO�

��� Coordonn�ees

Coordonn�ees sur la grille de r�ef�erence

Les dur�ees d�observations �a travers le dissecteur d�images varient en fonction de
la magnitude de l�objet� de son importance quant �a la r�eduction de la sph�ere etc���
A�n d�observer l�ensemble des objets pr�esents dans les deux champs du t�elescope� le
temps d�observation est d�ecoup�e en s�equences� Les donn�ees de comptage de photons
pour un objet� r�eparties sur di�erentes s�equences� sont moyenn�ees sur un temps de
r�ef�erence de ��

��
� �� �� secondes appel�e T�� De la courbe de lumi�ere ��equation ������

est d�eduit la phase � du signal au milieu de chaque T�� A ce stade� la m�eme pro�
c�edure est appliqu�ee aussi bien aux �etoiles qu�aux plan�eto��des� La phase de l�objet
est une combinaison lin�eaire des phases des deux harmoniques� choisie de mani�ere �a
minimiser sa variance �

� � c! ��� c� "

avec c � �� �� �xe au cours de la mission et j" � !j � ��� � On obtient par
cons�equent� �a l�instant du milieu du T�� la coordonn�ee du photocentre entre deux
centres de bandes transparentes successives� Pour avoir sa coordonn�ee sur la grille�
il faut conna��tre sa position a priori� Cette derni�ere est fournie par des �eph�em�erides
obtenues par int�egration num�erique puis repr�esent�ees en polyn�omes de Tchebychev
�section ����� La position sur la grille ainsi obtenue est unidimensionnelle et peut
comporter des erreurs d�ambigu��t�e de pas de grille�

Coordonn�ees sur le cercle de r�ef�erence

Les coordonn�ees ainsi recueillies sont dans un rep�ere li�e au satellite� Elles sont
ramen�ees �a un grand cercle de r�ef�erence �RGC�� position moyenne des cercles ins�
tantan�es de balayage sur une dur�ee d�environ � heures ��gure ����� Le volume de
donn�ees est par cons�equent diminu�e 	 la loi de balayage du satellite est telle que les
cercles instantan�es de rotation ne s��ecartent pas de plus de ��� � du RGC� Les p�oles de
ces RGC sont d�e�nis dans le rep�ere �ecliptique J���� et leurs origines sont d�etermi�
n�ees lors de la r�eduction de la sph�ere Hipparcos� La transformation des coordonn�ees
sur la grille vers leur projection sur le RGC comprend �

� la transformation grille�champ� exprimant les coordonn�ees sur la sph�ere c�eleste
en fonction des coordonn�ees sur la grille et de termes d�ependant de la couleur 	

� la d�etermination de l�attitude� exprimant la rotation d�Euler �d�angles �� 	� ��
entre le rep�ere instantan�e li�e au satellite et le RGC�
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Fig� ��� � Abscisse sur un RGC� G�eom�etrie des observations�
La position d�une plan�ete sur la sph�ere est unidimensionnelle� Elle
est donn�ee par l�abscisse sur un grand cercle de r�ef�erence � �� pour
le RGC� de p�ole z�� Suite au mouvement de l�axe de rotation du
satellite� l�inclinaison du RGC sur l��ecliptique varie entre ��
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���
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Le suivi de la loi de balayage nominale se fait en actionnant des jets de gaz� modi�ant
instantan�ement les param�etres d�attitude du satellite� Ces param�etres� repr�esent�es
g�en�eralement par des splines cubiques� sont d�etermin�es �a partir de positions d��etoiles
d�attitude sur le rep�ereur d��etoiles�

La connaissance de l�origine du RGC est un point essentiel de la d�etermination
de la longitude d�un objet sur un cercle de r�ef�erence et� comme on le verra plus loin�
de la pr�esence d�une rotation de la sph�ere� Soient 
o et �o la longitude et la latitude
a priori d�un objet sur un cercle de balayage et �o�t� le param�etre d�attitude li�e �a
la rotation du satellite d�etermin�e grossi�erement par le rep�ereur d��etoiles� Si l�on ne
s�int�eresse qu�aux corrections d
 sur l�abscisse 
o� et d� sur le param�etre �o�t�� on
peut d�evelopper� au premier ordre� la relation F liant l�abscisse �a d�eterminer aux
param�etres d�attitude et aux coordonn�ees du catalogue d�entr�ee�
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La d�eriv�ee partielle �F
��
�etant voisine de l�unit�e� les deux corrections en question ne

peuvent �etre d�etermin�ees simultan�ement � elles sont donn�ees �a une constante pr�es�
Cette constante arbitraire qui d�e�nit momentan�ement l�origine du RGC pourrait
�etre impos�ee par la longitude d�une �etoile donn�ee� La solution adopt�ee� apr�es test
sur des donn�ees r�eelles� est choisie de telle sorte que les corrections� sur l�ensemble
des abscisses de certaines �etoiles� soient en moyenne nulles�

Les origines des RGC sont red�etermin�ees en m�eme temps que les cinq param�etres
astrom�etriques des �etoiles �� �� ��� ��� �� qui sont les positions �a une �epoque� les
mouvements propres et les parallaxes� Cette synth�ese sur la sph�ere ne s�applique qu��a
quelques dizaines de milliers d��etoiles primaires� Ces �etoiles sont des �etoiles simples�
brillantes� bien r�eparties sur la sph�ere et dont les positions sont a priori bien connues�
Avec � ��� RGC� �� ��� �etoiles primaires et un total de � ��� ��� �equations� il faut
d�eterminer ��� ���  � ��� inconnues 	 la r�esolution du syst�eme lin�earis�e se fait par
it�eration successives �G����� Les observations �etant relatives� une ind�etermination
d�ordre six subsiste ��A����� �B����� �Lin����� Celle�ci peut s�exprimer comme une
rotation lin�eairement variable dans le temps� elle s��ecrit comme la somme d�une
rotation sur l�ensemble des positions �a l��epoque �orientation de la sph�ere� et d�une
rotation sur l�ensemble des mouvements propre �taux de rotation de la sph�ere�� Le
sch�ema de la �gure ��� reprend les �etapes principales de l�obtention de la coordonn�ee
unidimensionnelle d�un ast�ero��de sur un grand cercle de r�ef�erence�

Datation

Les dates d�observations correspondent au temps milieu du T�� elles sont donn�ees
en temps dynamique �a partir de la relation suivante�
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Fig� ��� � Abscisse sur un RGC� Cha��ne de r�eduction�

� tbeg est le temps TD en jour julien modi��e du d�ebut de comptage pour le RGC�

� ak sont quatre coe#cients exprimant le passage de l��echelle propre au satellite
�a celle du temps dynamique� Ils repr�esentent la d�erive de l�horloge de bord et
le temps de transit des signaux de l��emission �a la r�eception au sol�

� n est le num�ero du d�ebut du T��

Les dates des positions calcul�ees sont en temps dynamique barycentrique �TDB�
pour des �eph�em�erides barycentriques ou h�eliocentriques et en temps terrestre �TT�
pour des �eph�em�erides g�eocentriques apparentes 	 ces deux �echelles de temps rempla�
cent le temps des �eph�em�erides �TE� pour tenir compte d�eets relativistes� Comme
l��ecart entre ces deux �echelles de temps est inf�erieur au centi�eme de seconde� nous
garderons l�ancienne terminologie pour chacun des temps qu�il soit barycentrique
ou terrestre� Les relations entre le temps des �eph�em�erides et le temps atomique� et
celles entre le temps des �eph�em�erides et le temps universel coordonn�ees �UTC�� sont
donn�ees avec une pr�ecision de �s� �� �Lon��� �

tTE � tTAI � ��s� ���

tTE � tUTC � ��s� ��� du �er janvier ���� au �� d�ecembre ����

� ��s� ��� du �er janvier ���� au �� d�ecembre ����

� ��s� ��� du �er janvier ���� au �� juin ����

� ��s� ��� du �er juillet ���� au �� juin ����
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Fig� ��� � Chaine de r�eduction des donn�ees pour le consortium FAST

Figure tir�ee de �Kov�	��

��� Cha��ne de r�eduction

Les r�eductions d�ecrites jusqu��a pr�esent d�ependent fortement des coordonn�ees �a
priori du catalogue d�entr�ee � d�etermination de l�attitude� r�eduction sur la sph�ere�
ambigu��t�e de pas de grille� lin�earisation des di�erentes �equations de conditions� etc���
L�ensemble des op�erations d�ecrites est donc r�eit�er�e� le catalogue d�entr�ee �etant rem�
plac�e par un catalogue interm�ediaire r�esultant du premier calcul� Cette it�eration
concerne la d�etermination de l�attitude� la r�eduction sur le cercle de r�ef�erence et la
synth�ese sur la sph�ere �origine des RGC et param�etres des �etoiles primaires�� Les
traitements des comptages de photons sur la grille ne sont pas refaits et les positions
calcul�ees restent inchang�ees� Ainsi les abscisses des petites plan�etes sur la grille ne
sont pas modi��ees� par contre l�origine du RGC change� Les donn�ees Hipparcos sont
r�eduites en parall�ele par deux Consortium � NDAC �Northern Data Analysis Consor�
tium� et FAST �Fundamental Astronomy by Space Techniques�� L�organigramme ���
donne la cha��ne de r�eduction du Consortium FAST� ce travail s�y rattache 	 on re�
conna��t les t�aches secondaires de calcul des magnitudes� de traitement des �etoiles
multiples et de r�eduction des donn�ees sur les ast�ero��des�

Les donn�ees dont nous disposons pour les petites plan�etes sont regroup�ees sur
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plusieurs �chiers� transmis sur bande magn�etique par le CNES� Ces di�erents �chiers
sont �

� MCG � donn�ees relatives aux RGC�

� MPAG� donn�ees relatives aux positions des plan�etes sur les RGC�

� FORG � donn�ees relatives �a l�orbitographie du satellite�

� SYS � donn�ees relatives aux corrections d�origine des RGC�

� MDMPG� donn�ees relatives au signal photom�etrique�

Parall�element� deux autres �chiers sont �etablis �

� MPMAG� donn�ees relatives aux magnitudes des petites plan�etes�

� EPHEM � �eph�em�erides astrom�etriques des petites plan�etes�

Fichier MCG� taille ��� Koctets
Il regroupe l�ensemble des informations sur un grand cercle de r�ef�erence� on y trouve
en particulier les coordonn�ees du p�ole dans le rep�ere �ecliptique J ����� les dates de
d�ebut et �n de comptage des T� par rapport �a ce RGC� et les quatre coe#cients de
l��equation ��� permettant le passage du temps propre au satellite au temps dyna�
mique�

Fichier MPAG� taille ���� Moctets
Les donn�ees sont regroup�ees dans un ordre proche de l�ordre chronologique� elles
comportent� pour chaque RGC et pour l�ensemble des observations d�une petite pla�
n�ete � le num�ero de T�� l�abscisse correspondante d�eduite de la r�eduction sur le cercle
et l�erreur quadratique moyenne associ�ee�

Fichier FORG� taille ���� Moctets
Il comprend l�ensemble des coe#cients de Tchebychev permettant� pour une p�eriode
donn�ee� de calculer la partie corrective d�une orbite k�eplerienne de r�ef�erence� Ce cal�
cul est valable pour de faibles excentricit�es et inclinaisons� On obtient la position et
la vitesse g�eocentrique du satellite au temps du milieu du T� dans le rep�ere �eclip�
tique J �����

Fichier SYS� taille ��� Koctets
Il contient les corrections d�origines des RGC apr�es r�eduction sur la sph�ere ainsi que
les erreurs associ�ees�

Fichier MDMPG� taille ��� Moctets
Ce �chier comporte l�ensemble des param�etres de la courbe de modulation pour
chaque T� et les erreurs correspondantes�

Fichier MPMAG� taille ��� Koctets
Celui�ci est construit en partie �a partir du �chier MDMPG� On y trouve pour chaque
passage de la plan�ete �a travers le champ du t�elescope� appel�e transit� deux estima�
tions de la magnitude de la plan�ete �fournies par le CERGA�� les distances h�elio�
centriques et satellitocentriques de la plan�ete et l�angle de phase�
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Fichier EPHEM� taille ��� Moctets
Ce �chier regroupe� dans l�ordre des observations du �chier MPAG� les positions
et vitesses astrom�etriques obtenues par int�egration num�erique� Aucune compression
n�est eectu�ee�

��� Historique de la mission

Plan pr�evisionnel Planni�cation extraite de �Per���

Historique des observations

� lancement le � ao�ut ���� du satellite 	
� novembre ���� � d�ebut des observations 	
� interruption des observations des petites plan�etes pendant le mois de
juillet ���� 	
� d�ao�ut ���� �a octobre inclus� arr�et des acquisitions de donn�ees pendant
la mise au point du contr�ole d�attitude �a deux gyroscopes 	
� panne d�un des gyroscopes et arr�et des observations le �� mars ���� 	
� panne de l�ordinateur de bord 	
� arr�et des op�erations le �� ao�ut �����
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Les observations s��etendent donc sur �� mois� elles comprennent �� mois d�acquisi�
tion de donn�ees et �� mois pour les petites plan�etes�
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Chapitre �

OBSERVATIONS DES

PETITES PLAN�ETES

��� G�en�eralit�es

L��etude des ast�ero��des pr�esente de nombreux int�er�ets aussi bien en m�ecanique
c�eleste qu�en cosmogonie� Les observations d�ast�ero��des ont �et�e utilis�ees par le pass�e
pour la construction de rep�eres dynamiques �section ��	
� la d�etermination des
masses des plan�etes pertubatrices et l��etude de zones dynamiquement instables dans
le syst�eme solaire� La connaissance des masses de ces corps donne des informations
sur leur composition�
Les donn�ees de position recueillies par le satellite permettent d�am�eliorer les �eph�e�
m�erides des ast�ero��des de la mission et de relier la sph�ere Hipparcos �a un syst�eme
dynamique� Les donn�ees photom�etriques procurent des courbes de lumi�eres dont il
est possible de tirer des informations sur la forme de ces corps� leur rotation et des
propri�et�es physiques de leur surface MM�	��

L�observation par le satellite Hipparcos ne peut pas �etre syst�ematis�ee �a tous
les objets du syst�eme solaire� La contrainte provient d�une part de la magnitude
limite observable par le t�elescope qui est de �	 et d�autre part du diam�etre apparent
maximal des objets� En e�et� l�objet doit �etre assez lumineux pour que le rapport
signal sur bruit soit important et il doit �etre assez ponctuel � de diam�etre apparent
inf�erieur �a � seconde d�arc � pour avoir une bonne estimation de sa position sur une
bande de la grille principale �voir section 	�	
� Les ast�ero��des et les satellites naturels�

sont donc de bons candidats pour �etre observ�es par le satellite� Les seuls satellites
naturels observ�es sont Europe de Jupiter� Titan et Japet de Saturne� Il n�a �et�e retenu
que �� ast�ero��des parmi les milliers r�epertori�es BB���� ceux�ci appartiennent �a la
ceinture principale� La liste des plan�etes retenues est donn�ee dans le tableau 	���
les rayons �colonne R
 sont extraits de Ted���� Le tableau 	�� nous a �et�e fourni
par A� Cellino� il donne des renseignements suppl�ementaires sur les rotations de
ces ast�ero��des � on trouvera une documentation compl�ete dans Asteroids II Wil����
KM���� Ted���� Mag����

La magnitude apparente d�un ast�ero��de est fonction de sa distance au soleil �r
 et
�a l�observateur ��
� elle d�epend aussi de son alb�edo et de l�angle phase �i
 au moment

�Ceux�ci doivent de plus �etre assez �eloign�es de la plan�ete m�ere�
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Tab� 	�� � Liste des ast�ero��des

N� Nom R km� N� Nom R km� N� Nom R km�

� Ceres ����� �� Melpomene �� �	 Ausonia ��

� Pallas ����� �� Fortuna ��	 �� Thisbe ���

	 Junon ��� �� Massalia ���� ��� Thyra �����

� Vesta ����� �� Kalliope �	�� ��� Antigone ����

� Astraea ���� �	 Thalia ���� ��� Nausikaa �	��

� Hebe �� �� Euterpe ���� ��� Philomela �	

� Iris ����� �� Bellona �	 ��� Kleopatra ��

� Flora ���� �� Amphitrite ����� �	� Athamantis ����

� Metis �� 	� Urania �� 	�� Bamberga ���

�� Hygiea ����� 	� Euphrosyne ��� 	�� Dembowska ����

�� Parthenope �� 	� Fides �� 	�� Eleonora ��

�� Victoria ���� 	� Laetitia ����� ��� Patientia ���

�	 Egeria ����� �� Harmonia ���� ��� Papagena ����

�� Ir�ene ���� �� Isis �	�� ��� Davida �����

�� Eunomia �	� �� Nysa 	���� �	� Herculina �����

�� Psyche �	� �� Nemausa ���� ��� Interamnia �����

L�egende de la table 	�� �

No Nom � Num�ero et nom de la petite plan�ete�

a� a�b� b�c � rayon et mod�ele de forme utilis�e pour la d�etermination du p�ole� Lorsque
ce dernier n�est pas d�etermin�e on impose �convention personnelle

a�b�b�c���

Demga � demi�grand axe pour les �el�ements propres�

�o� �o � coordonn�ees du p�ole de rotation de la petite plan�ete� en coordonn�ees
�ecliptiques� �equinoxe ����� Le couple �� � �
 correspond �a un p�ole non
d�etermin�e �convention personnelle
�

P � P�eriode sid�erale�

H � Magnitude visuelle absolue�

G � �slope parameter��

Pv � Albedo g�eom�etrique visuel�
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Tab� 	�� � Donn�ees g�en�erales sur les ast�ero��des

No Nom a a�b b�c Demga �o �o P H G Pv
�km� �UA� degr�es �heure�

� CERES ����� � � 	�
������ 	
 ��� ��
� ���	 ���� ��
	 PALLAS 	���� ���� � 	�

��� �� �� 
���� ���� ���� ���
� JUNO �		 ��	� � 	������
� �� �	� 
�	� ���� �� �		
� VESTA 	��� � ��	
 	���	�	 �� �� ����	 ���� ���� ���
� ASTREA �	�� ��	� � 	��
����� ��� ��� �����	 
�	� ��
	 ���

�	� ���
� HEBE �� ��	� � 	��	���� ��� �� 
�	
� ��
 �	� �	�

�� ���

 IRIS ���� ���� ��	� 	�����	
� �� ��� 
���� ��
� ��� �	�

��� ���
� FLORA 
�� ��� ��	� 	�	����� �	
 ��	 �	�
� ���� ��	
 �		
� METIS �� ���	 ���� 	�������� 	 �	� ��
� ���	 �	�� �

��� ���
� HYGIEA 	���� � � �����	�	�   ���� ��	
 ��� �
�
�� PARTHENOPE �� � � 	���	����   
��� ���	 �	
	 ���
�	 VICTORIA ���� � � 	����	���   ����� 
�	� �	� ���
�� EGERIA �
�� � � 	��
�����   
��� ���
 ��	 ���
�� IRENE 

�� � � 	����
��	   ���� ��	
 ��	 �
�� EUNOMIA ��� ���� � 	�����
�
 �
 ��� ���� ��		 ���� ���

	�� �
�
�� PSYCHE ��	 ���	 ��	� 	��	
�� � �	� ����� ���� �	�
 ��

	�
 ���
�� MELPOMENE 
� � � 	�	�����
   ����
	 ���� ��
� �		
�� FORTUNA ��� ��	� ��� 	���	���	 
 �� 
���� 
�� ��� �

	� ��
	 MASSALIA 
��� ���� � 	�����
� 	 �� ���� ���	 �	�� ���

	 ��
		 KALLIOPE ���� ���� ���� 	������� �� ��
 ����
 ��� �	�� ��	

	�� ��	
	� THALIA ���� � � 	�������   �	��� 
�
 ��
 �	�
	
 EUTERPE ��� � � 	����
���   ��� ��
� ���� �
	� BELLONA �� ���� ���� 	�


��� �� ��� ������ 
��
 �		� ���

	�� ��

	� AMPHITRITE ���� ��		 ��� 	����	��	 ��� ��� ���� ���� �	� ���
� URANIA �	 � � 	����   
�
� ���� ���
�� EUPHROSYNE �	� ���	 � ��������� ��
 �� ����� ���� ��� �

�
 FIDES �� ��	 � 	�����	� � �� 
���	 
�	� �	�� ��


	� ��
�� LAETITIA 
��� ��� ��� 	�
���
�� �� �	� ����� ���� ��� �	�

�	� ��

� HARMONIA ���� � � 	�	�
	���   ����� 
��� ��
 �	
�	 ISIS ���� � � 	�����
   ����� 
�
� ���
 ��	
�� NYSA ����� ���� ���� 	��		���� �� ��� ���		 
�� ��� ���

	�� ���
�� NEMAUSA 
��� � � 	�����	�   
�
�� 
��� ��� ���
�� AUSONIA �� 	�	� � 	�������� �	
 ��� ��	�� 
��� ��	 ��


	�� �	�
�� THISBE �
 ���� � 	�
�
�
�� �	 ��� ���	 
�� ���� �

	� ���
�� JULIA 
��� � � 	��������   �����
 ���
 ���� ���
��� THYRA ���
� � � 	��
���	�   
�	�� 
��� ���� �	�
�	� ANTIGONE �	�� ���	 ��	 	���
�	�� �� �	
 ����
 
�� ���� ��


		 ���
��	 NAUSIKAA ���� � � 	�������   ����		 
��� �	� �	�
��� PHILOMELA 
� � � �����	
�   ����� ���� ��
� ���
	�� KLEOPATRA 
 	�
� ��� 	�
���	�� 
� ��� ����� 
��� �	�
 ���
	� ATHAMANTIE ���� � � 	������	   	���� 
��
 ���� ���
�	� BAMBERGA �	� � � 	����
��   	���� ���	 ��� ��

��� DEMBOWSKA 
��� ��	� ���� 	��	�
�	� ��� ��� ��
� ���� ��	� ���

�� �	�
��� ELEONORA �� ��	� ���� 	�
�����	 ��� ��� ��	

 ���	 ��	� ���

�� �	�
��� PATIENTIA ��� ��
 � �����
�� ��� ��
 ��
	
 ���� �	� �
�

��� �	�
�
� PAPAGENA ���� � � 	�������   
���� ���� �	�� �	
��� DAVIDA ����� ���� ���� ���
����� �� ��� ���� ���
 �	 ���
��	 HERCULINA ����� ��	� ��� 	�

	�
�� ��	 ��� ���� ��
� �	�
 ���

� INTERAMNIA ����� � � ���	�		   ��
	
 � ��� ���

��
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INCLINAISONS (DEG)

Fig� 	�� � Inclinaisons des �� petites plan�etes�

de l�observation� Elle est d�eduite pour le syst�eme Hipparcos de la relation ML���

Hp � B��� �
� �� 	 � �� �� i� � log��r�


o�u B��� �
 est la magnitude absolue �r � � � �UA � i � �
 B dans le syst�eme
UBV �

La loi de balayage nominale fait que la sph�ere c�eleste est parcourue plusieurs
fois durant la mission� il n�y a donc pas de programmation de rendez�vous� En
ce qui concerne les observations des petites plan�etes cette loi entra��ne une autre
particularit�e� Les trajectoires des ast�ero��des s��ecartent peu du plan de l��ecliptique�
l�inclinaison maximale d�environ 	�� est atteinte avec ��Pallas� La  gure 	�� donne
un histogramme des inclinaisons des �� petites plan�etes de la mission � on trouvera
aussi� �a la  gure 	��� les histogrammes des excentricit�es et des demi�grands axes de
ces plan�etes ��el�ements osculateurs au �er juillet ���� ��h JJ � � ��� �	���
� Le cercle
de balayage� perpendiculaire �a l�axe de rotation� oscille par contre autour d�un plan
perpendiculaire �a l��ecliptique� c�est pourquoi les petites plan�etes ne sont observ�ees
qu�au voisinage des quadratures �Cf  gure 	�	
�

��� Eph�em�erides

Eph�em�erides compress�ees

Une vaste campagne d�observations sur les sites des observatoires de Bordeaux�
La Palma� San Fernando et Barcelone fut entreprise avant le lancement a n de
pouvoir d�eterminer de mani�ere satisfaisante la position a priori des ast�ero��des sur
la grille principale �BB���
� Les r�esidus� sur les coordonn�ees �equatoriales� entre les
positions observ�ees et calcul�ees pouvaient atteindre � secondes d�arc� ce qui rendait
impossible les observations par le satellite� Ces r�esidus furent diminu�es jusqu��a �etre
inf�erieurs �a � seconde d�arc �BBR���� Cal���
� Les donn�ees d�observations au sol
recueillies par la suite contribu�erent �a l�am�elioration continuelle des �eph�em�erides de
ces plan�etes �BB���� BB�	�
�
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Fig� 	�� � Histogramme des excentricit�es �a
 et des demi�grands axes �b
�
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Fig� 	�	 � Les plan�etes sont observ�ees au voisinage de la quadrature�
L�axe de rotation du satellite d�ecrit un c�one� autour de la direction
du soleil� d�angle au sommet ���� La partie sup�erieure de la trace
du cercle de balayage� avec le plan de la trajectoire de la petite
plan�ete� est donn�ee pour trois positions di��erentes� On obtient
par sym�etrie les traces pour la partie inf�erieure�
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Les positions ainsi am�elior�ees des petites plan�etes doivent �etre transmises au
satellite� Comme ces corps se d�eplacent rapidement sur le ciel� et a n de limiter le
volume d�informations �a transmettre �a l�ordinateur de bord� les �eph�em�erides calcu�
l�ees par int�egration num�erique sont compress�ees sous forme de polyn�omes de Tche�
bychev �BB���


y�t
 � f�x
 �

X

k�

ai Ti�x


x � �� � � �t� tr
�DT � t � tr � tr �DT �

o�u Ti�x
 est le polyn�ome de Tchebychev d�ordre i et DT � 	� jours� La pr�ecision
de ces �eph�em�erides � construites au Bureau Des Longitudes � peut �etre scind�ee en
trois parties� Deux d�entre elles correspondent au calcul proprement dit� la troisi�eme
correspond �a la mod�elisation th�eorique �

�� pr�ecision interne � C�est la di��erence entre l�int�egration num�e�
rique et la th�eorie�

�� pr�ecision de la repr�esentation � L�erreur introduite suite �a l�ap�
proximation de la fonction du temps en somme de polyn�omes de
Tchebychev�

	� pr�ecision externe � L�erreur de mod�elisation dans la th�eorie et la
di��erence des rep�eres auxquels se rapportent d�une part la th�eorie
et d�autre part les positions observ�ees �vraies��

La pr�ecision de la repr�esentation est de ��� � tandis que la pr�ecision externe varie
selon les plan�etes de ��� � �a ��� Ces �eph�em�erides ne seront pas utilis�ees dans ce
travail puisqu�elles introduisent une erreur de mod�elisation trop importante�

Eph�em�erides g�eocentriques

Les abscisses calcul�ees sont obtenues par int�egration num�erique BS��� du pro�
bl�eme perturb�e par les neuf plan�etes principales� L�algorithme de calcul �ecrit par
A� Borsenberger au Bureau des Longitudes� a �et�e test�e et utilis�e pour le calcul des
�eph�em�erides des ast�ero��des du catalogue d�entr�ee� Les positions et les masses des
plan�etes pertubatrices sont tir�ees des �eph�em�erides DE ��� du Jet Propulsion Labo�
ratory �Sta���� Sta���
� L�unit�e de distance astronomique de ce syst�eme ��echelle
du syst�eme solaire
 est l�eg�erement di��erente de celle adopt�ee par l�UAI en ���� et
utilis�ee dans la suite de ce travail � la di��erence est de �� � km �� ������ en valeur
relative
� Les conditions initiales du mouvement des petites plan�etes sont donn�ees
par les �el�ements osculateurs tir�ees des �Ephemerides for Minor Planets� Bat����
Ces �el�ements sont exprim�es dans le rep�ere �ecliptique FK� J ���� � on en d�eduit�
par int�egration num�erique� les conditions initiales �a l��epoque m�ediane de la mission
to � �������� �� ��� �	� JJ
� Les �el�ements ainsi obtenus sont pris comme conditions
initiales dans le syst�eme DE��� dont le rep�ere est proche de celui du FK��
A ce stade� nous ferons quelques remarques quant au mod�ele dynamique qui d�ecrit
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le syst�eme solaire �

� Les �eph�em�erides DE ��� ne sont pas les plus r�ecentes mais les plus utilis�ees
jusqu��a aujourd�hui� D�autres mod�eles ou formes de solution existent � la solu�
tion VSOP�� Bre��� dont les conditions initiales ont �et�e ajust�ees �a DE ���� ou
le syst�eme DE��� qui int�egre l�ensemble des donn�ees recueillies avec la sonde
Viking et des masses d�ast�ero��des plus pr�ecises� Ces �eph�em�erides n�entrent que
dans les termes de perturbation des orbites des petites plan�etes� le choix est
peu important au vu de la pr�ecision recherch�ee�

� Le syst�eme de constantes de l�UAI est coh�erent et adopt�e par convention
mais il n�est pas acceptable pour des observations intra�syst�eme solaire r�e�
centes Sta���� En cons�equence� nous adoptons la mod�elisation DE ���� donc
son �equinoxe et son �ecliptique moyen �a l��epoque J ���� �� ��� ��� JJ
 pris dans
un rep�ere tournant Sta����

� Les perturbations mutuelles des petites plan�etes ne sont pas mod�elis�ees� P�M�
Fedij �a montr�e que les perturbations dues �a Ceres ��
� Pallas ��
� Junon �	
 et
Vesta ��
 avaient une in!uence sur les positions d�ast�ero��des s�electionn�es Fed����
Son �etude n�eanmoins ne tient pas compte des perturbations des plan�etes ma�
jeures� donc en particulier de Mars et Jupiter qui ont une in!uence notable
sur la dynamique de ces corps� Suite �a ces travaux� il a montr�e que ces e�ets
�etaient n�egligeables lorsqu�on s�attachait �a d�eterminer des corrections d��equi�
noxe et d��equateur Fed���� Les e�ets � s�eculaires � des perturbations restent
faibles sur la dur�ee de la mission� ils ont par cons�equent peu d�in!uence sur le
calcul de la direction astrom�etrique�

� Le choix des �el�ements osculateurs des ast�ero��des �qui int�egrent en particulier
les di��erentes campagnes d�observation men�ees pour la mission Hipparcos

n�a que peu d�in!uence sur la d�etermination de la direction astrom�etrique� ou
sur l�am�elioration des �eph�em�erides des plan�eto��des� Ils sont pris �a une �epoque
proche des dates d�observations et ramen�es �a la date m�ediane de la mission�

� Les p�eriodes d�int�egration sont petites� ainsi le type d�int�egration employ�e et
le mod�ele newtonien de la dynamique des objets restent valables�

Nous pouvons donc calculer les positions et vitesses des petites plan�etes pour chaque
date d�observation� Nous calculons les �eph�em�erides astrom�etriques uast�t
� c�est �a
dire les positions g�eocentriques corrig�ees du temps lumi�ere �trajet rectiligne Plan�ete�
Terre
� Avec respectivement x��t� �
 �x les positions barycentriques de la plan�ete
et de la Terre� on �ecrit

uast�t
 � x��t� �
� x

Les vitesses barycentriques �x��t � �
 des ast�ero��des sont obtenues lors de cette
int�egration� elles ne sont pas n�ecessaires �a la r�eduction des donn�ees mais seront
utilis�ees lors des am�eliorations des �eph�em�erides des petites plan�etes� Les r�esultats
de ces calculs sont regroup�es dans le  chier EPHEM�

	�



balayagedirection de

0

M(x,y)

ds

x

y

R

s/2

r

ϕ (x,y)-

O

g

Fig� 	�� � Modulation de la lumi�ere d�un objet r�esolu�
L�origine des phases est prise au centre g�eom�etrique de la plan�ete
de rayon R� Le retard de phase de la source ponctuelle M �x� y�
d�epend de la direction du balayage d�e�nie par l�angle g�

��� Modulation d�un objet sph�erique r�esolu

La courbe de modulation� �equation ����
� correspond au signal re"cu d�un objet
ponctuel sans e�et de chromatisme � la phase correspond alors �a la position de la
source sur une p�eriode de la grille� Dans le cas d�une plan�ete� le signal est la r�esul�
tante de la di�raction et de la modulation par le fen�etrage p�eriodique de la lumi�ere
�emise par chaque �el�ement de surface� On �ecrit que le signal re"cu est la somme� sur
l�ensemble de la surface visible et �eclair�ee� de signaux provenant de sources ponc�
tuelles� Pla"cons�nous dans le plan tangent �a la sph�ere c�eleste contenant l�image de la
plan�ete� auquel on associe le rep�ere �O�x�y
� l�axe �O�x
 �etant la trace de l��equateur
d�intensit�e �Cf  gure 	��
� Soit une source ponctuelle de coordonn�ees di��erentielles
r � �x� y
� soit Io�r
 l�intensit�e sp�eci que re"cue� nous avons

S�u
 � Io�r

�
� �Mo cos�u� ��r

 �No cos��u� ���r



�
�	��


Cette expression correspond �a l��equation ����
� la phase ��r
 est d�eduite du projet�e
de la source sur la direction de balayage �z�
 et rapport�e �a une p�eriode de la grille�

��r
 � �� �

s
r � z�

Soit g l�angle entre l�axe des abscisses et la direction du balayage� la phase ��r
 �
��x�y� est dans le cas g�en�eral

��x�y� � �� �

s
�x cos g � y sin g
 � s � ��� ��� est la p�eriode de la grille
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En int�egrant ensuite ce signal sur la surface plane visible S� on obtient le signal total
E�u
 qui peut lui aussi s��ecrire comme somme de termes de m�eme p�eriode �

�����
����

E�u
 �

ZZ
S
S�u
 dx dy

� I�
�
� �M� cos�u� #
�N� cos��u� �$


� �	��


Le !ux de lumi�ere re"cu d�epend de l�angle solide sous lequel est vue la plan�ete
et de la mani�ere dont sa surface r�e!�echit les rayons solaires� il est donc fonction de
nombreux param�etres� �a savoir �

� la distance �a l�observateur �

� l�angle de phase �

� la taille de la plan�ete �

� sa forme et son orientation �

� la di�usion de la lumi�ere �

� les variations d�alb�edo�

Consid�erons un petit �el�ement de volume de la plan�ete recevant d�une part un !ux de
lumi�ere du soleil et d�autre part de la lumi�ere di�us�ee par les particules voisines� cet
�el�ement di�use �a son tour de la lumi�ere vers l�observateur� La loi de di�usion relie ces
deux quantit�es et si nous appelons � F le !ux solaire incident� nous �ecrirons Cha��� �

I��� 	
 �
F

��
Sd��� 	��o� 	o� pk


� � �o � cosinus des angles de r�e!exion et d�incidence�

	 � 	o � azimut des rayons r�e!�echis et incidents

pk � param�etres d�ecrivant les caract�eristiques physiques du milieu �porosit�e� rugo�
sit�e �a large �echelle ���


Le principe de r�eciprocit�e Min��� exige que la fonction de di�usion Sd soit sym�e�
trique par rapport aux rayons incidents et r�e!�echis

Sd��� 	��o� 	o� pk
 � Sd��o� 	o��� 	� pk


G� de Vaucouleurs Dol��� et P� Descamps Des���� pour ne citer qu�eux� donnent
un aper"cu de quelques lois de di�usion� Elles peuvent se r�epartir en deux groupes �
des lois empiriques et des lois d�eduites de la th�eorie du transfert radiatif� Les lois
simples ne sont pas adapt�ees au ph�enom�ene d��eblouissement rencontr�e lors des phases
pleines et c�est un de leurs principaux d�efauts� Ceci ne se pr�esente pas pour des ob�
servations Hipparcos puisqu�il n�y a pas d�observation �a l�opposition� Les mod�eles
photom�etriques les plus �elabor�es sont ceux de Hapke Hap��� et de Lumme et Bo�
well LB��� � ils font intervenir de nombreux param�etres dont certains ne sont pas
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d�etermin�es� ou de mani�ere non unique� ces mod�eles sont d�ecrits et compar�es par les
auteurs B����� Les lois empiriques ne font pas intervenir de param�etres de rugosit�e
ou d�e�ets d�ombres entre les particules� elles sont fonctions des cosinus directeurs
des angles d�incidence et de r�e!exion des rayons lumineux� Les lois suivantes sont
les plus utilis�ees �

�� la loi de di�usion est telle que la plan�ete est uniform�ement brillante �Sd � �
 �
aucun assombrissement centre�bord�

�� loi de Lommel�Seeliger Sd � ��o ���� �o


	� loi de Hapke�Irvine Sd � f�i� pk
��o ���� �o


�� loi de Minnaert Sd � �k �ko

�� loi de Lambert� la brillance est ind�ependante de la direction d�observation
�Sd � ��o
 � fort assombrissement du terminateur� Cette loi est un cas parti�
culier de la loi de Minnaert avec k���

Je ne consid�ererai que la loi de Lambert et la loi entra��nant une brillance uniforme�
L�intensit�e sp�eci que s��ecrit alors sous la forme �

Io�r
 � Io h�x� y
 �	�	


Une premi�ere remarque s�applique aux coe%cients de modulation pour une petite
plan�ete� une autre concerne les phases et la position associ�ee de la plan�ete� elles seront
d�evelopp�ees dans les sections suivantes�

����� Coe�cients de modulation

La courbe de modulation d�une petite plan�ete est plus aplatie que celle d�une
source ponctuelle� on a �
M �Mo � N � No

On trouvera �a la  gure 	�� un exemple de r�eponses th�eoriques pour une �etoile et une
plan�ete de m�eme magnitude� le diam�etre apparent de la plan�ete est de ��� �� l�unit�e
sur les abscisses est en pas de grille� Cet aplatissement est d�autant plus important
que le rayon de la plan�ete est grand � c�est pourquoi le diam�etre limite des objets
observ�es par Hipparcos est de � seconde d�arc�
Je me propose de d�eterminer les relations exprimant les coe%cients de modulation
M� N en fonction des coe%cients de r�ef�erence Mo� No dans le cas d�une plan�ete �

� sph�erique� de diam�etre apparent 
 � �R�

� �eclair�ee sous un angle de phase i �

� ayant l�axe des x pour axe de sym�etrie

� balay�ee par la grille le long de la direction x �ainsi ��x�y� � �x
�
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Fig� 	�� � Courbes de modulation�
En haut � courbe de modulation pour une �etoile�
En bas � courbe de modulation pour une plan�ete de m�eme ma	
gnitude et de diam�etre apparent ��� � 
 l�amplitude du signal est
amoindrie�

	�



a� Brillance uniforme

Dans ce cas prenons h�x� y
 � cte � � dans l��equation �	�	
 � on obtient �a partir
des �equations �	��
 et �	��
�

E�u
 � Io

Z Z
D
dx dy

��IoMo

Z 

�R
cos�u� �x
 dx

Z �
p
R��x�


dy

��IoMo

Z �R cos i


cos�u� �x
 dx

Z �
p

R��x�� cos� i


dy

��IoNo

Z 

�R
cos��u� ��x
 dx

Z �
p
R��x�


dy

��IoNo

Z �R cos i


cos��u� ��x
 dx

Z �
p

R��x�� cos� i


dy

Avec �x � ���x�s et les changements de variables x � R cos� ou x � R cos i cos� �
puis par unicit�e de la d�ecomposition en s�erie de Fourier on obtient les relations �

I� �
Io
�
�R	�� � cos i


I�M� cos# � �IoMo

Z ��	


R	 sin	 � cos

�	�R
s
� cos�

�
d�

��IoMo

Z ��	


R	 cos i sin	 � cos

�	�R
s
� cos i cos�

�
d�

I�M� sin # � �IoMo

Z ��	


R	 sin	 � sin

�	�R
s
� cos�

�
d�

��IoMo

Z ��	


R	 cos i sin	 � sin

�	�R
s
� cos i cos�

�
d�

I�N� cos �$ � �IoNo

Z ��	


R	 sin	 � cos

�
�
	�R

s
� cos�

�
d�

��IoNo

Z ��	


R	 cos i sin	 � cos

�
�
	�R

s
� cos i cos�

�
d�

I�N� sin �$ � �IoNo

Z ��	


R	 sin	 � sin

�
�
	�R

s
� cos�

�
d�

��IoNo

Z ��	


R	 cos i sin	 � sin

�
�
	�R

s
� cos i cos�

�
d�

On en d�eduit alors les relations sur les coe%cients des deux harmoniques et les phases
correspondantes �a l�aide des fonctions J� de Bessel et H� de Struve �

J��x
 �
�x

�

Z �
�


sin	 � cos�x� cos�
d�

�
x

�

�X
k�

��x
�

� 
k

�k � �
�k&
	

	�



H��x
 �
�x

�

Z �
�


sin	 � sin�x� cos�
d�

�
x	

�

�X
k�

��x
�

� 
k

'�k � �
	
 '�k �

�
	


en posant �

x �
��R

s
�

�


s
j�x� i
 � J��x cos i
 � J��x


h�x� i
 � H��x cos i
�H��x


et en remarquant que nous avons toujours �� � cos i
 x �� � �

M�

Mo
�

�

�� � cos i
 x

r�
j�x� i


�	
�
�
h�x� i


�	
�	��


N�

No
�

�

�� � cos i
 x

r�
j��x� i


�	
�
�
h��x� i


�	
�	��


�	��


et pour un diam�etre apparent non nul �x � �
 �

tan# � �h�x

j�x


si M� �� � �	��


tan �$ � �h��x

j��x


si N� �� � �	��


Avec la convention sur l��ecriture de la fonction �tan t� permettant de lever toutes
les ind�eterminations pour t � �� � �� ������

����
tan t �

��z

��z
 �	 t � arg�z
 si jzj �� �

L�harmonique dispara��t pour jzj � �

Les rapports des coe%cients de modulation d�ependent essentiellement du dia�
m�etre apparent de l�objet et tr�es peu de l�angle de phase �Cf  gure 	��
� Celui�ci est
petit� si l�on n�eglige les termes en i	� les phases des harmoniques s�annulent et les
relations sur les amplitudes sont	 �

M�

Mo
�

� J��x


x
� o�i	


N�

No
�

J���x


x
� o�i	


On obtient le d�eveloppement en �
s �����

�����

����

M�
Mo

� �� ��

�

�
�
s

�	
� ��

��	

�
�
s

�� � ��

�	��

�
�
s

��
� � � �

N�
No

� �� ��

	

�
�
s

�	
� ��

�	

�
�
s

�� � ��

���

�
�
s

��
� � � �

�	��


�Nous avons suppos�e pour ce calcul que le balayage se faisait dans la direction de l��equateur
d�intensit�e� on retrouve le m�eme r�esultat sur les rapports des amplitudes de modulation lorsque le
balayage est perpendiculaire �a cette direction ���x�y� � �y	
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Fig� 	�� � Coe%cients de modulation�
Les deux surfaces du haut montrent l��evolution des rapports des
coe�cients de modulation M��Mo et N��No en fonction du dia	
m�etre apparent �Diam� de la plan�ete et de l�angle de phase �i�
Le diam�etre apparent est inf�erieur au pas de grille� Les �gures du
bas donnent les d�etails pour les cas particuliers i � � et i � ����
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b� Loi de Lambert

Consid�erons maintenant� non plus la surface plane �projet�ee sur le ciel
� mais la
portion de sph�ere visible et les coordonn�ees sph�eriques associ�ees� Soit le changement
de variable

x � R cos� cos�

y � R sin �

z � R cos� sin�

L�intensit�e sp�eci que pour un point de cette surface s��ecrit �

Io�r�
 � Io h��� �


L�expression de la fonction de di�usion est alors plus simple et l��equation �	��

devient �

E�u
 � Io

ZZ
D
h��� �
S�u� �� �
 cos � sin�R	 cos� d� d�

O�u h��� �
 � cos� sin���i
 est fonction uniquement de l�angle d�incidence du rayon
lumineux en un point donn�e de la surface� le domaine de la surface de la plan�ete
D � IR

� �etant d�elimit�e par �
� � � � � � i� � � � ��

	 �
�
	 ��

E�u
 � Io

Z Z
D
cos� � sin � sin��� i
R	 d�d�

�IoMo

Z Z
D
cos� � sin� sin��� i
 cos

�
u � 	�R

s
cos � cos�

�
R	 d� d�

�IoNo

Z Z
D
cos� � sin � sin��� i
 cos

�
�u� �

	�R

s
cos � cos�

�
R	 d� d�

On peut �ecrire le d�eveloppement limit�e en i �au voisinage de i � �
 avec le domaine
D� d�elimit�e par �
� � � � �� � � � ��

	 �
�
	 �

On remarquera que d�une mani�ere g�en�erale nous avons

Z ��i


sin � f��
 d� �

Z �


sin� f��
 d�� o�i	


et pour tout t r�eel
Z �


sin� cos� cos�t cos�
 d� � �

Z �


sin� cos� sin�t cos�
 d� � �

En posant x � 	�R
s � on a les relations �

# � O�i
 si M� �� � �	���


$ � O�i
 si N� �� � �	���


	�



I� �
��

	
R	 Io � o�i	
 �	���


M�

Mo
�

	

x

Z �
�


cos	� J��x cos�
 d� � o�i	
 �	��	


N�

No
�

	

�x

Z �
�


cos	� J���x cos�
 d� � o�i	
 �	���


On remarque que� contrairement �a une brillance uniforme� les phases des har�
moniques varient proportionnellement �a i et d�autre part� que l�on retrouve l�albedo
g�eom�etrique d�un corps sph�erique ob�eissant �a la loi de Lambert� puis avec �

E�u
 �
ZZ
D
�

R

q
R	 � x	 � y	 S�u� x
 dxdy

on obtient� par des calculs analogues �a ceux du paragraphe pr�ec�edent et �a l�aide de
la fonction de Bessel �

J����x
 �
�x	


�
�p
�

Z �


sin� � cos�x� cos�
d�

� �
x

�


�
�

�X
k�

��x
�

� 
k

k& '�k � � � �
	


M�

Mo
� 	

r
�

�

J����x


x
�
�

� o�i	


N�

No
�

	

�

p
�
J�����x


x
�
�

� o�i	


Le d�eveloppement en �
s �����

 est �

�����
����

M�
Mo

� �� ��

�

�
�
s

�	
� ��

	�

�
�
s

��
� � � �

N�
No

� �� 	��

�

�
�
s

�	
� 	��

��

�
�
s

��
� � � �

�	���


����� Position du photocentre

Tab� 	�	 � Classi cation des ast�ero��des

Sph�eriques � axes � axes Stellaires

� � �� � � �� 	 � � � � �� �� ��

	�� �� 	� �� �	 �� �� �	 �� �� 	�

�� ��� �� �� �� 	� �� �� ��

�	� ��� 	� ��� 	�� �	 ��� ���

	�� ��� �	� ���

Les plan�etes �etudi�ees ici font partie de classes di��erentes �Cf tableau 	�	� tir�e
de Gra���
� Vu leur taille et leur �eloignement� certaines sont quasi�stellaires �elles

	�



pr�esentent un int�er�et pour la construction d�un rep�ere de r�ef�erence dynamique
� les
autres� de forme irr�eguli�ere� sont mod�elis�ees par des ellipso��des de r�evolution en ro�
tation autour de leur petit axe� Les petites plan�etes sph�eriques sont rares� c�est le
cas de Ceres� la plus grosse d�entre elles� qui poss�ede un diam�etre variant de ��	
km Ted��� �a ���� km B���� selon les auteurs et le type d�observation �occultation
d��etoile� ondes millim�etriques
� De par la particularit�e de la loi de balayage elles sont
observ�ees au voisinage de la quadrature� par cons�equent elles pr�esentent une phase �
de plus elles peuvent para��tre moins brillantes selon qu�on s��eloigne du centre vers
le limbe ou le terminateur� Il y a donc une di��erence entre la position calcul�ee et la
position observ�ee � cette di��erence est due �a l�asym�etrie de la surface �eclair�ee mais
aussi aux propri�et�es de di�usion de chaque �el�ement de surface� �La contribution
de ce dernier e�et est plus particuli�erement importante pour des angles de phase
mod�er�e� lorsque l�e�et purement g�eom�etrique est att�enu�e� Hof����
Le photocentre g�eom�etrique correspond au moment d�ordre un du !ux re"cu et rap�
port�e au !ux total de la surface plane visible S

p �

RR
S I�r
 r dx dyRR
S I�r
 dx dy

� r � �x� y


Le d�eplacement du photocentre est l��ecart entre le projet�e sur le ciel du centre de

gravit�e �calcul�e
 et le photocentre �observ�e
 de l�ast�ero��de� Cet e�et a �et�e �etudi�e
pour des observations �a bord du satellite �Mor���� Mor���� ML���� Lin���
� L�ori�
gine des coordonn�ees �etant le projet�e du centre de gravit�e de la plan�ete� le vecteur p
correspond au d�eplacement du photocentre� En passant en coordonn�ees sph�eriques�
nous pouvons consid�erer le probl�eme dans l�espace �a trois dimensions Lin��� �

x � R cos� cos�

y � R sin �

z � R cos� sin�

p� �

RR
D I�r�
 r�� dRR
D I�r�
� d

�	���


r� � �x� y� z
 vecteur position de l��el�ement de surface d

� d �el�ement de surface projet�e sur le ciel

I�r�
 intensit�e sp�eci que re"cue

p� �

RR
D Sd r� cos � d�d�RR
D Sd cos � d� d�

O�u Sd est la fonction de di�usion� Si ug est le vecteur unitaire dans la direction du
centre de masse de la plan�ete �suppos�ee homog�ene
� le d�eplacement observ�e sur la
sph�ere c�eleste est alors obtenu par projection parall�ele

dp � p� � �p� � ug
ug �	���


Les deux d�e nitions sont �equivalentes� toutefois l�expression de l�intensit�e sp�eci que
est plus simple dans la formulation �	���
� Dans le cas d�une plan�ete sph�erique� ou

��



plus g�en�eralement si le domaine d�int�egration est sym�etrique par rapport �a l��equateur
d�intensit�e �plan contenant l�observateur et les centres du soleil et de l�ast�ero��de
 on
introduira le vecteur

k �
�

sin i
ug 
 �ug 
 s
 � jkj � �

o�u s est le vecteur directeur de la position h�eliocentrique de la plan�ete et i est
l�angle de phase�
Si l�on ne modi e que la loi de di�usion� les autres param�etres �etant constants� le
d�eplacement du photocentre est born�e par les valeurs qu�il prend lorsque �

�� la loi de di�usion est telle que la plan�ete est uniform�ement brillante�

�� la loi de di�usion suit la loi de Lambert�

A partir d�un algorithme construit par B� Morando Mor���� nous avons pu mon�
trer que le d�ecalage du photocentre d�epend essentiellement du diam�etre apparent
de l�ast�ero��de et dans une moindre mesure de la di�usion de la lumi�ere �a sa surface�
Un exemple est donn�e dans le tableau 	�� pour des plan�etes suppos�ees ellipso��dales �

��Flora ��a � ��� km� a�b � �� ��� b�c � �� ��
 diam�etre ��� � �

���Eunomia ��a � ��� km� a�b � �� ��� b�c � �� ��
 ��� �� �

	��Laetitia ��a � ��� km� a�b � �� ��� b�c � �� ��
 ��� �� �

����Cleopatra ��a � ��� km� a�b � �� ��� b�c � �� 	�
 ��� ���

Le calcul du d�eplacement se fait� par int�egration num�erique� pour di��erentes orienta�
tions dans l�espace� Ces changements d�orientation sont exprim�es par les di��erentes
combinaisons de rotations �de ���
 autour des trois axes principaux� La forme a
une in!uence faible sur le d�eplacement du photocentre compar�e au bruit de me�
sure� Nous formulerons donc l�hypoth�ese que les plan�etes sont sph�eriques� On �ecrit
le d�ecalage dp observ�e pour les deux lois en int�egrant l��equation �	���
 �

loi de Lambert

La fonction de di�usion �etant sym�etrique� le �d�eplacement� �non observ�e� d�e�
placement vectoriel p� dans l�espace �a trois dimension
 du photocentre est
port�e par la bissectrice de l�angle de phase Lin��� et est proportionnel au dia�
m�etre apparent de la plan�ete 
� On obtient les d�eveloppements au voisinage
de i � �� 	� rad pour i � �� � rad

dp �



�

	 �

��

� � cos i

sin i� �� � i
 cos i
sin i k

� 


�
���� ���� �� �	� i
k� o�i� �� 	�
	

plan�ete uniform�ement brillante
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Tab� 	�� � D�ecalage du photocentre �en mas
 pour di��erentes orientations�
Les angles d�aspect� d�obliquit�e et de rotation de la petite plan�ete
valent soit �� soit ���� Le code � correspond �a un angle nul� le code
� �a un angle de ����

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��Flora

Lambert ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Uniforme ��� ��� ��� ��	 ��� ��� ��� ���

���Eunomia

Lambert ��	 ��� ��� ��� ��� ��	 ��� ���

Uniforme ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

	��Laetitia

Lambert ��� ��	 	�� 	�� ��	 ��� ��� ���

Uniforme ��	 ��� ��� ��� ��� ��	 ��	 ���

����Cleopatra

Lambert ��� ��	 ��� ��� ��	 ��� ��� ���

Uniforme ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��	

Dans ce cas la fonction de di�usion ne suit pas le principe de r�eciprocit�e� on
retrouve un r�esultat de Chollet Cho���

dp �



�

�

	 �
sin	 i

	 k

� 


�
���� ����� �� ��� i
k� o�i� �� 	�
	

� 


�

�

	�
i sin	 i

	 k

La direction du photocentre sur le ciel est alors d�eduite de la direction g�eom�etrique
par

u � ug � dp �	���


La correction de photocentre est proportionnelle au diam�etre apparent de la plan�ete�
Le tableau 	�� donne ce d�eplacement pour les plan�etes les plus importantes en taille
et pour les deux lois �etudi�ees� Le diam�etre apparent et l�angle de phase sont calcul�es
lors des quadratures� les valeurs des d�eplacements sont en milli�emes de seconde�
Notons que les valeurs donn�ees dans ce tableau correspondent aux corrections sur le
ciel� elles majorent donc les d�eplacements correspondants sur un cercle de balayage�
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Fig� 	�� � Phases des harmoniques�
Les deux graphes du haut donnent l��evolution des retards de phase
	 et 
 des deux harmoniques en fonction du diam�etre apparent�
et pour un angle de phase de ���� La plan�ete est suppos�ee �etre
uniform�ement brillante� Les deux graphes suivants montrent les
di��erences 	 � 
 pour i � � et i � ���� La surface du bas donne
cette di��erence en fonction du diam�etre et de l�angle de phase�
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Fig� 	�� � Ecart entre photocentre et centre de la lumi�ere modul�ee�
La position obtenue �a partir de la courbe de modulation correspond
�a � �a la moyenne pond�er�ee des phases des deux harmoniques 


�b la phase du premier harmonique�
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Tab� 	�� � D�eplacement du photocentre
Le diam�etre apparent �Diam� est donn�e �a la quadrature� pour une
orbite circulaire� Les d�eplacements sont donn�es en mas�

Nom Diam� ��
 Phase �deg
 Uniforme Lambert

��Ceres ���� ���� ��� 	���
��Pallas ���� ���� ��� ����
	�Junon ���� ���� ��	 ���
��Vesta ��	� ���� ��� ����
���Hygiea ���� ���� ��	 �	��

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Diam.app.

i=20 (deg)
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1
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Fig� 	�� � Exag�eration des phases pour i � ����
Ecart entre le photocentre et le centre de la lumi�ere modul�ee �����
Pour des diam�etres apparents inf�erieurs �a ��� � un angle de phase
de ��� et une plan�ete uniform�ement brillante�
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����� Relation entre photocentre et direction observ�ee

La position du photocentre projet�e sur le cercle de balayage et rapport�e �a une
p�eriode de la grille s��ecrit �

(	 �
� �

s
p � z�

p est le d�eplacement du photocentre� z� est le vecteur tangent au cercle de
balayage dirig�e dans le sens direct� s est le pas de grille�
La position observ�ee sur la grille est d�eduite des phases de l��equation �	��
 ou ����
 �

	 � ����#� ����$

Celles�ci d�ependent de la di�usion de la lumi�ere �a la surface de la plan�ete et de la
nature g�eom�etrique de la face visible� Cette position ne correspond pas a priori �a la
position du photocentre �Lin���
� Il existe en particulier des valeurs de diam�etre ap�
parent pour lesquelles les harmoniques disparaissent� Dans les limites pratiques que
nous nous sommes  x�e � diam�etre inf�erieur au pas de grille et phase de la plan�ete in�
f�erieure �a ���� la premi�ere harmonique est toujours pr�esente� la seconde harmonique
dispara��t lorsque la plan�ete est �a l�opposition et pour un diam�etre correspondant �a
un z�ero de la fonction J� de Bessel � 
 � ��� ��� Nous appellerons valeur critique du
diam�etre la valeur de 
 � 
�i
 telle que �

j

�
��


s

�
� J�

�
��


s
cos i

�
� J�

�
��


s

�
� �

Cette valeur critique cro��t avec l�angle de la phase de la plan�ete �d
�d i � �
� Pour
i � �� la valeur critique correspond au cas pr�ec�edent� Pour une plan�ete pr�esentant
une phase� la variation du retard de phase du second harmonique est alors tr�es
importante� La  gure 	�� donne� pour plan�ete uniform�ement brillante pr�esentant
une phase de i � ���� la variation des retards de phases des deux harmoniques
exprim�ee en degr�es� On y trouve aussi la di��erence #�$ correspondante � pour un
diam�etre inf�erieur �a ��� � le retard de la phase du second harmonique par rapport �a
celui du premier reste petit �de l�ordre de �mas
� Une courbe analogue est donn�ee
pour un angle de phase i � ���� la valeur critique est de l�ordre de ��� �� � la di��erence
maximale pour 
 � ��� � est alors de l�ordre de 	�mas � La  gure 	�� donne aussi la
variation de cette di��erence en fonction de l�angle de phase et pour des diam�etres
apparents inf�erieurs �a � ��� ��

Des �equations �	��� 	��
� on peut d�eduire� pour une plan�ete sph�erique uniform�e�
ment brillante� la valeur th�eorique du d�ephasage 	 associ�ee �a la position de l�ast�e�
ro��de sur le cercle de balayage� Cette position est donn�ee par rapport �a la position
du centre g�eom�etrique de la sph�ere� La  gure 	���a
 repr�esente la di��erence entre la
direction du photocentre et la direction �observ�ee� �d�eduite de la courbe de modu�
lation
 (	� 	 en fonction du diam�etre apparent de la petite plan�ete et de l�angle de
phase i� La phase (	� contrairement au retard de phase pond�er�e 	 est d�eduite d�une
loi de di�usion de Lambert� on obtient ainsi un �ecart maximal entre ces deux angles�
On pourra noter toutefois qu�il est plus simple de consid�erer uniquement la phase du
premier harmonique pour les observations d�objets r�esolus � la prise en compte de la
phase du second harmonique revient �a consid�erer virtuellement une grille d�un pas
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deux fois plus petit� ce qui entra��ne des variations importantes de la phase associ�ee
�a la position de la plan�ete� La  gure 	���b
 montre la di��erence sur les phases (	�	�
la position sur le cercle de r�ef�erence que l�on obtient ainsi est donc plus proche de
celle du photocentre � en dessous de ��� � de diam�etre� ces deux positions di��erent
de moins d�un milli�eme de seconde d�arc� Dans le cas des observations des petites
plan�etes par Hipparcos� le diam�etre apparent est inf�erieur �a ��� � �diam�etre apparent
maximal de Ceres
 et l�angle de phase moyen est d�environ ��� � la  gure 	�� donne
la valeur de (	�	 pour cette valeur particuli�ere d�angle de phase� La di��erence reste
donc en g�en�eral petite par rapport au bruit de mesure� et est de l�ordre des termes
n�eglig�es jusqu��a pr�esent�

La correction angulaire sur l��elongation de la plan�ete� par rapport �a son centre
de masse� est donc donn�ee par la position du photocentre� elle s�exprime en fonction
du diam�etre apparent de l�astre et de deux param�etres fonction de la di�usion de la
lumi�ere �a sa surface � jdpj � �

	 �a� i b
� Il ne sera pas tenu compte de cette correction
lors de l��etablissement de la position astrom�etrique �Chapitre �
� ceci a n d��eviter
la prise en compte d�e�ets encore mal mod�elis�es �loi de di�usion� diam�etre de la
plan�ete
� Par contre ces e�ets� souvent petits mais syst�ematiques �d�eplacement dans
la direction du soleil
� ont une in!uence sur la d�etermination de la rotation de la
sph�ere HIPPARCOS SL��� � ils seront mod�elis�es lors du lien au rep�ere de r�ef�erence
dynamique �Chapitre �
�
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Chapitre �

R�EDUCTION DES DONN�EES

��� Aspects th�eoriques

Nous allons d�etailler dans les sections suivantes� les corrections �a apporter aux
observations �et inversement aux positions calcul�ees par des �eph�em�erides� exprimant
la transformation entre la position observ�ee et la position g�eom�etrique �ou conven�
tionnelle�� Le fait que les observations ne d�ependent pas d�un r�ef�erentiel li�e �a la
surface du globe terrestre en r�eduit sensiblement le nombre et la complexit�e� Tou�
tefois si l�on veut d�eterminer l�orientation de la sph�ere Hipparcos par rapport �a un
rep�ere inertiel �a l�aide des observations des ast�ero�	des� il faut tenir compte d�e
ets
de l�ordre du milli�eme de seconde d�arc �mas� ��SL��� �Hes����� ce qui nous am�enera
�a prendre en compte des e
ets relativistes �Cap����

Deux remarques g�en�erales concernent l�orbite du satellite et la datation des obser�
v�es� La position et la vitesse du satellite sont exprim�ees en coordonn�ees cart�esiennes
dans un rep�ere g�eocentrique translat�e du syst�eme d�axes J ���� Les �eph�em�erides
du satellite sont fournies� ind�ependamment des observations faites �a bord� par le
syst�eme de trajectographie� Plus exactement� ce sont les termes dus aux perturba�
tions d�un mouvement k�eplerien de r�ef�erence qui nous sont donn�es sous forme de
coe�cients de polyn�omes de Tchebychev� Cette repr�esentation n�entra�	ne pas d�er�
reurs sup�erieures �a  km sur les positions et �� cm�s pour les vitesses� De ce fait�
dans l�ensemble de ce travail nous sous�entendrons que les grandeurs attach�ees aux
vecteurs position et vitesse du satellite sont exemptes d�erreur�
Les donn�ees tant photom�etriques qu�astrom�etriques des plan�etes sont des donn�ees
moyenn�ees sur un T�� la r�esolution temporelle est donc d�environ s� ��� Aussi� cela
sera souvent sous�entendu � nous n�avons pas �a tenir compte d�e
ets �petits� sur le
temps �TDB ou TT � temps de lumi�ere de la trajectoire d�evi�ee par le soleil entre
deux r�ef�erentiels se d�epla�cant l�un par rapport �a l�autre� temps de lumi�ere et distance
satellitocentrique ou g�eocentrique� etc����
Signalons en�n que l�ensemble des corrections sera donn�e sous forme vectorielle�

����� Parallaxe

C�est un e
et g�eom�etrique d�u �a la trajectoire du satellite� Les objets observ�es
sont situ�es �a une distance �nie� il s�ensuit que la direction apparente varie selon la
position du satellite sur son orbite�
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Fig� ��� � Position astrom�etrique � parallaxe

Soient les vecteurs �

� u � direction satellite�plan�ete

� s � position terre�satellite

� ug � position terre�plan�ete

On a la relation pour la direction apparente calcul�ee �

u �
ug � s

jug � sj �����

Inversement on d�eduit la direction g�eocentrique

ug �
�u� s

j�u� sj ����

o�u � est la distance satellitocentrique de la plan�ete� Celle�ci est d�etermin�ee par les
�eph�em�erides de l�ast�ero�	de� plus pr�ecis�ement par les positions barycentriques �x�t��
x��t � ��� de la terre et de la petite plan�ete �compte�tenu du temps de lumi�ere � �
section ����� �

� � jucj � uc � x� � x� s

Une erreur sur la distance non mesur�ee du plan�eto�	de implique une erreur sur
la direction g�eocentrique ainsi calcul�ee� On peut exprimer� de mani�ere approch�ee� la
variation angulaire sur la direction g�eocentrique en seconde d�arc �Cf �gure ���� �

d� � sin i
d�

�
� ����

d�

�

L�incertitude relative sur la distance �a la Terre est inf�erieure �a ���� pour les pre�
miers ast�ero�	des d�ecouverts �Ceres� Pallas� Junon� Vesta�� Si l�on �emet l�hypoth�ese
que cette incertitude �fonction essentiellement du moyen mouvement� reste inf�e�
rieure �a ����� pour chacune des plan�etes observ�ees� alors l�erreur angulaire sur la
direction astrom�etrique ne d�epasse pas le milli�eme de seconde d�arc�
On peut donc sans risque d�erreur ramener les observations dans un r�ef�erentiel g�eo�
centrique�
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����� Aberration

C�est un changement apparent de direction d�u �a la vitesse relative entre l�objet
et l�observateur� Dans le cas d�observation de plan�etes� l�aberration plan�etaire se d�e�
compose en deux parties � l�une tient compte de la vitesse de la plan�ete par rapport
au soleil �temps d�aberration ou temps de lumi�ere� et l�autre de la vitesse de l�ob�
servateur �aberration des �xes�� Le temps de lumi�ere n�est autre que le temps � mis
par la lumi�ere pour parcourir la distance satellitocentrique � de l�astre � on exprime
alors que la position apparente de l�astre au temps d�observation t est exactement la
position qu�il occupait au temps �t���� puis on en d�eduit le changement apparent de
direction� La correction de temps de lumi�ere d�epend de la distance g�eocentrique de
l�objet� il n�y a pas lieu de l�appliquer aux directions observ�ees� on leur pr�ef�erera les
positions astrom�etriques� Evidemment la correction de temps de lumi�ere s�applique
aux positions calcul�ees� On obtient la position g�eocentrique de l�ast�ero�	de au temps
t� � par convergence rapide de la suite �

�����
����

�o �
��t�

c

�i�� �
��t��i�

c

o�u c est la c�el�erit�e de la lumi�ere� Nous avons suppos�e ici que la trajectoire du photon
est rectiligne� nous verrons �section ������ que le temps de lumi�ere r�eel est l�eg�erement
sup�erieur� toutefois l��ecart est insigni�ant �� ���� s�� Pour la m�eme raison� on peut
supposer que la terre et le satellite sont confondus� et donner une approximation de
la distance satellitocentrique par la distance g�eocentrique de l�objet� La di
�erence
maximale sur les temps de parcours est alors inf�erieure �a ��s� �� sec�

La vitesse de la terre par rapport au centre de masse du syst�eme solaire est
d�environ �� km�s � si l�on veut tenir compte de l�aberration des �xes jusqu��a une
pr�ecision de l�ordre du mas� il faut poursuivre le d�eveloppement habituel jusqu��a
l�ordre deux en �vc �

� � Soit ug et u les vecteurs directeurs de la position g�eom�etrique
et apparente de la plan�ete� v le vecteur vitesse du satellite par rapport au barycentre
du syst�eme solaire� On a en m�ecanique classique �

k u � ug �
v

c
� k � jug � v

c
j

Pour obtenir la pr�ecision recherch�ee il faut se placer dans le cadre de la relativit�e
restreinte �Sei��� on �ecrit alors d�apr�es V�A� Brumberg �Bru��� les vecteurs de la
vitesse d�un photon dans un r�ef�erentiel �xe li�e �a la plan�ete et dans un r�ef�erentiel en
translation uniforme li�e au satellite �

Soit M ��t�� r�� un �ev�enement dans le r�ef�erentiel S�� M�t� r� un �ev�enement dans le
r�ef�erentiel S et v la vitesse de translation uniforme de S� par rapport �a S�

Posons v � jvj et � �
�
�� v

c�

�� �

�

�Le rapport � v
c
�� est de l�ordre de ����

mas
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On obtient par la transformation de Lorentz �

�����
����

T r� � r �
h
�� � ��

v�r

v�
� ��t

i
v

t� � � �t� v�r

c�
�

ici la matrice de rotation T entre les r�ef�erentiels est la matrice identit�e� On en d�eduit
la relation sur les vitesses des photons � C � dr

dt et C� � dr�

dt� �

�
�
�� v�C

c�

�
�C� � C �

h
�� � ��

v�C

v�
� �

i
v

Puis� comme la vitesse de la lumi�ere est la m�eme constante dans les deux r�ef�erentiels�
on obtient les relations sur les directions apparentes et g�eom�etriques �u � �C��c �
ug � �C�c� �

�����
����

�
�
�� v�ug

c�

�
�u � ug �

h
� � �

���
v�ug
c

i
� v

c

�
�
� � v�u

c�

�
�ug � u �

h
�� �

���
v�u
c

i
� v

c

puisque le m�eme raisonnement peut s�appliquer en consid�erant que le r�ef�erentiel S
se d�eplace avec une vitesse oppos�ee par rapport au r�ef�erentiel S�� Apr�es avoir d�e�ni
le vecteur u� non norm�e dans la direction apparente� on obtient le d�eveloppement
limit�e �

���������
��������

u� � � ��� v�ug
c� ��u

u� � ug �
h
� � �

�
v�ug
c

i
v

c � o
�
v�

c�

�

u � u
�

ju�j

�����

et inversement le passage de la direction apparente �a la direction g�eom�etrique �

���������
��������

u�g � � �� � v�u
c�

��ug

u�g � u �
h
�� �

�
v�u
c

i
v

c � o
�
v�

c�

�

ug � u
�
g

ju�g j

�����

Appelons alors

duaber �
h
� �
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����� D�eviation des rayons lumineux

C�est un e
et purement relativiste tenant compte de la courbure de l�espace
temps en pr�esence d�un corps massif� La lumi�ere suit alors une g�eod�esique de l�espace�
temps� Pour un astre �a l�in�ni et en ne consid�erant que le champ gravitationnel
du Soleil� la correction sur l��elongation de l�astre � est ��MTW ��� �Mur�!�� Cf ��
gure ����

d� � 
GM�

c� a
cot

�


� �� � ���!�

d� � �� � 
� � cos �

sin �
en mas ��� �

o�u GM� est la constante h�eliocentrique de gravitation et a la distance soleil�observa�
teur� Au voisinage imm�ediat du Soleil cet e
et atteint ��� �� Les autres plan�etes mas�
sives n�entra�	nent des corrections signi�catives que dans leur voisinage imm�ediat� La
d�eviation maximale� pour les petites plan�etes de la mission� est donn�ee par les deux
directions asymptotiques de la trajectoire d�un photon rasant la plan�ete massive�
On a les valeurs suivantes �BBM� �

Mars Jupiter Saturne Uranus Neptune
d� � ��� ���� ��� ��! ��� ��! ��� �� ��� ���

Les ast�ero�	des observ�es par le satellite gravitent entre Mars et Jupiter et les autres
plan�etes� du syst�eme solaire ne sont pas �a consid�erer ici� Les e
ets dus �a Mars qui
est ����� fois moins massive que le soleil� sont donc n�egligeables � par ailleurs les
rayons lumineux ne rasent jamais la plan�ete Jupiter�

La d�eviation du rayon lumineux est la correction �a apporter �a la direction eu�
clidienne de l�objet pour qu�elle co�	ncide avec le vecteur tangent �a la trajectoire
du photon lors de la r�eception� Ce vecteur vitesse doit �etre ind�ependant de la m�e�
trique utilis�ee� Pla�cons nous dans le syst�eme de r�ef�erence barycentrique� Dans le cas
d�objets situ�es �a distance �nie� la direction asymptotique de la trajectoire ne cor�
respond plus �a la direction euclidienne de l�objet� Il nous faut r�esoudre� en pr�esence
d�un champ de gravit�e faible� un probl�eme de conditions aux limites� Nous avons
selon V�A� Brumberg �Bru��� la m�etrique de Schwarzschild� dans l�approximation
post�newtonienne param�etr�ee �PPN� voir �MTW ��� et en coordonn�ees isotropes �

��������������
�������������

ds� �
�
�� �m�

r �  �
m�

�

r� � � � �
�
c� dt�

�
h
	ij �

�m�

r

�

	ij �

xixj

r�

�
� � � �

i
dxidxj � �i� j � �� � ��

� � 
 � �

m� � GM�

c�

�Les e�ets syst�ematiques d�us �a la Terre	 de quelques dix
milli�emes de seconde d�arc �� �� �mas�	
pourraient toutefois �etre pris en compte�
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Fig� �� � D�eviation gravitationnelle de la lumi�ere

Les valeurs des param�etres � et 
 de la m�etrique sont d�etermin�es �a partir d�ob�
servations avec une pr�ecision de l�ordre de quelques milli�emes� et le potentiel peut

�etre suppos�e sph�erique �Sof���� En n�egligeant les termes d�ordre
�
m�

r

��
et plus� on

d�eduit l��equation du mouvement d�un photon �

r�t� � ro � c�t� ti�

�m�

�� � �ro � ��

ro � �� � ro� �
� � �r� ��

r � �� � r� � ln
r � �r

ro � �� � ro�
�

c�� "r�t� � � � m�

r

�
� �

� � �r� ��

r� �� � r�
�

ro est la coordonn�ee spatiale �a t � ti � � est le vecteur vitesse du photon �a l�in�ni �t�
�	 �� Soient ro et a les positions barycentriques de la plan�ete et de l�observateur�
avec �

# � jro � aj � ug �
ro � a

#

La direction asymptotique ��ctive� de la trajectoire du photon venant de l�in�ni et
passant par les deux plan�etes s��ecrit �

� � �ug � m�

�a� ro �#

jro � aj
�
d

��



le vecteur unitaire d� perpendiculaire �a la direction g�eom�etrique et dans le plan de
la trajectoire du photon� �etant d�e�ni par �

d �
ug � �ro � ug�

jro � ugj �����

On obtient aussi le temps de propagation de la lumi�ere �

t � ti � c��
�
#� m� ln

ro � a�#

ro � a�#

�

et le vecteur vitesse � non observable � au moment de la r�eception �

c�� "r � �ug � m�

a

�
ug � jro � aj

roa� �ro � a� d
�

On en d�eduit la direction observ�ee �ind�ependante du syst�eme de coordonn�ees� de
la plan�ete dans le syst�eme de r�ef�erence barycentrique� L��equation du mouvement
d�un photon en terme de coordonn�ees d�epend du choix de la m�etrique� tandis que
la quantit�e observable doit en �etre ind�ependante� On introduit alors localement un
rep�ere �naturel� �a l�observateur �Mur��� ou pseudo�euclidien� et la transformation
sur les vitesses �Bru��� �

u� � � �� � 
m�

a
� c�� "r

o�u u� est la direction de l�objet dans le rep�ere local� On a �nalement le d�evelop�
pement �

u� � ug �
m�

a

� jro � aj
roa� �ro � a�

�
d

� ug � 
m�

a

sin�

� � cos�
d

A l�ordre un en m�

a la direction �c�� "r et la direction observ�ee co�	ncident� ceci est
d�u aux choix des coordonn�ees �MM���� On peut �ecrire l��equation pr�ec�edente en
introduisant l�angle de phase �

��������������
�������������

u� � ug � 
m�

d

ro
#

�
� � cos�i� ��

�
d

ro � distance h�eliocentrique de la plan�ete

# � distance satellitocentrique de la plan�ete

i � angle de phase

�����

La correction angulaire en mas est alors �

��



d� � �� � 
ro
#

� � cos�i� ��

sin �
� �� � 

sin�

� � cos�
������

� �� � tan
�


������

On retrouve bien l��equation ��� � pour un objet �a l�in�ni �i � ��� Les petites plan�etes
sont observ�ees dans un voisinage de la quadrature� dans le cas particulier �� � ����
on a le d�eveloppement�

d� � �� � 
ro
#

�
�� i� o�i��

�

Pour un angle de phase voisin de ���� radian� le fait de tenir compte de la proximit�e
de la source lumineuse diminue la correction de d�eviation d�un terme de l�ordre
du milli�eme de seconde d�arc� On v�eri�e par ailleurs que la d�eviation des rayons
par Jupiter reste n�egligeable pour un corps de la ceinture principale� Soit 
J cette
correction� a la distance Terre�Soleil et D la distance Terre�Jupiter on a �


J � �� � mas

����

a

D
tan

�max



o�u a�D � � et �max 
 ���

Posons

�����
����

dc �
ugc � �ro � ugc�

jro � ugcj
dudefl �  m�

a
sin�

��cos� dc

�����

Soit ugc la direction g�eom�etrique calcul�ee� la direction apparente est

uc
� � ugc � dudefl ������

Inversement� partant de la direction observ�ee u� de la plan�ete il nous faut pouvoir
d�eterminer sa direction g�eom�etrique� Posons �

�����
����

ug � u� �  m�

a
sin�

��cos� dc

� u� � dudefl

������

L��ecart angulaire entre les directions g�eom�etriques r�eelles et calcul�ees est inf�erieur
�a la seconde d�arc or� pour une d�e$exion maximale d�environ ��mas� les termes
n�eglig�es� suite �a la substitution du param�etre d�impact d par dc� sont inf�erieurs au
milli�eme de seconde d�arc�

��



��� Corrections �a apporter aux observations

����� Calcul de la position apparente

Avec respectivement x��t��� �x�t� les positions barycentriques de la plan�ete et
de la Terre obtenues par int�egration num�erique� on �ecrit le vecteur position astro�

m�etrique calcul�e� c�est �a dire la position g�eocentrique corrig�ee du temps lumi�ere
�trajet rectiligne Plan�ete�Terre�

uast�t� � x��t� ��� x�t�

Au stade suivant nous d�eterminons la direction satellitocentrique corrig�ee de l�aber�
ration� de la d�eviation des rayons et �eventuellement d�un d�eplacement du photo�
centre� Soit l�application N qui a un vecteur associe le vecteur norm�e correspondant

N � E � E

x �� x

jxj
A partir des �equations ����� ������ ������ ������� la direction apparente uapp corres�
pondante s��ecrit

���������
��������

u�app � N�uast � s� � dp

u�app � N�u�app � duaber�

uapp � u�app � dudefl

������

Puis on applique la projection sur le RGC du vecteur unitaire uapp dans la
direction apparente� Soit �l�b� les coordonn�ees �ecliptiques du p�ole du RGC� on cal�
cule deux des trois rotations d�Euler exprimant le changement de rep�ere � �ecliptique
J ��� �� RGC

u � Rx

��

� b

�
�Rz

��

� l

�
uapp � �u�� u�� u�� ����!�

���� �

c � arctan
�u�
u�

�
������

Cette abscisse calcul�ee est prise �a partir du n%ud ascendant que fait le RGC avec
l��ecliptique J ���� l�origine du RGC �etant d�etermin�ee comme une petite correction
dorg lors de la synth�ese sur la sph�ere� On appliquera cette troisi�eme rotation non
pas sur les abscisses calcul�ees mais sur les abscisses observ�ees�

o � � dorg

En consid�erant que les abscisses des plan�etes sont ind�ependantes de la correction
d�origine� l�erreur quadratique moyenne devient

��o� �
q
����� ��dorg��

Ainsi les abscisses o et c sont comparables et on peut en d�eterminer les di
�e�
rences�

�!



����� Calcul de la direction astrom�etrique

On d�etermine aussi l�abscisse astrom�etrique correspondant �a la direction observ�ee
sur un RGC� Une source d�erreur provient de la distance inconnue �c�est��a�dire non
mesur�ee� du plan�eto�	de� cette derni�ere intervient au premier ordre dans �

�� La correction de temps de lumi�ere� Elle ne d�epend gu�ere de la position du
satellite ��s� � �a comparer aux s� �� d�un T��� elle ne sera donc pas appliqu�ee
ici�

� la correction de parallaxe� Nous avons vu �section ������ que l�erreur angulaire
sur la direction calcul�ee pouvait �etre de l�ordre du mas� elle reste donc faible
compar�ee �a l�erreur quadratique moyenne des observations�

Nous pouvons exprimer les di
�erentes corrections �a apporter comme une variation
d sur le RGC� soit

� u� la direction apparente dans le rep�ere J ���

� u � �cos� sin � �� la direction apparente sur le RGC

� R la matrice de passage J ��� �� RGC d�e�nie par l��equation ����!�

� v � Rv� la vitesse barycentrique du satellite exprim�ee dans le rep�ere li�e au
RGC

De la relation g�en�erale ����� donnant la direction g�eom�etrique en fonction de la
direction apparente� on a la correction d�aberration

u�g � u� �
h
�� �



v��u�

c

i v�
c

� o
�v�
c�

�

sachant que u � Ru�

Ru�g � u �
h
�� �



v�u

c

i v
c
� o

�v�
c�

�

D�o�u la correction

duaber �
h
�� � �



v�u

c

i v
c

On tire des expressions ����� ������ et ������� les corrections de parallaxe� de d�e�
viation relativiste de la lumi�ere dudefl et de d�eplacement du photocentre dp� Soit �
la distance �a priori entre le satellite et le plan�eto�	de et s le vecteur position g�eocen�
trique du satellite dans le rep�ere J ���� L�abscisse astrom�etrique astr sur le RGC
est � ��������������

�������������

u�g � N�u� duaber��Rdp

u�g � N�u�g�� Rdudefl

ug � �u�g �R s � �u�� u�� u��

astr � arctan
�
u�
u�

�

������

� 



Cette abscisse est prise �a partir du n%ud ascendant que fait le RGC avec l��eclip�
tique J ����

��� Comparaison observ�es�calcul�es � O�C

Pour chaque T� nous avons la di
�erence entre valeur observ�ee et valeur calcul�ee
�a l�aide des meilleures �eph�em�erides disponibles

o � c � o � c � r�m�s� � ��o�

Ces o�c sont repr�esent�es au graphe du haut de la �gure ��� On reconna�	t les deux
p�eriodes pendant lesquelles aucune observation de plan�ete n�a �et�e e
ectu�ee �

�� du �!�� ����� au ��������� t  ��������� � ��� ��� �� �mjd� � erreur d��epoque
des �eph�em�erides relatives au petites plan�etes

� du ��������� au  ������� t  ��������� � �������� �mjd� arr�et total des
observations

Ces o�c re$�etent� en plus des p�eriodes synodiques des plan�etes� les p�eriodes de � 
jours et un an de la loi de balayage du satellite� Ils comprennent aussi les valeurs
erron�ees de quelques pas de grille� celles�ci sont corrig�ees au graphe du bas de la
�gure ���� Les �ecarts entre les abscisses observ�ees et les abscisses calcul�ees provien�
nent des bruits de mesure� des di
�erences entre les rep�eres auxquels se rapportent ces
abscisses� et des erreurs sur les �eph�em�erides des plan�etes dues �a une faible connais�
sance des conditions initiales� Si l�on consid�ere le rapport de ces di
�erences par leur
�ecart type � o � c���o � c� � �o � c����o�� on voit d�une part que la quantit�e
o�c ne correspond pas �a un bruit centr�e quelconque �pour un bruit gaussien on au�
rait jo� c���o� c�j � ��� et d�autre part qu�elle re$�ete des erreurs importantes qui
sont dues essentiellement aux �eph�em�erides mal connues des petites plan�etes �cf ��
gure ����� Les �ecarts entre observation et th�eorie pour l�ensemble des plan�etes sont
relativement centr�es� ceci provient en partie de la loi de balayage du satellite� En
e
et� les p�oles des RGC traversent p�eriodiquement le plan de l��ecliptique� aussi un
�ecart alg�ebrique positif en longitude �ecliptique entra�	ne un �ecart sur le RGC dont
l�amplitude et le signe d�ependent de l�inclinaison du plan du RGC sur l��ecliptique�
Suite �a la particularit�e de la loi de balayage �section �� les plan�etes sont obser�
v�ees au voisinage des quadratures sans qu�il y ait de programmation de rendez�vous�
Les observations sont r�eparties par paquets correspondant au transit dans un des
champs du t�elescope� Chaque transit comprend g�en�eralement � T� espac�es de s� �� �
l�intervalle de temps s�eparant le passage dans le champ � de celui du champ  est
d�environ �mn��s� puis du champ  au premier �h� mn�s� Ces observations sont
r�ep�et�ees sur plusieurs rotations du satellite et� suite aux mouvements combin�es de la
r�evolution de la plan�ete et de l�axe d�inertie du satellite autour du soleil� se retrou�
vent �a quelques jours d�intervalles� On retrouve un tel paquet d�observations �a la
quadrature suivante� soit environ �� jours plus tard� Ainsi les donn�ees d�observation
relatives �a une plan�ete ne sont pas r�eparties de mani�ere uniforme mais regroup�ees
sur une douzaine �d��epoques�� Un exemple en est donn�e pour les o�c de la plan�ete
!�Hebe sur la �gure ����

��
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Fig� ��� � O�C sur � mois�
En haut � sans correction d�ambigu�	t�e de pas de grille�
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Fig� ��� � Quantit�e o � c���o� c� sur � mois de donn�ees�

�a� � Les �ecarts entre observation et th�eorie peuvent �etre de dix �a
cinquante fois plus grands que les bruits des mesures�
�b� � Repr�esent�es ainsi les o � c re��etent essentiellement des er�
reurs occasionnelles	 propres aux dates d
observation des plan�etes	
bien plus qu
un terme p�eriodique ou s�eculaire�
�c� � D�etail du graphe �b��
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Fig� ��� � Plan�ete !�Hebe�
�a� O�C sur � mois�
�b� abscisses calcul�ees et observ�ees sur un transit�

��� Observations douteuses et 	ltrage

Rappelons que la mesure consiste en un comptage de l�ensemble des photons
re�cus dans un champ de ���� De plus� on ne conna�	t que le retard de phase �modulo
le pas de grille et par rapport �a une origine arbitraire� d�un point associ�e �a la source
lumineuse� On distingue plusieurs types d�observations douteuses �

� Les ambigu�	t�es de pas de grille �

� Les transits suspects �

� Les points isol�es ou faibles sur un transit�

!�



����� Ambigu��t�e de pas de grille

Soit input la longitude sur le RGC donn�ee par les �eph�em�erides compress�ees�
et c la longitude obtenue par int�egration num�erique directe� L�abscisse �observ�ee�
 est d�etermin�ee en fonction des �eph�em�erides compress�ees et du pas de grille s� en
imposant �

j � input j � s



La pr�ecision interne de la repr�esentation �j c � input j� est dans le pire des cas de
��� � � ce qui� ajout�e �a la pr�ecision des pr�edictions des trajectoires �avant compression��
peut entra�	ner des erreurs sur la position de l�ast�ero�	de sup�erieures �a ��� !� Aussi les
coordonn�ees obtenues peuvent comporter des erreurs d�une unit�e de pas de grille�
Nous chercherons �a d�eterminer� si elle existe� la valeur max �a partir de laquelle
l��ecart entre abscisse observ�ee et calcul�ee comprend une telle ambigu�	t�e� Lorsque
ce cas se produit� en g�en�eral tout le transit est �a corriger� Ce ph�enom�ene est rare
et d�amplitude assez importante pour qu�il soit d�etect�e lors des am�eliorations des
�eph�em�erides de la plan�ete �section ����� En e
et� le ou les quelques transits douteux
sont alors s�epar�es d�un pas de grille ���� ��� des abscisses correctes alors que leur
dispersion est de l�ordre de quelques centi�emes de secondes�
La correction �a apporter ne d�epasse jamais le pas de grille� De mani�ere empirique et
pour l�ensemble des donn�ees de la mission on a �

max � ���mas

Les o�c ainsi corrig�es sont repr�esent�es �a la �gure ���b

����� E�et d	�eblouissement

Une source d�erreur provient de la pr�esence d�un objet lumineux parasite dans le
champ du dissecteur d�image ��veiling glare��� La courbe de lumi�ere obtenue �etant
la r�esultante de celle de la plan�ete et de l�intrus� la phase et par cons�equent l�abscisse
observ�ee sont erron�ees� Le signal r�eel est la somme des courbes de modulation de
la plan�ete et des corps �etrangers � ces signaux sont de p�eriodes identiques puisque le
d�eplacement de la plan�ete au cours d�un T� est n�egligeable� Si le corps parasite est
une �etoile simple le signal s��ecrit �

E�u� � K �� �Mo cos�u� �� �No cos�u� ���

�� �M� cos�u� �N� cos�u� ��

� I �� �M cos�u�&� �N cos�u� '��

�����

La courbe de modulation de la plan�ete est normalis�ee � Ipl � �� de plus le retard
de phase du second harmonique est petit � � �� Le coe�cient K est directement
li�e �a la di
�erence de magnitude des deux objets K � �����	
m � di
�erence entre la
magnitude de l��etoile et celle de la plan�ete� Le retard de phase donne la s�eparation�
modulo le pas de grille s� des images des objets projet�es sur le cercle de balayage �

!



cette s�eparation vaut
� s

 �
� On a les relations

I � � �K �����

�� �K�M

Mo
�

�
K� � �M��Mo�

� � KM��Mo cos�
����

����

�� �K�N

No
�

�
K� � �N��No�

� � KN��No cos�� � ��
����

�����

tan& �
K sin�

M��Mo �K cos�
�����

tan ' �
N��No sin � �K sin �

N��No cos � �K cos �
�����

���!�

avec la convention sur la fonction �tan� permettant de d�eterminer & et ' de ma�
ni�ere unique pour une amplitude non nulle� La chute en magnitude observ�ee entre
le signal r�eel et la magnitude escompt�ee de la plan�ete est #m� � ��� log���K����
La �gure ��! donne di
�erentes courbes de modulation th�eoriques r�esultant de la pr�e�
sence d�un corps lumineux ponctuel dans le champ de mesure du dissecteur d�images�
La plan�ete de rayon apparent ��� ! est suppos�ee �etre �a l�origine des phases � la courbe
de lumi�ere r�esultante est donn�ee en fonction de la s�eparation des deux corps� pour
des di
�erences de magnitudes #m entre l��etoile et la plan�ete� Les di
�erentes �gures
correspondent aux cas suivants �

� �a� #m � �� �
� �b� #m � ��� �

� �c� #m � � �

� �d� #m � �� s�eparation � ��� !mod ���� ����

Lorsque l��etoile parasite est brillante� son signal est pr�epond�erant� L�att�enuation
maximale de ce signal parasite a lieu pour une s�eparation d�un demi pas de grille �
la phase observ�ee du couple correspond essentiellement �a celle de l��etoile� Pour des
�ecarts de magnitude moins importants� le signal est rapidement perturb�e modi�ant
les amplitudes et les retards de phase� Avec des objets de m�eme magnitude et pour
une s�eparation angulaire d�un demi pas de grille� la premi�ere harmonique est nette�
ment diminu�ee�
L�amplitude de cet e
et sur les retards de phase� donc sur les o�c� peut atteindre
quelques dixi�emes de seconde d�arc � elle d�epend de la s�eparation des deux objets et
de leur magnitude relative� La lumi�ere parasite a aussi un e
et sur les coe�cients
de modulation des harmoniques� ceux�ci sont utiles pour le calcul de la magnitude�
Introduisons la quantit�e M � MMo � NNo� appelons�la coe�cient de magnitude�
cette quantit�e est fonction de la nature de la source lumineuse observ�ee ��etoile simple�
�etoiles multiples ou plan�ete�� La �gure �� pr�esente le graphe du coe�cient de ma�
gnitude pour deux objets ponctuels en fonction du rapport des intensit�es K et de
la s�eparation �� Cette surface est sym�etrique par rapport au plan � � s�� la varia�
tion de ce coe�cient est importante au voisinage du point �K� �� � ��� s�� o�u la
premi�ere harmonique dispara�	t�

!�



Le signal global de l��equation ����� est relativement complexe� mais nous pou�
vons consid�erer les deux cas particuliers suivants �on parlera en termes d�erreurs
introduites par la pr�esence de la lumi�ere parasite� �

�� � � �mod���� soit une s�eparation des objets de �k���� s� Dans ce cas nous
avons

�������
������

& � � si M��Mo � K�
& � � si M��Mo � K�
M � � si M��Mo � K�

' � �

� �KNo�N�
� ��

Il est possible qu�il n�y ait aucun e
et sur les phases des harmoniques� donc
sur la mesure de la position de la plan�ete sur la grille� En supposant � � ��
nous obtenons la relation

M � MMo �NNo � �

� �K

�
jK �M��MojM�

o � �K �N��No�N
�
o

�

La �gure ��� donne la variation de M en fonction du facteur de magnitude K
et pour des valeurs extr�emes des coe�cients de modulation �

� �gure ����a� M� � Mo �N� � No ce qui correspond �a une source ponc�
tuelle �

� �gure ����b� M� � �� � �N� � �� �� ce qui correspond environ �a une
plan�ete de ��� ! de diam�etre apparent �i � ���

Sont donn�ees sur ces �gures les valeurs correspondantes Mo � M�
o �N�

o pour
une �etoile et M� � M�Mo �N�No pour la plan�ete en question� On remarque
que� quel que soit K� on a M � Mo �et M � Mo pour k � 	� � ceci n�est
plus v�eri��e dans le cas d�une observation de plan�ete� il existe alors une solution
r�ealiste du rapport d�intensit�e K telle que M �M��

� � � ��mod���� soit une s�eparation des objets de �k� � ���� s� On a alors
en particulier

���������
��������

tan& �
K

M��Mo

tan ' � �

N��No �K

M � �

K � �

��
K� � �M��Mo�

�
����

M�
o � jK �N��NojN�

o

�

On voit que la phase du premier harmonique est fortement augment�ee et que
le second harmonique dispara�	t lorsque K � N��No� On remarque �a nouveau�
�gure ����c�� qu�il existe une valeur de K telle que M � M�� Cette valeur
est croissante pour des sources de moins en moins �etendues � �gure ����d��On
obtient le m�eme r�esultat pour une plan�ete d�environ ��� � de diam�etre apparent�

Deux tests de d�etection sont appliqu�es pour chaque transit� l�un se fait sur une
estimation de la pente des abscisses� l�autre sur estimation de la magnitude moyenne�
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����� Test sur la pente

Sur un temps aussi court que celui du passage d�un ast�ero�	de dans un champ du
t�elescope �� � sec� on peut consid�erer que �Cf �gure ���b��

� son acc�el�eration est nulle� d�
dt � cte �

� sa vitesse est connue� d�o
dt � d�c

dt � b�

Supposons qu�une �etoile brillante se trouve dans le champ de ��� du dissecteur� la
pente des observ�es re$�etera la position de l��etoile et sera par cons�equent quasi nulle�
La pente correspondante pour les abscisses calcul�ees peut par contre atteindre ����
Le but de ce test est de rejeter les transits pour lesquels les pentes sont statistique�
ment di
�erentes � ceci peut se faire sans estimation de la pente des observ�es� Pour
chaque num�ero de T� �tk�� et un temps moyen du transit �t� � E�tk�� en g�en�eral
�egal au temps m�edian�� on impose les relations lin�eaires sur les abscisses observ�ees
ok et calcul�ees ck

��������������
�������������

ok � ao � bo��tk � t�� � rk � rk est l�erreur vraie

� ao � b��tk � t�� � �bo � b���tk � t�� � rk

� ao � b��tk � t�� � vk

ck � ac � b��tk � t��

On suppose que les erreurs de mesures rk sont des variables al�eatoires centr�ees
E�rk� � � �o�u E d�esigne l�esp�erance math�ematique� et de variance ���k� � le premier
point implique E�vk� � �� Les di
�erences �o�c�k � ok�ck � ao�vk�ac ne devraient
pas contenir de terme proportionnel au temps� Soit o� c la moyenne pond�er�ee des
�o� c�k

o � c � E�ao � vk � ac� � ao � ac

La m�eme remarque s�applique �a la quantit�e vk � �o� c�k � o� c� celle�ci ne devrait
repr�esenter que les bruits de mesures� Soit �o une constante arbitraire et les poids

pk �
�o

�k
� introduisons alors l�estimateur du facteur de variance �ou de l�erreur par

unit�e de poids � �mean error per unit weight��

(��o �
�

�

NX
k��

p�k v
�
k � � � N�� o�u N est le nombre de T� du transit�

Supposons que la variable al�eatoire �
���o

��o
suit une loi du �� �a � degr�es de libert�e � on

en d�eduit la probabilit�e

P
�
�
(��o
��o

� ������
�
� �
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Tab� ��� � Valeurs du �� en fonction du seuil de tol�erence et de la redondance�

Q�� � � � � � � � � � �	
	
	� �
��� �
��	 ��
��� ��
��� ���	�� ��
��� ��
��� �	
	�	 ��
��� ��
�	�
	
		� �	
��� ��
��� ��
��� ��
��� �	
��� ��
��� ��
��� ������ ��
��� ��
���
	
			� ��
��� ��
�	� ��
��	 ��
��� ��
�	� ��
�	� ��
	�� ��
��� ��
��� ��
��	

sachant que

Q���j�� � �� P ���j�� �� � �� � 	�
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�
����� )
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�



�	�� Z �

	�
exp��t�� t� ����� dt

Les valeurs de ������ sont donn�ees dans le tableau ���� Si l�on impose la m�eme valeur
du �� �a l�ensemble des transits� le test devient plus s�ev�ere pour les passages pendant
lesquels la plan�ete est observ�ee sur une dur�ee plus courte� En g�en�eral il y a huit T�
par transit pour une plan�ete� si l�on applique le seuil �a ���*� avec �o � ��mas�
on rejettera les transits pour lesquels �

(��o � � ��o

Ce qui donne� bien que (�o ne soit qu�un estimateur asymptotiquement sans biais de
�o la valeur limite de rejet (�o � !�mas� Pour un transit ne poss�edant que cinq T� on
aurait � (�o � ! mas� si l�on conserve le m�eme coe�cient le seuil de rejet est �a ���*
de la population� Les transits ne poss�edant qu�un seul T� sont automatiquement
�elimin�es�

La redondance � est relativement faible� ce test pourrait donc rejeter les transits
poss�edant un point fortement isol�e� On pourrait alors� dans un premier temps� �ecarter
l��eventuel T� suspect �test �a ���� puis appliquer le test sur la pente� N�eanmoins� la
grande qualit�e des observations Hipparcos fait que la proportion des transits rejet�es
�a cause de la pr�esence d�un tel point est tout �a fait n�egligeable�

����� T� supprim�es

L�erreur quadratique moyenne �k d�une abscisse sur un T� varie en fonction de la
magnitude et du diam�etre apparent de l�ast�ero�	de� Toutes observations confondues�
elle est en moyenne de ��mas �Cf �gure ����� On peut rejeter les points� statis�
tiquement non repr�esentatifs� tels que �k � ���mas� On rejette aussi les points�
s�ils sont rares� s��ecartant trop de l��echantillon� C�est �a dire ceux pour lesquels
j�o� c�k � o� cj � � �k�

����
 Test bas�e sur la magnitude

A partir des donn�ees photom�etriques� il est possible de d�eterminer la magnitude
absolue des plan�etes �MM���� Les observations sur la grille principale se font sur
une large bande de longueur d�onde �tableau ��� et l��echelle des magnitudes est

!!



propre au syst�eme Hipparcos� On obtient la magnitude relative m d�un objet dans
ce syst�eme par

m � ��� log
��

I

Io

o�u Io est un comptage de r�ef�erence� La quantit�e I peut �etre estim�ee �a partir des
coe�cients �I � B�� �I M�� �I N� de la courbe de lumi�ere ���� de deux mani�eres �

�� Soit en retranchant le bruit de fond �d�etermin�e par les observations d��etoiles
faibles� �a la partie constante du signal �

(Ib � �I � B�� (B

� Soit �a partir des amplitudes des harmoniques �

(Im �
�I M�Mo � �I N�No

M�
o �N�

o

La premi�ere estimation (Ib est de variance plus faible� La seconde est biais�ee puisque
les coe�cients de modulation Mo et No ne correspondent pas aux coe�cients r�eels
M � N � Si l�on suppose que l�estimateur (Ib n�est pas biais�e �E�(Ib� � I�� l��ecart en
magnitude entre les deux estimateurs est

#m � ��� log
��

(Im
(Ib

� ��� log
��

M�Mo �N�No

M�
o �N�

o

��� �

Pour une source ponctuelle sans e
et de chromatisme cet �ecart est statistique�
ment nul �car M� � Mo et N� � No�� Pour un objet r�esolu l��ecart #m est positif et
est fonction du diam�etre apparent de l�objet�
La magnitude absolue de la plan�ete Hp est la magnitude qu�elle aurait �a une unit�e
de distance astronomique de la terre et du soleil avec un angle de phase nul� Elle est
d�eduite de la magnitude apparente �a partir de la relation �Tra���

�����
����

Hp � m� � log���r�#�� �� log�� ���� G��� �G���

�i � exp
n
�Ai�tan�

�
� ��

Bi

o
� �i � �� �

�����

� r est la distance h�eliocentrique de la plan�ete

� # est la distance g�eocentrique de la plan�ete

� � est l�angle de phase

� A� � ���� �A� � ��� �B� � ��!� �B� � ��
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Tab� �� � Ecart th�eorique sur les estimations de magnitudes�

� ��� ���� ��� �� ��� �� 

Lambert ���� ����� ���� ��� ��� 

Uniforme ����� ���� ���� ���� ��!�

Cette magnitude est toujours propre au syst�eme Hipparcos� de plus elle fait parfois
appara�	tre des variations encore mal mod�elis�ees �MM���� Puisque nous voulons va�
lider une observation� nous ne cherchons pas �a comparer directement la magnitude
observ�ee �a une magnitude calcul�ee�� mais nous comparons l��ecart en magnitude entre
les deux estimateurs �a un �ecart th�eorique�

Nous �evaluons l��ecart en magnitude #m pour une plan�ete sph�erique en consid�e�
rant deux lois de di
usion de la lumi�ere � brillance uniforme et loi de Lambert� Soit
� le diam�etre apparent de la plan�ete exprim�e en seconde d�arc� on obtient �a partir
des expressions des rapports M�Mo et N�No donn�ees �a la section ����� �

� Lumi�ere uniforme

#mu � ���� ��� ����� �	 � o���� �����

� Loi de Lambert

#ml � �� � � ��� �� �� �	 � o���� ������

� Di
�erence

#mu �#ml � �� �� ��� �� �� �	 � o���� ������

On trouvera dans le tableau �� les valeurs d��ecart en magnitude pour certains
diam�etres apparents� L�erreur moyenne sur la d�etermination de la magnitude est
de l�ordre de �� �� �avec l�estimateur (Ib�� cette erreur d�epend de la magnitude de
la petite plan�ete donc de son diam�etre apparent ��gure ������ Pour des diam�etres
apparents sup�erieurs �a la demi�seconde d�arc� l��ecart entre les deux estimateurs est
donc sensible au choix de la loi de di
usion�

Soient ��(Ib� et ��(Im� les �ecarts types des deux estimations de magnitude� un pre�
mier �ltrage consiste �a rejeter les transits pour lesquels l��ecart type sur la di
�erence
est trop important �

��#m� �
�
���(Ib� � ���(Im�

� �

�� �� � � soit �� �* de la population

Puis le test sur l��ecart en magnitude �test �a � sigma� �

j#m�#muj � � ��#m�

�Les transits pour lesquels la di��erence entre magnitude observ�ee et calcul�ee et�ou l�erreur
quadratique moyenne est grande sont n�eanmoins rejet�es
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��
 Positions astrom�etriques � Points normaux

Le but est de fournir �a la communaut�e astronomique les positions observ�ees des
petites plan�etes� Apr�es avoir rejet�e les observations suspectes et corrig�e les �even�
tuelles ambigu�	t�es de pas de grille� les donn�ees d�observations doivent �etre r�eduites
�a un point conventionnel a�n d��etre facilement utilisables� En particulier� tous les
�el�ements propres �a la trajectographie et �a l��echelle de temps du satellite doivent
�etre transparents pour l�utilisateur� Toutefois� ceci ne doit pas se faire au prix d�une
perte importante sur la qualit�e �pr�ecision� des observations� Nous transformons les
abscisses apparentes en abscisses astrom�etriques� c�est��a�dire qu�elles seront compa�
rables �a des �eph�em�erides g�eocentriques corrig�ees du temps de lumi�ere et de l�e
et
de phase� A�n de s�accorder avec les autres observateurs� l��echelle de temps choisie
est le temps UTC�

Nous avons vu que nous pouvions mod�eliser le parcours apparent d�une petite
plan�ete sur la grille de fa�con simple � on fournit donc des positions r�eduites sur un
passage	� La pr�ecision sur ces points normaux est de l�ordre du centi�eme de seconde
d�arc� On d�etermine alors� pour ce point normal� l�abscisse astrom�etrique sur le RGC
pour une date en UTC� Cette transformation se fait en appliquant une partie des
corrections donn�ees �a la section ��� �

� passage de la datation en temps dynamique TD au temps universel UTC�

� correction d�aberration des �xes�

� correction de d�eviation des rayons lumineux�

� correction de parallaxe�

La correction de d�eplacement du photocentre d�u �a l�e
et de phase est faible voire
n�egligeable dans la majorit�e des cas� Pour les autres� elle n�est pas mod�elisable de
fa�con �able� aussi n�entre�t�elle pas dans cette transformation�

La progression des abscisses observ�ees sur la dur�ee d�un passage est lin�eaire�
Comme les donn�ees sont en g�en�eral uniform�ement r�eparties sur un transit� nous
prenons donc un point moyen �a l�instant du milieu du transit� Le nombre de points
�etant relativement faible� il sera pr�ef�erable de prendre un estimateur plus robuste
que l�estimateur des moindres carr�es� Dans le cas simple o�u un seul param�etre est
�a d�eterminer� l�estimateur L� hxi� minimisant la somme des valeurs absolues des
r�esidus� n�est autre que la valeur m�ediane de l��echantillon des xk �X

k

jxk � hxij est minimale pour hxi �medfxkg

Supposons les xk ordonn�es� et soit E�t� la partie enti�ere de t � la valeur m�ediane est
d�e�nie par

med fxkg �

�����
����

xE�N����� si N est impair

�
�

�
xN�� � xN����

�
si N est pair

�Sur deux passages cons�ecutifs	 le mod�ele lin�eaire est insusant�

!�



En reprenant les notations de la section ����� pour les positions astrom�etriques�
soit ok � k  f�� � � � � Ng les abscisses observ�ees et ck les abscisses astrom�etriques
d�eduites des �eph�em�erides� l�abscisse moyenne hi est

hi � med fok � bo��tk � t��g
� med f�o� c�kg� �


�c� � cN�

Si les pentes des abscisses astrom�etriques et apparentes di
�erent� les �ecarts entre
positions observ�ees et calcul�ees sont par contre les m�emes dans les deux cas � soit
T la transformation de la direction astrom�etrique �a la direction apparente� on a
o � T �c� � T���o� � c et �o� c�atr� � �o� c�app�� Il n�est donc pas n�ecessaire de
d�eterminer les abscisses astrom�etriques r�eelles pour chaque T��

La fonction de distribution des erreurs correspondant �a l�estimateur L� est la
fonction de Laplace ��Bra�!��

p�x� hxi� � �

 �
exp��jx� hxij

�
�

On peut �evaluer l�erreur sur l�abscisse normale par

(��o �

P
k��o� c�k �medfo� cg��

N � �

���hi� �
�

N
(��o

Cette estimation est plus large que celle obtenue par la solution des moindres
carr�es� puisqu�on suppose que la dispersion des erreurs est plus importante que celle
correspondant �a une loi normale� Il est �a noter que cette d�etermination de l�abscisse
astrom�etrique moyenne est peu sensible �a la donn�ee a priori de la pente puisque
qu�elle est prise au temps milieu du transit t� �

t��tN
�

soit

ck � ac � bc��tk � t��

alors

�


�c� � cN� � ac � bc��

t� � tN


� t�� � ac

et l�abscisse normale s��ecrit

hi � med f�o� c�kg� ac

Cette expression ne d�epend pas explicitement de la pente mais uniquement de la
dispersion des observ�es� or cette dispersion est la somme d�erreurs suppos�ees centr�ees
et de termes oppos�es par rapport au temps m�edian�

 �



��� R�esultats

L�ensemble des donn�ees sur � mois a �et�e r�eduit en appliquant les di
�erentes
op�erations d�ecrites plus haut� La r�eduction comprend les deux calculs suivants �

�� Calcul des di
�erences entre abscisses apparentes observ�ees et calcul�ees o�c pour
chaque T� retenu�

� Calcul d�un point normal astrom�etrique pour chaque transit retenu�

Les plan�etes sont observ�ees �a des distances satellitocentriques variant de � �a � UA
et pour des magnitudes allant de  �a ��� La magnitude consid�er�ee est la magnitude
apparente d�eduite d�une estimation du bruit de fond� Les diam�etres apparents sont
compris entre ��� � et ���  � sauf pour Ceres ���� �� � ���  �� ils sont inf�erieurs �a ��� ��
Les �gures �����a� et �b� montrent� pour l�ensemble des transits� les variations des
magnitudes en fonction des diam�etres apparents des plan�etes� et les diam�etres appa�
rents en fonction de la distance satellitocentrique� Sur la �gure �����a� on reconna�	t
deux groupes di
�erents� une branche �a laquelle appartiennent les plan�etes ��Ceres
et ���Bamberga� et une autre pour les plan�etes ��Vesta et ���Laetitia� Pour une
magnitude donn�ee il correspond deux valeurs caract�eristiques de diam�etres appa�
rents� Rappelons que ces magnitudes ne sont pas ramen�ees �a un angle de phase nul�
cet angle varie de ��� �a �� pour Laetitia et de � � �a ��� pour Bamberga � elles ne
sont pas non plus corrig�ees de la distance h�eliocentrique des plan�etes� Il ne faut donc
pas y voir des propri�et�es propres aux plan�etes� La �gure �����b� fait appara�	tre le
diam�etre apparent des ast�ero�	des de la mission en fonction de leur distance satellito�
centrique� on y retrouve les plan�etes dont le d�eplacement du photocentre est le plus
important�

Les tableaux ��� et ��� r�esument quelques donn�ees g�eom�etriques relatives aux
observations des ast�ero�	des au cours de la mission� Signalons que pendant les p�eriodes
du ��������!h au ���������h et du ��������h au ���������h les p�oles des
RGC sont dans le plan de l��ecliptique� il n�y a par cons�equent aucune information
sur la longitude �ecliptique des objets observ�es pendant ces intervalles de temps�

Un exemple de transit �ltr�e par le test sur la pente est donn�e pour la plan�ete ���
Bamberga sur la �gure ���� La date moyenne de ce transit est �� �!!� ����� �mjd��
La d�ecroissance des abscisses calcul�ees sur ce transit est d�environ ���mas tan�
dis que les abscisses observ�ees sont presque constantes� Il s�ensuit que� m�eme si
l�on translate l�ensemble des abscisses calcul�ees �ce qui revient �a faire une correc�
tion des �eph�em�erides�� les di
�erences entre observations et calculs sont importantes�
L�estimateur de l�erreur par unit�e de poids pour ce transit vaut �� � �mas� Les ob�
servations sont manifestement bruit�ees par une �etoile� on observe alors une chute
d�une unit�e en magnitude� Pour cet exemple� le test sur l��ecart en magnitude entre
les deux estimateurs ne d�etecte pas ce transit� Nous avons �evalu�e cet �ecart dans le
cas d�une source �etendue� mais cette di
�erence se produit aussi dans le cas de deux
ou plusieurs sources ponctuelles� il est alors fonction de la s�eparation angulaire des
objets projet�es sur la direction du balayage� Dans ce cas� la pr�esence d�une �etoile� �a
l�int�erieur du champ retenu par le dissecteur d�image� produit sur les coe�cients de
modulation un e
et semblable �a celui d�un objet r�esolu�

Un autre exemple de transit �ltr�e est donn�e� pour la plan�ete ��Astraea� ���
gures ������ Celles�ci repr�esentent l��evolution des abscisses observ�ees et calcul�ees au
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Tab� ��� � Donn�ees g�en�erales sur les observations des petites plan�etes

Legende�

No � Numero de la petite plan�ete

tmin� tmax � Date de debut et de �n des observations

Mmin� Mmed� Mmax � Magnitude apparente �minimale� mediane et maximale �

imin� imed� imax � Phase de la plan�ete �minimale� mediane et maximale �

No tmin tmax Mmin Mmed Mmax imin imed imax

�	���� �mjd� �degres�
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Tab� ��� � Donn�ees g�en�erales sur les observations des petites plan�etes

Legende�

No � Numero de la petite plan�ete

Hmin� Hmed� Hmax � Distance heliocentrique de la plan�ete

�minimale� mediane et maximale�

Smin� Smed� Smax � Distance satellitocentrique de la plan�ete

�minimale� mediane et maximale�

No Hmin Hmed Hmax Smin Smed Smax
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cours du transit� l��evolution des o�c sur une dur�ee d�environ trois jours et les dif�
f�erentes valeurs du �� �normalis�e �a �� mas� au cours de ces di
�erents passages�
L�erreur par unit�e de poids vaut ���  mas et� bien que le nombre de T� pour ce
transit suspect soit inf�erieur �a la moyenne� la probabilit�e pour que la dispersion
observ�ee soit due uniquement �a un bruit blanc est n�egligeable� Nous pouvons aussi
comparer ce transit aux passages voisins� Il appara�	t alors clairement que ce transit
est �a rejeter � aucune variation de cette amplitude �sur un temps aussi court�� tant
sur les o�c que les dispersions des abscisses� ne peut��etre li�ee aux �eph�em�erides ou �a
des caract�eristiques physique de la plan�ete� Par ailleurs� ce transit n�est pas isol�e sur
un RGC� il n�y a donc pas d�erreur li�ee �a la r�eduction sur ce cercle�

Le test sur la pente ne d�etecte pas l�ensemble des transits suspects� La di
�erence
entre pentes observ�ees et calcul�ees peut �etre relativement faible� Pour une �etoile �xe
pendant un transit� et une plan�ete se d�epla�cant perpendiculairement au cercle de
balayage� les deux pentes sont �egales � mais ceci n�emp�eche pas une erreur constante
sur l�ensemble des positions observ�ees du couple plan�ete��etoile� Les amplitudes du
signal modul�e fournissent aussi des renseignements sur la pr�esence d�objets doubles�
La �gure ���� montre sur un transit l�ensemble des abscisses observ�ees et calcul�ees
��gure du haut�� La dispersion des mesures par rapport �a la pente th�eorique est
acceptable� le facteur d��ecart type obtenu apr�es r�egression lin�eaire ne re$�ete pas
d��ecarts syst�ematiques lin�eairement d�ependants du temps� on a (�o 
 �� � le test
sur la pente ne �ltre pas ce transit ni les transits voisins ��gure ���� en bas�� La
magnitude apparente par contre chute pour certains transits et d�une amplitude qui
n�est pas la m�eme selon l�estimateur de magnitude utilis�e �magnitude corrig�ee du
bruit de fond ou magnitude biais�ee obtenue par les amplitudes des modulations du
signal�� La �gure ���� donne les variations de ces deux estimations de magnitudes
au cours du temps� la �gure en haut �a gauche correspond �a la magnitude apparente
d�eduite du bruit constant� la �gure en haut �a droite �a la magnitude r�esultant des
coe�cients de modulation� La distance satellitocentrique cro�	t au cours du temps
passant de � � � �a � �� �UA� l��ecart th�eorique sur les magnitudes est quasi�constant
et voisin de �� �� la di
�erence observ�ee est par contre signi�cative pour trois transits
cons�ecutifs ��gure ���� du bas�� La chute en magnitude dm observ�ee entre la plan�ete
et le couple plan�ete��etoile�s� est de l�ordre de �� nous pouvons estimer la magnitude
m� de l��etoile connaissant la magnitude de la petite plan�ete mp 
 � et �a partir de
l��equation ����� �

mp �m� � �� � log��
�

K

dm � �� � log��
�

� �K

m� � mp � � � log�����
��	dm � �� 
 ��� ��

La di
�erence de magnitude #m entre les deux estimateurs est elle aussi de l�ordre
de � magnitude� le diam�etre apparent �etant voisin de ��� � nous pouvons supposer
que son signal est celui d�un objet ponctuel� on a alors la relation sur le coe�cient
de magnitude MMo �NNo �

MMo �NNo � ����� �#m�M�
o �N�

o �

 �



o�u M et N sont les coe�cients de modulation du couple� On peut d�eduire la
valeur th�eorique de cette derni�ere expression en utilisant les �equations ����������
dans le cas d�une plan�ete quasi�stellaire

MMo �NNo �
M�

o



K� � � � K cos�

����
�N�

o



K� � � � K cos���

����
K � �

AvecK 
 �� � nous pouvons donner le graphe du coe�cient de magnitude en fonction
de la s�eparation des corps sur la grille ��gure ���!�� Par sym�etrie du probl�eme� il y a
deux solutions� elles sont voisines de ��� � et ��� !�� L��etoile �etait approximativement
de magnitude ����� et �etait s�epar�ee de la plan�ete de 
 s � ��� �mod�s��

Le tableau ��� donne quelques statistiques sur le volume des observations des pe�
tites plan�etes par Hipparcos� Chaque petite plan�ete est observ�ee sur environ �� RGC
�de � �a �� avec en moyenne ��� T� ou �� transits �variant de �� pour !��Ausonia
�a ��� pour ���Laetitia�� Le �ltrage des T� et le test sur la pente rejettent moins de
�* des donn�ees� le test sur la magnitude en �ecarte ���*�

Nous pouvons faire une remarque concernant la population des mesures cor�
respondant aux abscisses sur le cercle� La �gure ��� donne un histogramme des
estimateurs des erreurs par unit�e de poids (�o � on obtient les statistiques suivantes
�la fr�equence corrig�ee correspond �a l��echantillon obtenu apr�es le test sur la pente� �

��o � �	 � �� � �	 � �� � �	 � �� � �	 � �� � �	 � ��

frequence ��� ����� ����� �	��� ����� �	��� ���� ��	� 	��� 	��� 	���
freq� corrigee ����� ����� �	��� ����� ���� ���� ���� 	��� 	�		 	�		

Nous pouvons supposer qu�il y a huit T� par transit� Si la variable � (��o��
�
o suit

une loi du ��� on obtient alors� avec � �  � les probabilit�es �

��o � �	 � �� � �	 � �� � �	 � �� � �	 � �� � �	 � ��
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Les probabilit�es cumul�ees� pour l��echantillon de mesure� sont donn�ees �a la ��
gure ����� La population des estimateurs (�o du facteur de variance ne correspond
pas �a celle obtenue par la loi du ��� Ceci ne contredit pas forc�ement le mod�ele em�
ploy�e � variation lin�eaire des positions sur le cercle pendant un passage �en fait� elle
est assur�ee �a mieux de �� �mas�� et �egalit�e des pentes des abscisses observ�ees et
calcul�ees sur un transit� Par contre la population des abscisses par T� ne suit pas
rigoureusement une loi normale�

Contrairement au test sur la pente� le test sur les magnitudes est �s�ev�ere�� Rap�
pelons que la di
�erence en magnitude est fonction essentiellement du diam�etre de
la plan�ete� et qu�elle est toujours plus grande si l�on consid�ere une plan�ete unifor�
m�ement brillante� Cette di
�erence sur les estimations de magnitudes d�ecro�	t rapide�
ment lorsque le diam�etre apparent diminue �� ���� Par contre� l�incertitude ��#m�
�
 �� �� associ�ee �a cette di
�erence est plus importante pour des plan�etes quasi�
ponctuelles �Cf �gure ���� �a� et �b��� Ainsi� lorsque le diam�etre apparent est inf�e�
rieur �a 
 ���  les mod�eles deviennent �equivalents� Ceci peut se voir par exemple� �a la

 �



�gure ���� avec les donn�ees de la plan�ete ���Eunomia� Pour un diam�etre apparent
de ��� � les deux mod�eles di
�erent d�un centi�eme de magnitude� soit approximative�
ment le cinqui�eme du bruit de mesure� Pour des diam�etres apparents compris entre
���  et ��� � la dispersion des mesures reste importante� Il y a peu d�observations
correspondant �a cet �eventail de diam�etres� seules les plan�etes �Pallas et ��Vesta en
font partie� On peut voir �a la �gure ��� les dispersions sur les �ecarts en magnitude
pour ces deux plan�etes�

La �gure �� montre les courbes th�eoriques et l��ecart en magnitude observ�e
pour la plan�ete Ceres � unique plan�ete observ�ee avec un diam�etre sup�erieur �a ��� �� Il
est clair que la loi de di
usion la plus adapt�ee �a cette plan�ete est la loi entra�	nant
une brillance uniforme� Nous avons par cons�equent mod�elis�e l��ecart en magnitude
en supposant une plan�ete uniform�ement brillante�

Pour certaines plan�etes le nombre de transits rejet�es par le test sur les magnitudes
est important� les donn�ees sont r�ecapitul�ees dans le tableau suivant �

Plan�ete Ntr STM *

 �Iris   ! ����

���Parthenope  � ! ��

�!�Psyche � ! �����

���Melpomene ���  !��!

���Laetitia ���  !��!

���Bamberga  �  ����

����Dembowska �� ! ����

La �gure ��� donne cette di
�erence sur les estimations en magnitude en fonction du
diam�etre apparent� ainsi que la courbe th�eorique� pour certaines d�entre elles� D�une
mani�ere g�en�erale� la dispersion des �mesures� est grande pour des petits diam�etres
apparents� On peut noter aussi que� pour les plan�etes  �Iris et ���Bamberga� l�es�
timateur obtenu �a partir des coe�cients de modulation du signal est en g�en�eral plus
grand que celui obtenu par une estimation du bruit de fond�

La �gure ����a� donne un histogramme des erreurs associ�ees aux points astro�
m�etriques normaux� On voit que la pr�ecision� apr�es r�eduction sur un passage� est
globalement de l�ordre de ��� ���� ��� ���� et elle est en g�en�eral meilleure que ��� ���
Cet histogramme est �a comparer avec celui de la �gure ���� o�u sont donn�ees les
pr�ecisions des abscisses par T� � le gain apport�e par la r�eduction est donc de l�ordre
de ��� La pr�ecision varie en fonction de la magnitude de ces objets �alb�edo et dia�
m�etre apparent essentiellement�� cette variation est repr�esent�ee �a la �gure ����b� � la
masse la plus importante des observations a lieu entre les magnitudes �� et ���� On
a la relation empirique donnant l�erreur � �donn�ee en milli�eme de seconde d�arc��
sur l�abscisse d�un point normal� en fonction de la magnitude apparente m et du
diam�etre apparent � �exprim�e en seconde d�arc� �

� �
�op
k�k�

 !



kl � �
sinFl � Fl cosFl

F �
l

l � �� 

Fl � �l
�

s

�o � ��mas ���
�

�
�am�b�

a � ����

b � �����

les coe�cients kl � � sont li�es �a l�aplatissement de la courbe de modulation
pour des objets non ponctuels� ils sont calcul�es en supposant une loi de di
usion
de Lambert �SL��� Les param�etres a et b sont calcul�es par r�egression lin�eaire � les
�gures ��� donnent l�exposant lin�eaire calcul�e et la loi empirique ainsi d�etermin�ee�

La �gure ��! repr�esente des trac�es analogues� l�erreur quadratique moyenne y est
donn�ee en fonction du diam�etre apparent des plan�etes et en fonction de leur distance
satellitocentrique� La pr�ecision sur les positions est optimale pour des diam�etres
compris entre ��� � et ��� �� il en est d�ailleurs de m�eme pour l�incertitude ��#m� sur
l��ecart en magnitude� Pour des plan�etes quasi�ponctuelles� la magnitude est �elev�ee et
le rapport signal sur bruit est plus faible� D�autre part� pour des objets identiquement
brillants� l�amplitude de la courbe de modulation d�ecro�	t avec des sources de plus en
plus �etendue � ceci a pour e
et de diminuer� �a nouveau� le rapport signal sur bruit�
Il subsiste quelques points isol�es� en particulier quatre transits pour lesquels l�erreur
moyenne est sup�erieure �a !�mas� Contrairement au test sur la pente� l�estimation de
l�erreur sur un point astrom�etrique normal se fait sans pond�eration des r�esidus� ainsi
les points isol�es contribuent de mani�ere identiques sur l�estimation de la pr�ecision�
Ces points sont rares� montrant par l�a la grande qualit�e des observations en position
des petites plan�etes avec le satellite Hipparcos�

Les donn�ees sur les positions des ast�ero�	des telles qu�elles sont fournies par le
satellite Hipparcos sont donc d�une pr�ecision in�egal�ee pour ce genre de corps� Le
volume de ces donn�ees� leur r�epartition sur la trajectoire ou selon l�angle de phase
est cependant variable selon les plan�etes� Combin�ees avec d�autres observations as�
trom�etriques �au sol ou par un satellite post�Hipparcos�� ces observations des petites
plan�etes permettront d�am�eliorer sensiblement les �eph�em�erides de ces corps� Nous
verrons dans le chapitre suivant qu�il est d�ores et d�ej�a possible� avec les observations
Hipparcos seules� d�apporter des contraintes tr�es pr�ecises sur les orbites osculatrices
des petites plan�etes de la mission� voire de les d�eterminer enti�erement�

  



Fig� ��! � Courbe de lumi�ere pour un couple plan�ete��etoile�
Le centre de la plan�ete est �a l
origine des phases� On donne la
courbe de modulation sur une p�eriode	 en fonction de la s�epartion
�Separ� exprim�ee en seconde d
arc� sur le cercle de balayage des
deux objets� �a� �m � �� � �b� �m � 	��� ��c� �m � 	 � �d�
�m � 		 s�eparation � 	�� ��
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Fig� �� � Coe�cient de magnitude pour deux objets ponctuels�
En fonction de la s�eparation �sep�� et du rapport d
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Tab� ��� � Volume de donnees par planete�
L�egende �
Num � num�ero de la petite plan�ete � Nrgc � Nombre de RGC conte�
nant des observations de la plan�ete � NT� � nombre de T� retenus �
Ntr � nombre de transits retenus�
T� � Nombre de T� �ltr�es tels que ��T�� � ��	mas � Obs � Total
de T� �ltr�es � STP � Nombre de transits �ltr�es � test sur la pente �
STM � Nombre de transits �ltr�es � test sur la magnitude � STS �
Nombre de transits �ltr�es tels que ���m� � 	�� � ShT � Nombre
total de transits �ltr�es�
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Chapitre �

LIEN AU REP�ERE DE

R�EF�ERENCE DYNAMIQUE

La sph�ere des �etoiles Hipparcos est en rotation par rapport au rep�ere dynamique
d�e�ni par l��ecliptique et l��equinoxe de la date� ce mouvement �a di��erentes origines �

� rotation propre �a la m�ethode d�observation� les origines des RGC ne sont pas
d�etermin�ees explicitement �

� rotation galactique des �etoiles du catalogue Hipparcos �

� pr�ecession en longitude	

Or une condition primordiale d�un syst�eme de r�ef�erence est qu�il ne poss�ede pas de
rotation	 Les observations se rapportant �a des dates di��erentes� il faut conna
�tre ou
d�eterminer la pr�ecession� en particulier la pr�ecession en longitude� c�est �a dire le mou�
vement de l��equinoxe sur son �ecliptique	 La pr�ecession plan�etaire provient des per�
turbations dues au syst�eme des masses et positions des plan�etes perturbatrices� elle
a donc un e�et s�eculaire sur la position de l��equinoxe de la date	 La sph�ere Hipparcos
repr�esente un syst�eme homog�ene� n�eanmoins elle ne mat�erialise qu�indirectement un
syst�eme de r�ef�erence	 Cette sph�ere� puisque qu�elle poss�ede une rotation arbitraire�
est reli�ee au syst�eme cin�ematique d�objets extra�galactiques KLR���� K���� et au
syst�eme semi�dynamique du FK� R�os���� F���b�	 Les orientations de ces deux re�
p�eres de r�ef�erence sont totalement ind�ependantes � elles sont par contre� pour des
raisons pratiques proches l�une de l�autre	 En revanche� ces deux rep�eres ne doivent
pas montrer de di��erence signi�cative de la rotation au cours du temps	 Le syst�eme
du FK� est un syst�eme semi�dynamique � il englobe� en plus du mod�ele dynamique du
mouvement du soleil et des plan�etes� des consid�erations sur les mouvements propres
des �etoiles et la rotation galactique Fri���� Fri���� Fri���	 Le lien entre la sph�ere
Hipparcos et le FK� est obtenu �a partir de la comparaison des positions des �etoi�
les du catalogue FK� �int�egr�ees au programme d�observation de la mission� dans
chacun des r�ef�erentiels	 Nous nous proposons ici de calculer la rotation de la sph�ere
d��etoiles Hipparcos par rapport �a un syst�eme inertiel� en tenant compte uniquement
des positions des ast�ero��des donn�ees dans ce syst�eme �plus exactement des positions
des ast�ero��des� obtenues par le satellite� par rapport aux �etoiles Hipparcos�	
Les positions des ast�ero��des sont li�ees �a l�orbite de la Terre	 La rotation s�eculaire
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entre le mod�ele DE ��� et DE ��� �qui contient une nouvelle estimation des pertur�
bations des ast�ero��des sur l�orbite de la Terre� est d�environ �� �mas�an� alors que la
pr�ecision de la d�etermination du moyen mouvement de la Terre par rapport �a un sys�
t�eme inertiel est peu di��erente de �mas�si�ecle WS���	 Les �eph�em�erides de la Terre
sont donn�ees dans le syst�eme DE��� �soit par calcul semi�analytique CFM���� soit
par int�egration num�erique�	 La pr�ecision de ces �eph�em�erides d�epend d�esormais des
observations sur lesquelles elles sont ajust�ees �qualit�e� quantit�e� vari�et�e et �etendue
dans le temps� � les �el�ements sont donn�es avec une pr�ecision de l�ordre de quelques
mas Sta���� WS���	
Nous devons donc d�eterminer le mouvement sid�eral des petites plan�etes de la mis�
sion et celui de la Terre	 En regard de la dur�ee des observations� nous n�introduisons
pas dans le mod�ele de termes lin�eairement d�ependant du temps autres que celui
de la rotation de la sph�ere Hipparcos �rotation sur les mouvements propres�	 La
comparaison des di��erents liens de la sph�ere Hipparcos peut par contre apporter
des renseignements sur la rotation galactique et la constante de pr�ecession	 Le lien
au FK� met en �evidence les erreurs zonales de ce catalogue et �xe l��ecliptique et
l��equinoxe J ���� du FK� sur la sph�ere Hipparcos	 La comparaison des r�esultats
obtenus par cette derni�ere m�ethode et une m�ethode dynamique est donc particu�
li�erement int�eressante	 Toutefois� le mouvement des objets du syst�eme solaire est
con�n�e dans une certaine bande centr�ee sur le plan de l��ecliptique � ainsi le lien de
la sph�ere Hipparcos au r�ef�erentiel dynamique est limit�e par la position des points
de r�ef�erences des �eph�em�erides	 De par l�inhomog�en�eit�e du FK�� les r�esultats obte�
nus pour le rattachement varient en fonction des zones retenues �h�emisph�ere nord�
h�emisph�ere sud� bande zodiacale� etc			� � toute comparaison n�ecessitera par cons�e�
quent une attention particuli�ere	 Par ailleurs� Folkner et al	 ont d�etermin�es le lien
du syst�eme des sources extragalactiques au rep�ere d�e�ni par le syst�eme DE���� �a
partir d�une �etude conjointe d�observations VLBI et LLR F���a�	

Ce travail s�apparente aux d�eterminations d��equinoxe et d��equateur des cata�
logues FK�� FK�� FK�� Yale�Zone� GC de Boss			 Ces d�eterminations consistent en
un calcul de correction d�ascension droite et de d�eclinaison communes �a toutes les
observations� en plus des corrections d��eph�em�erides des plan�etes	 Les corrections de
d�eclinaisons ne sont pas li�ees �a un terme de rotation� mais correspondent �a une er�
reur constante sur les d�eclinaisons des objets observ�es au voisinage de l��equateur	
Les corrections d��equinoxe et d�obliquit�e correspondent �a la transformation entre le
rep�ere dynamique et le rep�ere li�e aux �etoiles �voir section �	��	 Comme l�intervalle de
temps sur lequel se r�epartissent les observations Hipparcos est relativement court�
nous n�egligeons dans la suite les e�ets des perturbations mutuelles des petites pla�
n�etes � et nous admettons aussi que les masses des plan�etes sont connues avec toute
la pr�ecision n�ecessaire �e�ets s�eculaires�	 Le lien de la sph�ere Hipparcos au syst�eme
dynamique �des petites plan�etes dans le syst�eme DE���� se fait alors en calculant
la rotation et le taux de rotation de cette sph�ere et indirectement en am�eliorant les
orbites des petites plan�etes et de la Terre	
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��� Rappels sur la m�ethode des moindres carr�es

����� Probabilit�es

Rappelons les d�e�nitions de quelques lois utilis�ees dans ce chapitre �

Loi normale �

Une variable al�eatoire X suit une loi normale de moyenne � et d��ecart type ��
X � N ��� �� si� pour tout x r�eel� la probabilit�e que X soit inf�erieur ou �egal �a x est
donn�ee par �

Pr�X � x� � P

�
x� �

�

�
�

�

�
p
��

Z x

��
exp

�
��t � ���

���

�
dt

Pour x � �� on a alors �

Pr�
jX � �

�j � x� � �P �x�� � et Q�x� � �� P �x�

Rappelons aussi la propri�et�e suivante � une variable al�eatoire� combinaison lin�eaire de
n variables ind�ependantes et de m
eme loi� est asymptotiquement normale �th�eor�eme
de la limite centrale�	

Loi du �� �

Soient X�� X�� � � � � X� des variables al�eatoires normales� centr�ees r�eduites et ind�e�
pendantes� Xi � N ��� ��	 Alors la variable X� �

P�
i��X

�
i suit la loi du �� �a �

degr�es de libert�e	 La probabilit�e que X� � �� est donn�ee par �

P ���j�� �
�
������ �

�
�

�

���� Z ��

�
exp��t��� t� ����� dt �� � �� � ��

Lorsque � est grand cette loi est asymptotiquement normale et

P ���j�� � P

�
�� � �p

��

�
ou bien �� � N ���

p
���

Loi de Student �

Soit X une variable al�eatoire de loi normale centr�ee r�eduite� X � N ��� ��� et ��

une variable al�eatoire ind�ependante suivant une loi du �� �a � degr�es de libert�e	
Alors la variable S � X�

p
���� suit une loi de Student �a � degr�es de libert�e	 La

probabilit�e que � � jSj � t est donn�ee par � A�tj�� � �� Ix
�
�
� �

�
�

�
	 On a E�X� � � �

var�X� � �
��� et lorsque � est grand �

A�tj�� � �P �x�� � � x �
t ��� �������p
� � t������

Loi F de Fisher �

Si X�
� et X�

� sont des variables ind�ependantes suivant des lois du �� �a �� et �� degr�es
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de libert�es	 Alors la variable F �
X�

�
���

X�

�
���

suit la loi F de rapport de variances �a �� et

�� degr�es de libert�e	

On a E�X� �
��

�� � �
� var�X� �

������ � �� � ��

���� � ������ � ��
pour � � �	

����� Estimateur des moindres carr�es

Soit c � M�n� �� le vecteur des mesures� x � M�p� ��� p � n le vecteur des
param�etres inconnus� et le syst�eme lin�eaire des �equations de conditions �

Ax � c � A � M�n� p� ��	��

L�estimateur �x des moindres carr�es minimise la norme des r�esidus v � c�Ax � il est
parmi tous les estimateurs lin�eaires sans biais� celui de pr�ecision maximale	

�x � fx tel que jc�Axj� minimal g

On obtient� en di��erentiant la norme des r�esidus �dv� � �� dvtv � ��� le syst�eme
�a r�esoudre �

AtA�x � Atc ��	��

La variance d�un vecteur z quelconque est � var�z� � E
�
�z �E�z�� �z �E�z��t

�
Soit la relation matricielle z � Mu o�u u est un vecteur compos�e de variables al�ea�
toires� on a la relation � var�z� � Mvar�u�M t	
La matrice AtA est sym�etrique et positive	 Si elle est inversible� elle est li�ee �a la
variance du vecteur �x par �

var��x� � var
�
�AtA���Atc

�
� �AtA���At var�c�A�AtA���

Si les mesures sont ind�ependantes et de m
eme variance ��o � la matrice var�c� est
diagonale� et on a les relations ��			
			�

var�c� � ��o Id

var��x� � ��o �A
tA���

La matrice de corr�elation est d�eduite de la matrice de variance du vecteur �x par

cor��x� � �rij� o�u rij �
var��x�ijq

var��x�ii
q
var��x�jj

Dans le cas o�u la matrice AtA n�est pas de rang maximal� il existe une in�nit�e de
solutions au syst�eme des �equations ��	��	 Soit ei une base du noyau de la matrice
normale� et xo une solution de l��equation ��	�� tout vecteur �x � xo�

P
i �iei ��i � IR

est encore solution	 La solution des moindres carr�es est alors la solution de norme
minimale Elf��� �

�x � f x tel que jc�Axj� minimal et jxj� minimal g
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Soit maintenant le syst�eme �a  deux inconnues �ecrit sous forme de matrices blocs

Ax �By � c

La solution ��x� �y� minimisant la norme jc� �Ax�By�j s�obtient pour
�v� � �c� �Ax�By��� minimal�� �dvtv � ��

le syst�eme des �equations normales correspond aux minima des vecteurs�
�c�Ax�� By

�
et
�
�c�By� �Ax

�
��			
			�

At�Ax�By � c� � �

Bt�Ax�By � c� � �

La solution des moindres carr�es peut alors s�obtenir �a partir du syst�eme suivant ��			
			�
BtBy � Bt�c�Ax�

At
�
I �B�BtB���Bt

�
Ax � At

�
I �B�BtB���Bt

�
c

��	��

Le facteur de conditionnement d�une matrice A est par d�e�nition le scalaire co � �

co � jjAjj jjA��jj
Pour une matrice r�eelle sym�etrique d�e�nie positive� de valeurs propres donn�ees dans
l�ordre croissant �	min� � � � � 	max�� on a co � 	max�	min	 Si la matrice A est ortho�
gonale� son facteur de conditionnement est alors co � �	 Ce facteur� bien plus que
le d�eterminant de la matrice� permet de voir si� d�un point de vue num�erique� la
matrice est inversible	 Soit le syst�eme lin�eaire �

Ax � y

on a l�in�egalit�e �

jdxj
jxj � co

jdyj
jyj

Un nombre de conditionnement important assure qu�une petite variation dy sur le
vecteur des mesures entra
�ne une grande variation dx sur le vecteur des inconnues
x	

Remarques �

� L�hypoth�ese faite sur les variances des mesures n�est pas contraignante	 Si
les mesures sont non corr�el�ees mais de variance di��erentes � var�ck� � ��k� on
introduit un scalaire arbitraire ��o et la matrice diagonale des poids

p � �pkk� �

�BB
	 	 	 �

��o��
�
k

�
	 		

�CCA
��



Les �equations de conditions ��	�� s��ecrivent

p
pAx �

p
p c

La solution cherch�ee v�eri�e alors

AtpA �x � Atp c

La matrice AtpA s�appelle matrice normale� et nous avons par exemple la
relation sur la variance du vecteur solution des moindres carr�es �

var��x� � ��o �A
tpA���

On en d�eduit l�ensemble des relations donn�ees plus haut avec les �equations
normalis�ees	

� On peut faire un test sur la construction de la matrice normale et l�inversion�
avec p la matrice de pond�eration �

�	 syst�eme Ax � c� il faut Atp v � � avec v � c�A�x�

�	 syst�emeAx�By � c� il fautAtp v � � etBtp v � � avec v � c��A�x�B�y�	

����� Mod�ele stochastique

Nous rappelons dans ce qui va suivre des propri�et�es li�ees au mod�ele stochastique
des erreurs sur le test du facteur de variance� et sur l�ellipso��de de con�ance de la
solution	 Nous focaliserons notre attention sur les deux cas o�u �

� l�estimateur correspond �a un point normal pour un transit �

� l�estimateur correspond �a une solution g�en�erale d�eduite de ces points normaux	

R�eduction sur un passage

Nous supposons que les erreurs de mesure ek sur les abscisses pour chacun des
T� sont non corr�el�ees et qu�elles suivent une loi normale centr�ee

e � N ��� �� � � est une matrice diagonale

Au cours d�un passage� les abscisses sur le RGC varient lin�eairement au cours du
temps et nous supposons que la pente est connue ��egale �a la pente th�eorique�	 Si l�on
d�etermine une abscisse moyenne sur un passage par la m�ethode L�� qui se r�eduit
�a une moyenne arithm�etique dans ce cas� nous obtenons l�estimateur not�e �x	 Les
�equations reliant les vraies valeurs !x et !l sont �

A
 !x � !l � l� e

Soient les �equations de conditions pond�er�ees

p
p
A
x �

p
p
l �

p
p � �o �

��

���



L�estimateur� combinaison lin�eaire de variables al�eatoires gaussiennes� �x tel que
�At pA� �x � At p l � suit une loi normale

�x � N � !x� ��x� � ���x � var��x�� � ��o �At pA��� ��	��

Un estimateur sans biais du facteur de variance ��o est donn�e par �

"��o �
vt p v

n � r
avec v � �l� l � A�x� l

De plus la variable al�eatoire X� � �n� r� "��o��
�
o suit une loi du �� �a �n� r� degr�es

de libert�e	
Les �equations et propri�et�es �ecrites jusqu�ici sont g�en�erales� dans le cas d�une r�educ�
tion sur un passage nous avons � �x � IR � en posant

"���x � "��o �A
t pA���

nous pouvons �ecrire que la variable scalaire
�x� !x

"��x
suit une loi de Student �a �n� r�

degr�es de libert�e	
Ainsi� puisque la redondance �n� r� est faible� la substitution de ���x par "���x dans
l��equation ��	�� n�est pas justi��ee � �x � !x 	� N ��� "��x�	 On peut toutefois donner un
ellipso��de de con�ance en calculant le scalaire k� tel que �

Pr�jx� �xj � k� "��x� � �

Analyse sur l�ensemble des passages

Les erreurs de mesure des abscisses compens�ees �point normal sur un transit�
sont� suite aux hypoth�eses faites� des erreurs centr�ees poss�edant variance�	 Nous
allons voir maintenant� en gardant les notations pr�ec�edentes� les di��erences apport�ees
par le changement de notre mod�ele stochastique� �a savoir si les erreurs ne sont plus
normales	 Nous �ecrivons de la m
eme mani�ere les �equations de conditions �

p
p
A
x �

p
p
xtr

Ici l�observ�e est l�abscisse compens�ee xtr obtenue sur un transit� on peut donc �ecrire
que ��xtr � !x��"��xtr suit une loi de Student �a � degr�es de libert�e �avec � � � en
g�en�eral�	
Soit l�estimateur des moindres carr�es �x � �At pA��� 
 At p xtr� et la propri�et�e v�eri��ee
de mani�ere asymptotique �puisque �x est combinaison lin�eaire de variables ind�epen�
dantes de m
eme loi� �

�x � N � !x� ��x� � ���x � var��x� � ��o �At pA���

Partant du r�esidu v que nous �ecrivons en fonction de l�erreur e Hot��� �

p
p v � �

p
pA �At pA���Atpp � I�


p
p e 
M


p
p e

�Nous avons d�etermin�e le point normal sur un transit par la m�ethode des moindres carr�es� Si l�on
minimise la somme des valeurs absolues des r�esidus sur un transit� les erreurs sont encore centr�ees
et de variance �nie�

���



Nous pouvons calculer un estimateur "��o du facteur de variance	 Comme la variance
du vecteur

p
p e est ��o 
I �choix des poids�� et que la matrice M est idempotente� la

variance du vecteur al�eatoire centr�e
p
p v est �

E
�
�
p
p v��

p
p v�t

�
� ��o M

En prenant les traces des matrices on obtient �

Tr

�
E
�
�
p
p v��

p
p v�t

��
� E

�
�
p
p v�t�

p
p v�

�
� ��o �n� r�

Et ensuite l�estimateur du facteur de variance �

"��o �
vt p v

n � r

Nous voulons maintenant comparer cette valeur �a la valeur arbitraire ��o � une
di��erence signi�cative peut provenir d�erreurs occasionnelles importantes� d�erreurs
syst�ematiques �erreur de mod�ele� ou d�un mauvais choix des poids	 Soit la variable
al�eatoire

X� � �n� r� "��o��
�
o

La matrice M idempotente� sym�etrique de rang �n� r�� peut 
etre diagonalis�ee dans
une base orthonormale �

M � U tDU

o�u la matrice diagonale D poss�ede �n�r� termes �egaux �a �	 En posant u � U
p
p e�

on peut �ecrire �

X� �
vt p v

��o
� utDu �

n�rX
i��

u�i

Si les erreurs pond�er�ees sont des variables � N ��� �o�� alors X����o suit une loi du
�� �a �n � r� degr�es de libert�es	 Si

p
p e est une variable centr�ee de variance ��o � u

suit asymptotiquement une loi normale tel que�

E�u� � E�e� � � � var�u� � var�
p
p e� � ��o 
I

Dans notre cas nous avons sur chaque transit �

p
p e

�o
� St� et

�
E�u� � � � V ar�u� � ��o

�
Pour une solution ne comportant que les conditions initiales des plan�etes comme
inconnues la redondance est n � r � n � �� o�u n est le nombre de transits � celui�ci
est variable selon les plan�etes �cf	 table �	��	 Dans certains cas �n � �� � ���� l�ap�
proximation � �X����o suit une loi du ��� n�est pas justi��ee	 Par ailleurs� nous avons
suppos�e la variance des positions normales connue � l�erreur quadratique moyenne

sur un point normal est "��xtr � et la variable
e

"��xtr
suit une loi de Student �a � degr�es

de libert�e	 Prenons pour matrice des poids la matrice
p
p � ��o�"��xtr� � comme pour

���



un terme diagonal var�ek� � "���xk � on a var�uk� � ��o 	 La variable X����o ne suit
pas une loi du ��� et le facteur de variance estim�e est sup�erieur �a ��o 	 Prenons alors
comme estimateur de la variance de �xtr la quantit�e �

#��xtr �

r
�

� � �
"��xtr

Dans ce cas var�u� � ��o 
I mais X����o ne suit une loi du �� que de mani�ere asymp�
totique	
Soit maintenant

X� � ��x� !x�t �"��x�
�� ��x� !x� � et �y � �"��x�

�� ��x� !x�

Lorsque la redondance �n� r� est �elev�ee on a � �x � N � !x� "��x� et �y � N ��� I�	 De ce
fait la variable X� �

Pr
k�� y

�
k suit une loi du �� �a r degr�es de libert�e et on peut

donner l�ellipso��de de con�ance �

Pr
�
��x� !x�t �"��x�

�� ��x� !x� � ��r���
�
� �� �

Lorsque la redondance est faible cette estimation est optimiste	
Le nombre de T� par transit est pratiquement toujours �egal �a huit � les solutions
obtenues en consid�erant la position normale ou la position par T� ne sont donc pas
sensiblement di��erentes �la moyenne de l�ensemble correspond approximativement
�a la  moyenne des moyennes �� en revanche l�interpr�etation� �a partir des seules
donn�ees Hipparcos� des r�esidus ou de l�ellipso��de con�ance est plus d�elicate	 Dans la
suite nous consid�ererons les observations sur chaque T�	

��� D�e�nition du probl�eme

����� �Equation fondamentale sur un RGC

Les positions calcul�ees des ast�ero��des correspondent au centre de masse et se
r�ef�erent �a un syst�eme inertiel �xe	 Elles sont obtenues par int�egration num�erique du
probl�eme newtonien des deux corps� perturb�e par les plan�etes principales �les posi�
tions de ces plan�etes perturbatrices sont donn�ees par les �eph�em�erides DE ����	 Les
positions observ�ees se rapportent �a une moyenne de centres de gravit�e de la lumi�ere
modul�ee� et nous avons vu que l�on pouvait les confondre avec le photocentre de la
plan�ete �section �	�	��	 Ces derni�eres sont donn�ees dans un syst�eme homog�ene li�e
aux �etoiles	 L��ecart entre la th�eorie d�epend des �eph�em�erides satellitocentriques de
l�ast�ero��de� de la transformation entre le r�ef�erentiel dynamique et le r�ef�erentiel Hip�
parcos auquel sont reli�es les observations� et en�n de la position du photocentre par
rapport au centre de masse	 Nous supposons� dans un premier temps� que la di�u�
sion de la lumi�ere sera mod�elis�ee de la m
eme mani�ere pour l�ensemble des plan�etes	
Nous exprimons les di��erences� entre les positions apparentes calcul�ees et observ�ees
sur un RGC� en fonction des corrections ou param�etres suivants �

� correction sur les �el�ements osculateurs des ast�ero��des � dqi � IR�� fi � �� � � � � ��g �
� correction sur les �eph�em�erides de la Terre � dqo � IR� �

� rotation de la sph�ere Hipparcos � W � Wo � �t� to�
W� � IR� �

���



� loi de di�usion de la lumi�ere � p � IR� 	

Soit N�r� l�application qui au vecteur r non nul associe le vecteur unitaire dans la
m
eme direction et tel que r �N�r� � �	 D�e�nissons les vecteurs

� u � vecteur position satellitocentrique de la plan�ete �

� u
jj
� N�u� � le vecteur unitaire correspondant �

� x � vecteur position h�eliocentrique de la plan�ete �

� X � vecteur position h�eliocentrique de la Terre �

� s � vecteur position g�eocentrique du satellite �

� s
jj
� N�s� � le vecteur unitaire correspondant �

� k
jj
� direction du d�ecalage du photocentre	

On a les relations vectorielles �

u � x�X� s

k
jj
� u

jj
� u

jj
� s

jj

ju
jj
� s

jj
j

On suppose que la position du satellite est exempte d�erreurs � alors la variation de
la position satellitocentrique de la plan�ete s��ecrit �

dueph � dx� dX

Les corrections sur les positions de la Terre et des petites plan�etes sont expri�
m�ees uniquement en fonction de corrections sur les conditions initiales	 Soit alors les
�eph�em�erides h�eliocentriques �

x � fx�qi� t� � � �� � X � fX�qo� t� � � ��
avec les variations correspondantes

dx � fx�qi � dqi�� fx�qi�

�
�fx�qi�

�qi
dqi � � � �

dX � fX�qo � dqo�� fX�qo�

�
�fX�qo�

�qo
dqo � � � �

Les �ecarts entre observation et th�eorie �etant petits nous pouvons lin�eariser le pro�
bl�eme	 Ces vecteurs sont �etablis dans le rep�ere dynamique	 Les observ�es sont dans
un rep�ere li�e �a la sph�ere Hipparcos� la transformation de rep�ere peut s��ecrire comme
une rotation in�nit�esimale �

durot � u�W

� u� Wo � �t� to�
W��

���



Fig� �	� � Equation de condition sur un RGC	
Correction angulaire d� sur un grand cercle de p�ole z pour un
d�eplacement in�nit�esimal quelconque du �

Cette expression di��ere de celle donn�ee par S�oderhjelm et Lindegren SL��� qui ne
consid�erent que la partie fonction du temps W�	 La rotation W exprime la transfor�
mation de rep�ere amenant le rep�ere li�e �a la sph�ere Hipparcos sur celui du syst�eme
inertiel � W � W

iner

Hipp
	

Le d�eplacement du photocentre est donn�e par une fonction C�i� � a � i b re�
pr�esentant la partie purement g�eom�etrique et la loi de di�usion� o�u i est l�angle de
phase � soit  le diam�etre apparent �

duphot �  sin� i��C�i� k
jj
�  sin� i�� �� i� p � k

jj
� avec p �

a
b

Soit maintenant P l�application qui associe au vecteur position satellitocentrique
u� de variation du� la correction angulaire d	 sur le RGC de p
ole z	 Celle�ci peut
s��ecrire �a partir de la projection sur un petit cercle parall�ele au plan du RGC et
contenant la plan�ete �voir �gure �	��

dk �
z� u

�z� u�
� du

avec cos� �
jz� uj
juj � l�application est

P � IR� �� IR

�u� du� �� d	 �
z� u

�z� u��
� du

l�angle � entre la direction de la plan�ete et le plan du RGC est de l�ordre du
degr�e� on a l�approximation

d	 � z � u

u�
du

���



On obtient l��equation fondamentale sur un RGC reliant� pour chaque observation k�
les �o� c�k aux corrections vectorielles de la position satellitocentrique de la plan�ete
dans le r�ef�erentiel dynamique	 Les �equations de conditions s��ecrivent �

�o� c�k � P �u� du�

� P �u� fM dq� � o�dq��

� M dq� o�dq��

Unit�es

Les �o� c�k et le vecteur Wo sont exprim�es en mas� le vecteur W� en mas�an�
et le vecteur p est sans unit�e	 Les variations des �el�ements osculateurs d"e et d"a
�excentricit�e et demi�grand axe� seront donn�ees par des nombres sans unit�es de et
da�a

d"e 
 �

��� x�� �
���
de  �� ��
���	de

d"a 
 a
�

��� x �� �
���
da�a  �� ��
���	a
da�a

Les autres �el�ements sont des angles donn�es en mas	 Par abus de langage nous dirons
que les vecteurs dqi� dqo sont exprim�es en mas	 L��epoque de r�ef�erence� pour la rota�
tion de la sph�ere et pour les �el�ements osculateurs� est to � � ���� ��� � � ��� ���� � JJ
� �er � juillet� ���� ��h	

����� �Ecriture sous la forme de matrices blocs

Prenons dq � �dqo W p dqi� La matrice aux d�eriv�ees partielles M peut
s��ecrire sous la forme de matrice blocs �

M � �A� A� A
 Bi� 
 �A Bi�

avec
A� � M��� �� � A� � M��� �� � A
 � M��� �� � Bi � M��� �� et A � M��� ���

La matrice A correspond aux inconnues communes �a toutes les plan�etes� et la ma�
trice Bi correspond aux corrections de conditions initiales de la i�eme plan�ete	 On
scindera de la m
eme mani�ere le vecteur des inconnues dq 
 �g� dqi�	 Pour des rai�
sons de commodit�e d��ecriture� nous conserverons la m
eme notation pour l�ensemble
des observations relatives �a une plan�ete i donn�ee� c�est��a�dire �

�o� c�i � �Ai Bi� �
�

g

dqi

�

Avec �o� c�i � M�ni� �� o�u ni est le nombre d�observations pour la plan�ete i	
En ordonnant les �equations de conditions par plan�ete �N �etant le nombre de pla�
n�etes�� le syst�eme lin�eaire se pr�esente sous la forme suivante �

���



�BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

�o� c��

			

�o� c�i

			

			

�o� c�N

�CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

�

�BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

A� B� � � � � � � � � � � �

			 �
		 	

			

Ai
			 Bi

			

			
			

	 	 	
			

			
			

	 	 	 �

AN � � � � � � � � � � � BN

�CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

�BBBBBBBBBBBB

dqo

W

p

dqi

�CCCCCCCCCCCCA

La matrice des �equations de conditions est form�ee d�une matrice colonne et d�une
matrice bloc�diagonale	 Nous cherchons la solution des moindres carr�es de ce sys�
t�eme� la matrice normale associ�e est �

N �

�BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

P
iA

t
iAi � � � At

iBi � � � � � � � � � At
NBN

			
	 	 	

			 �

Bt
iAi � � � Bt

iBi
			

			
	 	 	

			

			
	 	 	

			

			
	 	 	 �

Bt
NAN � � � � � � � � � � � Bt

NBN

�CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Plut
ot que de calculer l�inverse de cette matrice� la solution �g� d�qi� peut s�obtenir
�a partir du syst�eme suivant ��							
							�

Un �
P

iA
t
iAi � At

iBi�Bt
iBi���Bt

iAi

�g � U��
n

P
i

�
At
i � At

iBi�Bt
iBi���Bt

i

�
�o� c�i

d�qi � �Bt
iBi���Bt

i �o� c�i �Ai�g�

��	��

qui est d�eduit du syst�eme d��equations �	�	 On d�eduit le syst�eme des �equations pond�e�
r�ees en introduisant la matrice des poids pi relative �a la i�eme plan�ete	 Cette matrice
est diagonale car on peut supposer que les observations sont ind�ependantes � elle est
d�e�nie �a une constante ��o pr�es �facteur de variance�	 Si �k�i est l�erreur associ�ee �a la

k�eme observation de la i�eme plan�ete� la matrice des poids s��ecrit � pi �
�
��o��

�
k�i

�
	 Soit

���



alors la matrice diagonale
p
pi � ��o��k�i�� la solution g�en�erale s�obtient �a partir du

syst�eme ��	�� ��							
							�

Un �
P

iA
t
ipiAi � At

ipiBi�B
t
ipiBi�

��Bt
ipiAi

�g � U��
n

P
i

�
At
i
p
pi � At

ipiBi�Bt
ipiBi���Bt

i
p
pi
� p

pi�o� c�i

d�qi � �Bt
ipiBi�

��Bt
i
p
pi
�p

pi�o� c�i �
p
piAi�g

�
��	��

On trouve aussi les variances des di��erents param�etres � var��g�� var�d�qi�� covar��g� d�qi�
avec var�o� c� � ��o Id	 A�n de simpli�er les �ecritures nous garderons� pour ces
calculs� les m
emes notations pour les matrices des �equations non pond�er�ees et les
matrices normalis�ees �

Ai 
 p
piAi

Bi 
 p
piBi

Variance de �g �

Ecrivons la matrice normale associ�ee �a l�ensemble des inconnues

N �

�BBB A B

Bt D

�CCCA o�u A �

�
NX
i��

At
iAi

�
� B �

�
� � � At

iBi � � �
�

et D �

�BBBBBBB

	 	 	 �

Bt
iBi

�
	 	 	

�CCCCCCCA
A est une matrice carr�ee sym�etrique� B est une matrice blocs ligne et D est une
matrice blocs diagonale	 Soit alors la matrice de variance�covariance du vecteur
dq � ��g� d�qi��

N�� �

�BBB T U

U t W

�CCCA
Elle est l�inverse de la matrice normale� d�o�u les syst�emes d��equations suivants�			
			�

AT � BV � Id

AU � BW � �
BtT �DV � �
BtU �DW � Id

et

�			
			�
TA� UBt � Id

TB � UD � �
V A�WBt � �
V B �WD � Id

���



Et si D est inversible� autrement dit si pour toute plan�ete i � Bt
iBi est inversible�

on a

T �
�
A�BD��Bt

���
On remarque que T est l�inverse d�une matrice donn�ee �a l��equation ��	�� � T � U��

n 	
Ainsi la variance des inconnues communes �a toutes les plan�etes est �

var��g� � ��o U
��
n

Covariance de �g et d�q �

De l�expression de la matrice normale globale on obtient aussi la relation
U � �TBD��	 On en d�eduit la covariance entre les param�etres globaux et les
variations des conditions initiales de la plan�ete i �

covar��g� d�qi� � ���o U��
n At

iBi�B
t
iBi�

��

Variance de d�qi �

Introduisons l�inverse intrins�eque M� d�une matrice M quelconque� celle�ci v�e�
ri�e les quatre propri�et�es suivantes �

MM�M � M � M�MM� � M� �

�MM��t � MM� � �M�M�t � M�M 


Si M est une matrice carr�ee inversible on retrouve M� � M��	 Appelons B�

l�inverse intrins�eque de la matrice normalis�ee Bi	 Lorsque �Bt
iBi� est inversible� on

a la relation suivante �

B� � �Bt
iBi�

��Bt
i

Posons aussi U � Id � BB� � alors la solution des �el�ements relatifs �a la plan�ete i
est �

d�qi � B� ��o� c�i � Ai�g�

� B� �Id� Ai�A
t
iUAi�

��At
iU
�
�o� c�i

En notant que la matrice BB� est idempotente� et en utilisant les propri�et�es de
l�inverse intrins�eque� on obtient les relations �

U� � U � B�U � � � UB � � � UB�t � � 


Et la variance du vecteur solution qui s��ecrit �

var�d�qi� � ��o �B
t
iBi�

�� � B�Ai var��g� �B
�Ai�

t

La principale source d�erreur des di��erences observ�es�calcul�es provient des positions
mal connues des petites plan�etes� c�est pourquoi nous nous attacherons dans un
premier temps �a ne consid�erer que les corrections relatives �a leurs �eph�em�erides	
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Fig� �	� � Rep�ere li�e �a la trajectoire	
Le rep�ere �O� �x� �y� �z� est li�e �a l�orbite osculatrice� �O� �x� est di�
rig�e vers le p�erih�elie �� �O� �y� est dans le plan de la trajectoire
et perpendiculaire �a �O� �x� dans le sens du mouvement� �O� �z��
perpendiculaire �a ce plan� compl�ete le tri�edre direct�

��� �Eph�em�erides des ast�ero�	des

����� Matrices aux d�eriv�ees partielles

Formulation analytique

Soient les �eph�em�erides h�eliocentriques calcul�ees et corrig�ees du temps lumi�ere
�x� !x� � f�q� t� ��� d�ependant des conditions initiales q �� est le temps lumi�ere� �
nous �ecrivons la variation de la position de la plan�ete �

dx � f�q� dq� t� ��� f�q� t� �� �
�f�q� t� ��

�q
dq� o�dq��

La matrice aux d�eriv�ees partielles �f�q�t���
�q peut 
etre calcul�ee lors de l�int�egration nu�

m�erique� on peut aussi prendre la forme analytique approch�ee en consid�erant l�orbite
k�epl�erienne au voisinage de l�instant d�observation BC���	 Soit q� � �a� e� i� lo� ��$�
les �el�ements osculateurs �a l��epoque initiale to �demi�grand axe� excentricit�e� in�
clinaison� anomalie moyenne� argument du p�erih�elie et argument du n%ud ascen�
dant�� on en d�eduit le moyen mouvement n �a l�aide de la troisi�eme loi de Kepler �
n� a
 � GM� � l��epoque to est prise au temps m�edian de la mission	 Pla&cons nous
ensuite dans un rep�ere direct li�e �a l�orbite osculatrice �O� �x� �y� �z�� tel que l�axe �O� �x�
soit dirig�e vers le p�erih�elie� et l�axe �O� �z� soit port�e par le moment cin�etique de
l�orbite x� �x �a to	 Les corrections des �el�ements �i� ��$� peuvent 
etre exprim�ees en
fonction de rotations �dp� dq� dr� autour de ces trois axes �cf �gure �	�� �

�B di

sin i d$
d� � cos i d$

�CA � Rz���

�B dp

dq
dr

�CA � �sin i 	� �� ��	��

���



o�u R���� d�esigne la rotation directe d�axe � et d�angle �	
Introduisons les termes

r � jxj � r !r � x � !x

H �
r � a�� � e��

ae��� e��
� K �

r !r

a�n�e

�
� �

r

a��� e��

�
et la rotation de passage entre le rep�ere li�e �a l��ecliptique et le rep�ere li�e �a l�orbite�
que nous �ecrirons sous la forme de matrice colonnes suivante �

R � Rz�$�Rx�i�Rz��� �
�
R�e�� R�e�� R�e
�

�
On obtient la variation du vecteur position

dx �
�

�x
n

R�e���x R�e���x R�e���x Hx�K �x x��

�
�t���to� �x

�
dq

� B dq

�����

avec dq � �dlo� dp� dq� dr� de� da�a�� et o�u la matrice aux d�eriv�ees partielles
B de dimension �� � �� est donn�e sous forme de matrice colonnes	 Les �el�ements
osculateurs sont donn�es �a la date de r�ef�erence to� t est la date d�observation et � le
temps de lumi�ere	 Le facteur temporel �t � � � to� ne correspond pas �a celui donn�e
par Brouwer et Clemence BC���� toutefois la di��erence sur les observ�es�calcul�es est
n�egligeable	

Int�egration num�erique

Soit maintenant

"bu �
�f�q� t�

�u
�
f�q� du� t�� f�q� du� t�

� du
� o�du�� ��	��

la d�eriv�ee partielle approch�ee �a l�ordre deux� par rapport �a l��el�ement osculateur u�
et d�eduite de l�int�egration num�erique	 La matrice aux d�eriv�ees partielles correspon�
dante est

eB �
�f�qo� t�

�q
� o�dq��

Pour une m
eme variation des conditions initiales nous obtenons la di��erence sur les
variations en position �

d�x� dx � � eB �B� dq� o�dq��

Il faut s�assurer que la forme analytique donn�ee par l��equation ��	�� n�entra
�ne pas
des erreurs trop importantes� c�est��a�dire que la di��erence d�x � dx entra
�ne des
erreurs de l�ordre de grandeur des termes n�eglig�es jusqu��a pr�esent �le milli�eme de
seconde d�arc�	 Celle�ci d�epend n�eanmoins de la correction sur les conditions initiales�
nous avons la relation sur les normes �

jd�x� dxj � jj eB � Bjj jdqj
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Nous pouvons calculer les matrices B et eB pour di��erentes plan�etes et pour des
dates di��erentes �en particulier �eloign�ees de l��epoque to des conditions initiales�	 Le
choix de l�accroissement du dans l��equation ��	�� se fait en fonction de �

� l�amplitude du� des termes n�eglig�es� a�n d�introduire un minimum
d�erreur interne�

� l�accroissement correspondant sur les �eph�em�erides� pour �eviter des
probl�emes num�eriques	

Prenons du � ���� � ���mas� le tableau �	� donne un exemple des di��erences sur
les matrices aux d�eriv�ees partielles pour deux dates �au d�ebut et proche du temps
m�edian de la mission�	

Les �ecarts les plus importants apparaissent pour le calcul de la d�eriv�ee partielle
par rapport �a l�excentricit�e� et nous pouvons �ecrire �

Max
u

�j"bu � buj� � �� ��

Or les �el�ements osculateurs sont connus avec une pr�ecision de l�ordre de �

� ���� degr�es pour les angles lo� �� $� i �

� ���� pour l�excentricit�e et le demi�grand axe	

Nous pouvons ainsi donner la majoration �

jd�x� dxj� � ����
 ����
�

���
� �� �� ���UA

Soit u le vecteur position satellitocentrique de la plan�ete� l�erreur angulaire d� cor�
respondante est major�ee par

d� � jd�x� dxj
juj

avec juj � �UA nous avons d� � �� �mas Nous pouvons noter que cette majoration
est large puisque nous nous sommes plac�es dans les quatre cas d�efavorables suivants �

�	 d�eplacement tangent �a la sph�ere c�eleste �d�x� dx � u � ���

�	 d�eplacement tangent au grand cercle de r�ef�erence
�d�x� dx � z � �� o�u z est le p
ole du RGC��

�	 petite plan�ete �a une unit�e astronomique du satellite�

�	 excentricit�e de la plan�ete connue �a ���� degr�es pr�es	

Nous en d�eduisons que les erreurs introduites par la formulation analytique adopt�ee
dans ce travail� restent faibles	

����� Corr�elation des variables

Les petites plan�etes de la mission gravitent entre Mars et Jupiter� les p�eriodes
de r�evolution sid�erale s��echelonnent de �� �a �� mois environ	 Elles varient quasi�
lin�eairement en fonction du demi�grand axe de l�orbite� voir la �gure �	�� cette ��
gure donne aussi ��a droite� les e�ectifs cumul�es des plan�etes	 Or les observations
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Tab� �	� � Approximation sur les d�eriv�ees partielles	

Plan�ete 	
Hebe�

eBt eBt
�Bt

t � ���	� ��� �mjd�

�rad��
�UA� dx dy dz

dlo ���		� 
���	�� ����� 
������� 
������� ������

dp ������� ������� ����� ������� 
������� �������

dq ������	 ������� ����� ������� ������� 
�������

dr ���	� 
������� ����	�� 
������� 
������ ������

de 
������ 
������� ������ ������ 
������ ������

da�a 
������� 
������ ������� 
������ 
�����	� �������

t � ������ ���� �mjd�

������� ������� 
������ 
������	 
������ 
�������


������� 
���	�	� 
������� 
������� ������� 
������	


���	� 
������� 
����	�� 
������ ������� �����	�

������� ������ 
������� ������ 
������� �������


������� 
������� ����	� 
������ 
������� �������

������� 
�����	� ������� 
������� 
�����	� �������

Plan�ete �
Amphitrite�

t � ����� ��� �mjd�

������� ������ �����	 
������ 
������� �������

�����	� ������� 
���	��� 
������� ������� �������


�����	 
������ ����� 
������� ������� 
�������

�����	 ����	� ������� 
������� ������ �������


���	�	� 
������� 
������� ������ ������� �������

������� �����	 ������� 
�����		 
������� �������

t � ������ ��	� �mjd�


������� ������� ������ 
������� 
������� �������


������� 
������� ������ ������� 
������� �������

������� �����		 
������� ������� 
������� �������


������� ������� ������� ������� 
�����	 
�������


����	�� 
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����	�	 
������ 
������	 
������	
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Fig� �	� � P�eriodes de r�evolution des ast�ero��des	
La courbe inf�erieure montre les p�eriodes de r�evolution sid�erales
des plan�etes� La ligne polygonale donne les e�ectifs cumul�es des
	
 ast�ero��des de la mission�

Hipparcos se r�epartissent au maximum sur �� mois� il s�en suit que tr�es peu de pla�
n�etes ont d�ecrit compl�etement leur orbite	 Avec �� mois de donn�ees suppl�ementaires
la situation serait am�elior�ee� un tiers des plan�etes aurait �et�e observ�e sur au moins
une r�evolution	 On donne �a la �gure �	� une visualisation� dans le plan �equatorial
J ����� de la trajectoire de quelques ast�ero��des pendant la p�eriode du �er novembre
���� au �� mars ���� � les valeurs donn�ees de demi�grand axe et d�excentricit�e sont
les �el�ements propres calcul�es par J	G	 Williams Wil���	 Il est alors plus di'cile
de d�eterminer l�orbite �en particulier les grandeurs telles que le demi�grand axe et
l�excentricit�e� l�argument du p�erih�elie et l�anomalie moyenne� des corps �eloign�es du
soleil ou observ�es au voisinage de l�aph�elie	 De plus� les positions unidimensionnelles
sont obtenues sur un cercle qui oscille� avec une amplitude de ���� autour d�un plan
instantan�e perpendiculaire au plan de l��ecliptique � de ce fait l�orientation de la tra�
jectoire osculatrice est mieux mesur�ee que ne l�est la position de la plan�ete sur cette
trajectoire	 Les donn�ees d�observations ne sont pas r�eparties uniform�ement ni dans
le temps ni par rapport �a la trajectoire des ast�ero��des	 Nous avons d�ej�a vu que les
plan�etes sont observ�ees au voisinage des quadratures� les observations sont alors
regroup�ees par  paquets que nous nommerons �epoques	 Une �epoque correspond
donc aux observations ayant lieu sur un ou plusieurs RGC voisins� soit une dur�ee de
l�ordre du jour �variant de � ��� �a � � jours�	 Le nombre d��epoques correspondant
aux observations Hipparcos des petites plan�etes est de l�ordre de la douzaine� et
concernant les seules am�eliorations d��eph�em�erides des ast�ero��des� une �epoque d�eter�
mine une position normale�	

Comme les erreurs dues aux �eph�em�erides h�eliocentriques des plan�etes sont grandes�
on peut chercher �a ne d�eterminer que les corrections sur les conditions initiales de

�Comme pour la construction d�une observation moyenne par transit� on pourrait d�eterminer
une position normale par �epoque � la mod�elisation ferait alors intervenir un nombre de param�etres
trop important�
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Fig� �	� � Trajectoire et observations de certains ast�ero��des pendant la mission	
Coordonn�ees h�eliocentriques dans le plan �equatorial J ���� Les
points correspondent aux di��erentes �epoques d�observations� Les
r�epartitions de ces �epoques sont variables et ne couvrent pas tou�
jours la trajectoire d�ecrite pendant la dur�ee de la mission�
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Tab� �	� � Corr�elation des variables	

Plan�etes ��Juno et ���Fides apr�es �� mois d�observations�

Plan�ete ��Juno
dr 	 dlo dp dq e dr de da�a


���
���� 
���
���� ���� 
���
���� ���� ���� 
���
���� ���� ��
� ���� 
���
���� ��
� ���� ���
 ���� 
���

Solution �mas�

dr 	 dlo dp dq e dr de da�a

� ���

 ����� 
����� 
���� 
��� �����
� ����
 ���
 ���� ����� ����� �����

Plan�ete ���Fides

dr 	 dlo dp dq e dr de da�a


���
���� 
���
���� ���� 
���
���
 ���� ���� 
���
���� ���� ���
 ���
 
���
���� ���� ���
 ���� ���� 
���

Solution �mas�
dr 	 dlo dp dq e dr de da�a

� ����� 
����� ����
 �
��� ����� �����
� 
���
� ���
 
��
� ����� 

���� �����

chaque plan�ete	

�o� ci� � B dqi � � � � ��	���

Cette solution n�est �evidemment pas rigoureuse� la rotation au cours du temps de
la sph�ere Hipparcos entra
�ne par exemple des variations sur l�ensemble des moyens
mouvements des plan�etes� l�orientation de cette sph�ere �a une �epoque donn�ee se
retrouve sur l�ensemble des orientations des orbites osculatrices des plan�etes � elle
permet n�eanmoins de reconna
�tre des observations ou transits suspects� et de voir
que les param�etres �a d�eterminer sont fortement corr�el�es	 Les corrections d�ano�
malie moyenne et de position du p�erih�elie sont en g�en�eral fortement corr�el�ees pour
les observations Hipparcos � ceci est indirectement li�e �a la dur�ee de la mission	 Le
coe'cient de corr�elation �etant voisin de ��� on ne peut en fait d�eterminer conve�
nablement qu�une combinaison lin�eaire de ces deux param�etres	 En particulier� si
l�orbite de l�ast�ero��de est circulaire� la correction dr est ind�etermin�ee � cette corr�ela�
tion des variables se rencontrait aussi dans une certaine mesure lors des d�etermina�
tions d��equinoxe et d��equateur des catalogues d��etoiles	 Introduisons alors� sans plus
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d�explication� le changement de variables BC��� �

�dr� dlo�� �dr� dlo� e dr�

Le tableau �	� donne les matrices de corr�elation obtenues pour deux plan�etes et �a
partir des observations recueillies sur �� mois de mission �tables du haut�� bien que
le conditionnement des matrices normales soit bon �de l�ordre de ����� il subsiste
des coe'cients de corr�elation sup�erieurs en norme �a �� �	 La situation se d�egrade
encore davantage pour des facteurs de conditionnement plus faibles	 Ceci entra
�ne
deux e�ets � les estimations des param�etres sont plus importantes en norme que les
valeurs vraies� et les �ecarts types correspondants aux variables corr�el�ees sont grands	
Les tables du bas du tableau �	� donnent �a la premi�ere ligne les solutions obtenues
pour ces deux plan�etes� et �a la seconde ligne les �ecarts type directement d�eduits
de la matrice normale	 La solution ainsi obtenue n�est pas r�ealiste	 Les param�etres
dr � dlo


 et e dr ne sont pas bien s�epar�es� cela montre que la combinaison lin�eaire
choisie n�est pas optimale � mis �a part la d�etermination du param�etre dp �rotation de
l�orbite autour de la direction du p�erih�elie�� les erreurs associ�ees aux autres grandeurs
sont importantes	

Les corr�elations �etant en g�en�eral fortes �les deux exemples pr�ec�edents corres�
pondaient �a des cas favorables pour �� mois d�observation�� il n�est pas possible
de d�eterminer l�ensemble des inconnues relatives aux corrections orbitale d�une pla�
n�ete	 Soit �xo la solution des moindres carr�es du syst�eme B x � �o� c�� soit feig
une famille de vecteurs telle que B ei � �  �� c�est��a�dire de l�ordre des termes n�e�
glig�es jusqu��a pr�esent � alors pour des valeurs r�eelles �i��� appartenant �a un certain
domaine �ni �fonction de ��� le vecteur �x � �xo �

P
i �i���ei est tel que

jvj � j�o� c��B �xj  j�o� c��B �xoj

Autrement dit� bien que d�un point de vue num�erique la solution des moindres
carr�es soit bien d�e�nie �probl�eme bien conditionn�e�� la matrice normale est quasi�
singuli�ere� et la solution n�est pas unique au sens des pr�ecisions des mesures	 De
plus� nous n�extrayons pas le maximum d�information en exprimant les variations
des conditions initiales avec les param�etres donn�es plus haut	
Nous chercherons alors �a d�eterminer �

�	 les combinaisons lin�eaires des variables les plus adapt�ees au probl�eme engen�
drant � le noyau �s�il peut 
etre consid�er�e non vide� et l�image de la matrice aux
�equations de conditions �

�	 le  rang maximal r de la matrice normale BtB� c�est��a�dire la dimension
minimale de la matrice eB telle que eBt eB  BtB	

Nous d�eterminons ainsi le minimum de variables pouvant mod�eliser les di��erences
o�c� c�est��a�dire telles que les r�esidus soient statistiquement acceptables par rapport
aux r�esidus obtenus avec un nombre plus grand de variables	 Ceci concerne le rang
e�ectif de la matrice normale� quant aux variables supprim�ees� ce sont celles dont
on ne peut pas obtenir d�informations �a partir des observations Hipparcos seules	

�Pour une orbite d�inclinaison nulle� le param�etre dr	dlo est �egal �a la correction sur la longitude
moyenne �a l�instant initial�
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L�orientation de l�orbite osculatrice est� en g�en�eral� bien d�etermin�ee �la pr�ecision
relative aux param�etres dp et dq est de l�ordre du mas�� par contre nous ne pou�
vons pas pr�esager de la d�etermination ou de l�ind�etermination des autres �el�ements
osculateurs � par exemple� pour ce genre corps� il n�y a pas a priori de raison de
supposer que le demi�grand axe est connu avec toute la pr�ecision requise �et imposer
da�a � ��� pas plus que pour les autres �el�ements	 Nous proc�edons alors �a la d�e�
composition sur les axes principaux de la matrice normale associ�ee aux observations
d�une plan�ete	

����� D�ecomposition sur les axes principaux

Soit B � M�n� �� la matrice associ�ee aux �equations de condition	 La matrice
normale BtB� �a coe'cients r�eels� sym�etrique et positive� est diagonalisable dans
une base orthogonale � on a la d�ecomposition � BtB � P tDP � o�u P est orthogonale
et o�u la matrice diagonale D � �	i� est compos�ee des valeurs propres	 On peut
d�eduire cette d�ecomposition� sans le calcul explicite de la matrice normale� �a partir
de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de B	 Cette derni�ere peut se d�ecomposer
de mani�ere unique sous la forme

B � U W V t ��	���

o�u W � �wi� � M��� �� est une matrice diagonale� V � M��� �� est une matrice
orthogonale V V t � V tV � I�� U � M�n� �� est une matrice orthogonale �a gauche
U tU � I�	 Les termes diagonaux wi de la matrice W sont les valeurs singuli�eres de
la matrice B� ils sont li�es aux valeurs propres 	i de la matrice normale BtB � en
�ecrivant la matrice normale �a partir de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres

BtB � VW �V t

on a 	i � w�
i 	 On remarque une autre particularit�e� due �a cette d�ecomposition� pour

la solution des moindres carr�es au syst�eme Bx � y � on a

�x � �BtB���Bt y � VW��U ty

var��x� � VW��V t var�y�

Ainsi la solution est obtenue sans l�inversion de la matrice normale � elle fait interve�
nir des termes de l�ordre de ��wi� �a comparer �a ��w�

i pour l�inversion de la matrice
normale	 Cependant cette m�ethode n�o�re pas d�avantages particuliers ni du point
de vue du temps de calcul� ni pour l�obtention de la matrice de covariance du vecteur
solution	 Par contre� on voit que les param�etres des sous�espaces propres associ�es
aux valeurs singuli�eres petites sont mal d�etermin�es	
Il en est de m
eme pour les param�etres corr�el�es� soient xi et xj deux param�etres du
vecteur solution� leur covariance s��ecrit �

covar�xi� xj� �
X
k

�

w�
k

VikV jk

On en d�eduit le facteur de corr�elation r�xi� xj� de ces deux variables �

r�xi� xj� �
covar�xi� xj�p

var�xi �

q
var�xj�
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Soient les vecteurs non unitaires

eVi � �Vik�wk� et eVj � �Vjk�wk��

ce sont les vecteurs lignes de la matrice VW��� on a

�jr�xi� xj�j � ���
�eVi et eVj colin�eaires�

�jr�xi� xj�j � ���
�eVi � � eVj � � eV �

j

�
��� �� � IR� �

�� � est un petit param�etre � eVi � eV �
j � �	

Alors les fortes corr�elations sont associ�ees aux petites valeurs singuli�eres wk si
VikV jk � �	 Soit �x � �x�� 


� xi� 


xj� 


� l�estimateur des moindres carr�es o�u les
param�etres xi et xj correspondent aux vecteurs quasi�colin�eaires� on a

�x � VW��U ty � VW��y�

�x �

�BBBBBBBB

			
xi
			
xj
			

�CCCCCCCCA
�

�BBBBBBBB

			eVi
			eVj
			

�CCCCCCCCA
� y�

Les param�etres xi et xj s��ecrivent en fonction des projections de y� sur eVi et eVj ��							
							�

xj � eVj y�
xi � � eVj y� � � eV �

j y�

xi � �xj � o���

On obtient les relations � �xj � xi � � � o��� et �� var�xj�  var�xi�	 Il s�en suit
que pour un param�etre � su'samment petit� seule une combinaison lin�eaire des
param�etres est d�etermin�ee xi � xj � ��� �� eVj y�	

Plus g�en�eralement� lorsque les vecteurs colonnes de la matrice V associ�es aux
petites valeurs singuli�eres constituent une base du noyau de B� on a la relation

B � UfWV t

o�u fW � W est la matrice diagonale des valeurs singuli�eres dont certaines sont
�egal�ees �a z�ero	 Soit la solution

d�qi � V fW��U t�o� c�

et x � Ker�B�� alors

jd�qi � xj � jfW��U t�o� c� � V txj
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est minimale pour x � � car V tx � fW��U t�o� c� � �	 Le vecteur d�qi est donc le
vecteur de norme minimale minimisant la somme des carr�es des r�esidus	 Le sous�
espace propre associ�e �a l�image de la matrice d�e�ni le rang de B et les combinaisons
lin�eaires des param�etres engendrant Im�B�	 La d�ecomposition en valeurs singuli�eres
nous donne les combinaisons lin�eaires des param�etres appropri�ees au probl�eme	 Nous
remarquerons qu�il n�y a pas lieu de �xer a priori une combinaison lin�eaire sur les
param�etres� en particulier pour l�anomalie moyenne et le d�eplacement du p�erih�elie
dans le plan de l�orbite	 Si l�on consid�ere la variable dr�dlo� la variable conjugu�ee est�
pour des raisons num�eriques �termes de la matrice aux d�eriv�ees partielles de m
eme
ordre de grandeur�� e dr	 Nous introduisons alors un facteur d��echelle arbitraire sur
la variable dr� ce qui n�est plus adapt�e �a la recherche de solution minimale en norme	
Il nous reste encore �a d�eterminer la dimension minimale de l�espace des solutions	

����� Tests statistiques

Test de "��o

Nous avons une estimation du facteur de variance �a partir des r�esidus v de la
solution des moindres carr�es �

"��o �
vtpv

n � r

Si l�on suppose que les r�esidus ne re(�etent qu�un bruit blanc de mesure� alors la
quantit�e �

X� � �n� r�
"��o
��o

suit une loi du �� �a �n�r� degr�es de libert�e	 Nous calculons cette estimation lors de
la d�etermination des conditions initiales d�une plan�ete� il faut alors d�eterminer six
param�etres �r � ��� le nombre d��equations ind�ependantes correspond aux nombre
de T� pour la plan�ete	 Soit p le seuil de probabilit�e n�egligeable

Q���jn� r� � p

Lorsque la redondance est forte� on a Q���jn� r�  Q�x� avec x  �� � �p
��

� d�o�u

��p��  exp
�
xp�

q
�
�

�
� xp �etant d�eduit de la loi normale

Pour un seuil �a �� ���)� on a xp � � et ��� � exp
�
�
q

�
�

�
� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� �	�� �	�� �	�� �	�� �	�� �	�� �	��

Ce test permet de reconna
�tre� lorsque la di��erence entre les facteurs de variance
arbitraire et estim�e est signi�cative� la pr�esence de transits douteux� d�erreurs de
pas de grille ou d�erreurs de mod�elisation	
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Test de Fisher

Soient v� et v� deux vecteurs r�esidus d�eduits de deux solutions di��erentes q� et
q� du probl�eme restreint �a la d�etermination des conditions initiales d�une plan�ete�
�equation ��	���	 Soient alors "��k � k � �� � et les estimations des facteurs de variance
correspondants

"��k �
vtkpivk
�k

Le rapport de ces deux variances suit la loi de Fisher � de plus les redondances sont
telles que �k � n�rk � o�u n est le nombre d�observations et rk � � le nombres de pa�
ram�etres ind�ependants estim�es� on peut supposer ��  �� � �	 En �xant un seuil de
probabilit�e n�egligeable� on peut donc valider l�hypoth�ese que les deux r�esidus ont la
m
eme variance �qu�ils re(�etent les m
emes bruits de mesures et �ecarts syst�ematiques
non mod�elis�es�	 Prenons r� � r�� si l�hypoth�ese est v�eri��ee� ceci revient �a dire que
nous pouvons mod�eliser les o�c par les corrections q�� donc par un nombre plus petit
de param�etres ind�ependants	 Soit p le seuil de probabilit�e n�egligeable et

Q�Fpj��� ��� � p

Comme la redondance est forte� on a Q�F j�� ��  Q�x� avec x  F � �

��
p
�
� d�o�u

Fp��  exp
�
�xpp
�

�
� xp �etant d�eduit de la loi normale	

Pour un seuil �a �� ���)� on a xp � � et F�  exp
�

�p
�

�
� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
F� �	�� �	�� �	�� �	�� �	�� �	�� �	��

A partir de la d�ecomposition donn�ee �a l��equation ��	���� nous pouvons d�eterminer
successivement les solutions en �eliminant les inconnues associ�ees aux petites valeurs
singuli�eres	 Nous proc�edons dans l�ordre croissant des valeurs singuli�eres �r�egression
en arri�ere�	 Soient alors q� � UW��V t la solution des moindres carr�es et qi �
UfW��V t la solution o�u l�on impose wk � �� �k � i	 Notons les estimations des
deux facteurs d��ecart type correspondants "�� et "�i� on sait que "�i � "��	 Le processus
est arr
et�e lorsque ��i

���
� F� et la solution qi est rejet�ee	 Nous avons ainsi obtenu une

solution des variations des conditions initiales des plan�etes et d�etermin�e le nombre
optimal de param�etres �a ajuster	 La �gure �	� donne pour chaque plan�ete le rang
associ�e �a la matrice aux �equations de conditions� celui�ci varie de � �a �	 Les plan�etes
���Euterpe et ���Euphrosyne n�apparaissent pas sur ce diagramme� les donn�ees
relatives �a Euterpe n�ecessitent un traitement plus particulier qui sera d�etaill�e plus
bas	 L�orbite de la plan�ete ���Euphrosyne n�est pas compl�etement d�etermin�ee� ceci
peut se comprendre en regardant la r�epartition des observations sur sa trajectoire
donn�ee �a la �gure �	� � de plus� les r�esidus varient sensiblement pour un rang inf�erieur
ou �egal �a quatre ��epoque isol�ee�	 Ces r�esidus sont donn�es �a la �gure �	� � les facteurs
d��ecart type valent respectivement ��� � et ��� � selon que le rang consid�er�e est de
� ou de �	 Le nombre d�observations est relativement faible ���� T��� aussi le test
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Fig� �	� � Corrections sur les conditions initiales des ast�ero��des	
Le rang est le nombre de param�etres ind�ependants d�etermin�es par
plan�ete� Les plan�etes ��Euterpe et ���Euphrosyne n�apparaissent
pas sur ce diagramme � nous pouvons consid�erer qu�ils valent res�
pectivement � et ��

de rapport de variances est large � n�eanmoins la variation du facteur d��ecart type
est tr�es importante� et de plus� les pr�ecisions des param�etres d�etermin�es lors de la
solution de rang � sont acceptables	 C�est pourquoi nous consid�erons que le rang
associ�e aux observations de la plan�ete ���Euphrosyne vaut �	 Par contre pour les
plan�etes ��Hebe et ����Papagena� l�ensemble des variations des conditions initiales
a pu 
etre d�etermin�e� nous donnons �a la �gure ��	�� la repr�esentation dans le plan
�equatorial J ���� des trajectoires de ces plan�etes et la distribution des observations	
La �gure �	� donne� en fonction de la redondance� les valeurs maximales des rapports
"�o��o pour les tests de rapport de variances �

p
F�� et le test sur "��o �

p
����	

����� Discussion

La d�ecomposition en valeurs singuli�eres permet de d�eterminer le changement de
variables donnant les param�etres de variance minimale	 Dans le cas favorable o�u le
rang est maximal� la d�etermination des variations d�anomalie moyenne et de position
du p�erih�elie sur l�orbite est plus faible que pour les autres param�etres	 Ces deux
param�etres sont toujours fortement anti�corr�el�es �r  ��� et� comme nous l�avons
vu plus haut� dans les �etudes pr�ec�edentes de correction d�orbite� il est e�ectu�e le
changement de variables faisant inervenir la correction sur la longitude moyenne �a
l�instant initial � �dlo� dr�� �dr� dlo� e dr�� o�u d�apr�es le syst�eme d��equations ��	��
on a � dr�dlo � cos I
d$�d��dlo	 Les solutions faisant intervenir les inconnues �x �
�dlo� dr� ou �dr�dlo� e dr� sont pratiquement �equivalentes	 En revanche le param�etre
�dr � dlo� est de variance plus faible	 Ceci est sch�ematis�e �a la �gure �	� o�u ��� est
l�ellipso��de de con�ance pour un seuil de probabilit�e �	 Donnons un exemple avec la
plan�ete ��Flora pour laquelle le rang de la matrice normale vaut �� l�excentricit�e �a
l��epoque to est e � �
�����	 Il y a ��� observations et la matrice de corr�elation est
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�a�

�b�

Fig� �	� � R�esidus de la plan�ete ���Euphrosyne	
�a� rang��� La solution est satisfaisante�
�b� rang�	� Les r�esidus sont� au vu du test de Fisher� statistique�
ment semblables� mais la solution n�est pas satisfaisante pour les
cinq �epoques�
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Fig� �	� � Trajectoire et observations des plan�etes ��Hebe et ����Papagena	

Coordonn�ees h�eliocentriques dans le plan �equatorial J ����

���



200 400 600 800

1.1

1.2

1.3

1.4

 Fisher

REDONDANCE

Fig� �	� � Test de rapport de variances et test sur "�o	
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dr + dl  = 0
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x
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Fig� �	� � Ellipso��de de con�ance restreint aux corrections dr et dlo	
Les longueurs des axes principaux de l�ellipsoide sont inversement
proportionnelles aux valeurs singuli�eres associ�ees au sous�espace
propre correspondant�
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la suivante �

dlo dp dq dr de da�a


���
���� 
���
���� ��
� 
���
���� ���� ��
� 
���
���� ���
 ���� ���� 
���
���� ��
� ���� ��
� ���� 
���

La solution pour les corrections dqi est �en mas� �

��o � ���� dlo dp dq dr de da�a

� 
������ 
����� ����� ������ ������ 
��
�
� ����� 
��� ���� ����� ��
� ����

On voit que les param�etres d�orientation de l�orbite dp� dq sont d�etermin�es avec une
excellente pr�ecision � ��
���� et  ��
����� � les variations de demi�grand axe et
d�excentricit�e avec une pr�ecision de l�ordre de ��
���� sont acceptables	 En revanche
les �ecarts type des estimations dr et dlo sont tr�es larges et presque �egaux	 Soit alors la
solution pour laquelle on a e�ectu�e le changement de variables sur ces deux derniers
param�etres	 La matrice de corr�elation est �

dlo dp dq dr de da�a


���
���
 
���
���� ��
� 
���
���� ���� ��
� 
���
���� ���
 ���� ���� 
���
���� ��
� ���� ��
� ���� 
���

et la solution �

��o � ���� dlo 	 dr dp dq e dr de da�a

� ������ 
����� ����� 
���
� ������ 
��
�
� ���� 
��� ���� ���� ��
� ����

La corr�elation r�dr � dlo� e dr� est petite� la combinaison lin�eaire optimale est du
type dlo� � dr�

P
�i dxi avec �  �� et o�u les coe'cients des quatre autres incon�

nues dxi v�eri�ent �i � �	 Les param�etres dlo� dr� dr� dlo sont �egaux pour les deux
solutions	 L��ecart type de l�estimation dlo � dr est diminu�ee d�un facteur cinq par
rapport �a celui de chacun des param�etres dr et dlo	 Toutefois� la nouvelle orbite oscu�
latrice est donn�ee soit par les �el�ements osculateurs� soit par les positions et vitesses
initiales � ainsi ni la th�eorie du mouvement de ces corps� ni le calcul num�erique ne
font intervenir ces nouvelles variables	 Par contre� ceci montre que� malgr�e la forte
corr�elation sur les corrections d�anomalie moyenne et d�argument du p�erih�elie� la ro�
tation globale autour d�un axe perpendiculaire au plan osculateur �voisin du p
ole de
l��ecliptique� est calcul�ee avec une pr�ecision de quelques milli�emes de seconde d�arc	

Les corrections obtenues sur les orbites osculatrices sont donc de valeurs di��e�
rentes	 Ceci se d�egrade encore davantage lorsque les variances des param�etres as�
soci�es aux petites valeurs singuli�eres deviennent plus grandes � jusqu��a diminuer la
dimension de l�espace des corrections aux conditions initiales permettant de mod�eli�
ser les o�c	 Lorsque le rang n�est pas maximal et que les param�etres sont fortement

���



multi�corr�el�es� ce changement de variables n�est pas toujours le plus adapt�e	 Au�
trement dit le sous�espace engendr�e par cette nouvelle base n�est pas forc�ement un
sous�espace propre associ�e aux valeurs singuli�eres	 En particulier pour des observa�
tions peu �etendues dans le temps� les corrections de demi�grands axes et excentricit�es
sont li�es �a la rotation globale dans le plan de l�orbite	 Le calcul de la solution des
variations aux conditions initiales de norme minimale pourrait avoir une in(uence
sur le lien de la sph�ere Hipparcos au rep�ere inertiel � mais c�est l�orientation et le
mouvement global qui importe plus que la s�eparabilit�e des variables	 En revanche� le
calcul de l�orbite osculatrice est partiel et il impose� pour 
etre plus exact� la di�usion
des composantes des vecteurs associ�es aux valeurs singuli�eres annul�ees	

Nous pouvons remarquer les di��erences sur les d�eterminations des �el�ements os�
culateurs en terme de stabilit�e des param�etres au cours de la recherche du rang
maximal	 Nous donnons ci�dessous les solutions� pour les �el�ements osculateurs et les
�ecarts type associ�es� au cours des di��erentes �etapes pour les plan�etes ���Kalliope et
���Bellona	 Le rang retenu pour ces deux plan�etes est de quatre	

Plan�ete ��

��o � �
��� rang��
sol� ����� ����� ����
 ����� ����� ����
� ���
� ���� ���� ����� 
���� 
����

��o � �
��
 rang��
sol� ���� �
��� ����� 
��� 
��� �����
� ���� ���� ���� 
��� 
���
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����
� 
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��
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Plan�ete ��
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sol� 
������ 

��� ����
� ����� �����
 ������
� �
��
� 
���� ���� ������ ������ ������
��o � �
��� rang��

sol� ������ ���� ������ ������ 
����� �����
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����� ��
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��o � �
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�
� ���� ���� ���� ���� ���� 
���
��o � ����� rang��
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����� 
����� ����
 ����� �����
� ���� 
��� ���� ���� 
��� 
���

Les param�etres dp et dq �li�es �a l�inclinaison et l�argument du n%ud ascendant� sont
bien d�etermin�es � ils sont plus ou moins bien s�epar�es des autres variables	 Les varia�
tions de ces param�etres et de leurs �ecarts type� au cours des di��erentes solutions�
sont minimes pour la plan�ete ���Kalliope	 N�eanmoins� dans le cas g�en�eral� les pr�eci�
sions donn�ees par l�inverse de la matrice normale ne correspondent pas �a la variance
des param�etres cherch�es mais �a la variance de la solution particuli�ere de norme
minimale	 Pour les cas limites lors du test de Fisher � variation relativement impor�
tante de l�erreur par unit�e de poids estim�ee mais restant dans les bornes �x�ees� nous
choisissons la solution conservant le maximum de stabilit�e	
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Fig� �	�� � Plan�ete ���Euterpe �

O�C et r�esidus pour l�ensemble des observations�

��
 Cas particuliers

Nous avons d�ej�a expos�e dans le chapitre pr�ec�edent le traitement d�observations
douteuses� il peut n�eanmoins subsister apr�es ces �ltrages des erreurs occasionnelles	
Par ailleurs pour certaines plan�etes les r�esidus apr�es d�etermination des conditions
initiales peuvent exhiber des erreurs syst�ematiques signi�catives	

����� Plan�ete ��	Euterpe

Les observations retenues� apr�es les di��erents �ltrages� conduisent �a des r�esi�
dus aberrants ��gure �	���	 Cette plan�ete est observ�ee �a dix �epoques di��erentes� on
cherche alors �a modi�er �correction de pas de grille� ou �a supprimer les observations
sur une ou plusieurs �epoques de mani�ere �a obtenir des r�esidus satisfaisants	 La solu�
tion retenue sera celle qui conserva le maximum d��epoques et dont les r�esidus seront
minimaux en norme	 Le nombre minimal d��epoques pour avoir une solution r�ealiste
doit 
etre �egal �a sept� une solution comprenant six �epoques n�est pas �able puis�
qu�on peut consid�erer que les observations r�eparties sur une �epoque correspondent
approximativement �a une seule position normale	

La �gure �	�� donne les r�esidus correspondant �a deux vecteurs d�o�c �solutions
 res�� et  res��b �� ils ont six �epoques en commun sur les huit retenues	 Les
tableaux ci�dessous donnent pour chacune des solutions � les �epoques suspectes� le
nombre de T� �nobs�� une erreur quadratique moyenne par T� ��m�� le coe'cient
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d��ecart type �o et l�estimation "�o d�eduite des r�esidus� le conditionnement de la
matrice des �equations de conditions �cond�� les valeurs singuli�eres de cette matrice
�W�� et �nalement la solution des moindres carr�es pour la correction sur les �el�ements
osculateurs de l�orbite �dqi�	

�	 solution res��

observations supprim�ees � t � �� ��� � �� ���� �mjd�

nobs� ��� �m � ����
�o � ���� ��o � �
��

cond � ����

W� �
���� 
���� ���� ���� ���� �����

dqi �mas�
dlo dp dq dr de da�a


�����
 ����� 
����� �
���� ����� �����

dr 	 dlo � �
���


�	 solution res��b

correction de pas de grille � t � �� ��� � �� ���� �mjd�
�o� c�� �o� c� � s

observations supprim�ees � t � �� ��� � �� ����

nobs� �
� �m � ����
�o � ���� ��o � ���


cond � ����

W� ����

 
��
� ���� ���� ���� �����

dqi �mas�
dlo dp dq dr de da�a


����
� ���� 
����� ������ 
����� ����


dr 	 dlo � �
���


Les estimations du facteur de variance sont dans les deux cas acceptables� et
le nombre d�observations �a peu pr�es identique	 En revanche la solution  res��b 
contient� en plus des observations �ecart�ees� une correction de pas de grille sur l�en�
semble des observations d�une �epoque 	 La solution  res�� fait intervenir un nombre
plus faible d�op�erations sur les donn�ees� elle peut donc� para
�tre plus �able	 De plus
chacune des trois �epoques suspectes est reli�ee �a un RGC� il peut donc subsister des
erreurs li�ees aux grands cercles	 Les donn�ees pour la plan�ete ���Euterpe sont donc
�a prendre avec pr�ecaution� elles ne sont pas utilis�ees dans ce travail pour le lien au
syst�eme dynamique	 Les deux solutions �etudi�ees ici sont de rang maximal ���	

����� Transits excentr�es

Les origines des RGC sont donn�ees comme des corrections �a apporter �a la po�
sition du n%ud ascendant que fait le RGC avec l��ecliptique � ces corrections sont
de l�ordre de �� �mas avec une pr�ecision � �� ���mas �cf �gure �	���	 Ces donn�ees
sont encore provisoires� de plus certains RGC sont construits sur des intervalles de
temps plus courts� ou comportent des observations d��etoiles douteuses	 Il se peut que
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Fig� �	�� � Plan�ete ���Euterpe �

R�esidus apr�es suppression d�observations�
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Fig� �	�� � Origines des RGC	
La �gure de gauche montre les corrections d�origine des RGC �
celle de droite un histogramme des pr�ecisions rattach�ees �a ces cor�
rections�

���



cette origine soit erron�e par la pr�esence d�erreurs syst�ematiques	 La sph�ere Hippar�
cos utilis�ee n�est pas d�e�nitive� une r�eduction compl�ete avec les nouvelles positions
des �etoiles obtenue sera r�ealis�ee au CERGA pour le consortium FAST� puis une
comparaison avec la solution du consortium NDAC am�enera �a la sph�ere Hipparcos
�nale	

Par ailleurs les r�esidus de certaines �epoques restent excentr�es	 Le tableau ci�
dessous donne� pour les plan�etes ���Hygiea et ���Melpomene� l�estimation du fac�
teur d��ecart type� le coe'cient correspondant au seuil �a �� ���) et la valeur maximale
acceptable �

No Nobs
p
��o

p
�� �max

�� ��� ��	�� �	��� ��	��

�� ��� ��	�� �	��� ��	��

La �gure �	�� montre les r�esidus obtenus� pour ces deux ast�ero��des� apr�es calcul
par la m�ethode des moindres carr�es des corrections aux �el�ements osculateurs	 Il ap�
para
�t des transits excentr�es� l��ecart est de  ��mas et correspond aux donn�ees du
RGC ����	 Cet �ecart d�epend des observations compens�ees donc des poids et distri�
butions des autres observations� c�est pourquoi il n�est pas a priori identique pour les
r�esidus des deux ast�ero��des	 Les magnitudes apparentes� les di��erences entre les deux
estimations de magnitudes et les pentes sont coh�erentes pour ces transits	 Les r�esidus
sont n�eanmoins importants et les transits� relativement isol�es� correspondent pour
ces deux plan�etes �a un m
eme RGC	 De tels transits restent donc momentan�ement
en suspens	

����� D�eplacement du photocentre

G�en�eralit�es

La correction angulaire� sur un grand cercle de p
ole z� due �a un d�eplacement
de photocentre est donn�ee �a partir de l��equation �	��	 La correction vectorielle de
photocentre est dans le plan contenant les directions de la Terre et du Soleil� nous
la d�ecomposons en une partie port�ee par la direction de la Terre �qui n�apporte pas
de d�eplacement visible� et une partie port�ee par la bissectrice des directions Terre�
Soleil	 Cette derni�ere composante a pour valeur alg�ebrique � R
C�i� � R
C�io� �
b
�i� io�� � o �i� io�

�� o�u i est l�angle de phase	 Donnons les d�eveloppements en i
de la fonction C�i� pour trois types de loi de di�usion �

Lambert � Cl �
� �

�

cos
 i
�

sin i� �� � i� cos i

� �
������ �
���� �i� �
��� � o �i� �
����

� �
������ �
���� i� o �i� �
����

Uniforme � Cu �
�

��
sin i

�

� �
������ �
����� �i� �
���� o �i� �
����

� �
����� �
����� i� o �i� �
����
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Fig� �	�� � Plan�etes ���Hygiea et ���Melpomene �

Les r�esidus de la derni�ere �epoque sont rattach�es �a un m�eme RGC�
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Minnaert � Ck �
�k � �

�k � �
� o�i�

La derni�ere �egalit�e est d�eduite de la loi de Minnaert dont la loi de Lambert est un
cas particulier �k � �� voir section �	�	��	 Les o�c s��ecrivent dans le cas g�en�eral �

o � c � � z � u

�z � u��
�R sin i

� a� b
i�

Nous cherchons �a �evaluer les pr�ecisions avec lesquelles on peut d�eterminer les
param�etres a et b associ�es au d�eplacement du photocentre	 Nous supposons que la
trajectoire de la plan�ete est dans le plan de l��ecliptique perpendiculaire au vecteur
z consid�er�e �xe	 On peut alors �ecrire la correction angulaire *� sur la direction
g�eom�etrique de la petite plan�ete �cf �gure �	��� �

*� �
R

u

 sin i

� a� b
i�

En exprimant la distance satellitocentrique u en fonction de la distance h�eliocen�
trique x� et en supposant la Terre �a une unit�e de distance astronomique� on a �

u � x cos i�
q
�� x� sin� i

Des deux solutions pour u prenons celle conduisant aux corrections *� maximales �
on a le syst�eme d��equations �a r�esoudre �

*� � sin i
�

�
cos i�

q
�
x�
� sin� i

���
R
x �a� b
i� 
 A�i�
�a� b
i�

En supposant que les mesures sont de m
eme variance ��o � on a une estimation des
variances des param�etres �a partir de l�expression de la matrice normale �

� X
A��ik�

X
ikA�ik�X

ikA�ik�
X

i�kA
��ik�

�

Prenons x � �� ��UA� et N observations uniform�ement r�eparties sur l�intervalle
i � �� ��� �� ��� � on obtient

��a�  �
��p
N

�o � ��b�  �
�p
N

�o

Avec N � ��� et �o � �� cela donne ��a�  �
�� et ��b�  �
�	 L�incertitude sur
le param�etre b �ordre deux en i du d�eplacement du photocentre� est tr�es grande� on
ne peut donc pas esp�erer d�eterminer correctement la partie lin�eairement d�ependante
de l�angle de phase de la fonction C�i�	

D�eplacement du photocentre pour Ceres et Vesta

Ces deux plan�etes pr�esentent un int�er
et particulier	 Les r�esidus obtenus pour les
corrections aux variations de conditions initiales ne sont pas satisfaisants � la dis�
persion est grande� ce m
eme en imposant une valeur de la rotation de la sph�ere
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Fig� �	�� � D�eplacement du photocentre	
Le d�eplacement observ�e sur le ciel correspond �a la projection sur le
vecteur k de la partie port�ee par le vecteur bissecteur des directions
plan�ete�Terre et plan�ete�Soleil�

Fig� �	�� � Plan�etes ��Ceres et ��Vesta �
R�esidus pour l�ensemble des observations� seules les variations de
conditions initiales sont mod�elis�ees� Les estimations des facteurs
de variance sont de � ��� ��� pour Ceres et � ��� ��� pour Vesta�
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Hipparcos �fournie par M	 Froeschl�e suite au lien avec le FK� pour �� mois d�obser�
vations�	 Ces r�esidus sont donn�es �a la �gure �	��	

Calculons pour ces deux plan�etes les solutions des moindres carr�es avec pour
inconnues les corrections sur les �el�ements osculateurs� et les deux param�etres de la
loi de di�usion	 Les valeurs calcul�ees pour ces deux derniers param�etres sont �

��Ceres � ���o � �����

a b

� ���� ��	�
� ���� ����

��Vesta � ���o � �	���

a b

� 
���� ����
� ���� ����

Les corr�elations entre ces param�etres sont importantes � ��
��� pour Ceres et
��
��� pour Vesta	 On peut d�eterminer la combinaison lin�eaire sur les param�etres
a et b e�ectivement mesur�ee� en remarquant que ces variables sont anti�corr�el�ees� et
que le rapport des �ecarts type est environ �� �	 Nous ne d�eterminons alors qu�une
variable � la partie relative aux corrections de photocentre s��ecrit �

dt � a� i
b � �a� �� �
b� � �i� �� ��
b �a� �� �
b�

on obtient alors a � �� �
b � �
�� � �
�� pour Ceres et a � �� �
b � �
��� �
��
pour Vesta� et les r�esidus donn�es �a la �gure �	��	 Ces r�esidus font appara
�tre des
�epoques douteuses pour chacune de ces deux plan�etes� les �ecarts sont de l�ordre de
��mas	

En imposant une rotation de la sph�ere Hipparcos� et apr�es avoir supprim�e les
observations douteuses � on obtient les r�esidus de la �gure �	�� avec a��� �
b � �
���
�
�� pour Ceres et a� �� �
b� �
��� �
�� pour Vesta	 Le mod�ele de loi de di�usion
calcul�e est proche de la loi  uniforme pour Ceres et de la loi de Lambert pour
Vesta	 N�eanmoins� les r�esidus de la plan�ete Vesta ne sont pas centr�es� ils exhibent
des erreurs syst�ematiques non mod�elis�ees	 Ces erreurs sont propres �a la plan�ete et
peuvent provenir du mod�ele de di�usion de la lumi�ere	 Nous avons suppos�e que la
plan�ete �etait sph�erique et de surface homog�ene� or cette plan�ete poss�ede une tache
sombre� ce qui entra
�ne des variations sur la magnitude absolue de � �� � unit�e	
Il faudra donc a'ner le mod�ele de di�usion pour cette plan�ete et tenir compte de
l�inhomog�en�eit�e de la surface	

��� Solution g�en�erale

����� Observations ext�erieures

Dans deux articles �ecrits en ����� B	V	 Numerov a �etudi�e la s�eparabilit�e des cor�
rections sur les �eph�em�erides de la Terre et d�une plan�ete� et plus particuli�erement
la s�eparabilit�e des longitudes moyennes de ces deux corps Num��a�� Num��b�	 Il a
montr�e alors qu�il est pr�ef�erable d�avoir des observations r�eparties d�une quadrature
�a l�autre� et d�autre part� que la longitude de la Terre est moins bien d�etermin�ee
que celle de la petite plan�ete� en particulier lorsque celle�ci est distante du soleil	 On
remarque aussi que � la longitude moyenne de la petite plan�ete est mieux d�etermin�ee�
pour des observations r�eparties sur des arcs de trajectoire �equivalents� lorsque les
observations ont lieu autour des quadratures	 Pour un t�elescope terrestre� la limita�
tion en magnitude fait que les observations sont r�eparties autour des oppositions �
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Fig� �	�� � R�esidus pour les plan�etes ��Ceres et ��Vesta �
R�esidus pour l�ensemble des observations� en plus des variations
de conditions initiales� le mod�ele contient un des param�etres de
d�eplacement du photocentre� Les estimations des facteurs de va�
riance sont alors de � ���	�� pour Ceres et � ������ pour Vesta�
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Fig� �	�� � R�esidus pour les plan�etes ��Ceres et ��Vesta �
R�esidus apr�es rejet des �epoques douteuses� Les estimations des
facteurs de variance sont de � ���	�� pour Ceres et � ������ pour
Vesta� Il subsiste des e�ets syst�ematiques non mod�elis�es pour la
plan�ete Vesta�
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Fig� �	�� � Apport d�observations ext�erieures	
Coordonn�ees polaires h�eliocentriques de la Terre et d�une petite
plan�ete� L��elongation � � ��� correspond aux quadratures � et
� � �� correspond �a l�opposition�

les observations Hipparcos sont par contre r�eparties autour des quadratures	 Nous
nous proposons d��etudier dans cette partie l�apport d�observations moins pr�ecises�
faites au sol et au voisinage de l�opposition sur les d�eterminations des longitudes
moyennes ��a l�instant des conditions initiales� des ast�ero��des et de la Terre	

Supposons que les orbites de la petite plan�ete et de la Terre soient coplanaires	
Soient alors r � �r� l� et r� � �r�� l�� les positions h�eliocentriques de ces deux corps
en coordonn�ees polaires �o�u les quantit�es prim�ees r�ef�erent �a la Terre� � soit aussi  �
��� �� la position g�eocentrique de la petite plan�ete �cf �ure �	���	 En introduisant �

� �
r

r�
� � � l� � l

on obtient la variation d�� reli�ee �a l��ecart observ�e en longitude de la plan�ete� en
fonction des variations sur les coordonn�ees polaires de la Terre et de la plan�ete	
Ces derni�eres variations s�expriment en fonction des quatre corrections de moyen
mouvement d�� d�excentricit�e de� d�anomalie moyenne �a l�instant initial dlo et de
longitude du p�erih�elie dr	 Avec M l�anomalie moyenne� et la correction de longitude
moyenne �a l�instant initial � dLo � dlo � dr� Numerov donne �

�� � ��� � � cos�� d� � a �M��� ��
de � a� �M �� �� ����
de�

� b ��� �� �� t�
d� � b� ���� �� ���� t�
d��

� c �M��� ��
e
dlo� c� �M �� �� ����
e
dl�o
� �� � cos��
dLo� ���� � cos��
dL�o

Il appara
�t alors que les corrections de longitude moyenne d�ependent uniquement de
la g�eom�etrie des observations� tandis que les coe'cients des autres inconnues sont
variables au cours des observations	 Ainsi� si les observations d�une plan�ete sont telles
que � � cte et � � cte� les deux param�etres dLo et dL

�
o ne peuvent 
etre d�etermin�es	

Soit alors �

m � � � cos� � n � ��� � cos� � � � � � ��� ��	���
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l��equation de condition r�eduite aux corrections sur les longitudes moyennes devient �

d� �
m

m� n
� dLo � n

m� n
� dL�o ��	���

on voit ainsi que si les observations sont faites au moment des quadratures� la longi�
tude moyenne dr��dl�o de la Terre est ind�etermin�ee	 Nous nous proposons de donner
une expression analytique des �ecarts type ��dLo� et ��dL

�
o� � ceux�ci peuvent s��ecrire

sous la forme �

��dLo� � � � �o�
p
N � ��dL�o� � � � �o�

p
N ��	���

o�u �o est le facteur de variance� N le nombre d�observations� et o�u � et � sont
repr�esentatifs de la pr�ecision des r�esultats	 Soit N la matrice normale associ�ee aux
�equations de conditions ��	��� �

N 
 N


�
A C 
C B 

�
� on a � � �

�
B 

A B � C �

� �

�

� � �

�
A 

A B � C �

� �

�

En supposant que les N observations sont r�eparties uniform�ement sur un arc d�elimit�e
par � � �� � ���� on peut �ecrire �

A �
�

N

NX
k��

�
m

m� n

��

�
�

�� � ��

Z 	�

	�

�
m

m� n

��

d� ��	���

B �
�

N

NX
k��

�
n

m� n

��

�
�
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	�

�
n

m� n

��
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C �
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N

NX
k��

mn

�m� n��
�

�

�� � ��

Z 	�

	�

mn

�m� n��
d� ��	���

Posons maintenant �

f��� �

�
m

m� n

��

�
� � ��� �� cos� � sin��

��� � cos���

g��� �

�
n

m� n

��

�
� � ����� ��� cos� � sin��

��� � cos���

h��� �
mn

�m� n��
�

�� � cos� � sin��

��� � cos���

ces trois fonctions sont de la forme �

k��� �
a� � b� cos�
�a� b cos���

� sin��

�a� b cos���

Soit alors la primitive �

I �

Z
a� � b� cos�
�a� b cos���

d� �
Z

sin��

�a� b cos���
d�

on obtient �

I �

�
ab� � a�b
a� � b�

� �

b

�
sin�

a� b cos�
�

�
aa� � bb�

a� � b�
� a

b

�
�
Z

d�

a � b cos�
�
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avec Z
d�

a� b cos�
�

�p
a� � b�

tan��
�p

a� � b� tan�����

a� b

�

Les observations Hipparcos ne donnent pas la variation en longitude d�� mais la
variation sur le RGC d�� � cos g d�� o�u g est l�inclinaison du RGC sur l�ecliptique	
L��equation de condition ��	��� devient

d�� � cos g

�
m

m� n
� dLo � n

m� n
� dL�o

�
De plus� nous supposerons dans la suite que les orbites de la Terre et de la petite

plan�ete sont circulaires �� � r � cte�	 Avec � � ���� compl�ementaire de l�angle
constant entre la direction de l�axe du satellite et la direction du soleil� on trouve �

cos� g � �� sin� �
�� � cos�

� sin��

on obtient� pour des observations uniform�ement r�eparties� les composantes de la
matrice normale� en fonction des composantes des �equations ��	��� �a ��	��� �

A� � A � sin� �

�� � ��

Z 	�

	�

�� � cos���

� sin� � �� � � cos��+
d� ��	���

B� � B � sin� �

�� � ��

Z 	�

	�

���� � cos���

� sin�� ��� � cos��
d� ��	���

C� � C � sin� �

�� � ��

Z 	�

	�

�� � cos�� ����� cos��

� sin�� ��� � cos��
d� ��	���

o�u Z
���� � cos���

� sin� � ��� � cos��
d� �

cos�

sin�
�

�

�

Z
d�

� � � cos�Z
���� � cos���

� sin� � ��� � cos��
d� �

cos�

� sin�
�

�

�

Z
d�

�� � cos�Z
�� � cos�� ����� cos��

� sin� � ��� � cos��
d� �

�

� sin�
�

�

�

Z
d�

�� � cos�

Le calcul des coe'cients � et � de l��equation ��	��� se fait alors en supposant
que les observations sont uniform�ement r�eparties� et avec la m
eme densit�e� sur les
trois intervalles �� � ���� ��� � ��� et ��
 � �
�	 Les intervalles d�elimit�es par les
�elongations �� et �� repr�esentent les observations autour des quadratures� et l�angle
�
 correspond aux observations au voisinage de l�opposition	 Les angles �� et �� sont
fonctions de la distance h�eliocentrique � � soient L et � les �elongations g�eocentrique
et h�eliocentrique de l�ast�ero��de� on a pour les observations Hipparcos �cf �gure �	��� �

sin � � * � sinL
�

�
sinL

�
�
�q

�� � sin�L� cosL

�
� L � � � � � ��
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Fig� �	�� � Observations autour de l�opposition et d�une quadrature	
Les observations autour de l�opposition ont lieu sur l�arc
���� � ���� L�observation au voisinage de la quadrature �a lieu sur
l�arc sous tendu par les �elongations L� et L� � on obtient par sy�
m�etrie la portion de la trajectoire observ�ee �a l�autre quadrature�

et les relations sur les valeurs limites des �elongations h�eliocentriques� �

�� � sin��
�
sin�

�

�q
�� � sin� �� cos�

��
�� � � � sin��

�
sin�

�

�q
�� � sin� �� cos�

��
On suppose de plus que les observations Hipparcos sont de m
eme pr�ecision �o� et

que les observations au sol sont faites avec une erreur d��ecart type �T 	 Soit le poidsp
p � �o

�T
� et la densit�e � � Nq���� � ��� � NT����
� identique pour les Nq obser�

vations autour des quadratures et les NT observations au voisinage de l�opposition	
La matrice normale pour l�ensemble des observations devient �

N 
 ��


�
A C

C B

�

A � A� � p

Z 	�

�

�
m

m� n

��

d� ��	���

B � B� � p

Z 	�

�

�
n

m� n

��

d� ��	���

C � C� � p

Z 	�

�

mn

�m� n��
d� ��	���

o�u les termes A�B et C sont d�eduits des �equations ��	��� �a ��	���	

Nous pouvons donc calculer les pr�ecisions sur les corrections de longitude moyenne
�a l�instant initial� en fonction de la distance h�eliocentrique de la plan�ete r � �� des
�elongations maximales autour de l�opposition �
� et pour une pond�eration p donn�ee	

�Pour des petites plan�etes de la ceinture principale on a la propri�et�e � �� � � � tan �� �� � ����
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Les coe'cients � et � s��ecrivent �

� �

�
�B

AB � C�

� �

�

� �

�
�A

AB � C�

� �

�

Si on d�etermine simultan�ement les corrections de longitude moyenne de la Terre
et celles de plusieurs plan�etes� l��equation de condition ��	���� pour la k�eme observa�
tion de la i�eme plan�ete s��ecrit �

d�i �
m

m� n
� dLo�i � n

m� n
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o�u� par souci de simplicit�e� les indices k ne sont pas marqu�es	 On en d�eduit
l��equation normale� relative aux observations de la i�eme plan�ete� pour l�inconnue
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On obtient �nalement le facteur de pr�ecision pour l�ensemble des observations �
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o�u les coe'cients A�B et C sont donn�es par les �equations ��	��� �a ��	���	
Les demi�grands axes des petites plan�etes varient entre ��� et ��� UA �cf histo�
gramme �	��	 A�n de remarquer la progression des coe'cients de pr�ecisions� nous
d�ecoupons cet intervalle en tranches de ��� UA	 Dans le tableau ci�dessous� on donne�
pour les �� plan�etes� les valeurs des coe'cients de pr�ecision � et � pour les obser�
vations Hipparcos uniquement� les coe'cients �p et �p avec les observations au sol
�pour des poids tels que p � �� ��� et �
 � ����� et le nombre de plan�etes apparte�
nant �a l�intervalle de distance h�eliocentrique consid�er�ee	 En donne en�n le facteur de
pr�ecision �g pour l�ensemble des observations� avec ou sans observations au voisinage
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de l�opposition	

�� ���� nbre pla� �
�� ��	� �p� ����
�� ���� �p� ����

�� ���� nbre pla� 
�� ���� �p� ���
�� ��� �p� ���

�� ���� nbre pla� �
�� ���� �p� ����
�� ���� �p� ����

�� ���� nbre pla� �
�� ��	� �p� ����
�� ��� �p� ����

�� ��	� nbre pla� �
�� ���� �p� ����
�� ���	 �p� ����

�� ���� nbre pla� 	
�� ��� �p� ����
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�� ��� nbre pla� �
�� ���� �p� ����
�� ���� �p� ����

�� ���� nbre pla� �
�� ��� �p� ��	
�� ���� �p� ����

�� ���� nbre pla� �
�� ���� �p� ���
�� ��� �p� ����

observations Hipparcos � �g�����
observations au sol p � �� �� � �g�����	

Sont donn�es dans la table suivante� les valeurs des facteurs de pr�ecision pour di��e�
rents rapports d�erreurs d�observations	 A titre indicatif� si l�on compl�ete les obser�
vations Hipparcos par des observations de m�eme pr�ecision� le facteur de pr�ecision
sur ��dL�o� est � �g � �
��� � soit un gain d�environ ��)�

�T  � � �� � � �� � � �� � � �� � � ��
p � � �	� �	� �	� �	��
�g � �	��� �	��� �	��� �	��� �	���

Avec des erreurs d�observations au sol de l�ordre de � � �� et des observations
pr�ecises �a � � �� pour Hipparcos� on obtient des poids

p
p � �� �	 L�arc de trajectoire

correspondant aux observations au sol est d�etermin�e par l�angle �
 � ����	 L�apport
d�observations compl�ementaires pour le calcul de la correction dLo d�une plan�ete est
n�egligeable ��p � ��	 En compl�etant les observations Hipparcos par des observations�
de pr�ecision moindre� faites �a partir du sol� la d�etermination de la longitude moyenne
de l�orbite osculatrice de la Terre �a l�instant initial est l�eg�erement am�elior�ee � le gain
en pr�ecision est de �)	

Le gain est donc faible� de plus nous n�avons pas tenu compte de la di��erence
d�orientation entre le rep�ere li�e �a la sph�ere Hipparcos et le rep�ere li�e aux positions
calcul�ees	 Soit wo�z la correction constante �a apporter aux longitudes observ�ees�
l�equation de condition ��	��� devient alors �
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On remarque alors que le syst�eme est ind�etermin�e � les longitudes moyennes sont
d�etermin�ees �a une constante pr�es	 Nous avons suppos�e dans cette partie que les
trajectoires de la Terre et de la petite plan�ete �etaient coplanaires� nous verrons dans
la section suivante que cette ind�etermination subsiste dans le cas g�en�eral	

����� Ind�etermination en orientation

Consid�erons uniquement les termes d�orientation des orbites des plan�etes et de
la Terre� et l�orientation de la sph�ere Hipparcos par rapport au rep�ere inertiel	 En
conservant les m
emes notations pour les param�etres �a d�eterminer� on �ecrit �

dqi 
 �dr� dp� dq� � dqo 
 �dro� dpo� dqo�

Les �equations de conditions s��ecrivent alors �

�o� c� � P �u� du�

avec u � x�X� s� et �

du � dqi � x� dqo �X� u� Wo � �t� to�
W��

Ecrivons cette �equation en faisant appara
�tre la position g�eocentrique du satellite �

du � �dqi �Wo�� x� �dqo �Wo��X� s�Wo � �t� to�
u�W�

les di��erences observ�ees sur les RGC sont alors

�o� c� � z�u
�z�u�� �

n
�dqi �Wo�� x� �dqo �Wo��X�Wo � s� �t� to��u�W�

o
La partie d�ependante du temps est enti�erement s�epar�ee des autres param�etres consi�
d�er�es ici	 En revanche le vecteur s�Wo est de norme faible par rapport aux distances
des plan�etes intervenant dans cette �equation �

jsj
jxj �

jsj
jXj  �� �
����

et on peut consid�erer que ces in�egalit�es restent v�eri��ees pour les di��erentes rotations
entrant dans cette somme �les d�eplacements in�nit�esimaux sont �a peu pr�es du m
eme
ordre de grandeur �  ���mas�	 Ainsi la contribution de la position du satellite sur
les o�c est n�egligeable� et on a pour la partie constante de la rotation �

�o� c� � z� u

�z� u��
�
n
�dqi �Wo�� x� �dqo �Wo��X

o
L�orientation de la sph�ere Hipparcos �ou de l�orbite de la Terre� �a l��epoque to in�
tervient par cons�equent comme un terme de jauge et ne peut pas 
etre d�etermin�ee
explicitement	 Nous pouvons toutefois imposer cette orientation par le r�esultat du
lien de la sph�ere Hipparcos au FK�� ou bien chercher la solution de norme minimale�
ou encore apporter une contrainte suppl�ementaire sur l�inconnue dqo �r�eduite aux
termes d�orientations�	 En posant alors dqo � � nous pouvons calculer les correc�
tions sur les conditions initiales des plan�etes et la rotation de la sph�ere Hipparcos
par rapport au syst�eme DE���	
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����� Rotation de la sph�ere Hipparcos

La rotation de la sph�ere Hipparcos est la matrice de passage �rotation in��
nit�esimale� des coordonn�ees dans le rep�ere DE ��� �a celles du rep�ere Hipparcos �
uHipp � uDE ��� � uDE ��� �W	 La solution g�en�erale� s��ecrit en utilisant la d�e�
composition SVD de l��equation ��	��� � factorisation de la matrice aux �equations
associ�ees aux corrections dqi des �eph�em�erides h�eliocentriques des petites plan�etes	
Soit

p
piBi � UiWi V

t
i cette d�ecomposition � notons fWi la matrice diagonale dont

certaines valeurs singuli�eres sont nulles� et eBi � UfWiV
t � ppiBi la nouvelle matrice

pond�er�ee associ�ee �a la solution de norme minimale	 On a la relation �

p
pi eBi� eBt

ipi
eBi�

�� eBt
i

p
pi � eUi eU t

i

o�u la matrice eUi est d�e�nie par �� eUij� k� � Ui�j�k�
wk

si wk 	� �eUij� k� � � si wk � �

Cette matrice d�epend de la solution choisie� plus exactement de la famille g�en�eratrice
de l�espace Im�B� retenue	 Les �equations g�en�erales ��	�� s��ecrivent ��		
		�
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avec �eventuellement fWi � Wi et eUi � Ui	
Les corrections d�qi d�ependent �evidemment de la dimension retenue pour la matrice
Bi	 En revanche la solution globale �g en est presque ind�ependante� elles ne d�epend
que des approximations Im�Bi�  Im� eBi�	 Si le choix de la matrice eUi pour une
plan�ete donn�ee �ou plusieurs� est inadapt�e� les deux solutions sur les param�etres
globaux � solution directe sans recherche du rang� et solution de norme minimale
pour les param�etres dqi� seront sensiblement di��erentes	

Les r�esidus s��ecrivent �

vi � �o� c�i � �Ai�g � Bi�qi�

�
�
I � eU t

i
eUi� ��o� c�i �Ai�g

�
Et les v�eri�cations de la construction de la matrice normale et son inversion sont�	
	�

Bt
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Nous pouvons donc calculer deux types de solutions fonction du choix de la d�e�
composition SVD retenue �Wi ou fWi�	 La matrice Un d�e�nie �a l��equation ��	��� est
li�ee �a la variance du vecteur solution d�g �voir section �	�� � par abus de langage�
nous l�appellerons matrice normale puisque nous nous int�eresserons d�esormais plus
particuli�erement �a la solution des param�etres communs �a toutes les observations	

Remarque �
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Si on �emet l�hypoth�ese� que dqo � dqi � �� et que l�on consid�ere les approxima�
tions � z � u � � et �z � u�� � u� � les �ecarts entre abscisses observ�ees et abscisses
calcul�ees sur les RGC deviennent �

�o� c� �
z� u

�z� u��
�
�
u� Wo � �t� to�
W��

�
� �z � Wo � �t� to�
W��

On voit ainsi que la rotation de la sph�ere Hipparcos apporte des termes p�eriodiques�
d�amplitude lin�eairement croissante au cours du temps� sur les o�c	

����� Solution classique des moindres carr�es

C�est la solution des moindres carr�es pour l�ensemble des inconnues et avec l�en�
semble des observations retenues	 Celle�ci fait appara
�tre l�ind�etermination en orien�
tation et les variances des param�etres associ�es �a la loi de di�usion �lin�earis�ee par
rapport �a l�angle de phase�	 Nous obtenons aussi une estimation du facteur de va�
riance servant de valeur de r�ef�erence	 Les donn�ees de la plan�ete ���Euterpe ne sont
pas consid�er�ees � par contre les solutions� des param�etres communs �a toutes les ob�
servations� ne sont pas sensibles aux observations de la plan�ete ���Euphrosyne	 Les
r�esultats portent donc sur �� plan�etes	

Donn�ees g�en�erales �

�o � ��
� estimation "�o � ��
�
nombre d�observations � �� ��� rms moyen par T� � ��
�
nombre de plan�etes � �� nombre de dqi � ��
conditionnement � �
� ���� d�eterminant � �
� �����

Les donn�ees relatives aux petites plan�etes �corr�elation� valeurs singuli�eres�			�
sont donn�ees en annexe A	�	 L�inversion de la matrice normale se fait �a l�aide de la
d�ecomposition SVD � soit Un � U
W
V t cette d�ecomposition� les valeurs singuli�eres
wi de la matrice normale sont donn�ees dans le tableau suivant �

w� w� w� w� w� w� w�

�����E	�� ����
E	�� �����E	�� �����E	�� ��
��E	�� 
����E	�� 
����E	��
w� w� w�	 w�� w�� w�� w��

�����E	�� 
����E	�� �����E	�
 
��
�E�� ��
��E�� �����E�� 
����E��

Quatre param�etres� correspondant aux valeurs singuli�eres w�� �a w�� sont donc
faiblement d�etermin�es �le rang de ce syst�eme est �egal �a ���� en prenant comme
inconnues les param�etres �dlo � dr�� dp� dq et edr pour l�orbite osculatrice de la
Terre� on fait appara
�tre les ind�eterminations sur les orientations donn�ees plus haut	
Ici l�orientation de l�orbite est donn�ee par ces composantes dans le rep�ere J ����� et
non pas dans un rep�ere li�e au p�erih�elie de l��epoque de r�ef�erence � ainsi la rotation
de la sph�ere Hipparcos et la correction sur l�orientation de l�orbite terrestre sont
exprim�ees dans le m
eme rep�ere	 Les param�etres � Wo�x et dp� Wo�y et dq� Wo�z et
�dlo � dr� sont directement comparables �la rotation globale pour la position de
la Terre est exprim�ee par dlo � dr�	 Les solutions pour l�orientation de la sph�ere
Wo et pour les param�etres dp� dq�dlo et dr sont d�une part aberrantes � � �� et

�Hypoth�ese sur les corrections de conditions initiales irr�ealiste avec les donn�ees trait�ees ici�
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d�autre part de l�ordre des �ecarts type associ�es �a ces d�eterminations	 La matrice
de corr�elation compl�ete est donn�ee en annexe A	�� nous pr�esentons ci�dessous la
partie correspondant aux orientations des rep�eres li�es �a la sph�ere Hipparcos et �a
l�orbite osculatrice de la Terre	 Les fortes corr�elations �en gras� sont associ�ees �a
l�ind�etermination d�ordre � du syst�eme	

dlo 	 dr dp dq Wo�x Wo�y Wo�z W��x W��y W��z
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De plus� la corr�elation entre les deux param�etres de loi de di�usion est forte �
r�a� b� � ��
��� �cf annexe A	��	 En imposant l�orientation de l�orbite de la Terre
et C�i� � a� on a la solution �

��o � ����

dqo pour la Terre �mas�
edr � ���� � ����
de � ���� ����

da�a � ��� ����

rotation �mas�
Wo�x � �	�� ����
Wo�y � 
���� ����
Wo�z � 
���	 ����

�mas�an�
W��x � ���� ����
W��y � 
���� ��	�
W��z � 
���� ����

fonction C�i�
a � ���� ����

La correction d�excentricit�e est signi�cative � � �
��� � les correction de demi�grand
axe et d�argument du p�erih�elie sont en revanche n�egligeables	 Le demi�grand axe de
l�orbite de la Terre est li�ee �a l�unit�e de distance astronomique� �echelle fondamentale
du syst�eme solaire � celle�ci est bien d�etermin�ee par d�autres m�ethodes	 Nous pouvons
alors consid�erer que dr � da � �	

����� Solution de norme minimale 
SVD�

Nous entendons par ce titre� la solution g�en�erale des moindres carr�es pour la�
quelle � les corrections� des �el�ements osculateurs des ast�ero��des� sont donn�ees en fonc�
tion du rang retenu lors de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres des matrices aux
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�equations de conditions relatives aux petites plan�etes	 Alors� les orbites des petites
plan�etes sont d�etermin�ees de mani�ere plus r�ealiste� et il est tenu compte de la ro�
tation globale du syst�eme des �etoiles Hipparcos	 Les corrections obtenues sur les
�el�ements des petites plan�etes et les nouveaux �el�ements osculateurs sont donn�es en
annexes �C	� et C	��	

Donn�ees g�en�erales �

�o � ��
� estimation "�o � ��
�
nombre d�observations � �� ��� rms moyen par T� � ��
�
nombre de plan�etes � �� nombre de dqi � ��
conditionnement � � ��� d�eterminant � �
� ���
�

��o � ����

dqo pour la Terre �mas�
edr � ���� � ����
de � 
���� ����

da�a � ���� ���

rotation �mas�
Wo�x � ����� ����
Wo�y � 
���� ����
Wo�z � 
�	��	 ���

�mas�an�
W��x � ��	� ��	�
W��y � 
���� ��	�
W��z � 
���� ��	�

fonction C�i�
a � ���� ����

Cette solution sur les param�etres globaux est voisine de la solution pr�ec�edente�
les principales di��erences apparaissent sur les termes de rotation autour du p
ole de
l��ecliptique	 Les approximations faites� sur les corrections des �el�ements osculateurs
des petites plan�etes� portent principalement sur les termes de rotation dans le plan
de l�orbite� sur le demi�grand axe et sur l�excentricit�e	 Celles�ci se r�epercutent sur
le param�etre de la loi de di�usion� l�excentricit�e de l�orbite terrestre et le taux de
rotation de la sph�ere Hipparcos autour du p
ole de l��ecliptique	 Par ailleurs les cor�
r�elations sont bien plus importantes pour les param�etres da�a� W��z et a � ��� ���
ces param�etres sont donc plus sensibles aux variations induites par les approxima�
tions de la d�ecomposition SVD	 On trouvera en annexe �B� la solution pour laquelle
les observations des plan�etes Ceres et Pallas ont �et�e �ecart�ees � les m
emes remarques
s�appliquent� le param�etre de la loi de di�usion est toutefois plus petit pour cette
solution	 Mis �a part la correction d�excentricit�e� ces variations restent n�eanmoins
d�amplitude mod�er�ee si on les compare aux �ecarts type des estimations	

����� Validation

Nous pouvons recalculer pour chaque T� les di��erences observ�es � calcul�es� o�u
les positions calcul�ees sont d�esormais d�eduites des �eph�em�erides corrig�ees des petites
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plan�etes	 Nous donnons ici les r�esultats sur les nouveaux o�c en ne consid�erant que
les corrections dqi des �eph�em�erides des ast�ero��des � ces corrections sont calcul�ees
soit en introduisant la rotation de la sph�ere Hipparcos dans le mod�ele �solution
rigoureuse�� soit en n�egligeant tous les autres param�etres �solution non rigoureuse�	
Nous obtenons alors deux solutions pour les variations sur les conditions initiales� et
deux solutions correspondantes pour les r�esidus et les nouveaux o�c	 Ces nouveaux o�

c� calcul�es sans e�et de phase� sont �a comparer aux r�esidus	 On donne �a la �gure �	��
ces di��erents vecteurs en fonction du temps pour la plan�ete ��Hebe	 Les r�esidus�
�gures �	���b� et �d�� pour les deux solutions sont �equivalents	 Les nouveaux �ecarts
obtenus de la �gure �	���c� re(�etent les variations dues �a la rotation de la sph�ere
Hipparcos� puisque cette rotation est mod�elis�ee lors du calcul des moindres carr�es	
Les nouveaux o�c de la �gure �	���e� sont �equivalents aux r�esidus� ceci valide la
lin�earisation du probl�eme	 La �gure �	�� repr�esente des donn�ees analogues pour la
plan�ete ���Ausonia	 Le nombre de param�etres d�etermin�es pour cette plan�ete est de
trois � les nouveaux o�c obtenus ��gure �	���e�� sont� ici aussi� analogues aux r�esidus	
En plus de la validation de la lin�earisation du probl�eme� nous voyons que les observ�es
sont bien repr�esent�es avec un nombre r�eduit de param�etres	

��� R�esultats

On donne �a la �gure �	�� les r�esidus obtenus en fonction du temps � ceux�ci
contiennent les erreurs syst�ematiques de la plan�ete ��Vesta� et les transits ou �epoques
non �ltr�es par les test sur les abscisses et les tests sur les magnitudes	 Le mod�ele
peut 
etre am�elior�e pour la plan�ete Vesta	 La validit�e de quelques donn�ees reste en
suspens � si aucune am�elioration ne peut 
etre apport�ee� elles devront 
etre supprim�ees	
A la �gure �	�� on trouvera un histogramme de ces r�esidus et les e�ectifs cumul�es
correspondants ainsi que les graphes obtenus pour une loi normale centr�ee N ��� "�o�	
Les r�esidus obtenus sont dans l�ensemble centr�es� la moyenne pond�er�ee est d�envi�
ron �� �mas � leur distribution n�est qu�approximativement normale� la dispersion
des r�esidus est plus importante que celle d�eduite de la loi normale	 On donne �a la
�gure �	�� le graphe� en fonction du temps� du rapport des r�esidus par les erreurs
quadratiques moyennes correspondantes	 La dispersion des erreurs de mesure par
T� ne correspond pas �a une loi normale� l�ensemble de l��echantillon des mesures en
position est atteint non pas �a �
� mais �a �
�	

Nous avons calcul�e la rotation de la sph�ere Hipparcos par rapport �a un r�ef�eren�
tiel inertiel� et indirectement� nous avons d�etermin�e les corrections sur les orbites
osculatrices de �� ast�ero��des de la mission	 Les pr�ecisions sur les conditions initiales
des petites plan�etes sont in�egales	 Les erreurs sont grandes pour les param�etres dr et
dlo pris s�epar�ement �quelques dizaines de mas�� en revanche la variable dr� dlo est
d�etermin�ee avec une pr�ecision de quelques mas	 Les corrections d�excentricit�e et de
demi�grand axe sont d�etermin�ees avec des pr�ecisions variables selon les plan�etes �de
quelques mas �a quelques dizaines de mas�� tandis que l�orientation de l�orbite oscu�
latrice �a l��epoque de r�ef�erence est donn�ee avec une excellente pr�ecision �de l�ordre du
mas�	 Ces g�en�eralit�es ne s�appliquent pas aux plan�etes dont le facteur de condition�
nement du probl�eme est grand� auquel cas les solutions et pr�ecisions correspondantes
sont aberrantes	 Nous donnons aux �gures �	�� et �	�� les pr�ecisions rattach�ees aux
d�eterminations des param�etres dp et dq en consid�erant la solution des moindres car�
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Fig� �	�� � Nouveaux o�c pour la plan�ete ��Hebe	
Des di��erences o�c initiales �a� on obtient la solution rigoureuse
pour les variations de conditions initiales et les r�esidus �b�� De
cette solution sont d�eduits les nouveaux o�c �c�� leurs variations
re��etent la rotation de la sph�ere Hipparcos� On obtient aussi la so�
lution� non rigoureuse� des variations sur les conditions initiales�
les r�esidus �d� et les nouveaux o�c �e�� Ces derniers o�c sont ana�
logues aux r�esidus�
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Fig� �	�� � Nouveaux o�c pour la plan�ete ���Ausonia	
Le rang associ�e �a la d�etermination des conditions initiales de cette
plan�ete est de trois� Les nouveaux o�c �e� sont analogues aux r�e�
sidus �d��

���



Fig� �	�� � R�esidus pour l�ensemble des observations retenues	
Solution des moindres carr�es� Le mod�ele comprend les variations
de conditions initiales des plan�etes� la rotation de la sph�ere Hip�
parcos �Wo� W��� les param�etres li�es �a l�orbite osculatrice de la
Terre �e dr� de� da�a� et le param�etre de la loi de di�usion a�
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Fig� �	�� � R�esidus pour l�ensemble des observations des ast�ero��des retenus	
Les variations des conditions initiales des plan�etes sont celles de
norme minimale� Les autres param�etres mod�elis�es sont la rotation
de la sph�ere et la partie constante de la function C�i� d�une loi de
di�usion commune �a toute les plan�etes�
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Fig� �	�� � Quantit�e res���res� sur �� mois de donn�ees		
La dispersion des bruits de mesure est plus importante que pr�evu �
les erreurs ne suivent pas une loi normale� mais une loi telle que le
seuil de probabilit�e n�egligeable se trouve �a quatre fois l�ecart type�
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Fig� �	�� � Pr�ecisions pour les param�etres dp et dq	
La solution retenue ici est la solution des moindres carr�es g�en�erale
comprenant les �	 inconnues globales� et les solutions des correc�
tions sur les conditions initiales des ast�ero��des�

r�es ou la solution de norme minimale	 Les orientations des orbites osculatrices des ��
plan�etes retenues ne sont pas toutes donn�ees avec grande pr�ecision� cette orientation
peut 
etre donn�ee �a quelques mas� ou rester ind�etermin�ee	 N�eanmoins pour la grande
majorit�e des ast�ero��des� elle est d�etermin�ee �a mieux de �mas pr�es ��gure �	���	 On
trouvera sur la �gure �	�� les histogrammes correspondant aux solutions de norme
minimale	 On donne aussi� �a la �gure �	��� les pr�ecisions des d�eterminations des
param�etres dr et dlo� pour la solution de norme minimale	 Les pr�ecisions sont en
g�en�eral inf�erieures �a �mas� pour une douzaine de plan�etes elles sont comprises entre
�� et ���mas � on retrouve aussi le fait que ces deux variables sont fortement anti�
corr�el�ees ce qui implique � ��dr�  ��dlo�	
Les solutions� sur les variations des conditions initiales des petites plan�etes� pr�esen�
t�ees ici sont les solutions � r�ealistes � de norme minimale xo � lorsque le rang attach�e
�a cette solution est inf�erieur �a six� la solution g�en�erale s��ecrit�

x � xo �
X
i

� � i Vi

o�u Vi est le vecteur normal correspondant �a la valeur singuli�ere annul�ee� avec
approximativement j�� ij � ��� � ces derniers coe'cients sont fonctions du facteur
de conditionnement	

La rotation de la sph�ere est donn�ee dans le r�ef�erentiel �ecliptique J ����� par

���



0 5 10 15 20
0

2

4

6

0 5 10
0

1

2

3

4

5

Fig� �	�� � Pr�ecisions rattach�ees aux param�etres dp et dq	
Ces pr�ecisions sont celles correspondant �a la solution SVD� pour
laquelle les variations sur les conditions initiales sont de norme
minimale�
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avec � � ��� ��� �� � ���� obliquit�e de l��ecliptique J ����� on a la rotation expri�
m�ee dans le rep�ere �equatorial �
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Les composantes de cette rotation sur le p
ole de l��ecliptique sont donn�ees avec
une pr�ecision de � mas et � mas�an� tandis que le plan de l��ecliptique est rattach�e
�a la sph�ere Hipparcos avec une pr�ecision de � mas et � mas�an	 Cette di��erence
est due �a la dur�ee des observations et dans une moindre mesure �a la particularit�e
des observations Hipparcos �pas d�observation directe en longitude �ecliptique�	 Ces
pr�ecisions sont comparables �a celles obtenues par Folkner et al	 F���a�� pour le
lien du rep�ere de l�IERS avec celui des syst�emes DE ��� et DE ���� obtenu �a partir
d�observations VLBI sur �� ans et d�observations LLR depuis ����	
Rappelons que l�orientation de la sph�ere Hipparcos par rapport au r�ef�erentiel inertiel
est donn�ee a priori �a une rotation pr�es	 De mani�ere plus rigoureuse� et avec dp� dq�
dr�dlo les rotations in�nit�esimales de l�orbite osculatrice de la Terre exprim�ees dans
le rep�ere �ecliptique J ����� on a pour la rotation �a l�instant to �

Wo�x � ��� dp

Wo�y � �� � dq

Wo�z � ��� � �dr� dlo�

avec $ � � et � l�obliquit�e de l��ecliptique on a les relations sur les �el�ements oscula�
teurs d�eduites des �equations ��	�� �

dp � d�

dq � sin �d$

dr � cos �d$� d�

A la date de r�ef�erence� la rotation de passage� de la sph�ere Hipparcos au rep�ere
dynamique� est essentiellement une rotation autour de l�axe du p
ole de l��ecliptique de
norme � ��mas	 N�eanmoins l��ecliptique et l��equinoxe dynamique de la th�eorie �nu�
m�erique DE ���� DE ���� ou analytique VSOP� sont d�e�nis dans un rep�ere inertiel�
tandis que l��ecliptique et l��equinoxe des catalogues d��etoiles sont d�etermin�es dans un
rep�ere tournant Fri��� � ceci introduit une rotation entre les deux rep�eres Sta���	
Soit �h �� r � !r � le moment angulaire moyen du barycentre Terre�Lune dans le
r�ef�erentiel inertiel� et �h� ce moment dans un r�ef�erentiel tournant � avec b le vecteur
rotation d�entra
�nement� Standish donne �

�h� �� h� r� �b� r� � � �h� � �h� �

�
b
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Fig� �	�� � Rep�ere dynamique tournant	
La rotation instantann�ee de l��ecliptique est donn�e par le vecteur
b de module ��	A� Ce vecteur est dans le plan de l��ecliptique�

l�expression� dans le rep�ere �equatorial� de la rotation est L���� �cf �gure �	��� �

b j�equ� � !��A 

cos �,A

sin �,A cos �
sin �,A sin �

�,A � ����� ���� ��� ���T����

!��A � ��� � ���� � � ���T������cty

Pour J ���� Standish donne la rotation autour de l��equinoxe et du p
ole de l��ecliptique
en termes de  corrections d�obliquit�e et d��equinoxe � Erot � Eine � ���
��mas�
�rot � �ine � �� ��mas � on �ecrit alors �

R
rot

ine j�equ� �
��� ��mas
�
��
��mas

Il faut donc tenir compte de cette rotation suppl�ementaire si l�on veut relier la sph�ere
Hipparcos �a un rep�ere dynamique tournant � W
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CONCLUSION

Cette �etude nous a permis de r�eduire les donn�ees en positions des ast�ero��des de
la mission Hipparcos� Gr�ace �a une analyse conjointe du signal photom�etrique et du
mouvement des petites plan�etes nous avons pu �etablir des positions astrom�etriques
normales� r�eduites sur la dur�ee d�un transit� La pr�ecision obtenue pour ces positions
est d�environ �	��
� � �	��
�� Nous avons aussi d�emontr�e que les positions d�eduites
du signal photo�electrique correspondent de mani�ere approch�ee au photocentre de la
partie �eclair�ee des plan�etes � la validit�e de cette approximation d�epend n�eanmoins
du diam�etre apparent des objets� de l�angle phase et de la pond�eration des retards
de phase du signal enregistr�e� Par ailleurs nous avons �etudi�e la r�eponse du signal
de modulation pour une source �etendue parasit�e par un corps lumineux ponctuel�
et nous avons mis en �evidence quelques cons�equences de cette lumi�ere parasite sur
les retards de phase et amplitudes de l�approximation en s�erie de Fourier du signal
observ�e� Ceci nous a permis alors de ltrer les observations erron�ees dues �a l�obser�
vation simultan�ee d�une petite plan�ete et d�un corps lumineux parasite� Les e�ets
relativistes d�aberration et de d�eviation des rayons lumineux sont appliqu�es� en re�
vanche les e�ets de phases ne sont pas mod�elis�es� Ces derniers e�ets� proportionnels
aux diam�etres apparents des objets� sont en g�en�eral petits par rapport aux bruits
des mesures �astrom�etriques et photom�etriques� � ils ont toutefois pu �etre mod�elis�es
pour les plan�etes Ceres et Vesta� Le mod�ele de di�usion de la lumi�ere pour la pla�
n�ete Vesta reste n�eanmoins incomplet� celui�ci devrait prendre en compte les r�egions
d�alb�edo contrast�e de la surface de la plan�ete�

De plus� �a partir des positions des petites plan�etes de la mission� nous avons
�etabli le lien de la sph�ere des �etoiles Hipparcos au r�ef�erentiel inertiel du syst�eme
DE���� L�orientation �a l��epoque m�ediane de la mission est toutefois donn�ee �a une
rotation pr�es� celle�ci correspond aux corrections d�orientation de l�orbite terrestre�
En supposant que cette erreur est de l�ordre du milli�eme de seconde d�arc� le lien
des r�ef�erentiels dynamique et stellaire est d�etermin�e avec une pr�ecision d�environ
�	� ���� et �	� �����an� Parall�element nous avons d�evelopp�e une m�ethode permettant
d�am�eliorer les �eph�em�erides des ast�ero��des� nous avons montr�e que les orientations
des orbites osculatrices sont alors donn�ees� pour la grande majorit�e des petites pla�
n�etes� avec une pr�ecision de quelques milli�emes de seconde d�arc� Les pr�ecisions des
autres �el�ements osculateurs varient selon les plan�etes� certains d�entre eux peuvent
m�eme rester ind�etermin�es�

Une comparaison des r�esultats obtenus sur la rotation de la sph�ere Hipparcos
avec ceux obtenus par d�autres m�ethodes � lien au syst�eme semi�dynamique du FK��
lien au syst�eme cin�ematique des objets extra�galactiques� etc���� est bien s�ur �a envi�
sager� La confrontation des di��erents r�esultats permettra� par le biais de la sph�ere


��



homog�ene des �etoiles Hipparcos� de d�etecter des erreurs occasionnelles mais aussi de
relier les di��erents syst�emes� Ainsi par exemple� les observations des petites plan�etes
dans le r�ef�erentiel de la sph�ere Hipparcos permettront de positionner l��ecliptique et
l��equinoxe dynamique dans le syst�eme du FK� � et ce avec une bien meilleure pr�eci�
sion que ne le permettaient les �etudes r�ealis�ees jusqu��a pr�esent�

Les r�esultats astrom�etriques fournis par le satellite Hipparcos pour les ast�ero��des
de la mission sont d�une grande valeur� Non seulement les positions des ast�ero��des
sont mesur�ees avec une grande pr�ecision� mais elles sont de plus rattach�ees �a une
sph�ere homog�ene et un r�ef�erentiel tr�es pr�ecis� N�eanmoins� si les observations spatiales
s�a�ranchissent des probl�emes li�es aux observations terrestres� elles restent limit�ees
dans le temps� De plus� la mission Hipparcos n�est pas sp�ecialement d�edi�ee �a une
observation syst�ematique des petites plan�etes� ceci limite la valeur des r�esultats
que l�on peut obtenir� Les observations ne sont pas r�eparties uniform�ement dans le
temps� ni sur la dur�ee de la mission �ou la dur�ee des r�evolutions des ast�ero��des��
ni sur la dur�ee des p�eriodes de rotation des ces ast�ero��des� Il appara��t qu�il est
n�ecessaire de compl�eter ces observations d�ast�ero��des par des mesures de pr�ecision
�equivalente� Aussi� les donn�ees Hipparcos concernant les petites plan�etes seront d�un
grand int�er�et si les ast�ero��des sont int�egr�es dans une prochaine mission spatiale �a
but astrom�etrique�
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Glossaire

angle de phase angle au centre d�une plan�ete entre les directions du Soleil
et de l�observateur�

position ou direction

astrom�etrique position ou direction g�eom�etrique d�une plan�ete� corrig�ee du
tempsde lumi�ere� dans un r�ef�erentiel g�eocentrique�

attitude orientation du rep�ere li�e au satellite par rapport au rep�ere
de r�ef�erence�

ceinture principale r�egion du syst�eme solaire situ�ee entre Mars et Jupiter� on y
trouve la majorit�e des ast�ero��des�

cercle de balayage cercle instantann�e contenant les deux directions d�observa�
tion du satellite et perpendiculaire �a l�axe de rotation du
satellite�

coe�cient de magnitude quantit�e MMo 	 NNo o�u 
Mo� No� sont les coe�cients de
modulation de r�ef�erence et 
M�N� ceux de l�objet observ�e

coe�cients de modulation coe�cients des deux harmoniques de la courbe de lumi�ere �
M � N � Mo  �� �� et No  �� �� sont les coe�cients de r�ef�e�
rences pour une source poctuelle sans e�et de chromatisme�

cosmogonie science de la formation des objets c�elestes�

courbe de lumi�ere fonction p�eriodique d�evopp�ee au second harmonique� S
t� 
I 	B 	 IM cos 
�t	 �� 	 IN cos 
��t	 ���

direction apparente direction observ�ee de la plan�ete�

�ecart type racine carr�ee de la variance�

�el�ements osculateurs �el�ements 
a� e� i� lo� ����� Ils sont li�es aux vecteur positions
et vitesses d�e�nissant l�orbite k�eplerienne instantan�ee�

�epoque p�eriode d�observation d�une plan�ete comprenant un ou plu�
sieurs RGC voisins � cette p�eriode varie de � �� � �a � � jours�

�equateur d�intensit�e grand cercle passant par le centre d�un ast�ero��de et contenant
les centres de la Terre et du Soleil�

FAST Fundamental Astronomy by Space Techniques� Consortium
international pour la r�eduction des donn�ees Hipparcos re�
groupant des �equipes d�Italie� des Pays�Bas� d�Allemagne et
de France�

fonction de di�usion fonction reliant le �ux solaire incident �a l�intensit�e sp�eci�que
re�cue� Sd
�� �� �o� �o� pk��
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grille principale grille de modulation dont sont issues toutes les donn�ees re�
latives aux ast�ero��des�

IERS International Earth Rotation Service�

INCA Consortium pr�eparant le catalogue d�entr�ee 
Input
Catalogue��

LLR T�el�em�etrie laser�Lune 
Lunar Laser Ranging��

loi du �� une variable al�eatoire r�eelle X suit la loi du ��� �a � degr�es de
libert�e si elle est la somme des carr�es de � variables al�eatoires
de loi normale x� X 

P
� x

��

loi de Student une variable al�eatoire r�eelle S suit la loi de Student �a �

degr�es de libert�e si elle s��ecrit comme le rapport S  Xp
���

o�u X est une variable al�eatoire r�eelle de loi normale�

m� rayon gravitationnel du soleil  GM�
c�

� �� �� km�

magnitude absolue magnitude d�un ast�ero��de �a une unit�e de distance astrono�
mique de la Terre et du Soleil et pour un angle de phase
nul�

mjd jour julien modi��e  jour julien �� ��� ���� � 
modi�ed ju�
lian day��

matrice normale matrice sym�etrique positive At pA associ�ee �a la matrice des
�equations de conditions A�

matrice de variance�

covariance la variance d�un vecteur al�eatoire x est la matrice
E
�

x� E
x�� �

x�E
x��t

�
�

NDAC Northern Data Analysis Consortium� Second Consortium
pour la r�eduction des donn�ees Hipparcos �

opposition con�guration pr�esent�ee par deux astres dont l��ecart angu�
laire sur la sph�ere c�eleste est de �����

orbite k�eplerienne mouvement elliptique d�un corps �

orbite osculatrice 
voir aussi �el�ements osculateurs��

phase� retard de angle � associ�e au signal p�eriodique cos
� t 	 ���

point normal position ou direction moyenne d�une plan�ete apr�es r�educ�
tion des donn�ees sur un certain intervalle de temps 
normal
place��

quadrature con�guration pr�esent�ee par deux astres dont l��ecart angu�
laire sur la sph�ere c�eleste est de ����

	 diam�etre apparent d�une petite plan�ete�

rep�ereur d��etoiles grille pla�c�ee �a c�ot�e de la grille principale� utilis�ee pour
la d�etermination de l�attitude du satellite et l�exp�erience
TYCHO�

RGC Grand Cercle de R�ef�erence� cercle moyen sur environ ��� jour
des cercles de balayage 
Reference Great Circle��

rms erreur quadratique moyenne 
root mean square��

s pas de grille  ��� ����

���




o erreur par unit�e de poids� Si cette quantit�e est inconnue�  
o
en est un estimateur asymptotiquement sans biais�

 
o estimation de 
o� E

o�   
o

SVD m�ethode de factorisation d�une matrice en produits
de matrices orthogonales et diagonale 
Singular Value
Decomposition��

T� dur�ee fondamentale de r�eduction du signal photo��electrique
 ��

��
s�

TDB temps dynamique barycentrique

TE temps des �eph�em�erides

test de Fisher probabilit�e que deux variables aient la m�eme variance�

TT temps terrestre

TYCHO mission parall�ele �a la mission Hipparcos� les donn�ees re�
cueillies par le rep�ereur d��etoiles sont exploit�ees�

to �epoque de r�ef�erence  � �������  �� �� ���� ��h

temps de lumi�ere temps mis par un photon pour parcourir le trajet plan�ete�
centre de la Terre�

terminateur ligne de s�eparation entre la partie �eclair�ee d�une plan�ete et
sa partie obscure�

transit temps de passage d�un objet dans un des champs du t�eles�
cope � �� s�

UAI Union Astronomique Internationale 
International Astrono�
mical Union��

UTC temps universel coordonn�ees�

VLBI Very Long Baseline Interferometry�

variance la variance d�une variable al�eatoire r�eelle x est l�esp�erance

E
�

x�E
x���

�
�

z p�ole du RGC�

z� vecteur tangent au cercle de balayage� dirig�e dans le sens
direct�
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Annexe A

Matrices de corr�elation

Nous donnons ici les matrices de corr�elation des corrections sur les conditions
initiales des petites plan�etes� ainsi que les matrices de corr�elation des param�etres
globaux pour les di��erentes solutions envisag�ees�

A�� Ast�ero��des

Pour les �� ast�ero��des de la mission� on donne dans l�ordre �

! le num�ero de la petite plan�ete� le nombre d�observations� le facteur de condi�
tionnement de la matrice aux �equations de conditions normalis�ees �

! les valeurs singuli�eres de cette matrice �

! la matrice de corr�elation du vecteur dqi  
dlo� dp� dq� dr� de� da�a�� Seule la
partie triangulaire inf�erieure est reproduite�
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A�� Param�etres globaux

Matrice de corr�elation des param�etres globaux 
�� inconnues� � les corrections
sur les conditions initiales de l�orbite terrestre sont donn�ees� entre autres� par les
variables dlo 	 dr et e dr�

dlo � dr dp dq e dr de da�a Wo�x Wo�y Wo�z W��x W��y W��z a b
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Matrice de corr�elation des param�etres globaux 
�� inconnues� � les corrections
sur les conditions initiales de l�orbite terrestre dlo 	 dr� dp� dq et le param�etre b de
la loi de di�usion ne sont pas d�etermin�es�
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Annexe B

Solution globale avec ��

plan�etes

En plus des observations relatives �a la plan�ete Euterpe� sont �ecart�ees les obser�
vations des plan�etes Ceres et Vesta�

Donn�ees g�en�erales �


o � ���� estimation  
o � ����
nombre d�observations � �� ��� rms moyen par T� � ����
nombre de plan�etes � �� nombre de dqi � ��
conditionnement � ��� ��� d�eterminant � ��� �����

��o � �
��

dqo pour la Terre �mas�
edr � ������ � ���
de � ���� ���	

da�a � ��� ���

rotation �mas�
Wo�x � ����
 ���
Wo�y � ����
 ���
Wo�z � ��
�	 �
�

�mas�an�
W��x � ��� ���

W��y � ����� ���	
W��z � ��	
 ����

fonction C�i�
a � ��
� ����

���



Annexe C

Conditions initiales des

ast�ero��des

C�� Solution de norme minimale

Pour les �� ast�ero��des retenus� on donne dans l�ordre �

! le num�ero de la petite plan�ete� le nombre d�observations� le facteur de condi�
tionnement de la matrice aux �equations de conditions normalis�ees �

! les valeurs singuli�eres de cette matrice�
les valeurs retenues et les valeurs annul�ees pour la solution de norme minimale
sur les corrections de conditions initiales des ast�ero��des �

! les composantes des variables principales � matrice V �
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C�� Variations des conditions initiales des ast�ero��des

Pour les �� ast�ero��des retenus� on donne �

! le num�ero de la petite plan�ete� l�estimation du facteur d��ecart type� le rang
adopt�e �

! la solution de norme minimale pour le vecteur dqi  
dlo� dp� dq� dr� de� da�a� �

! les pr�ecisions formelles de cette solution�
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C�� Nouveaux �el�ements osculateurs

Les conditions initiales des �eph�em�erides des petites plan�etes sont extraites des
�eph�em�erides russes pour ���� 
base de donn�ees Simbad�� Les positions et vitesses �a
l�instant de r�ef�erence to  �������� sont obtenues par int�egration num�erique� Nous
donnons ici les nouveaux �el�ements osculateurs �a to 
excentricit�e� demi�grand axe�
anomalie moyenne� argument du p�erig�ee� du n"ud et inclinaison�� les corrections
sur les conditions initiales �etant celles de norme minimale�
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