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RésuméDe nombreuses 
ara
téristiques des systèmes hamiltoniens 
haotiques, notamment mises en évi-den
e à l'aide de simulations numériques, restent à l'heure a
tuelle en
ore mal 
omprises. Parmi lesdi�érentes pistes de re
her
hes, Zaslavsky propose une analyse de 
es systèmes à l'aide de dérivéesfra
tionnaires. Même si son travail n'est pas 
omplètement formalisé, ses résultats semblent promet-teurs.Le 
al
ul fra
tionnaire, utilisé par ailleurs dans de nombreux domaines, permet de généraliser leséquations di�érentielles a�n de prendre en 
ompte 
ertains phénomènes 
omplexes. Dans le 
as dessystèmes lagrangiens et hamiltoniens, le plongement fra
tionnaire, développé par Cresson, fournit unepro
édure basée sur le prin
ipe de moindre a
tion pour 
onstruire des équations fra
tionnaires de ladynamique.L'obje
tif prin
ipal de 
ette thèse est d'utiliser 
e formalisme a�n de 
onsolider le travail deZaslavsky. Après avoir présenté quelques éléments sur le 
al
ul fra
tionnaire, nous enri
hissons leplongement fra
tionnaire en le 
on
iliant ave
 le prin
ipe de 
ausalité et en le rendant dimension-nellement homogène. Ce 
adre formel ainsi �xé, nous tentons ensuite de 
omprendre 
omment peutémerger une dynamique fra
tionnaire dans les systèmes hamiltoniens 
haotiques, à travers deux pistesrespe
tivement basées sur les travaux de Stanislavsky et Hilfer. Si la première se heurte à deux di�
ul-tés, la se
onde se 
on
rétise en un modèle simple de dynamique, où une dérivée fra
tionnaire apparaîtlorsqu'est prise en 
ompte l'analyse de Zaslavsky. En�n, en marge de l'étude de 
es systèmes, nousmontrons que la formulation 
ausale du plongement fra
tionnaire permet de doter 
ertaines équationsdissipatives 
lassiques de stru
tures lagrangiennes fra
tionnaires, ouvrant ainsi la voie à de nouvellesmodélisations numériques.Mots-
lés : Cal
ul fra
tionnaire, systèmes lagrangiens et hamiltoniens, prin
ipe de moindre a
tion,systèmes 
haotiques, homogénéité dimensionnelle, équations aux dérivées partielles.





Fra
tional Dynami
s for Hamiltonian Chaos
Abstra
tMany properties of 
haoti
 Hamiltonian systems have been exhibited by numeri
al simulationsbut still remain not properly understood. Among various dire
tions of resear
h, Zaslavsky 
arries onan analysis whi
h involves fra
tional derivatives. Even if his work is not fully formalized, his resultsseem promising.Fra
tional 
al
ulus, also used in several other �elds, generalizes di�erential equations in order totake into a

ount some 
omplex phenomena. Con
erning Lagrangian and Hamiltonian systems, thefra
tional embedding developped by Cresson provides a pro
edure based on the least a
tion prin
ipleto build fra
tional dynami
al equations.The main goal of this thesis 
onsists in using this formalism to 
onsolidate Zaslavsky's work. Aftera presentation of the fra
tional 
al
ulus adapted to our work, we enhan
e the fra
tional embeddingby re
on
iling it with the 
ausality prin
iple and by making it dimensionally homogeneous. On
e thisformal framework is established we try to understand how a fra
tional dynami
s 
an emerge in 
haoti
Hamiltonian systems, through two tra
ks respe
tively based on Stanislavsky's and Hilfer's works. The�rst one fa
es two di�
ulties, but the se
ond leads to a simple dynami
al model, where a fra
tionalderivative appears when Zaslavsky's analysis is taken into a

ount. We �nally leave 
haoti
 systemsto show that thanks to the 
ausal formulation of the fra
tional embedding, some 
lassi
al dissipativeequations reveal fra
tional Lagrangian stru
tures, whi
h 
ould be of numeri
al interest.Keywords : Fra
tional 
al
ulus, Lagrangian and Hamiltonian systems, least a
tion prin
iple, 
haoti
systems, dimensional homogeneity, partial di�erential equations.
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Introdu
tion
Le but de 
e travail est de 
onstruire un 
ube. Pas n'importe quel 
ube bien sûr, 
elui de la �gure1. Tâ
he déli
ate, que nous ne parviendrons pas à a

omplir 
omplètement.
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α α
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Fig. 1 � Obje
tif de 
ette thèse.Les arêtes du 
ube qui 
onstituent son ossature sont, dans la perfe
tion de leurs formes, de naturemathématique. Pour les 
onstruire nous nous appuierons sur le plongement fra
tionnaire. Le 
ontenudu 
ube, quant à lui, est de nature physique ; il lui donne sa profondeur et le ratta
he au réel. Nousle remplirons ave
 des systèmes 
haotiques et quelques équations dissipatives. Soyons plus pré
is : 
espages se veulent un travail mathématique pour la physique. Ce pour est exa
tement 
elui du titre de
ette thèse : nous allons nous pen
her de manière théorique sur la notion de dynamique fra
tionnaire,ave
 pour obje
tif de modéliser 
ertains 
omportements du 
haos hamiltonien. Ce dernier ne seradon
 pas étudié en détail dans 
e travail mais 
onstituera la trame de fond prin
ipale. Avouons-lede suite ; 
ertains de nos résultats ne brilleront 
ertes pas par leur beauté, enta
hés qu'ils seront parune multitude d'indi
es et d'exposants. Qu'on se persuade pourtant que, malgré leur aspe
t parfoisabs
ons, ils sont guidés par une volonté 
onstante d'an
rage dans le réel.Le dé
or étant maintenant planté, 
lari�ons notre propos en expli
itant quelque peu les termes etnotations qui viennent d'apparaître. C'est en mé
anique 
éleste que la théorie du 
haos trouve sonorigine à la �n du xixe siè
le, ave
 les travaux de Poin
aré sur l'étude de la 
onvergen
e de séries enastronomie. En prouvant en 1890 que le système de trois 
orps en intera
tions gravitationnelles n'est



pas intégrable, il montre la né
essité d'une nouvelle analyse des équations di�érentielles et en poseles premières bases. Il s'appuie notamment sur le formalisme hamiltonien développé par Hamiltonà partir de 1827. Ce 
adre mathématique permet à partir d'une unique fon
tion 
ara
téristique Happelée Hamiltonien de déterminer les équations EH régissant l'évolution temporelle des traje
toiresdu système, autrement dit sa dynamique. Notons que 
e formalisme est toujours 
elui utilisé à l'heurea
tuelle en mé
anique 
éleste. Les résultats de Poin
aré permettront aux mathémati
iens Kolmogorov,Arnold et Moser d'énon
er entre 1954 et 1967 un théorème fondamental pour l'étude des systèmesdynamiques, le théorème KAM. Celui-
i stipule que dans un système faiblement 
haotique, il restepossible de trouver un grand nombre de 
onditions initiales 
onduisant à des mouvements réguliers.Di�
ilement appli
able en pratique, 
e résultat est 
omplété par le théorème de Nekhoroshev en 1977,qui montre que si un système 
ommen
e à évoluer de manière presque régulière, alors il restera presquerégulier pendant longtemps1. Les années 1970 voient aussi se développer l'informatique qui permet devisualiser dire
tement 
ertains phénomènes de 
es systèmes 
omplexes. Les systèmes 
haotiques (pasfor
ément dans le 
adre hamiltonien) deviennent alors un sujet d'étude priviliégié dans de nombreuxdomaines de la physique. Dans le domaine de la mé
anique 
éleste, Laskar [Las89℄ montre en 1989à l'aide d'intégrations numériques que le mouvement des planètes du système solaire est 
haotique.Par ailleurs, 
ertains satellites naturels de Saturne exhibent des 
omportements 
haotiques 
ommepar exemple la rotation d'Hypérion ou en
ore l'intera
tion entre Prométhée et Pandore. Jupiter n'estpas en reste et possède elle aussi plusieurs satellites irréguliers. En astrophysique, on peut 
iter enparti
ulier les pulsations irrégulières de 
ertaines étoiles et des phénomènes de turbulen
e. Bref, le
haos peut apparaître dans de nombreux systèmes d'astronomie et d'astrophysique. Pour un aperçu del'immense ri
hesse de la théorie du 
haos, autant du point de vue mathématique que des appli
ations,on pourra 
onsulter le livre [DDCC92℄.À l'heure a
tuelle, de nombreux 
omportements sont en
ore mal formalisés et un travail 
onsi-dérable reste à fournir avant d'espérer obtenir une 
onnaissan
e pré
ise et globale de 
es systèmes.L'outil numérique s'avère très pratique pour l'étude du 
haos et, même s'il ne peut établir de résultatsrigoureux, il donne des pistes pour y parvenir. Le travail de Zaslavsky se pla
e dans 
ette optique.Dans son livre Hamiltonian Chaos & Fra
tional Dynami
s [Zas05℄, il étudie à l'aide de simulations
ertaines propriétés de systèmes 
haotiques, en parti
ulier des phénomènes de di�usion anormale. Il
her
he en parallèle à formaliser 
es résultats, 
e qui le 
onduit à utiliser des dérivées fra
tionnairesdans 
ertaines équations 
ara
téristiques. L'introdu
tion de 
es opérateurs n'est toutefois pas plei-nement justi�ée et les équations les faisant apparaître ne sont pas à véritablement parler de naturedynamique (mais plut�t 
inétique). Il n'en reste pas moins que leur e�
a
ité semble prometteuse.À travers les pages qui vont suivre, on va 
her
her des fondements mathématiques à 
es nouvelleséquations a�n d'apporter de nouvelles briques à la des
ription du 
haos dans les systèmes hamiltoniens.Remarque 0.1. Le titre de 
ette thèse est bien sûr inspiré du livre de Zaslavsky, mais di�ère dansl'ordre des deux noms et la liaison qui les unit. Le sujet prin
ipal de [Zas05℄ est le 
haos hamiltonien,le fra
tionnaire apparaissant ensuite pour dé
rire 
orre
tement 
ertains 
omportements. Comme onl'a dit, notre travail est quant à lui 
entré sur l'aspe
t fra
tionnaire ave
 pour obje
tif �nal les systèmesdé
rits par Zaslavsky.Une dérivée fra
tionnaire est, 
omme son nom ne l'indique pas, une généralisation de la dérivéeusuelle à un ordre réel positif quel
onque (et pas seulement rationnel). Comme on le verra par lasuite, il existe plusieurs manières de dé�nir 
et objet ; lorsque la dé�nition ne sera pas spé
i�ée,on notera de manière générique dα/dtα une dérivée fra
tionnaire d'ordre α > 0. Par opposition, ladénomination �
lassique� 
on
ernera dans 
e travail les objets mathématiques (dérivées, équations,et
) ne dépendant que de dérivées d'ordres entiers. Le 
al
ul fra
tionnaire, qui n'entretient a priori1Résumer 
es théorèmes en deux phrases est bien sûr rédu
teur ! Signalons simplement que tous les termes employéspossèdent des dé�nitions mathématiques pré
ises.



au
un rapport privilégié ave
 les systèmes 
haotiques, a 
onnu un fort développement depuis les années1970 dans de nombreux autres domaines des mathématiques et de la physique. Dans la majoritédes 
as (notamment dans [Zas05℄), la démar
he suivie 
onsiste a partir d'un formalisme 
lassiquepuis a rempla
er les dérivées par leurs généralisations fra
tionnaires. La question est alors de savoir
omment e�e
tuer 
ette substitution a�n d'obtenir un objet qui ait un sens. Dans [Cre07℄, Cressonse pen
he sur 
ette question en introduisant 
e qu'il appelle un �plongement fra
tionnaire�. Il 
her
heun prin
ipe fondamental sur lequel s'appuyer a�n de 
onstruire des équations fra
tionnaires et letrouve ave
 le prin
ipe de moindre a
tion. Celui-
i est e�e
tivement à l'origine de la majorité deséquations de la dynamique en physique et postule l'existen
e d'une fon
tion, le Lagrangien L qui,lorsqu'on la minimise globalement fournit les équations de la dynamique du système, appelées dans
e 
as équations d'Euler-Lagrange et notées i
i EL. Cette démar
he 
onserve un sens dans le 
adrefra
tionnaire et permet de dé�nir un nouveau Lagrangien Lα et une nouvelle équation asso
iée ELα(
ertains détours seront toutefois né
essaires, 
'est pourquoi les objets que nous obtiendrons serontnotés d'une manière légèrement di�érente). Le lien ave
 notre problématique réside dans le fait queles systèmes hamiltoniens peuvent être vus 
omme reformulations de systèmes lagrangiens2. Il estalors possible d'obtenir des systèmes hamiltoniens fra
tionnaires, que l'on pourrait intuitivement
ara
tériser par Hα et EHα. Même si les faits seront plus 
ompliqués, l'idée est là. Voilà maitenantles sommets de notre 
ube expli
ités.La question qui peut alors se poser, et qui a en tout 
as 
onstitué le point de départ de notretravail, est la suivante : 
omment utiliser le plongement pour justi�er l'introdu
tion du fra
tionnairedans le travail de Zaslavsky ?Avant de tenter d'y répondre nous devons d'abord nous familiariser ave
 le 
al
ul fra
tionnaire.C'est là l'objet de la partie I. Le 
hapitre 1, très général, présente un aperçu historique ainsi qu'un brefpanorama des appli
ations de 
e formalisme. Le 
hapitre 2 entre ensuite dans les détails en donnant lesdé�nitions et propriétés des opérateurs fra
tionnaires utiles à notre étude, notamment pour dé�nir lesobjets du 
ube indexés par α. Pré
isons que dans 
e travail presque tous les opérateurs fra
tionnaires
on
ernent la variable temporelle. Cette présentation e�e
tuée, il est ensuite temps d'entrer dans le
÷ur de notre sujet ave
 les deux parties suivantes.La partie II est dédiée au plongement fra
tionnaire. Nous 
ommençons par une rapide et 
lassiqueprésentation des systèmes lagrangiens et hamiltoniens au 
hapitre 3, 
e qui permet d'assurer un so
lesolide à notre 
ube. L'a

ent est mis sur le prin
ipe de moindre a
tion, prin
ipe fondamental de laphysique et moteur du plongement fra
tionnaire. Ce dernier est résumé au 
hapitre 4. Tel quel, il n'esttoutefois pas pleinement adapté aux systèmes physiques, puisqu'il ne respe
te pas 
ertains prin
ipesphysiques fondamentaux. Nous ta
hons au 
hapitre 5 de remédier à 
es problèmes, en rendant leplongement dimensionnellement homogène et 
ompatible ave
 le prin
ipe de 
ausalité. Ce formalismeest alors à même de 
onstituer un toit solide pour notre 
ube.Reste ensuite à 
onstuire les piliers, autrement dit à 
omprendre 
omment peut s'e�e
tuer latransition �dynamique 
lassique → dynamique fra
tionnaire�. C'est là où le lien ave
 la physiques'intensi�e ; la partie III 
her
he à dé�nir 
e passage dans le 
as des systèmes hamiltoniens 
haotiques.Pour 
e faire, nous résumons tout d'abord dans le 
hapitre 6 
ertains aspe
ts du travail de Zaslavskysur 
es systèmes, ave
 notamment l'introdu
tion de �pièges fra
tals�. Nous tentons ensuite au 
hapitre7 de 
onjuguer quelques-unes de 
es propriétés ave
 le �temps interne� de Stanislavsky [Sta06℄ a�nde les faire entrer dans le 
ube. Résultat mitigé, qui nous 
onduit à 
onsidérer une autre piste au
hapitre 8, basée quant à elle sur les travaux de Hilfer [Hil95a, Hil95b℄. Ceux-
i an
rent de manièrethéorique mais profonde la dynamique fra
tionnaire dans la physique. En 
her
hant à pré
iser 
etenra
inement pour les systèmes 
haotiques, nous dégageons un modèle �simple� de dynamique qui,2Dans 
ette optique, l'obtention de EH né
essite H mais aussi EL, d'où les �è
hes plus petites dans la �gure 1.



lorsqu'on l'agrémente de pièges dynamiques, nous donne une dérivée fra
tionnaire bien pré
ise. Cettetentative 
ertes plus aboutie s'éloigne 
ependant du plongement fra
tionnaire et par 
onséquent denotre 
ube. Les �è
hes verti
ales de 
elui-
i restent ainsi en pointillés et 
antonnent le haut du 
ubeà la sphère abstraite.Nous nuançons toutefois 
e propos dans la partie IV où nous �tons nos lunettes �
haotiques� pourune paire �analyse numérique d'équations au dérivées partielles�. Ave
 
e nouveau point de vue un 
�tédu 
ube semble se forti�er, grâ
e à quelques équations 
lassiques dissipatives qui révèlent au 
hapitre9 des formulations lagrangiennes ex
lusivement fra
tionnaires. De telles stru
tures pourraient alorspermettre une meilleure modélisation numérique de 
es équations. Le 
hapitre 10 
onstitue un premierpas dans 
ette dire
tion.Le déroulement de 
ette étude peut en fait être synthétisé au sein de notre 
ube 
omme illustrépar la �gure 2.
L

EL

H

EH

ELα

L H

EH

α α

α

Chap. 9 & 10

Chap. 3

Chap. 6, 7 & 8

Chap. 1, 2, 4 & 5

Fig. 2 � Plan de 
ette thèse.Finissons par deux remarques générales. Cette thèse étant à la frontière de domaines très divers(
al
ul fra
tionnaire, mé
anique analytique, systèmes 
haotiques, équations aux dérivées partielles), ilnous a semblé né
essaire de vulgariser plusieurs passages et d'utiliser des exemples élémentaires, a�nque les prin
ipaux enjeux de 
e travail soient aisément a

essibles. Par ailleurs, très peu de passagesdu présent do
ument sont dire
tement traduits de nos arti
les et le 
ontenu de 
eux-
i est disséminé àtravers les 
hapitres ; plusieurs thématiques intervenant dans notre travail, il nous a semblé importantde nous attarder sur 
haque 
omposante, exer
i
e impossible dans un arti
le. Pré
isons en�n que
ette thèse est plus ri
he que l'union de nos présentes publi
ations, 
ertains points ayant été 
reusés,modi�és voire améliorés lors de la réda
tion de 
es pages.







Première partieÉléments de 
al
ul fra
tionnaire

7





9
Chapitre 1Présentation du 
al
ul fra
tionnaireL'objet prin
ipal de 
ette thèse ne porte pas sur le 
al
ul fra
tionnaire lui-même, 
elui-
i a plut�tété un outil (un des deux prin
ipaux ave
 le prin
ipe de moindre a
tion) dont nous nous sommesservi. Toutefois, la relative 
omplexité de 
e formalisme doublée d'un rayonnement relativement faibledans la 
ommunauté s
ienti�que nous 
onduit à 
onsa
rer la première partie de 
ette thèse à uneprésentation su

inte des opérateurs fra
tionnaires. Le 
hapitre 1 reste assez général, en 
ommençantpar deux exemples simples, puis en proposant quelques repères historiques et domaines d'appli
ations.Dans le 
hapitre 2, plus te
hnique, plusieurs dé�nitions d'opérateurs fra
tionnaires sont données, ainsique quelques propriétés mathématiques.Le premier ouvrage de référen
e sur le 
al
ul fra
tionnaire est 
elui de Oldham et Spanier [OS74℄,
omprenant des aspe
ts mathématiques ainsi que des appli
ations. Mentionnons aussi le livre deMiller et Ross [MR93℄, qui est quant à lui plus orienté sur les équations di�érentielles fra
tion-naires. Con
ernant l'aspe
t stri
tement mathématique, l'imposante monographie de Samko, Kilbaset Mari
hev [SKM93℄ reste la référen
e in
ontournable, où la majorité des opérateurs fra
tionnairessont étudiés de manière rigoureuse, notamment en 
e qui 
on
erne les 
lasses de fon
tions. Notonsen�n des 
hapitres d'ouvrages présentant des introdu
tions au 
al
ul fra
tionnaire très a

essibles[Hil08, GM97, Mat02℄.De manière simple, le 
al
ul fra
tionnaire désigne l'ensemble des opérateurs qui généralisent lesnotions de primitives et de dérivées à tout ordre réel (et même 
omplexe). Par exemple, entre lesdérivées premières et se
ondes d'une fon
tion, nous pourrons trouver la dérivée d'ordre 1.47 et même
elle d'ordre π/2 ! La dénomination �fra
tionnaire� est don
 en fait mal 
hoisie, il faudrait la rempla
erpar �d'ordre quel
onque�. La raison est historique : une fois soulevée l'idée de généraliser l'ordre dedérivation, le premier pas naturel a été de s'intéresser aux nombres �juste au-dessus� des entiers,
'est-à-dire aux nombres rationnels, appelés aussi fra
tionnaires. Par la suite, il s'est avéré que 
ettegénéralisation était en fait valable jusqu'aux nombres 
omplexes, mais le mot �fra
tionnaire� est resté.Comme le remarquent Goren�o et Mainardi dans [GM97℄, le 
al
ul fra
tionnaire est un sujet à lafois an
ien et nouveau. An
ien, 
ar l'idée de généraliser l'ordre de dérivation remonte à Leibniz à la�n du xviie siè
le, et a depuis 
onstamment intéressé de nombreux mathémati
iens. Nouveau aussi,
ar à partir des années 1970, d'autres domaines que les mathématiques ont 
ommen
é à s'y intéresser.À partir de 
e moment, les intégrales et dérivées fra
tionnaires n'ont 
essé de trouver de nouvellesappli
ations. Nous donnons dans 
e 
hapitre un aperçu de 
es deux aspe
ts du 
al
ul fra
tionnaire,mais nous avons auparavant 
hoisi de présenter deux problèmes qui, dans leurs résolutions, fontapparaître de manière naturelle des opérateurs fra
tionnaires. Pré
isons que l'obje
tif de 
es exemplesn'est pas d'établir un lien ave
 la notion de dérivée généralisée (il n'apparaîtra qu'ensuite), mais plut�tde fournir une première familiarisation ave
 la forme de 
es opérateurs.



10 1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaire1.1 Deux exemples introdu
tifs1.1.1 Problème du tauto
hrone généraliséAbel, en résolvant 
e problème en 1823 dans [Abe23℄, fournit la première appli
ation historiquedu 
al
ul fra
tionnaire (d'après [OS74℄). Nous résumons i
i ses travaux. Par sou
i de simpli
ité, les
al
uls seront menés �à la physi
ienne� (
omme 
ela est fait dans [Abe23℄) et les fon
tions serontsupposées su�samment régulières pour que tous les 
al
uls soient li
ites.Hypothèses : On 
onsidère une parti
ule de masse m uniquement soumise au 
hamp de pesanteur
g supposé uniforme, qui se meut sans frottement sur une 
ourbe C. Notons s(y) son abs
isse 
urviligneparamétrée en fon
tion de l'altitude. La parti
ule part du point A(x0, y0) et arrive en O(0, 0). Uns
héma est donné en �gure 1.1. À x0 �xé, on note T (y0) le temps que va mettre la parti
ule à arriveren 0. Le 
as où T est indépendant de y0 est appelé problème du tauto
hrone : il s'agit de trouverla 
ourbe telle que le temps que met la parti
ule à arriver en bas soit indépendant de son point dedépart. Le problème généralisé 
orrespond au 
as où l'on se donne une fon
tion temps T (y0) quidépend de l'altitude.

Fig. 1.1 � Problème du tauto
hrone.Questions : Exprimer T en fon
tion de s, puis s en fon
tion de T .Résolution : Tout d'abord, la parti
ule restant sur la 
ourbe, sa vitesse est simplement ds/dt.Notons que 
elle-
i est 
omptée négativement. Par 
onservation de l'énergie, la variation d'énergie
inétique est égale à la variation d'énergie potentielle :
1

2
m

(
ds

dt

)2

= mg (y0 − y).Par 
onséquent,
ds

dt
= −

√
2g(y0 − y),
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dt = − 1√

2g(y0 − y)
ds = − 1√

2g(y0 − y)

ds

dy
dy.Ainsi, le temps de 
hute T (y0) est donné par

T (y0) =

∫ 0

y0

dt = −
∫ 0

y0

1√
2g(y0 − y)

ds

dy
dy.Nous retiendrons 
e résultat à la première question sous la forme suivante :

T (y0) =
1√
2g

∫ y0

0
(y0 − y)−1/2s′(y) dy.Ça y est, la première dérivée fra
tionnaire de 
ette thèse vient d'apparaître ! Comme nous le verronspar la suite, à un fa
teur multipli
atif près, T (y0) est la �dérivée d'ordre 1/2� (plus pré
isément, 
ellede Caputo) de s.L'apport d'Abel 
ommen
e véritablement à la se
onde question. Non seulement il y répond, maisil s'attaque en fait à un problème plus général, en 
onsidérant la relation

T (y0) =

∫ y0

0
(y0 − y)−αs′(y) dy, 0 < α < 1.Le temps T est 
ette fois proportionnel à la dérivée (de Caputo) d'ordre α de la fon
tion s.A�n d'exprimer s en fon
tion de T , Abel dé
ompose s en série entière. Toutefois, nous optons i
ipour un 
al
ul plus simple et dire
t, en anti
ipant le résultat.Évaluons la quantité ∫ z

0
(z − x)α−1T (x) dx en utilisant le théorème de Fubini :

∫ z

0
(z − x)α−1T (x) dx =

∫ z

0

∫ x

0
(z − x)α−1(x− y)−αs′(y) dy dx,

=

∫ z

0

(∫ z

y
(z − x)α−1(x− y)−α dx

)
s′(y) dy. (1.1)Ave
 le 
hangement de variables u =

x− y

z − y
, on a :

∫ z

y
(z − x)α−1(x− y)−α dx =

∫ 1

0
uα−1u−α du,

= β(α, 1 − α),où β est la fon
tion Beta d'Euler, reliée à la fon
tion Gamma d'Euler Γ (voir la se
tion 2.1.1) par
β(x, y) =

Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
.Par 
onséquent, β(α, 1 − α) = Γ(1 − α) Γ(α) =

π

sin(απ)
(voir (2.8)).La relation (1.1) devient don


∫ z

0
(z − x)α−1T (x) dx =

π

sin(απ)

∫ z

0
s′(y) dy,

=
π

sin(απ)
s(z), 
ar s(0) = 0.
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al
ul fra
tionnaireFinalement,
s(y0) =

sin(απ)

π

∫ y0

0
(y0 − y)α−1T (y) dy,
e qui répond au problème. Par analogie ave
 la dénomination pré
édente, on aurait tout naturel-lement envie de dire que s est proportionnel à �l'intégrale d'ordre α� de T (ou plut�t à une primitived'ordre α de T ). C'est e�e
tivement la dé�nition qui sera utilisée par la suite.Mentionnons en�n que 
e problème trouve une appli
ation dans la 
on
eption d'une ouverturedans un barrage [Bre22℄ ; on 
her
he dans 
e 
as à déterminer la forme de 
elle-
i a�n d'obtenir ledébit désiré pour 
haque hauteur d'eau dans le barrage.1.1.2 Flux de 
haleur à la surfa
e d'un 
ondu
teur thermiqueCet exemple plus 
on
ret a été traité par Oldham et Spanier en 1970 dans [OS70℄ et d'après l'his-torique de Ross reproduit dans [OS74℄, il semble être à l'origine de l'extension du 
al
ul fra
tionnairehors du 
hamp des mathématiques.En 1970, Oldham et Spanier montrent dans [OS70℄ que lors d'un phénomène de di�usion, le �ux dedi�usion est proportionnel à la dérivée d'ordre 1/2 du paramètre physique (température, 
on
entrationd'espè
es 
himiques, potentiel éle
trique, et
). Comme on va le voir, 
e résultat revêt tout son intérêtlorsqu'on ne dispose d'informations que sur le bord du domaine 
onsidéré. Nous reprenons i
i l'exempletraité dans [OS74, p.203℄. Notons qu'un autre exemple du même type est exposé dans [DGP10℄. Làen
ore, par sou
i de simpli
ité, nous ne nous intéresserons pas à la régularité des fon
tions ren
ontrées.Nous supposerons simplement qu'elles sont assez régulières pour que tous les 
al
uls soient valides.Hypothèses : On 
onsidère un 
ondu
teur thermique, de 
ondu
tivité thermique λ, de masse vo-lumique ρ et de 
haleur spé
i�que massique c. On souhaite 
onnaître le �ux de 
haleur à sa surfa
e.Si le matériau est assez épais on peut le modéliser par le demi-plan x ≥ 0, la surfa
e étudiée étantalors en x = 0 (voir �gure 1.2). Notons φ(t) le �ux de 
haleur à la surfa
e et T (x, t) la di�éren
eentre la température extérieure et 
elle dans le 
ondu
teur (on suppose que la di�usion n'a lieu quedans la dire
tion x). Pour t < 0, le système est à l'équilibre, don
 T (x, t) = 0. Pour t > 0, la tem-pérature extérieure varie. Son in�uen
e est toutefois négligeable si l'on s'éloigne assez de la surfa
e :

lim
x→+∞

T (x, t) = 0.
0

φ(t)

φ(t)

x

T (x, t)Fig. 1.2 � Di�usion et �ux de 
haleur.D'après la première loi de Fi
k,
φ(t) = −λ ∂

∂x
T (0, t). (1.2)
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tionnaire 13Pour déterminer le �ux il faudrait don
 
onnaître T (x, t) sur une �ne 
ou
he 0 ≤ x < ε. Commeil semble impossible de mesurer dire
tement 
es températures (il faudrait pouvoir entrer dans le
ondu
teur), on est obligé de résoudre entièrement l'équation 
ara
téristique du système, 
e qui peuts'avérer déli
at.Questions : À partir des seules températures mesurables T (0, t), peut-on exprimer le �ux de
haleur φ(t) ?Résolution : La réponse est positive et va faire apparaître une dérivée fra
tionnaire d'ordre 1/2.D'après la se
onde loi de Fi
k, la température T (x, t) véri�e l'équation de la 
haleur suivante :
∀ t ≥ 0, ∀x ≥ 0,

∂

∂t
T (x, t) =

λ

ρc

∂2

∂x2
T (x, t). (1.3)Remarque 1.1. L'équation (1.3) est aussi appelée équation de di�usion. Nous en verrons des géné-ralisations fra
tionnaires par la suite.Rappelons les 
onditions supplémentaires imposées par le problème :

∀x ≥ 0, T (x, 0) = 0, (1.4)
∀ t ≥ 0, lim

x→+∞
T (x, t) = 0. (1.5)La transformée de Lapla
e d'une fon
tion f : R+ → R, que l'on notera L[f ], est dé�nie par

∀s > 0, L[f ](s) =

∫ ∞

0
e−st f(t) dt.Prenons la transformée de Lapla
e de (1.3) selon la variable temporelle. Pour le membre de gau
he,la prise en 
ompte de (1.4) 
onduit au résultat 
lassique suivant :

L
[
∂T

∂t

]
(x, s) = sL[T ](x, s).Le membre de droite véri�e quant à lui

L
[
λ

ρc

∂2T

∂x2

]
(x, s) =

λ

ρc

∂2L[T ]

∂x2
(x, s).On obtient ainsi une équation di�érentielle du se
ond ordre en x,

λ

ρc

∂2L[T ]

∂x2
(x, s) − sL[T ](x, s) = 0,de solution générale

L[T ](x, s) = A(s) exp

(√
ρcs

λ
x

)
+B(s) exp

(
−
√
ρcs

λ
x

)
.La 
ondition (1.5) impose A(s) = 0. Par 
onséquent

∂

∂x
L[T ](x, s) = −

√
ρcs

λ
B(s) exp

(
−
√
ρcs

λ
x

)
,

= −
√
ρc

λ

√
sL[T ](x, s),

= −
√
ρc

λ
.

(
1√
s

)
.
(
sL[T ](x, s)

)
. (1.6)



14 1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaireLa transformée de Lapla
e de t ∈ R+ 7−→ 1

Γ(1/2)
√
t
(où Γ est la fon
tion Gamma d'Euler) véri�e

L
[

1

Γ(1/2)
√
t

]
(s) =

1√
s
.L'équation (1.6) devient ainsi

L
[
∂T

∂x

]
(x, s) = −

√
ρc

λ
.L
[

1

Γ(1/2)
√
t

]
(s).L

[
∂T

∂t

]
(x, s).La transformée de Lapla
e est inje
tive et le produit dans le domaine de Lapla
e devient unproduit de 
onvolution ∗ dans le domaine temporel. Cela nous permet d'obtenir la relation suivante :

∂T

∂x
(x, t) = −

√
ρc

λ

(
1

Γ(1/2)
√
t

)
∗
(
∂T

∂t
(x, t)

)
,

= −
√
ρc

λ

1

Γ(1/2)

∫ t

0
(t− τ)−1/2 ∂T

∂t
(x, τ) dτ.Finalement, en utilisant (1.2),

φ(t) =
√
λρc

1

Γ(1/2)

∫ t

0
(t− τ)−1/2 ∂T

∂t
(0, τ) dτ, (1.7)
e qui répond à la question initiale : φ(t) ne dépend que des valeurs de T (0, t) et peut don
 êtreévalué expérimentalement. Comme on l'a vu dans l'exemple pré
édent, φ(t) est en fait proportionnelà la dérivée (de Caputo) d'ordre 1/2 de T (0, t) ; nous venons de ren
ontrer pour la deuxième fois unedérivée fra
tionnaire.Bien entendu, 
es illustrations n'expliquent pas pourquoi les opérateurs ren
ontrés sont quali�ésde �fra
tionnaires�. En fait, 
omme nous le verrons au 
hapitre 2, 
e sont exa
tement 
es expressionsque nous retrouverons lorsque nous 
her
herons à généraliser les primitives et dérivées à n'importequel ordre réel. La nature très di�érente de 
es deux exemples semble suggérer un vaste 
hampd'appli
ations pour le formalisme fra
tionnaire. Nous allons maintenant voir que 
'est e�e
tivementle 
as, mais que l'élaboration de 
es outils a été le fruit d'un long 
heminement mathématique.1.2 Bref panorama du 
al
ul fra
tionnaireNotre but dans 
ette partie n'est pas de dresser un état de l'art 
omplet sur le 
al
ul fra
tionnaire,et 
e pour deux raisons :� Les domaines de re
her
hes sont a
tuellement si variés qu'il semble di�
ile d'avoir un aperçu
omplet, même si plusieurs ouvrages tels que [Hil00a, SATM07℄ o�rent une vision très large sur
e domaine.� Des historiques très détaillés sont donnés dans les ouvrages de référen
es tels que [OS74, SKM93℄.Nous présentons i
i les prin
ipales étapes historiques de l'élaboration du 
al
ul fra
tionnaire,jusqu'à son essor dans le développement d'appli
ations dans les années 1970. Ces avan
ées ultérieuressont ensuite regroupées par thématique.1.2.1 Aperçu historiqueNous nous appuyons sur les ouvrages [OS74, MR93, SKM93, Hil08℄ pour 
ouvrir la période de1695 à 1974.



1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaire 151695L'origine du 
al
ul fra
tionnaire semble remonter à Leibniz. Dans une lettre au Marquis de L'Hos-pital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée n-ième d'un produit de deux fon
tions à
n > 0 et introduit la notation d1/2h. Il é
rit notamment que �d1/2x = x

√
dx : x�. Dans une autrelettre à Bernouilli, il mentionne des dérivées �d'ordres généraux�.1730Euler est le se
ond grand mathémati
ien à aborder la question. Dans son arti
le [Eul38℄ où ilintroduit sa 
élèbre fon
tion Gamma Γ qui généralise la fa
torielle (Γ(n + 1) = n!), il 
on
lut enproposant une dé�nition pour la dérivée d'ordre α > 0 de xβ, ave
 β > 0. Son 
heminement est lesuivant : pour m,n ∈ N ave
 m ≥ n, on a tout d'abord :

dn

dxn
xm =

m!

(m− n)!
xm−n.Grâ
e à sa fon
tion Gamma 
ette formule s'étend dire
tement à une puissan
e m > 0 :

dn

dxn
xm =

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n. (1.8)Le terme de droite de (1.8) 
onservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m+ 1), on peutdon
 le 
onsidérer 
omme une dé�nition pour la dérivée d'ordre réel α > 0 de la puissan
e réelle

β > 0 :
dα

dxα
xβ =

Γ(β + 1)

Γ(β − α+ 1)
xβ−α. (1.9)Notons i
i qu'Euler ne 
onsidère en fait que des nombres rationnels (appelés aussi fra
tionnaires)et non des nombres réels. La dénomination a
tuelle de dérivée �fra
tionnaire� pour exprimer en faitune dérivée d'ordre réel pourrait don
 trouver son origine historique dans 
e travail.1822Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, grâ
e à sa 
élèbre transformée, obtient une autredé�nition de la dérivée d'ordre réel. En 
omposant la transformée de Fourier (réelle) d'une fon
tion

f ave
 sa transformée inverse, Fourier retrouve l'identité :
f(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(α) cos(p(x− α)) dα dp. (1.10)Il remarque ensuite que la dérivée n-ième (n ∈ N) du terme en cos peut s'é
rire 
omme

dn

dxn
cos(p(x− α)) = pn cos

[
p(x− α) +

nπ

2

]
.Le membre de droite garde un sens si on rempla
e n par u > 0, 
e qui permet de dé�nir la dérivéed'ordre u de cos(p(x − α)). En utilisant 
ette dé�nition dans (1.10), Fourier obtient ainsi la dérivéed'ordre u > 0 de f :

du

dxu
f(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(α) pu cos

[
p(x− α) +

uπ

2

]
dα dp.



16 1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaire1823Abel utilise le 
al
ul fra
tionnaire pour résoudre le problème du tauto
hrone généralisé, présentéen se
tion 1.1.1.1832-37Liouville est le premier à étudier en détail le 
al
ul fra
tionnaire, 
omme semblent l'attester leshuit arti
les qu'il publia entre 1832 et 1837. Partant de la relation
dn

dxn
eax = an eax (1.11)pour n ∈ N, il propose de l'étendre pour α > 0, dé�nissant ainsi la dérivée d'ordre α de eax. Par
onséquent toute fon
tion f pouvant s'é
rire sous la forme

f(x) =

∞∑

k=0

ck e
akx (1.12)admet une dérivée d'ordre α > 0 donnée par

dα

dxα
f(x) =

∞∑

k=0

ck a
α
k e

akx.A�n d'étendre 
ette dé�nition à d'autres types de fon
tions que (1.12), Liouville remarque que
∀ β > 0, ∀x > 0, x−β =

1

Γ(β)

∫ ∞

0
uβ−1e−xu du.À l'aide de (1.11), il trouve :

dα

dxα
x−β =

(−1)α

Γ(β)

∫ ∞

0
uα+β−1e−xu du,soit

dα

dxα
x−β =

(−1)αΓ(α+ β)

Γ(β)
x−α−β. (1.13)Même si (1.9) et (1.13) 
on
ernent des exposants β di�érents, la limite β = 0 est problématique.Par exemple, pour α = 1/2,� ave
 la dé�nition d'Euler, d1/2

dx1/2
x0 =

1√
πx

,� alors qu'ave
 
elle de Liouville, d1/2

dx1/2
x0 = 0.Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les dé�nitions modernes des dérivées fra
tionnaires,introduites au 
hapitre 2. On peut véri�er que la dé�nition d'Euler 
orrespond à la dérivée de Riemann-Liouville et 
elle de Liouville à sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 < α < 1 et β > 0,

(
dα

dxα

)

Euler

xβ =
1

Γ(1 − α)

d

dx

∫ x

0
(x− y)−αyβ dy,

(
dα

dxα

)

Liouville

x−β =
1

Γ(1 − α)

d

dx

∫ x

−∞
(x− y)−αy−β dy.Comme il est signalé dans [Hil08℄ 
es dé�nitions di�èrent en fait par les bornes inférieures de leursintégrales.



1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaire 17Remarque 1.2. L'expression d

dx

∫ x

−∞
(x− y)−αy−β dy est dé�nie i
i 
omme

lim
s→−∞

d

dx

∫ x

s
(x− y)−αy−β dy.1847À partir d'une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une dé�nition d'intégralefra
tionnaire :

d−α

dx−α
f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a
(x− y)α−1f(y) dy + ψ(x),où ψ(x) est une �fon
tion 
omplémentaire� qui le gênera en fait dans ses travaux ultérieurs. Ellesera �nalement abandonnée pour donner la dé�nition moderne de l'intégrale fra
tionnaire.1867-68Grünwald puis Letnikov proposent de dé�nir une dérivée fra
tionnaire 
omme limite de di�é-ren
es �nies, par analogie ave
 la dérivée usuelle qui est la limite de la di�éren
e �nie (opposée àin�nitésimale) entre f(x+ h) et f(x) divisée par h.1869L'expression dé�nitive de 
e qui est maintenant appelé intégrale fra
tionnaire de Riemann apparaîtpour la première fois dans le travail de Sonin. Pour une fon
tion 
omplexe, en dérivant n fois la formulede Cau
hy (n ∈ N), on obtient :

f (n)(z) =
n!

2πi

∫

C

f(y)

(y − z)n+1
dz.Sonin, en 
hoisissant un 
hemin approprié d'intégration, généralise 
ette formule à n < 0. Il obtient�nalement une dé�nition de l'intégrale d'ordre α > 0, que l'on notera par la suite aIα

x :
aIα

x f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− y)α−1f(y) dy.1892Heaviside fournit 
ette année-là la première appli
ation 
on
rète du 
al
ul fra
tionnaire (le tau-to
hrone d'Abel relevant davantage du 
as d'é
ole) pour la résolution de l'équation de la 
haleurunidimensionnelle ren
ontrée plus haut :

∂

∂t
T (x, t) = a2 ∂

2

∂x2
T (x, t). (1.14)La démar
he d'Heaviside est loin d'être rigoureuse (elle ne sera justi�ée qu'en 1919), mais fournittoutefois la bonne solution. En posant p = ∂/∂t et en 
onsidérant d'abord 
ette quantité 
omme
onstante, il trouve que

T (x, t) = T0 exp(−axp1/2).Il suppose ensuite que p1/2T0 = T0/
√
πt... 
e qui 
orrespond en fait à la dérivée d'ordre 1/2 de

T0 ! En développant la solution en série entière, il obtient �nalement la solution exa
te de (1.14).



18 1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaire1917Weyl dé�nit une intégrale fra
tionnaire adaptée aux fon
tion périodiques.1927Mar
haud introduit une nouvelle dé�nition de la dérivée fra
tionnaire,
D

α
+f(x) = c

∫ ∞

0

∆l
tf(x)

t1+α
dt,où α > 0, l ∈ N ave
 l > α et c est une 
onstante de renormalisation. L'opérateur ∆l

t est une di�éren
e�nie d'ordre l (par exemple, (∆1
t f)(x) = f(x)−f(x−t)). L'avantage d'une telle dé�nition par rapportaux autres est qu'elle est moins restri
tive quant à la régularité de f .1928Hardy et Littlewood étudient 
omment agit l'intégrale fra
tionnaire aIα

x sur 
ertaines 
lasses defon
tions. En parti
ulier, leur théorème majeur stipule que pour 0 < α < 1 et 1 < p < 1/α, aIα
x estun opérateur borné de Lp dans Lq, où 1/q = 1/p− α.1937Riesz 
her
he à donner un sens à l'intégrale fra
tionnaire pour des fon
tions à plusieurs variables.Il donne la dé�nition suivante :

Iαf(x) =

∫

Rn

f(y)

‖x− y‖n−α
dy.Cet opérateur véri�e notamment Iα◦Iβ = Iα+β et ∆Iα+2 = −Iα, où ∆ est l'opérateur Lapla
ien.1970Dans [OS70℄ Oldham et Spanier traitent le problème présenté en se
tion 1.1.2.1974Cette année-là se tient à l'Université de New Haven (Conne
ti
ut) la première 
onféren
e surle 
al
ul fra
tionnaire, organisée par Ross. À partir de 
ette période, le 
al
ul fra
tionnaire et sesappli
ations vont se trouver au 
÷ur de nombreuses re
her
hes dont nous allons maintenant présenterquelques aspe
ts.1.2.2 Quelques 
hamps de re
her
hes a
tuellesNous n'o�rons i
i qu'un rapide survol des quelques domaines d'appli
ations que nous avons puren
ontrer. Les trois derniers sont en rapport dire
t ave
 
ette thèse. Mentionnons les ouvrages [Hil00a,SATM07℄ qui regroupent diverses appli
ations du 
al
ul fra
tionnaire. On peut noter que pour lamajeure partie des domaines présentés 
i-dessous, les opérateurs fra
tionnaires sont utilisés pourprendre en 
ompte des e�ets de mémoire.



1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaire 19Modélisation de la di�usion anormaleDans la majorité des systèmes où se produisent des phénomènes de di�usion (par exemple unegoutte d'en
re dans un verre), les parti
ules suivent un mouvement brownien et le front de di�usion,plus pré
isément la varian
e 〈x2(t)〉 (la taille du nuage d'en
re), 
roît linéairement ave
 le temps :
〈x2〉(t) ∼ c t. (1.15)Ce 
omportement peut être dé
rit à l'aide de l'équation de di�usion

∂

∂t
P (x, t) = K

∂2

∂x2
P (x, t), (1.16)où P (x, t) est la probabilité de trouver la parti
ule en x à l'instant t.Toutefois, dans 
ertains sytèmes 
omplexes, la loi (1.15) n'est plus véri�ée et est rempla
ée par

〈x2〉(t) ∼ cα t
α, α > 0. (1.17)Le mouvement des parti
ules n'est plus brownien mais peut être dé
rit par un nouveau pro
essussto
hastique, appelé Continuous Time Random Walks (CTRW), introduit par Montroll et Weiss[MW65℄.Plusieurs généralisations de (1.16) sont alors possibles ; elles 
onsistent pour la plupart à rempla
erles dérivées ordinaires par des dérivées fra
tionnaires en temps et/ou en espa
e.Wyss, dans [Wys86℄, est le premier à étudier une équation de di�usion fra
tionnaire en temps, dutype

∂α

∂tα
P (x, t) = K

∂2

∂x2
P (x, t), 0 < α < 1. (1.18)Metzler et Klafter proposent dans [MK00℄ une revue 
omplète sur la di�usion anormale, baséesur les CTRW et les équations de di�usion fra
tionnaires. Parmi les nombreuses référen
es 
itées,mentionnons [HA95℄ et [Com96℄ où le lien entre CTRW et équation de di�usion fra
tionnaire entemps est dis
uté. Dans [GR92℄ la di�usion anormale dans un milieu fra
tal est 
onsidérée.Les phénomènes de di�usion anormales apparaissant dans des systèmes très divers, le 
al
ul fra
-tionnaire trouve naturellement sa pla
e dans plusieurs domaines, 
omme par exemple les milieuxporeux [LN04, ZNC10, GVH06℄ ou en
ore les systèmes 
haotiques. Nous 
onsa
rons 
i-dessous unparagraphe à 
es derniers 
ar ils ont 
onstitué la prin
ipale motivation de 
ette thèse.Mé
anique des milieux 
ontinusLa déformation des milieux 
ontinus (solides ou liquides) est souvent dé
rite à l'aide de deuxtenseurs, 
elui des déformations noté εij et 
elui des 
ontraintes σij. Certains matériaux, 
ommeles polymères (gommes, 
aout
hou
, ...), présentent un 
omportement intermédaire entre 
ara
tèresvisqueux et élastiques, quali�é de vis
oélastique. De tels systèmes peuvent être modélisés à l'aide dela relation suivante entre les deux tenseurs :

σij(t) = Eεij(t) + η
dα

dtα
εij(t), 0 < α < 1.Cette loi est justi�ée par Bagley et Torvik dans [BT83, BT86℄ (pour α = 1/2). Dans [P�04℄,l'introdu
tion de dérivée fra
tionnaire dans le 
as de polymères est motivée par l'analyse suivante : à
ause de la longueur des �bres, les déformations appliquées prennent du temps à être 
ommuniquéesde pro
he en pro
he (la longueur des �bres, enroulées, étant bien supérieure à la distan
e géomé-trique). Elles sont progressivement amorties et induisent des e�ets de mémoire (l'état à l'instant t vadépendre des états antérieurs). Si la 
ontrainte dé
roît 
omme t−(1+α), elle pourra induire une dérivéefra
tionnaire d'ordre α. Cet opérateur permet ainsi de donner une des
ription ma
ros
opique simple(ne né
essitant que peu de paramètres) de phénomènes mi
ros
opiques 
omplexes. Une présentationde la vis
oélasti
ité via la dérivation fra
tionnaire est donnée dans [DGP10℄.



20 1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaireÉle
tro
himieDans [OS70℄ Oldham et Spanier s'intéressent à la di�usion (
lassique) d'espè
es éle
tro
himiquesentre deux éle
trodes. A�n de 
onnaître la 
on
entration à l'extrémité de l'une d'entre elles, ils pro-posent de rempla
er la loi de Fi
k par une expression similaire à (1.7). Ce problème est e�e
tivementanalogue à 
elui présenté en se
tion 1.1.2.BiophysiqueD'après [GN95℄, la dynamique de protéines peut être gouvernée par de nombreuses é
helles detemps, 
e qui ralentit les pro
essus de relaxation. Cette lente dé
roissan
e est alors prise en 
omptepar une dérivée fra
tionnaire en temps.A
oustiquePour 
ertains instruments de musique à vent les pertes vis
o-thermiques peuvent être modéliséese�
a
ement à l'aide de dérivées fra
tionnaire temporelles [HM06℄.Physique statistiqueEn thermodynamique, l'introdu
tion de nouvelles transitions de phases dans [Hil93℄ s'appuie surla dérivation fra
tionnaire.Dans [VDBFL10℄, les intera
tions à longues portées présentes dans 
ertains systèmes de parti
ulessont prises en 
ompte, à la limite 
ontinue, par une dérivée fra
tionnaire en espa
e.Traitement d'imagesComme pour toute appli
ation du traitement du signal, le �ltrage et le débruitage d'images uti-lisent largement le produit de 
onvolution. Parmi les �ltrages utilisés, la gaussienne tient un r�leimportant. Or il se trouve que la solution d'une équation de di�usion du type (1.16) est un produitde 
onvolution entre la solution à t = 0 et une gaussienne. Filtrer une image par une gaussiennerevient don
 à résoudre une équation de di�usion. L'amélioration de �ltres peut ainsi se traduire parla résolution de nouvelles équations aux dérivées partielles, notamment des équations de di�usionfra
tionnaires. Dans 
e 
adre, l'équation fra
tionnaire en temps (1.18) a d'abord été étudiée dans[CF03℄. De nouvelles équations ont depuis lors été proposées, par exemple dans [Gui09℄ où la dérivéefra
tionnaire est 
ette fois en espa
e.Contr�leLe 
omportement d'un système en fon
tion de paramètres de 
ontr�le 
onduit à étudier des fon
-tions de tranferts asso
iées. L'optimisation de 
elles-
i suivant 
ertains 
ritères, tels que la stabilité oula robustesse, permet de 
ontr�ler et modéliser au mieux le système. À l'aide du 
al
ul fra
tionnaireil devient possible de 
onsidérer de nouvelles fon
tions de transferts, plus pré
isément des fon
tionsrationnelles à 
oe�
ients réels. Plusieurs re
her
hes visent à généraliser les 
ritères 
lassiques à 
esnouveaux systèmes, notamment pour la stabilité [Mat96℄. Dans 
e domaine, les intérêts du 
al
ulfra
tionnaire peuvent être de réduire la 
omplexité et d'a

roître la robustesse de 
ertains modèles.Le groupe CRONE, fondé par Oustaloup dans les années 70, applique 
es méthodes à de nombreuxsystèmes industriels : spe
tros
ope, suspensions de voitures [OMN96℄, robot-
ueilleur, 
harrue éle
tro-hydraulique, batteries pour voitures [SCL+10℄, et
.



1. Présentation du 
al
ul fra
tionnaire 21Analyse numériqueL'utilisation 
on
rète d'équations di�érentielles fra
tionnaires né
essite de les implémenter numé-riquement et don
 de dis
rétiser les opérateurs fra
tionnaires. La dé�nition de Grünwald-Letnikovfournit dire
tement une approximation, mais d'autres méthodes plus e�
a
es ont depuis été propo-sées. Le premier à s'y intéresser d'un point de vue théorique est Lubi
h qui, dans [Lub86℄, utilise lastru
ture 
onvolutive de l'intégrale fra
tionnaire pour la dis
rétiser. Des algorithmes ont ensuite étéproposés, notamment dans [GDMD06℄.Systèmes hamiltoniens 
haotiquesDe nombreux systèmes 
haotiques présentent des phénomènes de di�usions anormales du type(1.17). Zaslavsky a étudié en détail 
es systèmes et a 
ontribué à l'élaboration d'équations de di�usionsfra
tionnaires a�n de modéliser 
es phénomènes [Zas94b, Zas94a, SZ97, ZEN97℄. Il montre que lesordres de dérivations fra
tionnaires sont reliés aux stru
tures fra
tales qui apparaissent dans l'espa
edes phases des sytèmes. Un arti
le de revue 
onséquent [Zas02℄ puis un livre [Zas05℄ regroupent 
estravaux.Systèmes lagrangiens et hamiltoniens fra
tionnairesDans [Rie96℄, Riewe soulève le problème suivant : les outils mathématiques de mé
anique 
lassiqueet parti
ulièrement le prin
ipe de moindre a
tion, ne sont vraiment adaptés que pour des systèmes
onservatifs, alors qu'au
un système réel ne l'est vraiment. Il est par exemple impossible de prendreen 
ompte la fri
tion linéaire dans un système lagrangien. Riewe propose alors d'intégrer le 
al
ulfra
tionnaire dans le prin
ipe de moindre a
tion a�n de modéliser les sytèmes dissipatifs. Commeappli
ation, il fournit un Lagrangien fra
tionnaire sus
eptible de fournir un terme de fri
tion � sus-
eptible seulement, 
ar son raisonnement sur 
e point est dis
utable (nous y reviendrons au 
hapitre5). Ce point de vue a été 
onforté ave
 le développement d'équations di�érentielles fra
tionnaires etplusieurs auteurs s'intéressent à présent au prin
ipe de moindre a
tion fra
tionnaire sous diversesdé
linaisons : lagrangienne [Agr02℄ (y 
ompris pour les 
hamps [BM05℄), hamiltonienne [BA06℄, ave
prise en 
ompte d'un temps intrinsèque [ENT07, MBR07℄, ainsi qu'ave
 diverses dé�nitions de dérivéesfra
tionnaires. La notion de loi de 
onservation a aussi été étudiée dans 
e 
adre [FT07, FT08℄. Dans[Cre07℄, Cresson s'intéresse à la transition 
lassique → fra
tionnaire dans les systèmes lagrangiens ethamiltoniens. Deux 
hoix sont possibles : e�e
tuer la transition dire
tement sur l'équation 
lassique,ou bien sur le Lagrangien lui-même pour ensuite obtenir une équation fra
tionnaire. Leur di�éren
eest dis
utée et permet à Cresson de proposer des stru
tures lagrangiennes pour 
ertaines équationsn'en possédant pas a priori, telles que l'équation de di�usion (fra
tionnaire ou 
lassique), l'équationdes ondes fra
tionnaire ou en
ore l'équation de Stokes in
ompressible (
lassique) [Cre09℄.Dynamique fra
tionnaireStanislavsky et Hilfer se sont aussi intéressés à 
ette transition 
lassique → fra
tionnaire, maisdans un 
adre plus général. La problématique pourrait être formulée ainsi : 
omment, dans un systèmedynamique 
lassique (régi par la dérivée usuelle d/dt), la dérivée fra
tionnaire peut-elle apparaître ?La réponse que Stanislavsky apporte réside dans la stru
ture du temps : si dans un système 
lassiquela variable temporelle se 
omporte de manière sto
hastique (à 
ause d'intera
tions ave
 l'extérieurpar exemple), alors la dérivée usuelle peut prendre la forme d'une dérivée fra
tionnaire [Sta04℄. Ilapplique ensuite 
e formalisme aux systèmes hamiltoniens dans [Sta06℄ pour obtenir une forme desystème hamiltonien fra
tionnaire di�érente de 
elle étudiée par les auteurs du paragraphe pré
édent.
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al
ul fra
tionnaireHilfer, quant à lui, réinterprète la dérivée 
lassique 
omme l'évolution in�nitésimale d'un système.Si l'on regarde le système sous un autre angle (après moyennisation et 
hangement d'é
helle tem-porelle), 
ette évolution peut prendre la forme d'une dérivée fra
tionnaire [Hil95a, Hil95b, Hil00b℄.Dans [Hil03℄, il va même plus loin : à partir de 
onsidérations générales sur la stru
ture du temps, ilmontre que l'évolution la plus générale d'un système s'e�e
tue via une dérivée fra
tionnaire, la dérivée
lassique ne devenant alors qu'un 
as parti
ulier.Notons en�n que les travaux les plus ré
ents de Zaslavsky ont aussi porté sur la dynamiquefra
tionnaire, ave
 l'étude � en 
ollaboration ave
 Stanislavsky � d'un attra
teur 
haotique pourl'os
illateur fra
tionnaire [ZSE06℄, la 
onstru
tion de solutions pour 
e type de systèmes [TZ06℄ etl'obtention de systèmes dynamiques fra
tionnaires dis
rets [TZ08℄.
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Chapitre 2Dé�nitions et propriétés des opérateursfra
tionnairesMaintenant que nous disposons d'un aperçu général sur le 
al
ul fra
tionnaire, nous allons entrerdans les détails. Là en
ore, 
e 
hapitre est loin d'être exhaustif ; son but est plut�t d'introduireles outils et résultats utilisés pendant notre travail de re
her
he. Nous 
ommençons par donner lesdé�nitions d'intégrales fra
tionnaires les plus 
ourantes ainsi que des résultats 
on
ernant leurs a
tionssur 
ertaines 
lasses de fon
tions. Nous pro
édons ensuite de même pour les dérivées fra
tionnaires etobservons en�n que � seulement � 
ertaines propriétés des dérivées 
lassiques peuvent être généraliséesau 
as fra
tionnaire. Parmi les résultats énon
és, 
ertains, fondamentaux, sont présentés même s'ilsne seront pas utilisés par la suite. Au 
ontraire, d'autres, évidents mais utiles pour la suite, sontdémontrés 
ar nous n'avons pu les trouver dans la littérature.La majorité de 
e 
hapitre est tirée de [SKM93℄ auquel nous renvoyons pour une analyse appro-fondie du sujet.Commençons par pré
iser plusieurs ensembles fon
tionnels. Soit (a, b) ∈ R2 tels que a < b et soit
N ∈ N∗. Sauf mention du 
ontraire, l'ensemble d'arrivée des fon
tions est RN .Soit p ∈ N. On note Cp([a, b]) l'ensemble des fon
tions de 
lasse Cp sur [a, b], AC([a, b]) l'ensembledes fon
tions absolument 
ontinues sur [a, b] et ACp+1([a, b]) l'ensemble des fon
tions f de 
lasse Cptelles que f (p) ∈ AC([a, b]).Soit m ∈ N∗. On introduit les ensembles suivants :

C0
+([a, b]) =

{
f ∈ C0([a, b]) | f(a) = 0

}
,

C0
−([a, b]) =

{
f ∈ C0([a, b]) | f(b) = 0

}
,

Cm
+ ([a, b]) =

{
f ∈ Cm([a, b]) | ∀ 0 ≤ k ≤ m− 1, f (k)(a) = 0

}
,

Cm
− ([a, b]) =

{
f ∈ Cm([a, b]) | ∀ 0 ≤ k ≤ m− 1, f (k)(b) = 0

}
.On note aussi Cm

0 ([a, b]) = Cm
+ ([a, b]) ∩ Cm

− ([a, b]).Soit λ > 0. On dit qu'une fon
tion f : [a, b] → RN est λ-höldérienne si
∃ c > 0, ∀ (x, y) ∈ [a, b]2, ‖f(x) − f(y)‖ ≤ c|x− y|λ.On remarque que seul le 
as 0 < λ ≤ 1 est pertinent, 
ar si λ > 1, f est une fon
tion 
onstante.Si λ = 1, on dit que f est lips
hitzienne. Pour 0 < λ ≤ 1, on note Hλ([a, b]) l'ensemble des fon
tions

λ-höldériennes. Comme dans [SKM93, p.2℄, on pose H0([a, b]) = C0([a, b]).
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tionnairesSi λ > 1, on pose λ = m+ σ, ave
 m ∈ N et 0 < σ ≤ 1. On note dans 
e 
as Hλ([a, b]) l'ensembledes fon
tions f de 
lasse Cm telles que f (m) ∈ Hσ([a, b]).Soit I un intervalle (éventuellement non borné) de R et soit q ∈ [1,+∞[. On note Lq(I) l'ensembledes fon
tions mesurables sur I au sens de Lebesgue telles que ∫
I
‖f(t)‖q dt <∞ et L∞(I) l'ensembledes fon
tions bornées sur I. On note en�n Lq

loc(I) l'ensemble des fon
tions f telles que pour tout
ompa
t K ⊂ I, f ∈ Lq(K).2.1 Intégrales fra
tionnairesComme dans la majorité des ouvrages introdu
tifs au 
al
ul fra
tionnaire, nous allons suivrel'appro
he de Riemann pour proposer une première dé�nition d'intégrale fra
tionnaire, l'intégrale deRiemann-Liouville. D'autres versions seront ensuite abordées rapidement, 
ar elles n'apparaîtront plusensuite. En�n, nous verrons que les dé�nitions que aurons données possèdent des versions symétriques,�à droite�. Celles-
i sont rarement utilisées 
ar anti-
ausales (elles dépendent du futur des fon
tions),mais apparaissent inévitablement dans les systèmes lagrangiens fra
tionnaires, 
omme nous le verronsdans la se
onde partie.2.1.1 Intégrale de Riemann-LiouvilleFon
tions dé�nies sur [a, b]Soit f : [a, b] → RN . Commençons par noter aI1
t la primitive de f qui s'annule en a :

∀ t ∈ [a, b], aI1
t f(t) =

∫ t

a
f(τ) dτ. (2.1)L'itération de aI1

t permet d'obtenir la primitive se
onde de f qui s'annule en a et dont la dérivées'annule en a. De plus, d'après le théorème de Fubini,
aI1

t ◦ aI1
t f(t) =

∫ t

a

(∫ u

a
f(τ) dτ

)
du =

∫ t

a

(∫ t

τ
du

)
f(τ) dτ

=

∫ t

a
(t− τ)f(τ) dτ.Soit n ∈ N∗. En notant ( aI1

t

)n la n-ième itération de aI1
t , une ré
urren
e dire
te montre que

(
aI1

t

)n
f(t) =

1

(n − 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ) dτ. (2.2)Si on note g =

(
aI1

t

)n
f , g est don
 l'unique fon
tion véri�ant

∀ 0 ≤ k ≤ n− 1, g(k)(a) = 0, g(n) = f. (2.3)La formule (2.2) est don
 exa
tement la formule de Taylor ave
 reste intégral appliquée à g àl'ordre n− 1. L'égalité g(n) = f justi�e la dé�nition suivante.Dé�nition 2.1. Soit n ∈ N∗. L'intégrale à gau
he d'ordre n de f , que l'on note aIn
t f , est dé�niepar

∀ t ∈ [a, b], aIn
t f(t) =

1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ) dτ. (2.4)
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tionnaires 25La dénomination �gau
he� provient du fait que l'intégrale est évaluée à partir des valeurs à gau
he(τ < t) de f .Nous voyons alors qu'il est possible d'étendre dire
tement (2.4) à n > 0, et 
e grâ
e à la fon
tionGamma d'Euler que nous avons déjà ren
ontrée au 
hapitre 1. Celle-
i, notée Γ, est dé�nie par
∀α > 0, Γ(α) =

∫ ∞

0
tα−1 e−t dt. (2.5)Rappelons quelques-unes de ses propriétés qui nous seront utiles :

Γ(1) = 1,

Γ(1/2) =
√
π,

∀α > 0, Γ(α+ 1) = αΓ(α), (2.6)
∀n ∈ N, Γ(n+ 1) = n!, (2.7)
∀ 0 < α < 1, Γ(1 − α) Γ(α) =

π

sin(απ)
. (2.8)Grâ
e à (2.6), il est possible d'étendre le domaine de dé�nition de Γ à R\(−N) : pour −1 < β < 0,on pose Γ(β) =

Γ(1 + β)

β
, puis on utilise 
ette relation pour étendre Γ à tous les réels négatifs qui nesont pas entiers relatifs.Remarque 2.1. L'expression (2.5) est en fait valable pour tout α ∈ C tel que Re(α) > 0, où Re(α)désigne la partie réelle de α. Ave
 l'extension pré
édente, il est alors possible de dé�nir Γ(α) pour tout

α ∈ C tel que −Re(α) /∈ N.C'est la propriété (2.7) qui permet de généraliser la dé�nition 2.1 de la manière suivante.Dé�nition 2.2. L'intégrale fra
tionnaire de Riemann-Liouville à gau
he d'ordre α > 0 est dé�niepar
∀t ∈ [a, b], aIα

t f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1f(τ) dτ.Il 
onvient maintenant de déterminer pour quelles 
lasses de fon
tions 
ette dé�nition a un senset plus pré
isément quelles sont les images de 
es ensembles par 
et opérateur. Le théorème suivanty répond de manière synthétique.Théorème 2.1. Soit f : [a, b] → RN , α > 0 et (p, q) ∈ [1,+∞[2. L'intégrale fra
tionnaire aIα

tvéri�e les propriétés suivantes :
f aIα

t f 
onditions
1. Lp([a, b]) Lq([a, b]) 0 < α < 1, 1 < p < 1

α , 1 ≤ q ≤ p
1−αp

2. L1([a, b]) Lq([a, b]) 0 < α < 1, 1 ≤ q < 1
1−α

3. L1/α([a, b]) Lq([a, b]) 0 < α < 1, q ≥ 1

4. Lp([a, b]) Hα−1/p([a, b]) p > 1
α , α− 1

p /∈ N∗

5. L∞([a, b]) Hα([a, b])

6. Lp([a, b]) Lp([a, b]) p ≥ 1

7. C0([a, b]) C0
+([a, b])

8. AC([a, b]) AC([a, b])Le tableau suivant se lit ainsi : la première 
olonne désigne la 
lasse de f , la se
onde 
elle de
aIα

t f et la troisième pré
ise les 
onditions sous lesquelles le résultat est valide.



26 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnairesDémonstration. Tous les résultats sont tirés de [SKM93℄.1. C'est une partie du théorème de Hardy-Littlewood, repris dans [SKM93, p.66℄. Cet importanténon
é a�rme en fait que aIα
t est un opérateur borné de Lp([a, b]) dans Lq([a, b]), ave
 q =

p

1 − αp
. Comme Lp2

([a, b]) ⊂ Lp1
([a, b]) si 1 ≤ p1 < p2, on en déduit dire
tement que le résultatest vrai pour 1 ≤ q ≤ p

1 − αp
.2. Voir note 3.3 de [SKM93, p.91℄.3. Ce résultat n'apparaissant qu'en �ligrane dans [SKM93℄, nous le montrons i
i. D'après l'inégalitéde Minkowsky généralisée,

Γ(α)

{∫ b

a

∥∥
aIα

t f(t)
∥∥q
dt

}1/q

=

{∫ b

a

∥∥∥∥
∫ t

a
(t− τ)α−1f(τ) dτ

∥∥∥∥
q

dt

}1/q

,

≤
∫ b

a

{∫ b

τ

∥∥∥(t− τ)α−1f(τ)
∥∥∥

q
dt

}1/q

dτ,

≤
∫ b

a
‖f(τ)‖

(∫ b

τ
(t− τ)(α−1)q dt

)1/q

dτ,

≤ 1

(α− 1)q + 1

∫ b

a
‖f(τ)‖(b− τ)(α−1)q+1 dτ,

<∞.4. C'est le théorème 3.6 de [SKM93, p.67℄.5. Voir [SKM93, p.56℄.6. C'est une partie du théorème 2.6 de [SKM93, p.48℄.7. C'est le théorème 3.1 de [SKM93, p.53℄, ave
 λ = 0.8. C'est le lemme 2.1 de [SKM93, p.32℄.Con
ernant le point 4, remarquons que
∀µ ≥ 0, ∀ q ≥ 1, Hµ([a, b]) ⊂ C0([a, b]) ⊂ Lq([a, b]),et ajoutons que si α− 1/p ∈ N (ave
 p > 1/α), on peut montrer [SKM93, p.67℄ que

aIα
t (Lp([a, b])) ⊂ C0([a, b]).On peut ainsi résumer une partie des résultats pré
édents sous la forme suivante :� Si αp ≥ 1, aIα

t (Lp([a, b])) ⊂ Lq([a, b]), ave
 1 ≤ q,� Si αp < 1, aIα
t (Lp([a, b])) ⊂ Lq([a, b]), ave
 { 1 ≤ q ≤ p

1−αp si p > 1,

1 ≤ q < 1
1−α si p = 1.Nous signalons en�n le lemme suivant, qui sera généralisé en se
tion 2.3.Lemme 2.1. Soit α > 0 et p ∈ N∗. Si f ∈ Cp

+([a, b]), alors
dp

dtp
◦ aIα

t f = aIα
t ◦ dp

dtp
f.
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tionnaires 27Démonstration. On pro
ède par ré
urren
e sur p. Pour p = 1 et f ∈ C1
+([a, b]),

d

dt
aIα

t f(t) =
(t− a)α−1

Γ(α)
f(a) +

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1f ′(τ) dτ,

= aIα
t f

′(t),puisque f(a) = 0.Soit maintenant p ∈ N∗ et f ∈ Cp+1
+ ([a, b]). Puisque f ′ ∈ Cp

+([a, b]), on peut appliquer l'hypothèsede ré
urren
e :
dp

dtp
◦ aIα

t f
′ = aIα

t ◦ dp

dtp
f ′. (2.9)D'après le 
as p = 1, aIα

t f
′ =

d

dt
◦ aIα

t f . L'équation (2.9) devient ainsi
dp+1

dtp+1
◦ aIα

t f = aIα
t ◦ dp+1

dtp+1
f,
e qui a
hève la preuve.L'intégrale de Riemann-Liouville sur [a, b] est la plus forme la plus répandue dans la littérature.Nous présentons toutefois ses extensions aux intervalles non bornés.Fon
tions dé�nies sur [a,+∞[Soit f : [a,+∞[→ RN . La dé�nition 2.2 s'étend naturellement au 
as b = +∞ ; par 
ontreles 
lasses de fon
tions seront di�érentes. Le théorème 2.1 s'étend dire
tement de manière lo
ale.L'extension de AC([a, b]) et Hλ([a, b]) à [a,+∞[ né
essitant des 
onditions supplémentaires, nousnous limiterons aux résultats suivants.Lemme 2.2. Soit f : [a,+∞[→ RN , α > 0 et (p, q) ∈ [1,+∞[2. L'intégrale fra
tionnaire aIα

t véri�eles propriétés suivantes :
f aIα

t f 
onditions
1. Lp

loc([a,+∞[) Lq
loc([a,+∞[) 0 < α < 1, 1 < p < 1

α , 1 ≤ q ≤ p
1−αp

2. L
1/α
loc ([a,+∞[) Lq

loc([a,+∞[) 0 < α < 1, q ≥ 1

3. Lp
loc([a,+∞[) Lp

loc([a,+∞[) p ≥ 1

4. C0([a,+∞[) C0
+([a,+∞[)Démonstration. Les quatre preuves sont similaires. Par exemple, pour le point 1, soit f ∈

Lp
loc([a,+∞[). Montrons que aIα

t f ∈ Lq
loc([a,+∞[). Soit K un 
ompa
t de [a,+∞[. On pose

b = supK : K ⊂ [a, b]. Comme f ∈ Lp([a, b]), aIα
t f ∈ Lq([a, b]) d'après le théorème 2.1. Enparti
ulier, aIα

t f ∈ Lq(K).Comme nous allons maintenant le voir, un résultat plus fort peut en fait être obtenu, puisque lethéorème de Hardy-Littlewood s'étend (ave
 
ertaines restri
tions) aux fon
tions dé�nies sur R entier.Il sera en parti
ulier valide sur [a,+∞[.
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tionnairesFon
tions dé�nies sur RSoit f : R → RN . La dé�nition 2.2 s'étend dire
tement au 
as ] − ∞, b] et même à R entier.Notons alors Iα
+ 
et opérateur :

∀ t ∈ R, Iα
+ f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

−∞
(t− τ)α−1f(τ) dτ.Si 0 < α < 1, d'après [SKM93, p.94℄, Iα

+ f est dé�ni presque partout si f ∈ L1(R). On dispose deplus du résultat suivant, énon
é dans [SKM93, p.103℄.Théorème 2.2 (Hardy-Littlewood). Soit α > 0 et (p, q) ∈ [1,+∞[2. On a l'équivalen
e suivante :
Iα

+ est un opérateur borné de Lp(R) dans Lq(R) si et seulement si  0 < α < 1,
1 < p < 1

α ,
q = p

1−αp .Intégrales fra
tionnaires à droiteRevenons pour l'instant à une fon
tion f : [a, b] → RN . Si l'on remonte à la relation de départ(2.1), on peut remarquer que l'intégrale
bI1

t f(t) =

∫ t

b
f(τ) dτ = −

∫ b

t
f(τ) dτest aussi une primitive de f , qui 
ette fois s'annule en b et fait intervenir les valeurs à droite de f . Àpartir de la relation ∫ t

b
(t− τ)n−1f(τ) dτ = (−1)n

∫ b

t
(τ − t)n−1f(τ) dτ,on pourrait dé�nir de la même manière que pré
édemment l'intégrale à droite d'ordre n de f par

∀ t ∈ [a, b], bIn
t f(t) =

(−1)n

(n− 1)!

∫ b

t
(τ − t)n−1f(τ) dτ. (2.10)En notant h = bIn

t f , h serait 
ette fois l'unique fon
tion véri�ant
∀ 0 ≤ k ≤ n− 1, h(k)(b) = 0, h(n) = f. (2.11)Dans la littérature, toutefois, a�n de mettre en valeur la di�éren
e entre droite et gau
he, 
'estl'opérateur −d/dt qui est utilisé pour le 
�té droit, plut�t que d/dt. On dé�nit don
 l'intégrale àdroite de la manière suivante.Dé�nition 2.3. Soit n ∈ N∗. L'intégrale à droite d'ordre n de f , que l'on note tIn

b f , est dé�nie par
∀ t ∈ [a, b], tIn

b f(t) =
1

(n− 1)!

∫ b

t
(τ − t)n−1f(τ) dτ. (2.12)Elle véri�e ainsi la relation (

− d

dt

)n

tIn
b f(t) = f(t).Là en
ore, l'extension à tout ordre réel positif est immédiat.Dé�nition 2.4. L'intégrale fra
tionnaire de Riemann-Liouville à droite d'ordre α > 0 est dé�nie par

∀t ∈ [a, b], tIα
b f(t) =

1

Γ(α)

∫ b

t
(τ − t)α−1f(τ) dτ.
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tionnaires 29L'extension sur [a,+∞[ et R est noté Iα
− :

∀ t ∈ R, Iα
− f(t) =

1

Γ(α)

∫ +∞

t
(τ − t)α−1f(τ) dτ.Tous les résultats obtenus pré
édemment sont aussi valables pour 
es intégrales à droite.Comme on l'a vu dans l'historique, d'autres dé�nitions d'intégrales fra
tionnaires ont été proposéespar des mathémati
iens depuis le xixe siè
le. À titre informatif, nous introduisons su

intement 
ellesqui semblent être les plus utilisées après l'intégrale de Riemann-Liouville.2.1.2 Autres dé�nitionsIntégrale de WeylSi les dé�nitions pré
édentes sont adaptées pour des fon
tions quel
onques, elles le sont par 
ontremoins pour les fon
tions périodiques. E�e
tivement, si f est périodique, a priori au
une des intégralesde Riemann-Liouville ne le sera, 
e que l'on pourrait pourtant souhaiter. Weyl a proposé une dé�nitionqui préserve 
ette propriété. Reprenons son 
heminement, exposé dans [SKM93, p.347℄.Soit f une fon
tion 2π-périodique sur R su�samment régulière, que l'on dé
ompose en série deFourier :

f(t) =
∞∑

k=−∞

fke
ikt, fk =

1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−ikt dt.Pour des raisons te
hniques on suppose que f0 = 0. Pour n ∈ N, on a :

f (n)(t) =
∞∑

k=−∞

(−ik)nfke
−ikt,
e qui 
onduit Weyl à dé�nir l'intégrale fra
tionnaire d'ordre α > 0 par

I(α)
+ f(t) =

∞∑

k=−∞

(ik)−αfke
ikt. (2.13)Si g est un fon
tion 2π-périodique, alors le produit de 
onvolution

(f ∗ g)(t) =
1

2π

∫ 2π

0
f(t) g(x− t) dtadmet la série de Fourier suivante :

(f ∗ g)(t) =

∞∑

k=−∞

fkgke
−ikt,où les gk sont les 
oe�
ients de Fourier de g. Ainsi, en introduisant la fon
tion ψα

+ dé�nie par
ψα

+(t) =

∞∑

k=−∞
k 6=0

eikt

(ik)α
,on peut réé
rire (2.13) sous forme intégrale pour obtenir la dé�nition suivante.Dé�nition 2.5. Soit f une fon
tion 2π-périodique telle que ∫ 2π

0
f(t) dt = 0. L'intégrale fra
tionnairede Weyl à gau
he d'ordre α > 0 est dé�nie par

∀ t ∈ R, I(α)
+ f(t) =

1

2π

∫ 2π

0
ψα

+(τ) f(t− τ) dτ.



30 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnairesComme pour l'intégrale de Riemann-Liouville, 
ette dé�nition admet une appro
he similaire àdroite (asso
iée là aussi à −d/dt).Dé�nition 2.6. Soit f une fon
tion 2π-périodique telle que ∫ 2π

0
f(t) dt = 0. L'intégrale fra
tionnairede Weyl à droite d'ordre α > 0 est dé�nie par

∀ t ∈ R, I(α)
− f(t) =

1

2π

∫ 2π

0
ψα
−(τ) f(t− τ) dτ,ave
 ψα

−(t) =
∞∑

k=−∞
k 6=0

eikt

(−ik)α .Nous nous 
ontentons i
i de mentionner le lemme suivant.Lemme 2.3. Soit f une fon
tion 2π-périodique telle que ∫ 2π

0
f(t) dt = 0. Soit α > 0 et p ∈ [1,+∞[.Les intégrale fra
tionnaires I(α)

± véri�ent les propriétés suivantes :
f I(α)

± f

1. C0([0, 2π]) C0([0, 2π])

2. Lp([0, 2π]) Lp([0, 2π])Démonstration. Dans [SKM93, p.351℄, il est montré que
|ψα

±(t)| ≤ c|t|α−1. (2.14)Par 
onséquent, ψα
± ∈ L1([0, 2π]).1. Résultat 
lassique de 
ontinuité sous l'intégrale.2. On utilise l'inégalité de Minkowsky généralisée :

{∫ 2π

0

∥∥∥∥
∫ 2π

0
ψα
±(τ) f(t− τ) dτ

∥∥∥∥
p

dt

}1/p

≤
∫ 2π

0

{∫ 2π

0

∥∥∥ψα
±(τ) f(t− τ)

∥∥∥
p
dt

}1/p

dτ,

≤
∫ 2π

0

∣∣ψα
±(τ)

∣∣ dτ · ‖f‖p,

≤ ‖ψα
±‖1 · ‖f‖p.Intégrale de RieszA�n de s'a�ran
hir du 
hoix entre droite et gau
he qui apparaît pour les dé�nitions de Riemann-Liouville et de Weyl, Riesz propose une version symétrique d'intégrale fra
tionnaire [SKM93, p.214℄.Dé�nition 2.7. Soit f : R → RN . L'intégrale fra
tionnaire de Riesz d'ordre α > 0 (appelée aussipotentiel de Riesz) est dé�nie par

∀ t ∈ R, Iα f(t) =
1

2 cos(απ/2)

(
Iα

+ + Iα
−

)
f(t),

=
1

2Γ(α) cos(απ/2)

∫ ∞

−∞
|t− τ |α−1f(τ) dτ.
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tionnaires 31Un des avantages de 
ette dé�nition est qu'elle est généralisable aux fon
tions de plusieurs variables(voir [SKM93, p.483℄). Dans Rn, si α > 0 est tel que α−n
2 /∈ N, l'intégrale fra
tionnaire de Riesz d'ordre

α est dé�nie par
∀ t ∈ Rn, Iα f(t) =

1

γn(α)

∫

Rn

‖t− τ‖α−nf(τ) dτ,où γn(α) est une 
onstante de renormalisation.Les résultats sur les 
lasses de fon
tions sont bien sûr exa
tement 
eux obtenus pour Iα
±.2.2 Dérivées fra
tionnairesComme pour les intégrales fra
tionnaires, il existe plusieurs dé�nitions de dérivées fra
tionnaires.Une manière simple d'en obtenir est de 
omposer les intégrales fra
tionnaires ave
 la dérivée 
lassique.On obtient alors les dérivées de Riemann-Liouville, Liouville, Caputo et Weyl. Nous présentons deplus les dérivées de Mar
haud et de Grünwald-Letnikov, qui apparaîtront par la suite.2.2.1 Dérivées de Riemann-Liouville, Liouville et CaputoSi α > 0, on note [α] la partie entière de α : [α] est l'unique entier véri�ant [α] ≤ α < [α] + 1. Onnote aussi {α} = α− [α]. Ainsi, 0 ≤ {α} < 1.Soit f : [a, b] → RN . En s'inspirant de la relation 
lassique d

dt
=

d2

dt2
◦ aI1

t , on peut dé�nir unedérivée fra
tionnaire d'ordre 0 ≤ α < 1 par
dα

dtα
=

d

dt
◦ aI1−α

t .Plus généralement, si α > 0 et si n = [α] + 1, on peut poser
dα

dtα
=

dn

dtn
◦ aIn−α

t . (2.15)On obtient exa
tement la dérivée de Riemann-Liouville à gau
he.Dé�nition 2.8. Soit α > 0 et n = [α] + 1. La dérivée fra
tionnaire de Riemann-Liouville à gau
hed'ordre α est dé�nie par
∀ t ∈ [a, b], aDα

t f(t) =

(
d

dt

)n

◦ aIn−α
t f(t),

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−1−αf(τ) dτ.De plus, on a vu qu'à la dé�nition 2.4 d'intégrale à droite était asso
iée −d/dt. Le raisonnementpré
édent 
onduit don
 à la dé�niton suivante.Dé�nition 2.9. Soit α > 0 et n = [α] + 1. La dérivée fra
tionnaire de Riemann-Liouville à droited'ordre α est dé�nie par

∀ t ∈ [a, b], tDα
b f(t) =

(
− d

dt

)n

◦ tIn−α
b f(t),

=
(−1)n

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ b

t
(τ − t)n−1−αf(τ) dτ.



32 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnairesRemarque 2.2. Si l'on avait généralisé l'intégrale bIα
t ave
 (2.10) à laquelle est asso
iée d/dt, onaurait aussi retrouvé la dé�nition 2.9.Si maintenant f : R → RN , les dé�nitions pré
édentes se généralisent dire
tement et sont appeléesdérivées de Liouville.Dé�nition 2.10. Soit α > 0 et n = [α] + 1. La dérivée fra
tionnaire de Liouville à gau
he d'ordre αest dé�nie par

∀ t ∈ R, Dα
+ f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

−∞
(t− τ)n−1−αf(τ) dτ.Dé�nition 2.11. Soit α > 0 et n = [α] + 1. La dérivée fra
tionnaire de Liouville à droite d'ordre αest dé�nie par

∀ t ∈ R, Dα
− f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ +∞

t
(τ − t)n−1−αf(τ) dτ. (2.16)On retrouve i
i les di�éren
es historiques de points de vues entre Euler et Liouville.D'après (2.3) et (2.11), toutes 
es dérivées 
oïn
ident ave
 les dérivées usuelles pour les ordresentiers :

∀n ∈ N∗,





aDn
t f = Dn

+ f =
dn

dtn
f,

tDn
b f = Dn

− f = (−1)n
dn

dtn
f.Par ailleurs, si l'on se repla
e sur [a, b], l'interversion des 
ompositions dans le membre de droitede (2.15) semble aussi raisonnable pour dé�nir une dérivée fra
tionnaire :

dα

dtα
= aIn−α

t ◦ dn

dtn
. (2.17)On notera toutefois que 
ette dé�nition est moins naturelle que la pré
édente, puisque d

dt
◦

aI1
t f(t) = f(t), alors que aI1

t ◦ d

dt
f(t) = f(t) − f(a). Ce problème de termes de bords (i
i f(a)) seretrouve en fait très souvent dans le 
al
ul fra
tionnaire.La dé�nition donnée par (2.17) est souvent appelée dérivée de Caputo.Dé�nition 2.12. Soit α > 0 et n = [α] + 1. La dérivée fra
tionnaire de Caputo à gau
he d'ordre αest dé�nie par

∀ t ∈ [a, b], c
aDα

t f(t) = aIn−α
t ◦

(
d

dt

)n

f(t),

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−1−αf (n)(τ) dτ.Dé�nissons aussi son analogue à droite.Dé�nition 2.13. Soit α > 0 et n = [α] + 1. La dérivée fra
tionnaire de Caputo à droite d'ordre αest dé�nie par

∀ t ∈ [a, b], c
tDα

b f(t) = tIn−α
b ◦

(
− d

dt

)n

f(t),

=
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t
(τ − t)n−1−αf (n)(τ) dτ.
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tionnaires 33Par 
ontre, de telles dé�nitions ne se re
ollent pas 
orre
tement aux dérivées 
lassiques :
∀n ∈ N∗,

{
c
aDn

t f(t) = f (n)(t) − f (n)(a),
c
tDn

b f(t) = (−1)n
(
f (n)(t) − f (n)(b)

)
.

(2.18)Heureusement, le résultat suivant montre qu'elles appro
hent les dérivées 
lassiques par limiteinférieure.Lemme 2.4. Soit α ∈ R+\N et n = [α] + 1. Si f ∈ ACn([a, b]), alors presque partout,
lim

α→n−

c
aDα

t f(t) = f (n)(t),

lim
α→n−

c
tDα

b f(t) = (−1)nf (n)(t).Démonstration. Comme f (n) ∈ L1([a, b]), d'après [SKM93, p.51℄, en posant β = n − α,
lim

β→0+
aIβ

t f
(n) = f (n) presque partout. Le même raisonnement s'applique pour c

tDα
b .Pour les dérivées de Caputo, le théorème 2.1 s'applique dire
tement en appliquant 
ette fois les
onditions à f (n). Donnons par exemple le lemme suivant.Lemme 2.5. Soit α ∈ R+\N et n = [α] + 1.Si f ∈ ACn([a, b]), alors c

aDα
t f ∈ Lq([a, b]), ave
 1 ≤ q < 1

{α} .Démonstration. Comme f ∈ ACn([a, b]), f (n) ∈ L1([a, b]). D'après le théorème 2.1, aIn−α
t f ∈

Lq([a, b]), ave
 1 ≤ q < 1
1−(n−α) .Le résultat suivant est exa
tement le théorème 2.2 de [SKM93, p.39℄ et donne une 
onditionsu�sante d'existen
e pour les dérivées de Riemann-Liouville et les relie dans le même temps ave
 lesdérivées de Caputo.Théorème 2.3. Soit α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ ACn([a, b]). Alors aDα

t f et tDα
b f existent presquepartout et véri�ent :

aDα
t f(t) = c

aDα
t f(t) +

n−1∑

k=0

(t− a)k−α

Γ(k − α+ 1)
f (k)(a),

tDα
b f(t) = c

tDα
b f(t) +

n−1∑

k=0

(b− t)k−α

Γ(k − α+ 1)
f (k)(b).Donnons en�n quelques résultats élémentaires qui nous seront utiles pour la suite.Lemme 2.6. Soit α > 0, n = [α] + 1 et p ∈ N.1. Si f ∈ Cn([a, b]), alors c

aDα
t f ∈ C0

+([a, b]).2. Si f ∈ Cn
+([a, b]), alors aDα

t f = c
aDα

t f . En parti
ulier, aDα
t f ∈ C0

+([a, b]).3. Soit m ∈ N tel que m− 1 < α ≤ m. Si f ∈ Cm+p
+ ([a, b]), alors c

aDα
t f ∈ Cp

+([a, b]).Démonstration. 1. Puisque f (n) ∈ C0([a, b]), aIα
t f

(n) ∈ C0
+([a, b]) d'après le théorème 2.1.2. On utilise le résultat pré
édent et le théorème 2.3.



34 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnaires3. Si α ∈ N∗, c
aDα

t f(t) = f (α)(t) − f (α)(a) et c
aDα

t f ∈ Cp
+([a, b]). Sinon, soit 1 ≤ k ≤ p. Puisque

f (m) ∈ Ck
+([a, b]), d'après le lemme 2.1,

dk

dtk
c
aDα

t f =
dk

dtk
aIm−α

t f (m),

= aIm−α
t f (m+k).Étant donné que f (m+k) ∈ C0([a, b]), aIm−α

t f (m+k) ∈ C0
+([a, b]) d'après le théorème 2.1. Par
onséquent, c

aDα
t f ∈ Ck([a, b]) et dk

dtk
c
aDα

t f(a) = 0. De plus, c
aDα

t f(a) = 0 d'après le premierpoint. Finalement, c
aDα

t f ∈ Cp
+([a, b]).Ces résultats se transposent dire
tement aux dérivées à droite.Bien que les lemmes 2.1 et 2.6 soient évidents, nous n'en avons pas trouvé mention dans lalittérature. Dans [SKM93℄ les 
onditions sur les fon
tions sont parfois impli
ites, 
omme par exemple

f ∈ aIα
t (L1) (autrement dit, il faut trouver g ∈ L1 tel que f = aIα

t g) et l'ouvrage n'est pas orientésur le 
ara
tère dérivable des opérateurs. Or 
e sont justement 
es 
ritères qui nous intéressent i
i ;nous allons 
onsidérer par la suite des expressions du type
A(L)(x) =

∫ b

a
L

(
x(t),

dα

dtα
x(t), . . . ,

(
dα

dtα

)k

x(t)

)
dt,où L (le Lagrangien) est une fon
tion assez régulière (au moins 
ontinue), dα/dtα est une desdérivées fra
tionnaires présentée au-dessus et k ∈ N∗. La question est don
 : 
omment 
hoisir x et

dα/dtα pour que A(L)(x) existe ? Bien sûr, la réponse varie en fon
tion de la forme de L, mais 
ommenous nous sommes intéressés à la stru
ture générale des systèmes lagrangiens, nous avons gardé Lquel
onque. La réponse simple que nous avons 
hoisie est d'imposer
(
dα

dtα

)k

x ∈ C0([a, b]). (2.19)Les quelques lemmes fournis en se
tion 2.3 nous permettront de trouver des 
onditions su�santespour que (2.19) soit véri�ée. Il va sans dire que pour l'étude de Lagrangiens L parti
uliers, (2.19) estloin d'être optimale.Nous ne nous attardons pas sur la dérivée de Liouville, puisqu'il existe en fait une forme moinsrestri
tive, la dérivée de Mar
haud.2.2.2 Dérivée de Mar
haudNous reprenons i
i la présentation de [SKM93, p.109℄. Réé
rivons tout d'abord la dérivée deLiouville sous la forme
Dα

+ f(t) =
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ +∞

0
τn−1−αf(t− τ) dτ.Soit maintenant 0 < α < 1.
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tionnaires 35Si f ∈ C1(R) et s'il existe ε > 0 tel que |f ′(τ)| ∼
−∞

|τ |α−1−ε, alors par théorème de dérivation sousl'intégrale,
Dα

+ f(t) =
1

Γ(1 − α)

d

dt

∫ +∞

0
τ−αf(t− τ) dτ,

=
1

Γ(1 − α)

∫ +∞

0
τ−αf ′(t− τ) dτ,

=
α

Γ(1 − α)

∫ +∞

0

[∫ +∞

t
u−(1+α) du

]
f ′(t− τ) dτ,

=
α

Γ(1 − α)

∫ +∞

0
τ−(1+α) [f(t) − f(t− τ)] dτ. (2.20)Cette dernière expression fournit la dé�nition suivante.Dé�nition 2.14. Soit 0 < α < 1. La dérivée fra
tionnaire de Mar
haud à gau
he d'ordre α estdé�nie par

∀ t ∈ R, D
α
+f(t) =

α

Γ(1 − α)

∫ ∞

0
τ−(1+α) [f(t) − f(t− τ)] dτ.Notons tout d'abord que si f est assez régulière, alors les deux dé�nitions 
oïn
ident. Mais ladérivée de Mar
haud existe en fait sous des 
onditions plus générales. Par exemple, si f est unefon
tion 
onstante, D

α
+f = 0, alors que Dα

+ f n'est pas dé�nie.A�n de donner une 
ondition su�sante simple d'existen
e pour D
α
+f , nous introduisons la notionsuivante. Soit λ > 0. On dit qu'une fon
tion f : R → RN est lo
alement λ-höldérienne si

∀x ∈ R, ∃ η > 0, ∃ c > 0, ∀ y ∈ R, |x− y| ≤ η ⇒ ‖f(x) − f(y)‖ ≤ c|x− y|λ.Ainsi, il est 
lair que si f est bornée et lo
alement λ-höldérienne ave
 λ > α, alors D
α
+f est biendé�nie. Cette dérivée interviendra au 
hapitre 8.Ces résultats restent valables pour la dérivée de Mar
haud à droite, dé�nie de la manière suivante.Dé�nition 2.15. Soit 0 < α < 1. La dérivée fra
tionnaire de Mar
haud à droite d'ordre α est dé�niepar

∀ t ∈ R, D
α
−f(t) =

α

Γ(1 − α)

∫ ∞

0
τ−(1+α) [f(t) − f(t+ τ)] dτ.Pour α > 1, on utilise des di�éren
es �nies d'ordres supérieurs pour appro
her les dérivées de f .Par exemple, pour 1 < α < 2, la dérivée se
onde de f véri�e

f ′′(t) = lim
τ→0

f(t) − 2f(t− τ) + f(t− 2τ)

τ2
. (2.21)En suivant le même 
heminement que dans (2.20), on peut poser, pour 1 < α < 2,

D
α
+f(t) =

1

Γ(−α)

∫ +∞

0
τ−(1+α) [f(t) − 2f(t− τ) + f(y − 2τ)] dτ.Voir [SKM93, p.116℄ pour plus de détails.



36 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnaires2.2.3 Dérivée de Grünwald-LetnikovCette dé�nition se base aussi sur l'obtention de dérivées par di�éren
es �nies. Nous reprenons i
ila présentation de [DGP10℄.Soit f : R → RN . Pour tout h > 0, notons τh l'opérateur de translation à gau
he :
τhf(t) = f(t− h).On a ainsi

f ′(t) = lim
h→0

1

h
(f(t) − f(t− h)) = lim

h→0

1

h
(id− τh)f(t).En notant τ2

h = τh ◦ τh, on a : τ2
hf(t) = f(t− 2h).Con
ernant la dérivée se
onde,

f ′′(t) = lim
h→0

(
1

h
(id− τh)

)2

f(t),

= lim
h→0

1

h2

(id− 2τh + τ2
h

)
f(t),

= lim
h→0

1

h2

(
f(t) − 2f(t− h) + f(t− 2h)

)
,et l'on trouve bien (2.21).Plus généralement, la dérivée n-ième de f est donnée par

f (n)(t) = lim
h→0

1

hn
(id− τh)n f(t),

= lim
h→0

1

hn

n∑

k=0

(
n

k

)idn−k(−τh)kf(t),

= lim
h→0

1

hn

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(t− kh), (2.22)où (n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
. Il est possible d'étendre (n

k

) à k > n, en posant
(
n

k

)
= 0. La formule (2.22) devient alors

f (n)(t) = lim
h→0

1

hn

∞∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(t− kh).Là en
ore, on peut généraliser le terme de droite grâ
e à la fon
tion Gamma, en posant pour

α ∈ R+\N et k ∈ N, (
α

k

)
=

Γ(α+ 1)

Γ(k + 1)Γ(α − k + 1)
.Notons 
ette fois que (α

k

)
6= 0 même si k > α.Dé�nition 2.16. Soit α > 0. La dérivée de Grünwald-Letnikov à gau
he d'ordre α est dé�nie par

∀ t ∈ R, D̃α
+f(t) = lim

h→0+

1

hα

∞∑

k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh).



2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnaires 37En remarquant que lim
h→0+

1

h
(id− τ(−h))f(t) = −f ′(t), dérivée asso
iée au 
�té droit, on obtient ladérivée de Grünwald-Letnikov à droite.Dé�nition 2.17. Soit α > 0. La dérivée de Grünwald-Letnikov à droite d'ordre α est dé�nie par

D̃α
−f(t) = lim

h→0+

1

hα

∞∑

k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t+ kh).Dans [SKM93, p.382℄, il est prouvé que les dérivées de Grünwald-Letnikov et Mar
haud 
oïn
ident.La dérivée de Grünwald-Letnikov présente don
 un intérêt numérique évident. Si h est assez petit,l'évaluation dis
rète de 1

hα

∞∑

k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh) permet d'approximer la dérivée fra
tionnaire sur

R (de Mar
haud, voire de Liouville). Nous y reviendrons au 
hapitre 10.Par ailleurs, mentionnons qu'il est aussi possible de dé�nir les dérivées de Weyl 
omme ± d

dt
I(1−α)
±dans le 
as 0 < α < 1. Les intégrales de Riesz permettent elles aussi de dé�nir les di�érentiellesfra
tionnaires de Riesz (dans Rn). Voir [SKM93, p.498℄ pour plus de détails. Signalons en�n quele 
al
ul fra
tionnaire s'étend aux distributions. S
hwartz lui-même, dans son ouvrage de référen
e[S
h66℄, aborde 
e point. Voir [SKM93, p.145℄ et [Hil08℄ pour une présentation de 
e sujet.2.3 Propriétés des opérateurs fra
tionnairesUn des intérêts du 
al
ul fra
tionnaire est qu'il généralise aussi 
ertaines propriétés des dérivées etintégrales 
lassiques : la dérivée fra
tionnaire de l'intégrale du même ordre redonne l'identité, la dérivéed'une dérivée redonne sous 
ertaines 
onditions une dérivée, l'intégration par parties reste valable etles opérateurs fra
tionnaires se 
onjuguent très bien ave
 les transformées de Fourier et Lapla
e. Cettedernière propriété est omniprésente dans de nombreux domaines d'appli
ations présentés au 
hapitrepré
édent.2.3.1 Compositions entre opérateursFon
tions dé�nies sur [a, b]Nous donnons i
i toute une série de résultats sur la 
omposition entre opérateurs fra
tionnaires.On notera l'importan
e de l'ordre de 
omposition, du 
hoix de la dérivée et des 
lasses de fon
tions.En parti
ulier, la propriété de 
omposition des dérivées usuelles

dm

dtm
dn

dtn
=

dm+n

dtm+nne s'étend au 
as fra
tionnaire que pour des fon
tions dont les dérivées su

essives sont nulles au bord(sauf si m+ n ≤ 1).Lemme 2.7. Soit α > 0, β > 0 et f ∈ L1([a, b]). Alors
aIα

t aIβ
t f = aIα+β

t f.Démonstration. Voir [SKM93, p.34℄.Théorème 2.4. Soit α > 0 et f ∈ L1([a, b]). Alors
aDα

t aIα
t f = f.



38 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnairesDémonstration. Voir [SKM93, p.45℄.Lemme 2.8. Soit α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ ACn([a, b]). Alors
aIα

t
c
aDα

t f(t) = f(t) −
n−1∑

k=0

(t− a)k

k!
f (k)(a).Démonstration. Il su�t de remarquer que

aIα
t

c
aDα

t f = aIα
t aIn−α

t f (n),

= aIn
t f

(n),d'après le lemme 2.7 et d'utiliser la formule de Taylor ave
 reste intégral à l'ordre n− 1.Remarquons que des formules pour aIα
t aDα

t f et c
aDα

t aIα
t f existent, mais elles font apparaîtredes termes de bords plus 
omplexes et les 
onditions sur f sont plus déli
ates (voir [SKM93, p.45℄pour le premier 
as).Lemme 2.9. Soit 0 < α < 1 et f ∈ AC([a, b]). Alors

aIα
t aDα

t f = aDα
t aIα

t f = f.Démonstration. Il su�t de prouver que aIα
t aDα

t f = f , l'autre égalité relevant du théorème pré-
édent. D'après le théorème 2.4 de [SKM93, p.45℄, il su�t de montrer que aI1−α
t f ∈ AC([a, b]) et

aI1−α
t f(a) = 0. Cela est immédiat d'après les points 7 et 8 du théorème 2.1.Théorème 2.5. Soit 0 < α < β et f ∈ L1([a, b]). Alors

aDα
t aIβ

t f = aIβ−α
t f.Démonstration. Voir [SKM93, p.46℄.Con
ernant la 
omposition entre dérivées, 
ommençons par remarquer que si p ∈ N, α > 0 et

n = [α] + 1,
dp

dtp
aDα

t =
dp+n

dtp+n aIn−α
t ,

=
dp+n

dtp+n aI(p+n)−(p+α)
t ,

= aDp+α
t .De même,

c
aDα

t

dp

dtp
= c

aDα+p
t .Dans [SKM93, p.46℄ on trouve un théorème sur la 
omposition de dérivées qui fait intervenirdes 
onditions impli
ites sur f . Nous proposons i
i un résultat moins général, mais qui fournit une
ondition su�sante expli
ite sur f .Lemme 2.10. Soit α > 0, β > 0, m = [α] + 1, n = [β] + 1 et p = [α+ β] + 1.Si f ∈ Cp

+([a, b]), alors
aDα

t aDβ
t f = aDα+β

t f.Le résultat reste valable si l'on rempla
e un nombre quel
onque de dérivées de Riemann par des dérivéesde Caputo. Par exemple,
c
aDα

t aDβ
t f = c

aDα+β
t f.



2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnaires 39Démonstration. Tout d'abord, aDβ
t f = c

aDβ
t f d'après le point 2 du lemme 2.6, 
ar f ∈ Cn

+([a, b]).Par 
onséquent,
aIm−α

t aDβ
t f = aIm−α

t aIn−β
t f (n),

= aIm+n−(α+β)
t f (n), (2.23)d'après le lemme 2.7, utilisé ave
 f (n) ∈ L1([a, b]). Comme f ∈ Cn

+([a, b]), d'après le lemme 2.1,
aIm+n−(α+β)

t f (n) =
dn

dtn
aIm+n−(α+β)

t f. (2.24)Étant donné que m + n − 2 ≤ α + β < m + n, p = m + n ou p = m + n − 1. Comme de plus
f ∈ Cp

+([a, b]), aDα+β
t f = c

aDα+β
t f .� Si p = m+ n,

aDα+β
t f =

dp

dtp
aIp−(α+β)

t f,

=
dm

dtm

(
dn

dtn
aIm+n−(α+β)

t f

)
,

=
dm

dtm
aIm−α

t aDβ
t f d'après (2.23) et (2.24),

= aDα
t aDβ

t f.� Si p = m+ n− 1,
aIm−α

t aDβ
t f =

dn

dtn
aIp+1−(α+β)

t f,

=
dn−1

dtn−1

(
d

dt
aIp+1−(α+β)

t f

)
,

=
dn−1

dtn−1 aIp−(α+β)
t f,d'après le théorème 2.5. On a don
 :

aDα+β
t f =

dp

dtp
aIp−(α+β)

t f,

=
dm

dtm

(
dn−1

dtn−1 aIp−(α+β)
t f

)
,

=
dm

dtm
aIm−α

t aDβ
t f,

= aDα
t aDβ

t f.Finalement, 
omme f ∈ Cn
+([a, b]), aDβ

t f ∈ Cm
+ ([a, b]) (d'après les points 2 et 3 du lemme 2.6) et

f ∈ Cp
+([a, b]), on peut rempla
er respe
tivement aDβ

t , aDα
t et aDα+β

t par c
aDβ

t , c
aDα

t et c
aDα+β

t .L'extension suivante nous sera utile par la suite.Corollaire 2.1. Soit 0 < α < 1, k ∈ N∗ et f ∈ Ck
+([a, b]). Alors

( c
aDα

t )k f = c
aDαk

t f.Démonstration. On pro
ède par ré
urren
e en utilisant le lemme pré
édent.



40 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnairesNous aurons en�n besoin d'un résultat plus �n pour k = 2, où l'on n'impose plus de 
onditionsinitiales nulles.Lemme 2.11. Soit 0 < α < 1 et f ∈ AC2([a, b]). Alors :� si 0 < α < 1/2, c
aDα

t
c
aDα

t f = c
aD2α

t f ,� si α = 1/2, c
aD

1/2
t

c
aD

1/2
t f = f ′,� si 1/2 < α < 1, c

aDα
t

c
aDα

t f(t) = c
aD2α

t f(t) +
(t− a)1−2α

Γ(2 − 2α)
f ′(a).Démonstration. Comme f ′ ∈ AC([a, b]), c

aDα
t f = aI1−α

t f ′ ∈ AC([a, b]) et c
aDα

t f(a) = 0. Par
onséquent, d'après le théorème 2.3,
c
aDα

t
c
aDα

t f = aDα
t

c
aDα

t f.Ainsi,
c
aDα

t
c
aDα

t f =
d

dt
aI1−α

t aI1−α
t f ′,

=
d

dt
aI2−2α

t f ′.� Si 0 < α < 1/2,
d

dt
aI2−2α

t f ′(t) =
d

dt
aI1−2α

t (f(t) − f(a))

= aD2α
t h(t),où h(t) = f(t)−f(a). Puisque h ∈ C1

+([a, b]), aD2α
t h = c

aD2α
t h. Finalement, c

aD2α
t h = c

aD2α
t f ,puisque h′ = f ′.� Si α = 1/2, d

dt
I2−2α

+ f ′(t) =
d

dt
[f(t) − f(a)] = f ′(t).� Si 1/2 < α < 1,

d

dt
I2−2α

+ f ′(t) = aD2α−1
t f ′(t)

= c
aD2α−1

t f ′(t) +
(t− a)1−2α

Γ(2 − 2α)
f ′(a),d'après le théorème 2.3 appliqué à f ′ ∈ AC([a, b]). Finalement,

c
aDα

t
c
aDα

t f(t) = c
aD2α

t f(t) +
(t− a)1−2α

Γ(2 − 2α)
f ′(a).Là en
ore, tous 
es résultats s'étendent dire
tement pour les opérateurs à droite.Fon
tions dé�nies sur RCes dérivées n'étant presque pas intervenues dans notre travail, nous nous 
ontentons i
i de re-produire 
ertains résultats tirés de [SKM93℄.Soit α > 0, β > 0 et p ∈ [1,+∞[.Lemme 2.12. Si f ∈ Lp(R), ave
 α+ β < 1/p, alors

Iα
+ Iβ

+ f = Iα+β
+ f.



2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnaires 41Démonstration. Voir [SKM93, p.96℄.Lemme 2.13. Si f ∈ Lp(R), alors :� Pour la dérivée de Mar
haud, D
α
+ Iα

+ f = f si 1 ≤ p < 1/α,� Pour 
elle de Liouville, Dα
+ Iα

+ f = f si p = 1.Démonstration. Voir [SKM93, p.110℄.Là en
ore, la dérivée de Mar
haud s'avère être plus adaptée que 
elle de Liouville.2.3.2 Formules d'intégration par partiesLa formule d'intégration par parties est une des propriétés extensible aux opérateurs fra
tionnaires,mais là en
ore sous 
ertaines restri
tions. C'est i
i qu'apparaissent inévitablement les opérateurs àdroite.Fon
tions dé�nies sur [a, b]Comme dans le paragraphe pré
édent, l'intégration ne pose pas de problème, 
'est la dérivationqui né
essite 
ertaines restri
tions. Notons � ·� le produit s
alaire usuel sur RN .Lemme 2.14. Soit α > 0, f ∈ Lp([a, b]) et g ∈ Lq([a, b]) telles que 1
p + 1

q < 1 + α. Alors
∫ b

a
f(t) · aIα

t g(t) dt =

∫ b

a
tIα

b f(t) · g(t) dt.Démonstration. Voir [SKM93, p.34℄.Dans [SKM93, p.46℄ apparaît une formule analogue pour les dérivées, mais 
omme elle requiertplusieurs 
onditions sur f , nous préférons donner i
i une version simpli�ée ave
 des 
onditions expli-
ites.Corollaire 2.2. Soit α > 0 et n ∈ N tels que n − 1 < α ≤ n. Soit f ∈ ACn([a, b]) et g ∈ Cn
0 ([a, b]).Alors

∫ b

a
f(t) · aDα

t g(t) dt =

∫ b

a
tDα

b f(t) · g(t) dt,
∫ b

a
f(t) · tDα

b g(t) dt =

∫ b

a
aDα

t f(t) · g(t) dt.Démonstration. Si α ∈ N∗, on retrouve la formule d'intégration par parties 
lassique itérée α fois.Sinon, 
omme g ∈ Cn
0 ([a, b]), g(n) ∈ Lp([a, b]) ave
 p > 1/α et aDα

t g = c
aDα

t g. De plus, f ∈
ACn([a, b]), don
 f (n) ∈ L1([a, b]) et le lemme 2.14 s'applique :

∫ b

a
f(t) · aDα

t g(t) dt =

∫ b

a
f(t) · aIn−α

t g(n)(t) dt,

=

∫ b

a
tIn−α

b f(t) · g(n)(t) dt.De plus, pour tout 0 ≤ k ≤ n − 1, g(k)(a) = g(k)(b) = 0. Ainsi, en itérant n fois la formuled'intégration par parties 
lassique, au
un terme de bords n'apparaît et
∫ b

a
f(t) · aDα

t g(t) dt = (−1)n
∫ b

a

dn

dtn
tIn−α

b f(t) · g(t) dt,

=

∫ b

a
tDn−α

b f(t) · g(t) dt.



42 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnairesOn pro
ède de même pour l'autre relation.Remarque 2.3. L'asymétrie entre f et g est volontaire : par la suite, f sera une traje
toire et gune variation. S'il semble raisonnable d'imposer des 
onditions nulles aux bords pour la se
onde, il neserait physiquement pas a

eptable de le faire pour la première.Fon
tions dé�nies sur RLemme 2.15. Soit α > 0, f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R) telles que p > 1, q > 1 et 1
p + 1

q = 1 + α. Alors
∫

R

f(t) · Iα
+ g(t) dt =

∫

R

Iα
− f(t) · g(t) dt.Démonstration. Voir [SKM93, p.96℄.2.3.3 Transformations intégralesLes propriétés suivantes sont largement utilisées dans la résolution d'équations di�érentielles fra
-tionnaires, en a
oustique, 
ontr�le des systèmes, traitement d'images, et
. En fait, dans 
es 
as, lesopérateurs fra
tionnaires apparaissent d'abord dans les domaines fréquentiels et 
e n'est que dansun deuxième temps qu'ils sont réinterprétés dans le domaine temporel à l'aide des dé�nitions de 
e
hapitre.Transformée de FourierLa transformée de Fourier d'une fon
tion f ∈ L1(R) peut-être dé�nie par

∀ω ∈ R, F [f ](ω) =

∫

R

e−iωtf(t) dt.Soit n ∈ N. Si f ainsi que toutes 
es dérivées jusqu'à l'ordre n sont intégrables, alors
F [f (n)](ω) = (iω)nF [f ](ω). (2.25)Ce résultat se généralise aux opérateurs fra
tionnaires dé�nis sur R.Lemme 2.16. Soit 0 < α < 1 et f ∈ L1(R). Alors

F [ Iα
± f ](ω) = (±iω)−αF [f ](ω).Démonstration. Voir [SKM93, p.138℄.Corollaire 2.3. Soit α > 0 et n = [α]+1. Soit f ∈ L1(R) telle que pour tout 1 ≤ k ≤ n, Dk+α−n

± f ∈
L1(R). Alors

F [ Dα
± f ](ω) = (±iω)αF [f ](ω).Démonstration. D'après le lemme 2.16,

F [ In−α
± f ](ω) = (±iω)α−nF [f ](ω).Comme pour tout 1 ≤ k ≤ n, dk

dtk
In−α

+ f = Dk+α−n
+ f ∈ L1(R), on peut utiliser (2.25) :

F [ Dα
+ f ](ω) = (iω)nF [ In−α

+ f ](ω),

= (iω)αF [f ](ω).



2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnaires 43De même, pour tout 1 ≤ k ≤ n, dk

dtk
In−α
− f = (−1)k Dk+α−n

− f ∈ L1(R), don

F [ Dα

− f ](ω) = (−1)n(iω)nF [ In−α
− f ](ω),

= (−iω)αF [f ](ω).Transformée de Lapla
eOn dit qu'une fon
tion réelle f : R+ → RN est à 
roissan
e sous-exponentielle si
∃A > 0, ∃ s0 ∈ R, ∃ t0 > 0, ∀ t > t0, |f(t)| ≤ Aes0t.Si f ∈ L1

loc(R
+) est à 
roissan
e sous-exponentielle, rappelons que sa transformée de Lapla
e estdé�nie par

∀ s > s0, L[f ](s) =

∫ ∞

0
e−st f(t) dt.Pour n ∈ N, si f ∈ Cn(R+) est à 
roissan
e sous-exponentielle, alors

∀ s > s0, L[f (n)](s) = snL[f ](s) −
n−1∑

k=0

sn−k−1f (k)(0). (2.26)L'extension au 
as fra
tionnaire s'e�e
tue 
ette fois ave
 les opérateurs fra
tionnaires à supportsminorés par 0.Lemme 2.17. Soit α > 0 et f ∈ L1
loc(R

+) à 
roissan
e sous-exponentielle. Alors
∀ s > s0, L[ 0Iα

t f ](s) = s−αL[f ](s).Démonstration. Voir [SKM93, p.140℄.Lemme 2.18. Soit α > 0 et n = [α] + 1. Soit f ∈ Cn
+(R+) à 
roissan
e sous-exponentielle. Alors

∀ s > s0, L[ 0Dα
t f ](s) = sαL[f ](s).Démonstration. Voir [SKM93, p.141℄.On remarque qu'i
i f doit avoir des 
onditions nulles au bord, 
e qui peut paraître assez restri
tifpour les appli
ations. C'est en fait la dérivée de Caputo qui est la plus adaptée pour la transforméede Lapla
e.Lemme 2.19. Soit α > 0 et n = [α] + 1. Soit f ∈ Cn(R+) à 
roissan
e sous-exponentielle. Alors

∀ s > s0, L[ c
0Dα

t f ](s) = sαL[f ](s) −
n−1∑

k=0

sα−k−1f (k)(0). (2.27)Démonstration. On applique le lemme 2.17 à f (n), puis on utilise (2.26) :
L[ c

0Dα
t f ](s) = L[ 0In−α

t f (n)](s),

= sα−nL[f (n)](s),

= sα−n

[
snL[f ](s) −

n−1∑

k=0

sn−k−1f (k)(0)

]
,

= sαL[f ](s) −
n−1∑

k=0

sα−k−1f (k)(0).



44 2. Définitions et propriétés des opérateurs fra
tionnairesNous venons de voir les prin
ipales propriétés des opérateurs fra
tionnaires. Plusieurs des résultatsprouvés i
i peuvent être retrouvés dans [CI10℄. On remarquera l'absen
e de généralisation pour ladérivée du produit et de la 
omposition de deux fon
tions. Ces 
ara
téristiques de la dérivée 
lassiquepassent e�e
tivement mal au fra
tionnaire. Quelle que soit la dé�nition utilisée et même ave
 desrestri
tions sur les fon
tions,
dα

dtα
(f · g) 6= dα

dtα
(f) · g + f · d

α

dtα
(g),

dα

dtα
(f ◦ g) 6= dα

dtα
f(g) · g′.La dérivée fra
tionnaire n'est don
 pas une dérivation au sens stri
t du terme (il faudrait qu'elle véri�ela première propriété) ! Des formules ont été proposées dans les deux 
as, mais leur 
omplexité lesrend di�
ilement utilisables en pratique.Par ailleurs, fa
e aux di�érentes dé�nitions d'opérateurs, une question semble inévitable : laquelle
hoisir ? À l'heure a
tuelle, au
une ne semble prédominer. Il semblerait que 
haque dé�niton présenteson avantage et que le 
hoix dépende �nalement du système étudié. Gageons que lorsque les 
onnexionsde 
e formalisme ave
 des systèmes 
on
rets gagneront en intensité et en pré
ision, un 
onsensusarrivera peut-être à se dégager.À travers les di�érentes dé�nitions présentées dans 
e 
hapitre, on peut remarquer que 
ontraire-ment à la dérivée usuelle, les dérivées fra
tionnaires ne sont jamais lo
ales, 
'est-à-dire que pour unefon
tion f , leurs évaluations en t ne dépendent pas seulement de f(τ), pour τ au voisinage de t. Lesdérivées � ainsi que d'ailleurs les intégrales � à gau
he dépendent au 
ontraire de tout le �passé� dela fon
tion (f(τ) pour τ < t), alors que leurs 
ontreparties à droite font intervenir le �futur� (f(τ)pour τ > t). C'est justement grâ
e à 
ette propriété de non-lo
alité que des phénomènes à mémoireslongues peuvent être modélisés.D'un point de vue physique, seuls les opérateurs à gau
he semblent pertinents. E�e
tivement, s'ilsemble naturel que le présent résulte du passé, le fait que le futur détermine le présent relève plut�tde la s
ien
e-�
tion ! En pratique, 
e sont e�e
tivement 
es opérateurs �passé� qui sont utilisés. Nousverrons toutefois que les opérateurs à droite apparaissent inévitablement dans le prin
ipe de moindrea
tion, pourtant à la base de toute la physique fondamentale. La résolution de 
e paradoxe a 
onstituéune partie importante de notre re
her
he et fera l'objet de la se
tion 5.1.
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Deuxième partiePlongements fra
tionnaires des systèmeslagrangiens
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Chapitre 3Systèmes lagrangiens et hamiltoniensAve
 le 
al
ul fra
tionnaire, 
'est le prin
ipe de moindre a
tion qui a 
onstitué l'un des deuxprin
ipaux outils de notre re
her
he. Plus pré
isément, une grande part de 
elle-
i a 
onsisté à in
lurele premier dans le se
ond. Dès sa naissan
e, 
e prin
ipe a soulevé des questions qui dépassent le
adre s
ienti�que et qui se manifestent de manière peut-être en
ore plus frappante ave
 l'introdu
tionde dérivées fra
tionnaires. Il nous a don
 semblé opportun de 
ommen
er par donner un rapidehistorique et quelques 
onsidérations générales sur 
et énon
é. Nous présentons ensuite sa formulationmathématique, à travers les systèmes lagrangiens puis les systèmes hamiltoniens.3.1 À propos du prin
ipe de moindre a
tionNous nous appuyons i
i sur l'ouvrage de Martin-Robine [MR06℄, notamment pour les 
itations.Toutes les théories physiques du xxe siè
le s'appuient sur le prin
ipe de moindre a
tion, queMaupertuis énonça ainsi en 1744 :La Nature agit toujours par les voies les plus simples et les plus 
ourtes.Cet énon
é universel et déroutant possède une histoire ri
he en tumultes et questionnements qui,d'après [MR06℄, semble débuter au ier siè
le après J.-C. à Alexandrie ave
 Héron. Cet ingénieur etmathémati
ien, en s'intéressant à la ré�exion de rayons lumineux sur des miroirs, a�rme que 
eux-
i �
her
hent à se dépla
er sur la ligne la plus 
ourte�. Pour la première fois apparaît un prin
iped'é
onomie et de simpli
ité de la nature. Bien plus tard, en 1638, on trouve 
hez Galilée la phrasesuivante :Dans 
ette étude du mouvement naturellement a

éléré, nous avons été 
onduit 
ommepar la main en observant la règle que suit habituellement la nature dans toutes ses autresopérations où elle a 
outume d'agir en employant les moyens les plus ordinaires, les plussimples, les plus fa
iles.C'est d'abord à travers l'optique géométrique que 
e prin
ipe d'é
onomie va se développer. Tout
omme Galilée, Des
artes souhaite rompre ave
 la vision métaphysique de la s
ien
e, en 
her
hant às'appuyer sur les mathématiques pour déterminer les 
auses e�
ientes des phénomènes physiques.Arrêtons-nous un instant sur 
e terme. Aristote distinguait quatre sortes de 
auses : matérielle,formelle, e�
iente et �nale. Nous nous 
ontentons de donner un exemple illustratif simple, tiré de[MR06℄ : la 
haise. La 
ause matérielle de 
elle-
i est le bois dont elle est faite, sa 
ause formelle est leplan réalisé par le menuisier, sa 
ause e�
iente le travail du menuisier ainsi que l'a
tion de ses outils,et la 
ause �nale est d'être un objet destiné à s'asseoir. Pour le philosophe gre
, la 
ause �nale est laplus importante ; selon sa 
on
eption du monde, tous les 
orps terrestres, issus du mélange des quatreéléments fondamentaux (terre, eau, air, feu) qui se trouvaient à l'origine dans des sphères séparées,se dépla
ent a�n de retrouver leurs sphères originelles.



50 3. Systèmes lagrangiens et hamiltoniensDes
artes publie en 1637 son Dis
ours de la méthode, suivi notamment d'un volet intitulé La Diop-trique. Dans 
e dernier, il détermine les lois de la ré�exion et de la réfra
tion de l'optique géométrique,à partir de raisonnements par analogies. Toutefois, 
e mode de pensée ne satisfait pas Fermat qui, àpartir de la même année, 
her
he à déterminer 
es deux lois d'une autre manière, en s'appuyant surle prin
ipe que �la nature agit toujours par les voies les plus simples et les plus 
ourtes�. Commen
ealors une virulente 
ontroverse entre Des
artes puis ses 
ontinuateurs, et Fermat, dûe au fait que leprin
ipe de 
e dernier invoque des 
auses �nales pour le mouvement, desquelles Des
artes 
her
hejustement à se déta
her. E�e
tivement 
e prin
ipe stipule qu'un objet se mouvra de telle manière etnon d'une autre a�n d'�é
onomiser la nature�. Tout 
omme Aristote, Fermat semble don
 prêter aumouvement un dessein. En parti
ulier, l'état présent d'un système semble déterminé par son futur !Cette vision �naliste du monde peut nous sembler à l'heure a
tuelle bien surprenante. D'ailleurs, laphysique moderne suit Des
artes et ne retient que les 
auses e�
ientes pour dé
rire les phénomènesphysiques. Toutefois, à 
ette époque, nombreux étaient 
eux qui, tel Leibniz vers 1694, voyaient dansles 
auses �nales une justi�
ation de la puissan
e divine :[...℄ J'ai 
outume de dire qu'il y a, pour parler ainsi, deux règnes dans la nature 
orporellemême qui se pénètrent sans se 
onfondre et sans s'empê
her : le règne de la puissan
e [di-vine℄, suivant lequel tout peut s'expliquer mé
aniquement par les 
auses e�
ientes, lorsquenous en pénétrons l'intérieur ; et aussi le règne de la sagesse [divine℄, suivant lequel toutpeut s'expliquer ar
hite
toniquement, pour ainsi dire, par les 
auses �nales, lorsque nousen 
onnaissons assez les usages. Et 
'est ainsi que l'on peut dire ave
 Lu
rè
e, que lesanimaux voient par
e qu'ils ont des yeux : mais aussi que les yeux leur ont été donnéspour voir [...℄.Finalement, �n 1661, Fermat détermine 
es deux lois à l'aide de son prin
ipe... et retombe à sagrande surprise sur 
elles de Des
artes ! Les 
ritiques ne se font pas attendre, ave
 notamment unelettre du 
artésien Clerselier de 1662 qui vise à démontrer l'absurdité du raisonnement de Fermat surla réfra
tion. En voi
i l'idée, illustrée par la �gure 3.1.Si l'on 
onsidère un rayon lumineux se propageant dans l'air (d'indi
e n1) selon la ligne droiteAB, pourquoi, à la ren
ontre du verre (d'indi
e n2 > n1), 
hangerait-il brusquement de dire
tion pouraller atteindre un point C, tel que la durée totale de son trajet soit la plus 
ourte possible ? De plus,une fois en B, pourquoi 
hoisirait-il le point C plut�t que le point I, alors que les temps de trajetssont identiques ? Il faudrait supposer que le trajet �se souvint qu'il est parti du point A ave
 ordred'aller 
her
her, à la ren
ontre de 
et autre milieu, le 
hemin qu'il pût par
ourir en moins de tempspour de là arriver en C : 
e qui, à vrai dire, est imaginaire et nullement fondé en physique�.Remarque 3.1. Le 
er
le de la �gure, sur lequel se trouvent les points C et I, indique qu'il faut lemême temps pour aller de B à C que de B à I.Le point de vue de Clerselier, qui semble tout à fait justi�é, s'appuie sur une vision lo
ale de ladynamique : le trajet se réalise petit à petit et le point C n'est don
 pas �xé. Au 
ontraire, Fermat
onsidère le trajet de manière globale, 
omme s'il s'était déjà réalisé et suppose �xé le point C. Lemouvement ne peut don
 plus être dé
omposé en 
hemins plus 
ourts et indépendants. Ces deuxvisions ne sont don
 pas vraiment 
ontradi
toires, mais plut�t disjointes. L'appro
he de Des
artes
onsidère le phénomène à l'instant t, lo
alement pourrait-on dire, alors que le prin
ipe de Fermat, en
onsidérant le problème sur tout l'intervalle d'étude, globalement, se positionne a posteriori, 
ommesi l'évolution du système s'était déjà produite. L'aspe
t �naliste du prin
ipe de moindre a
tion résideainsi dans l'anti
ipation de l'état �nal pour dé�nir le trajet.Nous pouvons reformuler les di�éren
es de points de vues de la manière suivante. Considérons letrajet d'un rayon lumineux issu de A(0, yi), sur une longueur xf . Soit y(x) l'ordonnée du rayon àl'ab
isse x ; y(0) = yi. Des
artes et Fermat 
her
hent tous deux à 
onnaître y(x) pour tout x ∈ [0, xf ].L'appro
he de Des
artes suppose 
onnu θ1 et 
her
he à déterminer en parti
ulier l'ordonnée �nale
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Fig. 3.1 � Réfra
tion d'un rayon lumineux.en xf , y(xf ) = yf , alors que la vision de Fermat suppose 
onnu le point d'arrivée yf et 
her
he àdéterminer θ1. De manière synthétique, on pourrait dire que le premier 
her
he yf (θ1), alors que lese
ond s'intéresse à θ1(yf ).Remarque 3.2. L'aspe
t �naliste du prin
ipe de Fermat pourrait être nuan
é en 
onférant à yf unstatut �virtuel� ; l'état futur yf existe 
ertes, mais reste un paramètre libre, indéterminé. Tout se passe
omme si le prin
ipe de moinde a
tion �testait� tous les futurs possibles yf , 
ette variable ne prenantson statut �réel� qu'une fois le mouvement terminé.Fermat �nira par se retirer de 
e débat entamé 25 ans auparavant. C'est ensuite Maupertuis quireprend et pré
ise les travaux de Fermat en 1744, en a�rmant que la lumière ne suit ni le 
hemainle plus 
ourt, ni 
elui pour lequel le temps est le plus 
ourt : �le 
hemin qu'elle tient est 
elui parlequel la quantité d'a
tion est la moindre�. Si 
ette quantité reste assez mal déterminée, elle fait deMaupertuis le père du prin
ipe de moindre a
tion.Remarque 3.3. Même dans les théories modernes, il n'existe pas à notre 
onnaissan
e de 
ritèresystématique permettant de 
onstruire l'a
tion. De 
e que nous avons pu voir, la méthode 
onsistesouvent à en 
her
her la forme la plus simple (respe
tant 
ertains 
ritères d'invarian
es) permettantde rendre 
ompte des phénomènes observés. L'interprétation physique de l'a
tion ne semble pas nonplus aisée, 
elle-
i n'est en parti
ulier pas égale à l'énergie du système.Si pour Maupertuis aussi la re
her
he de tels prin
ipes universels a pour but d'apporter les preuvesde l'existen
e de Dieu, il n'en demeure pas moins que 
es énon
és doivent reposer sur des basesmathématiques solides. C'est Euler qui, le premier, va y 
ontribuer. En 
onta
t ave
 Maupertuis, ilétend notamment le prin
ipe de moindre a
tion dès 1745 à la détermination des traje
toires de 
orpssoumis à des for
es 
entrales.



52 3. Systèmes lagrangiens et hamiltoniensLagrange, ensuite, développe le 
al
ul des variations en 1755, en s'appuyant sur les travaux d'Euler.Il fournit ainsi un outil e�
a
e pour résoudre les problèmes de maxima et minima. D'abord ferventpartisan du prin
ipe de moindre a
tion, il le 
onsidère 
omme la �
lé universelle de tous les problèmes�.Cependant, en 1762, il propose un autre formalisme pour étudier le mouvement des 
orps, exempt detoute vision �naliste et défend �nalement 
ette nouvelle méthode, moins dérangeante, pour reléguerle prin
ipe de moindre a
tion au statut de 
orollaire.Il faut ensuite attendre 1827 pour que le prin
ipe de moindre a
tion réapparaisse, lorsque Hamiltonsouhaite 
onstruire une nouvelle formulation synthétique de l'optique. Lui aussi le 
onsidère 
ommeune loi physique fondamentale, mais 
ette fois sans signi�
ation théologique. L'astronome développealors son propre formalisme basé sur 
elui de Lagrange et, après l'optique, l'étend à la dynamique dessystèmes en général.Le xxe siè
le sera en�n 
elui du 
ouronnement du prin
ipe de moindre a
tion. En 1924, De Bro-glie pose les fondements de la mé
anique ondulatoire (dualité onde/
orpus
ule) grâ
e au prin
ipe demoindre a
tion. Ensuite, Feynman jette en 1942 les bases de l'éle
trodynamique quantique en s'ap-puyant sur une formulation variationnelle de l'éle
tromagnétisme et réinterprète l'a
tion lagrangienne
omme asso
iée à une densité de probabilité sur les traje
toires possibles : 
elle qui sera 
hoisie sera
elle possédant l'a
tion minimale. Grâ
e 
ette vision probabiliste, le 
ontenu �naliste du prin
ipe demoindre a
tion disparaît.Toutefois, au moins en mé
anique ma
ros
opique, 
et outil semble rester à l'heure a
tuelle toujoursaussi dérangeant1. En 1902, Poin
aré é
rivait :L'énon
é du prin
ipe de moindre a
tion a quelque 
hose de 
hoquant pour l'esprit. Pourse rendre d'un point à un autre, une molé
ule matérielle, soustraite à l'a
tion donnée detoute for
e, mais assujettie à se mouvoir sur une surfa
e, prendra la ligne géodésique,
'est-à-dire le 
hemin le plus 
ourt. Cette molé
ule semble 
onnaître le point où on veut lamener, prévoir le temps qu'elle mettra à l'atteindre en suivant tel ou tel 
hemin, et 
hoisirensuite le 
hemin le plus 
onvenable. L'énon
é nous la présente pour ainsi dire 
ommeun être animé et libre. Il est 
lair qu'il vaudrait mieux le rempla
er par un énon
é moins
hoquant, et où, 
omme diraient les philosophes, les 
auses �nales ne sembleraient pas sesubstituer aux 
auses e�
ientes.Il sous semble don
 tout à fait saisissant que non seulement 
et énon
é n'ait pas été rempla
é,mais qu'au 
ontraire il se soit imposé 
omme outil fondamental de la physique moderne (mé
anique
éleste, relativités restreinte et générale, éle
trodynamique quantique, 
hromodynamique quantique,théorie des 
ordes, et
), elle dont l'obje
tif est paradoxalement de trouver les 
auses e�
ientes desphénomènes qui nous entourent.Nous reviendrons sur 
es questions au 
hapitre 5, où les dérivées fra
tionnaires feront expli
itementapparaître des problèmes de 
ausalité.3.2 Systèmes lagrangiensPar dé�nition, un système lagrangien est un système possédant une a
tion dont les minima,d'après le prin
ipe de moindre a
tion, déterminent le mouvement. La méthode s'appuie sur le 
al
uldes variations, initié 
omme on l'a vu par Lagrange, et maintenant tout à fait 
ourant. La présentationque nous donnons i
i di�ère légèrement dans les notations a�n de se prêter au mieux à l'utilisationque nous en ferons ultérieurement. Nous pourrons ensuite déterminer les extrema de l'a
tion, quifourniront �nalement l'équation fondamentale d'Euler-Lagrange.1Pré
isons toutefois que 
'est uniquement l'aspe
t �naliste du prin
ipe de moindre a
tion qui est déroutant, etnon le fait qu'il émette une hypothèse sur la nature. Toute théorie physique s'appuie en e�et sur des postulats, quirestent valides jusqu'à 
e qu'une expérien
e vienne éventuellement les in�rmer ; l'hypothèse qu'il n'existe pas de vitessesupérieure à 
elle de la lumière en est un exemple.



3. Systèmes lagrangiens et hamiltoniens 53La présentation que nous donnons se base sur [Ave83℄ et [Cre07℄. La di�éren
e ave
 l'appro
hetraditionnelle est que l'a

ent est mis i
i sur l'espa
e des variations, 
ar 
elui-
i a joué un r�le importantdans notre travail. Nous nous sommes aussi appuyé sur l'ouvrage [Arn89℄ qui demeure la référen
esur la mé
anique lagrangienne et hamiltonienne.3.2.1 Cal
ul des variationsSoit A un espa
e ve
toriel, B un sous-espa
e de A et f : A→ R.Dé�nition 3.1. Soit x ∈ A. La fon
tion f présente un B-minimum (respe
tivement un B-maximum)en x si pour tout h ∈ B, f(x+ h) ≥ f(x) (respe
tivement f(x+ h) ≤ f(x)).La fon
tion f présente un B-extremum en x si elle possède un B-minimum ou un B-maximumen x.Dé�nition 3.2. Soit x ∈ A. La fon
tion f est B-di�érentiable en x s'il existe une fon
tion linéaire
h 7→ df(x, h) telle que

∀h ∈ B, ∀ ε > 0, f(x+ εh) = f(x) + εdf(x, h) + o(ε).Dé�nition 3.3. Soit x ∈ A. On suppose que f est B-di�érentiable en x. Le point x est une B-extrémale de f si pour tout h ∈ B, df(x, h) = 0.Ave
 
es dé�nitions, la 
ondition né
essaire 
lassique pour un extremum reste valable.Lemme 3.1. Soit x ∈ A. On suppose que f est B-di�érentiable en x. Si f présente un B-extremumen x ∈ A, alors x est une B-extrémale de f .Démonstration. Considérons le 
as d'un B-minimum.Soit h ∈ B. Pour tout ε > 0, εh ∈ B, et f(x+ εh) ≥ f(x). Par 
onséquent, df(x, h) ≥ 0.De plus, pour tout ε > 0, −εh ∈ B, don
 f(x + ε(−h)) = f(x − εh) ≥ f(x). Puis df(x,−h) ≥ 0.Comme df(x,−h) = −df(x, h), on en 
on
lut que df(x, h) = 0.Remarque 3.4. L'hypothèse que B soit un espa
e ve
toriel prend son importan
e dans 
e lemme,a�n que −εh ∈ B.Remarque 3.5. La ré
iproque de 
e lemme est fausse. La dénomination "malheureuse" d'extrémaledans la dé�nition 3.3 peut être expliquée par le fait que dans de nombreux problèmes d'optimisation,la 
ondition né
essaire df(x, h) = 0 
onstitue une première étape plus fa
ilement réalisable que la
ondition su�sante et fournit de manière pré
ise des extrema possibles. De plus, elle s'avère souventêtre en pratique une 
ondition su�sante.3.2.2 Équation d'Euler-LagrangeNous sommes maintenant en mesure d'obtenir l'équation qui régit la dynamique des systèmeslagrangiens. Soit (a, b) ∈ R2 tels que a < b et N ∈ N∗. On s'intéresse i
i à des sytèmes évoluant au
ours du temps t ∈ [a, b] et repérés par des 
oordonnées x(t) ∈ RN .Pour deux ensembles E et F , on note F(E,F ) l'espa
e ve
toriel des fon
tions f : E → F . Soit
m1 ∈ N∗, m2 ∈ N∗, p ∈ N∗ et U un ouvert de Rm1 . L'espa
e ve
toriel des fon
tions f : U → Rm2 de
lasse Cp est noté Cp(U). On introduit en�n l'espa
e suivant :

Cp(U × [a, b]) =
{
f ∈ F(U × [a, b])| ∀ t ∈ [a, b], x 7→ f(x, t) ∈ Cp(U),

∀x ∈ U , t 7→ f(x, t) ∈ Cp([a, b])
}
.



54 3. Systèmes lagrangiens et hamiltoniensDé�nition 3.4. Un Lagrangien L est une fon
tion
L : R2N × [a, b] −→ R

(x, v, t) 7−→ L(x, v, t)telle que L ∈ C1(R2N × [a, b]).À partir de maintenant, on note ∂1L(x, v, t) et ∂2L(x, v, t) les di�érentielles de L respe
tivementpar rapport à x et v. En parti
ulier, ∂1L(x, v, t) et ∂2L(x, v, t) sont des ve
teurs de RN . Nous préféronsemployer 
ette notation pour éviter par la suite toute 
onfusion entre la dérivation par rapport à xet l'évaluation en un x parti
ulier.Un Lagrangien induit une fon
tionnelle sur C1([a, b]), appelée a
tion (lagrangienne) et dé�nie par
A(L) : C1([a, b]) −→ R

x 7−→
∫ b

a
L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
dt.

(3.1)Le prin
ipe de moindre a
tion stipule don
 que les fon
tions x qui rendent A(L)(x) minimaleseront exa
tement les traje
toires du système physique 
ara
térisé par son Lagrangien L. En fait, enpratique, le Lagrangien est dé�ni au signe près, 
'est-à-dire que L ou −L ont tous les deux la mêmeimportan
e. On est don
 
onduit à 
her
her les extrema de l'a
tion, en se 
ontentant (voir la remarque3.5) de la 
ondition né
essaire donnée par le lemme 3.1. Déterminons don
 la di�érentielle de A(L)qui nous intéresse.Lemme 3.2. Soit L un Lagrangien et x ∈ C1([a, b]).On suppose que t 7→ ∂2L(x(t), d
dtx(t), t) ∈ AC([a, b]).Alors A(L) est C1

0 ([a, b])-di�érentiable en x et pour tout h ∈ C1
0 ([a, b]),

dA(L)(x, h) =

∫ b

a

[
∂1L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
− d

dt
∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)]
· h(t) dt.Démonstration. Soit h ∈ C1

0 ([a, b]) et ε > 0. Pour tout t ∈ [a, b],
L

(
x(t) + εh(t),

d

dt
x(t) + ε

d

dt
h(t), t

)
= L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)

+ ε

[
∂1L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
· h(t) + ∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
· d
dt
h(t)

]
+ o(ε).On obtient don
 :

A(L)(x+ εh) =

∫ b

a
L

(
x(t) + εh(t),

d

dt
x(t) + ε

d

dt
h(t), t

)
dt

= A(L)(x) + ε

∫ b

a

[
∂1L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
· h(t) + ∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
· d
dt
h(t)

]
dt+ o(ε).De plus, puisque t 7→ ∂2L

(
x(t), d

dtx(t), t
)
∈ AC([a, b]), il est possible d'e�e
tuer une intégrationpar parties :

∫ b

a
∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
· d
dt
h(t) dt = −

∫ b

a

d

dt
∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
· h(t) dt.
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un terme de bords n'apparaît 
ar h ∈ C1
0 ([a, b]).Finalement, h 7→

∫ b

a

[
∂1L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
− d

dt
∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)]
·h(t) dt est linéaire, 
e quia
hève la preuve.On obtient alors la 
ara
térisation suivante pour les C1

0 ([a, b])-extrémales.Théorème 3.1. Soit L un Lagrangien et x ∈ C1([a, b]).On suppose que t 7→ ∂2L(x(t), d
dtx(t), t) ∈ AC([a, b]). L'équivalen
e suivante a lieu :

x est une C1
0 ([a, b])-extrémale de l'a
tion A(L) si et seulement si x véri�e l'équation d'Euler-Lagrange dé�nie par

(EL) : ∀t ∈ [a, b], ∂1L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
− d

dt
∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
= 0. (3.2)Démonstration. D'après le lemme 3.2, x est une C1

0 ([a, b])-extrémale de A(L) si et seulement si pourtout h ∈ C1
0 ([a, b]),

∫ b

a

[
∂1L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
− d

dt
∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)]
· h(t) dt = 0.On 
on
lut en utilisant le lemme fondamental du 
al
ul des variations [Arn89, p.57℄.L'équation d'Euler-Lagrange est ainsi la tradu
tion mathématique du prin
ipe de moindre a
tion ;le 
hemin x le plus �é
onomique� (sous réserve d'uni
ité) est 
elui qui véri�e l'équation d'Euler-Lagrange. On peut maintenant donner une dé�nition formelle d'un système lagrangien.Dé�nition 3.5. On appelle système lagrangien la donnée d'un Lagrangien L et de l'équation d'Euler-Lagrange (EL) asso
iée.En physique, un système lagrangien est un système dont la dynamique (autrement dit, l'évolutiontemporelle) peut être 
omplètement dé
rite par une équation d'Euler-Lagrange. En fait, en physiquefondamentale, on postule plut�t que tout système physique est lagrangien et on 
her
he un Lagrangienqui permette de dé
rire 
onvenablement son évolution.Un système lagrangien peut ainsi être résumé par le diagramme suivant :

LOO

V
��

(EL),où V est l'espa
e des variations, i
i C1
0 ([a, b]). La �è
he ↔ identique l'équivalen
e du théorème 3.1,entre V-extrémale et équation d'Euler-Lagrange. Ce s
héma sera par la suite progressivement enri
hi.Exemple 3.1. L'os
illateur harmonique est une illustration simple de système lagrangien ; une par-ti
ule de masse m est atta
hée horizontalement à un ressort de raideur k (voir �gure 3.2).Son Lagrangien est dé�ni par

L(x, v) =
1

2
m‖v‖2 − 1

2
k‖x‖2. (3.3)
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k m

bFig. 3.2 � Os
illateur harmonique.Dans 
e 
as, l'équation d'Euler-Lagrange devient :
− k x−m

d2

dt2
x(t) = 0, (3.4)qui est exa
tement l'équation du prin
ipe fondamental de la dynamique asso
iée à l'os
illateur.Plus généralement, un système d'énergie 
inétique T (v), ave
 T (v) une forme quadratique, etd'énergie potentielle U(x), admet le lagrangien

L(x, v) = T (v) − U(x). (3.5)On parle dans 
e 
as de système lagrangien naturel, 
ar 
ette forme est très 
ourante en physique. Pourde tels systèmes, l'équation d'Euler-Lagrange 
orrespond au prin
ipe fondamental de la dynamique.3.3 Systèmes hamiltoniensLe formalisme développé par Hamilton est aussi très utilisé pour dé
rire la dynamique de systèmes,notamment en mé
anique 
éleste. Il est en parti
ulier mieux adapté pour les systèmes 
onservatifs(dont l'énergie est 
onservée au 
ours du temps). Tout 
omme les systèmes lagrangiens, la donnéed'une fon
tion, i
i le Hamiltonien, permet de déterminer à elle seule la dynamique du système.On s'intéresse toujours à des sytèmes évoluant sur [a, b] et de 
oordonnées x(t) ∈ RN . Notreprésentation s'appuie i
i sur [Cre07℄.3.3.1 Dé�nition et premières propriétésDé�nition 3.6. On appelle système hamiltonien la donnée d'une fon
tion
H : RN × RN −→ R

(x, p) 7−→ H(x, p)satisfaisant les équations suivantes :
(EH) : ∀ t ∈ [a, b],





d

dt
x(t) = ∂2H

(
x(t), p(t)

)
,

d

dt
p(t) = −∂1H

(
x(t), p(t)

)
.

(3.6)Les fon
tions H et p sont appelées respe
tivement Hamiltonien du sytème et moment asso
ié à x.Les équations (3.6) sont dites équations 
anoniques.Pré
isons que 
omme pré
édemment, ∂1H et ∂2H désignent respe
tivement les di�érentielles de
H par rapport à x et p.Remarque 3.6. On pourrait aussi dé�nir un Hamiltonien H(x, p, t) qui dépend expli
itement dutemps, mais 
e 
as ne sera pas traité i
i.



3. Systèmes lagrangiens et hamiltoniens 57Pré
isons tout de suite l'aspe
t parti
ulier du Hamiltonien.Lemme 3.3. Soit un système hamiltonien et H le Hamiltonien asso
ié. Alors pour tout (x(t), p(t))véri�ant (3.6),
d

dt
H
(
x(t), p(t)

)
= 0.Démonstration. La preuve est immédiate en utilisant (3.6) :

d

dt
H
(
x(t), p(t)

)
= ∂1H(x(t), p(t)) · d

dt
x(t) + ∂2H(x(t), p(t)) · d

dt
p(t),

= ∂1H(x(t), p(t)) · ∂2H(x(t), p(t)) − ∂2H(x(t), p(t)) · ∂1H(x(t), p(t)),

= 0.On dit que H est une intégrale première du mouvement ; pour 
haque 
ondition initale (x0, p0),la valeur de H ne varie pas le long de la traje
toire issue de (x0, p0) :
∀ t ∈ [a, b], H

(
x(t), p(t)

)
= H(x0, p0) = 
ste. (3.7)Le moment p rempla
e don
 dans 
e formalisme la vitesse v des systèmes lagrangiens. Sans êtreégaux, ils peuvent toutefois être reliés, puisque nous allons maintenant voir qu'un système hamiltonienpeut dé
ouler d'un système lagrangien.3.3.2 Lien ave
 les systèmes lagrangiensOn se limite i
i à un Lagrangien autonome L(x, v) (qui ne dépend pas expli
itement du temps t).Pour tout x ∈ RN , on introduit la fon
tion gx dé�nie par

gx : RN −→ RN

v 7−→ ∂2L(x, v)On dira que L véri�e la propriété de Legendre si L est autonome et gx est inversible pour tout
x ∈ RN .Lemme 3.4. Soit L un Lagrangien autonome. Si pour tout x ∈ RN , v → L(x, v) est stri
tement
onvexe, alors L véri�e la propriété de Legendre.Démonstration. Le fait que v → L(x, v) soit stri
tement 
onvexe implique que gx est stri
tement
roissante. Comme elle est de plus 
ontinue, on en 
on
lut qu'elle est inversible.Soit L un Lagrangien qui véri�e la propriété de Legendre. On introduit la transformée de Legendre
omme la fon
tion fL dé�nie par

fL : RN × RN −→ RN

(x, p) 7−→ g−1
x (p)Ainsi, si on note v = g−1

x (p), alors p = ∂2L(x, v) = ∂2L(x, f(x, p)).Dé�nition 3.7. Soit L un Lagrangien qui véri�e la propriété de Legendre et soit x ∈ C1([a, b]). Lemoment asso
ié à x, noté p, est la fon
tion dé�nie par
p : [a, b] −→ RN

t 7−→ ∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t)

)
.

(3.8)



58 3. Systèmes lagrangiens et hamiltoniensRemarquons que la relation (3.8) implique
d

dt
x(t) = fL(x(t), p(t)).On peut maintenant 
onstuire un système hamiltonien à partir d'un système lagrangien.Dé�nition 3.8. Soit L un Lagrangien qui véri�e la propriété de Legendre. On appelle Hamiltonienasso
ié à L la fon
tion notée H et dé�nie par

H(x, p) = p · fL(x, p) − L
(
x, fL(x, p)

)
.Cette dénomination est justi�ée par le résultat suivant.Théorème 3.2. Soit un système lagrangien dont le Lagrangien L véri�e la propriété de Legendre etsoit H le Hamiltonien asso
ié à L. Soit x une solution de (EL) et p le moment asso
ié à x. Alors

(x, p) est solution de (EH).Démonstration. D'une part,
∂1H(x, p) = ∂1fL(x, p) p − ∂1L(x, fL(x, p)) − ∂1fL(x, p) ∂2L(x, fL(x, p)).Comme p = ∂2L(x, fL(x, p)) et d

dt
x(t) = fL(x(t), p(t)), on obtient

∂1H(x(t), p(t)) = −∂1L

(
x(t),

d

dt
x(t)

)
.En utilisant (3.2), on trouve que

∂1H(x(t), p(t)) = − d

dt
∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t)

)
= − d

dt
p(t).D'autre part,

∂2H(x, p) = fL(x, p) + ∂2fL(x, p) p− ∂2fL(x, p) ∂2L(x, fL(x, p)),

= fL(x, p).On en déduit �nalement que
∂2H(x(t), p(t)) =

d

dt
x(t).Le Hamlitonien asso
ié à L 
onstitue don
 bien un système Hamiltonien. Ce résultat peut êtreillustré par le diagramme 
i-dessous :

L // H

(EL) //
��

(EH)
��

(3.9)
L'a

ent n'est plus mis i
i sur l'équivalen
e entre extrémale et solution de (EL), mais plut�t surle lien entre système lagrangien et système hamiltonien asso
ié. Les �è
hes en pointillés signi�ent quel'obtention de (EH) né
essite non seulement la donnée de H, mais aussi l'équation (EL).



3. Systèmes lagrangiens et hamiltoniens 59Exemple 3.2. Reprenons l'exemple 3.1 et déterminons le Hamiltonien asso
ié à un système la-grangien naturel, de Lagrangien L(x, v) = T (v) − U(x), ave
 T quadratique. Il existe une matri
e
M ∈ MN (R) symétrique et inversible telle que T (v) =

1

2
tvMv. On trouve alors que

p = ∂2L(x, v) = Mv. (3.10)En allégeant l'é
riture (v = f(x, p)), le Hamiltonien asso
ié à L véri�e :
H(x, p) = pv − L(x, v) = tvMv −

(
1

2
tvMv − U(x)

)
,

=
1

2
tvMv + U(x) = T (v) + U(x), (3.11)
e qui 
orrespond à l'énergie totale du système. D'après le lemme 3.3, 
ette énergie est don

onstante. Cela justi�e que le formalisme hamiltonien soit mieux adapté aux systèmes 
onservatifs.Plus rigoureusement, H sé
rit, d'après (3.10) et (3.11), sous la forme

H(x, p) =
1

2
tpM−1p+ U(x).Les équations 
anoniques (EH) sont ainsi données par

∀ t ∈ [a, b],





d

dt
x(t) = M−1p(t),

d

dt
p(t) = −∇U

(
x(t)

)
,où ∇U est le gradient de U .Nous en resterons là pour l'instant sur les systèmes hamiltoniens. Nous y reviendrons au 
hapitre6 où nous utiliserons quelques propriétés supplémentaires pour dé
rire 
ertains aspe
ts de systèmes
haotiques, objets 
entraux dans l'orientation de notre re
her
he.Grâ
e au diagramme (3.9), le so
le de notre 
ube initial (�gure 1) est à présent posé. Dans lesdeux 
hapitres suivants, nous allons nous atteler à la 
onstru
tion du toit.
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Chapitre 4Plongement fra
tionnaire initialAu 
hapitre 1, nous avons vu que le 
al
ul fra
tionnaire s'avère être un outil e�
a
e pour denombreuses appli
ations. Il est toutefois bien souvent 
onsidéré 
omme un outil purement pratiquepermettant de dé
rire de manière 
ondensée un système, mais sans autre signi�
ation. L'ordre dela dérivation peut alors être vu 
omme un paramètre libre, que l'on ajuste ensuite aux données. Lajusti�
ation du 
al
ul fra
tionnaire est dans 
e 
as entièrement heuristique.La façon la plus 
ourante de 
onstruire une équation fra
tionnaire peut-être résumée de la manièresuivante : partant d'un opérateur di�érentiel O qui dépend de la dérivée 
lassique d/dt et de ses itérées,on dé�nit l'équation di�érentielle O(x) = 0 (les deux pro
édures sont en pratique simultanées) ; onrempla
e ensuite la dérivée usuelle par une dérivée fra
tionnaire dα/dtα (très souvent ave
 0 < α < 1),a�n d'obtenir un nouvel opérateur, Eα(O) ; la nouvelle équation di�érentielle devient alors Eα(O)(x) =
0. Cette pro
édure peut être s
hématisée ainsi :

O(x) = 0

��

Eα(O)(x) = 0

O Eα // Eα(O)

OO
(4.1)

L'opération Eα qui transforme un opérateur (ou une équation) en sa 
ontrepartie fra
tionnaire estnommée plongement fra
tionnaire dans [Cre07℄. Cette pro
édure de plongement est en fait 
onsidéréede manière plus globale par Cresson, puisqu'il l'utilise aussi pour des opérateurs sto
hastiques ave
Darses dans [CD07℄ et non-di�érentiables (travaux en 
ours ave
 Gre�). Dans 
ha
un de 
es 
as, ladérivée 
lassique est rempla
ée par un nouveau type de dérivée. Des exemples motivant 
ette démar
hesont présentés dans l'introdution de [Cre07℄.Con
ernant la 
onstru
tion d'équations fra
tionnaires, on pourrait penser que si le 
al
ul fra
tion-naire s'adapte aussi bien à 
ertains systèmes, 
'est qu'il existe des raisons profondes pour qu'il en soitainsi. En parti
ulier, l'ordre de dérivation devrait être relié intrinsèquement au système et don
 s'ex-primer en fon
tion de 
oe�
ients 
ara
téristiques de 
elui-
i. Nous pensons i
i plus parti
ulièrementà l'analyse de Zaslavsky sur les systèmes hamiltoniens 
haotiques (
lassiques). Il propose de modéli-ser les phénomènes de di�usion anormale induits par 
es sytèmes à l'aide d'équations fra
tionnaires.Si l'introdu
tion de dérivées fra
tionnaires se fait de manière plus ou moins ad ho
, Zaslavsky relietoutefois les ordres de dérivations aux paramètres 
ara
téristiques du système. Cette thématique seral'objet de la partie III.Revenons au diagramme général 4.1. Avant même de s'intéresser aux 
oe�
ients fra
tionnaires, ilfaudrait s'assurer que l'équation fra
tionnaire Eα(O)(x) = 0 a bien un sens physique. E�e
tivement,
ette 
onstru
tion est tout à fait formelle et rien ne garantit que le 
ontenu physique présent dansl'équation O(x) = 0 se transpose dans Eα(O)(x) = 0. On pourrait obje
ter que le fait qu'une équation
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tionnaire initialfra
tionnaire empirique, par exemple du type
c0
d3.634

dt3.634
x(t) + c1

d2.7

dt2.7
x(t) + c2

d1.21

dt1.21
x(t) + c3x(t) = 0, (4.2)modélise e�
a
ement le 
omportement d'un système 
onstitue un argument su�sant pour lui 
onférerun sens physique, mais même dans 
e 
as au moins deux questions demeurent. Tout d'abord, pour-quoi les exposants fra
tionnaires valent-ils (3.634, 2.7, 1.21) ? D'ailleurs, 
omment être sûr que 
esvaleurs sont optimales ? Il pourrait exister plusieurs jeux de valeurs qui 
onviennent tout aussi bien.Deuxième point, la forme même de l'équation est-elle optimale (d'ailleurs, 
omment dé�nir l'opti-malité) ? Peut-être qu'un terme supplémentaire c4d1.97/dt1.97 permettrait un meilleur ajustement, oupeut-être qu'au 
ontraire un modèle ave
 seulement deux dérivées fra
tionnaires, mais ave
 d'autresordres de dérivations, serait plus é
onomique et tout aussi e�
a
e.Ave
 
et exemple simpliste (
ertains 
ontraintes existent assurément pour réduire les possibilités),on voit qu'il est né
essaire de trouver des 
ritères permettant de déterminer les �bonnes� équationsfra
tionnaires. In�uen
és que nous sommes à présent par la le
ture du 
hapitre 3, nous songeonsnaturellement au prin
ipe de moindre a
tion 
omme 
ritère possible ; 
'est en fait la piste qu'a proposéeCresson dans [Cre07℄, en s'appuyant notamment sur [Rie96, Agr02℄. Puisque la majorité des équations
lassiques de la dynamique sont issues d'un prin
ipe de moindre a
tion, il est naturel d'exiger la même
hose pour les équations fra
tionnaires. Ainsi, si une équation du type (4.2) possède une formulationlagrangienne (fra
tionnaire), on pourra alors espérer qu'elle soit pertinente physiquement, tout aumoins plus qu'une autre ne reposant pas sur une telle stru
ture.Remarque 4.1. En fait, 
omme le propose Riewe [Rie96℄ et 
omme nous le verrons au 
hapitre 9, onpeut même aller plus loin et 
her
her des stru
tures lagrangiennes fra
tionnaires pour des équations
lassiques qui n'en admettent pas ave
 d/dt (par exemple l'équation de fri
tion linéaire).Nous allons don
 étudier 
omment se traduit la transition d/dt → dα/dtα, ave
 0 < α < 1, sur leséquations di�érentielles. Plus pré
isément, nous résumons le travail de Cresson sur les plongementsfra
tionnaires présenté dans [Cre07℄, qui a servi de point de départ à notre thèse. Nous 
ommençonspar dé�nir 
ette transition de manière générale, sur les opérateurs di�érentiels O et les équationsasso
iées O(x) = 0. Elle nous servira ensuite pour étudier les systèmes lagrangiens puis hamiltoniensdans le 
adre fra
tionnaire. Dans 
es deux 
as, nous verrons qu'il existe deux pro
édures non équiva-lentes pour dé�nir 
es systèmes. La résolution de 
ette di�
ulté fera ensuite l'objet de la se
tion 5.1.On pourra noter que 
ette présentation di�ère légèrement de [Cre07℄, 
ertains points ayant été misen avant au �l de notre travail, 
omme en témoigne notamment l'arti
le [CI09℄ que nous reprenonsen partie i
i.Avant d'entrer dans le vif du sujet, deux remarques s'imposent.� Le plongement fra
tionnaire aborde la transition d/dt → dα/dtα de manière théorique ; il n'apas pour but de la justi�er physiquement mais, à partir d'elle, 
onfère une stru
ture à 
ertaineséquations fra
tionnaires. C'est 
ette ossature mathématique qui a vo
ation i
i à donner un sensplus profond à dα/dtα. L'étude de la transition elle-même se fera dans la partie III.� L'analyse de Zaslavsky des systèmes 
haotiques se base sur deux appro
hes, l'une �dynamique�et l'autre �
inétique�. La première se base sur les équations du mouvement, hamiltoniennes,qui déterminent les traje
toires et modèlent l'espa
e des phases. La se
onde se base sur unedes
ription probabiliste, qui rend 
ompte des évolutions moyennes de 
es systèmes. La se
ondes'appuie évidemment sur la première. C'est dans l'appro
he 
inétique que Zaslavsky introduitdes dérivées fra
tionnaires, alors que le plongement fra
tionnaire présenté i
i porte sur la dyna-mique. Il faut don
 supposer que si le fra
tionnaire émerge dans la des
ription probabiliste, 
'estqu'il apparaît déjà au niveau de la dynamique1. Au 
ours de notre travail, nous avons 
her
hé1Comme on l'a mentionné au 
hapitre 1, 
e point de vue semble avoir été partagé par Zaslavsky qui, dans ses dernierstravaux [ZSE06, TZ06, TZ08℄, s'était intéressé à la dynamique fra
tionnaire.
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tionnaire initial 63à justi�er 
ette hypothèse forte, mais le problème reste toutefois ouvert.4.1 Dé�nition du plongement fra
tionnaire4.1.1 Opérateurs di�érentielsSoit M,N ∈ N∗. Si f ∈ F(RM+1,RN ) et y ∈ F([a, b],RM ), on note f(y(•), •) la fon
tion dé�niepar
f(y(•), •) : [a, b] −→ RN

t 7−→ f(y(t), t).Soit p, k ∈ N. Si f = {fi}0≤i≤p et g = {gj}1≤j≤p sont deux familles de F(RN(k+1)+1,RM ) (g = ∅si p = 0), on introduit l'opérateur di�érentiel Ogf dé�ni par
Ogf : U(Ogf ) ⊂ F([a, b],RN ) −→ F

(
[a, b],RM

)

x 7−→
[
f0 +

p∑

i=1

fi ⋆
di

dti
gi

](
x(•), . . . , d

k

dtk
x(•), •

)
,

(4.3)où, pour deux opérateurs A = (A1, . . . , Am) et B = (B1, . . . , Bm), A ⋆ B est dé�ni par
(A ⋆ B)(y) = (A1(y)B1(y), . . . , Am(y)Bm(y)) .L'ensemble U(Ogf ) est l'ensemble de dé�nition de Ogf . Par exemple, si pour tout 0 ≤ i ≤ p,

fi ∈ C0(RN(k+1)+1) et si pour tout 1 ≤ j ≤ p, gj ∈ Cj(RN(k+1)+1), alors Cp+k([a, b]) ⊂ U(Ogf ).Pré
isons que les dérivées sont aussi présentes à l'extérieur des gj 
ar, lorsque la dérivée seragénéralisée au 
as fra
tionnaire, il n'existera plus de formule pour dériver une fon
tion 
omposée.Le plongement fra
tionnaire de Ogf est dé�ni en remplaçant d/dt par une dérivée fra
tionnaired'ordre α, ave
 0 < α < 1. Cette pro
édure peut don
 être e�e
tuée de plusieurs manières, suivantles types de dérivées 
hoisies. Celle que nous retiendrons est la suivante.Dé�nition 4.1. Ave
 les notations pré
édentes, le plongement fra
tionnaire de Ogf , noté Eα(Ogf ), estdé�ni par
Eα(Ogf ) : Uα ⊂ F([a, b],RN ) −→ F

(
[a, b],RM

)

x 7−→
[
f0 +

p∑

i=1

fi ⋆ aDαi
t gi

](
x(•), . . . ,

(
c
aDα

t

)k
x(•), •

)
,

(4.4)où Uα est le domaine de dé�nition de Eα(Ogf ) (sa dépendan
e ave
 f et g n'apparaît pas expli
itementpar sou
i de lisibilité).Remarque 4.2. Le plongement fra
tionnaire d'un opérateur di�érentiel n'est en général pas unique.Par exemple, d

dt
peut être plongé de deux manières.� Si on 
onsidère l'appli
ation Π2 : (x, y) ∈ R2N 7→ y, le 
hoix k = 1, p = 0, f = {Π2} et g = ∅
onduit au plongement

Eα

(
d

dt

)
= c

aDα
t .� En prenant k = 0, p = 1, f = {0, id} et g = {id}, le plongement devient

Eα

(
d

dt

)
= aDα

t .



64 4. Plongement fra
tionnaire initialSi 
ette indétermination peut apparaître 
omme un défaut indéniable, elle laisse aussi une 
ertaineliberté dans le 
hoix du modèle fra
tionnaire. Par 
ontre, quel que soit le plongement adopté, un seulexposant fra
tionnaire intervient, α. Par 
onséquent seuls les exposants du type kα ave
 k ∈ N,pourront apparaître dans les équations fra
tionnaires issues d'un plongement.La dé�nition 4.1 di�ère de [Cre07℄ par trois aspe
ts.� L'opérateur fra
tionnaire utilisé dans [Cre07℄ est
Dα,β

µ =
1

2

[
aDα

t − tDβ
b

]
+ iµ

1

2

[
aDα

t + tDβ
b

]
, (4.5)où α > 0, β > 0 et µ ∈ C. Cet opérateur traite simultanément le passé et le futur, a�n deprendre en 
ompte le 
ara
tère irréversible de 
ertains systèmes. Dans notre travail, nous avonsplut�t privilégié les opérateurs �passé� a�n de respe
ter la 
ausalité, 
'est-à-dire le fait que l'étatd'un système à l'instant t soit entièrement déterminé par ses états antérieurs τ < t. En langage
ourant, le prin
ipe de 
ausalité stipule que seul le passé détermine le présent. Nous verronstoutefois en se
tion 5.1 que nous serons 
onduit à introduire un opérateur inspiré de (4.5), a�nde justement respe
ter 
ette 
ausalité dans les sytèmes lagrangiens.Nous avons de plus préférer garder un opérateur réel a�n que les notions de minimum et demaximum gardent un sens pour l'a
tion lagrangienne dans le 
as fra
tionnaire (on est obligésinon de se 
ontenter des points où la di�érentielle s'annule). On peut ainsi rester dans l'espritinitial du prin
ipe de moindre a
tion (minimiser l'a
tion).� Dans [Cre07℄, le plongement fra
tionnaire est dé�ni ex
lusivement sur les opérateurs ; seule ladérivée extérieure est rempla
ée par une dérivée fra
tionnaire. Nous avons i
i 
hoisi de plon-ger aussi l'évaluation en x (les dérivées à l'intérieur des parenthèses) 
ar dans notre travail,
es deux substitutions sont toujours e�e
tuées simultanément ; nous n'avons jamais ren
ontréd'expression du type aDα

t f

(
x(t),

d

dt
x(t)

).� La dérivée de Caputo à l'intérieur permet de dé�nir 
orre
tement l'a
tion, notamment dansle 
as des systèmes lagrangiens naturels. Nous avons aussi 
hoisi aDαi
t plut�t que ( aDα

t )i(option retenue dans [Cre07℄) 
ar 
ela permet d'obtenir des solutions pertinentes (sans 
onditionsinitiales nulles) pour les équations étudiées au 
hapitre 9.Donnons à présent quelques pré
isions sur Uα.Lemme 4.1. On suppose que pour tout 0 ≤ i ≤ p, fi ∈ C0(RN(k+1)+1) et que pour tout 1 ≤ j ≤ p,
gj ∈ Cj(RN(k+1)+1).� Si ∂gi

∂t
= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ p, alors

Cp+k
+ ([a, b]) ⊂ Uα et Eα(Ogf )(Cp+k

+ ([a, b])
)
⊂ C0([a, b]).� Si p = 0 (g = ∅) et k = 1, alors

C1([a, b]) ⊂ Uα et Eα(Ogf )(C1([a, b])
)
⊂ C0([a, b]).Démonstration.� Soit x ∈ Cp+k

+ ([a, b]). Pour tout 1 ≤ j ≤ k, ( c
aDα

t

)j
x = c

aDαj
t x d'après le 
orollaire 2.1, et

c
aDαj

t x ∈ Cp
+([a, b]) d'après le point 3 du lemme 2.6.Soit 1 ≤ i ≤ p. Puisque gi est de 
lasse Ci, gi(x) : t 7→ gi

(
x(t), . . . , c

aDαk
t x(t), t) ∈ Ci([a, b]).De plus,

gi(x)
′(a) =

k∑

j=1

∂jgi(x)(a) x
(j)(a) +

∂gi(x)

∂t
(a).
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tionnaire initial 65Comme ∂gi

∂t
= 0 et x(j)(a) = 0 pour tout 1 ≤ j ≤ k, on obtient gi(x)

′(a) = 0. Par ré
urren
e,
gi(x)

(l)(a) = 0 pour tout 1 ≤ l ≤ i. Ainsi gi(x) ∈ Ci
+([a, b]) et d'après le point 2 du lemme 2.6,

aDαi
t gi(x) ∈ C0([a, b]).� Soit x ∈ C1([a, b]). D'après le point 1 du lemme 2.6,

Eα(O∅f )(x) = f0(x(•), c
aDα

t x(•), •) ∈ C0([a, b]).Remarque 4.3. À 
ause des dérivées de Caputo (voir (2.18)), on n'a pas E1(Ogf ) ≡ Ogf , sauf si
x ∈ Cp

+([a, b]). Par 
ontre, on montre fa
ilement à l'aide du lemme 2.4 et du théorème 2.3 que pour
β > 0, m = [β] + 1 et f ∈ ACm([a, b]),

lim
β→m−

aDβ
t f =

dm

dtm
f.Par 
onséquent, si les fon
tions fi et les gj sont assez régulières et si x ∈ Ck

+([a, b]),
lim

α→1−
Eα(Ogf )(x) = Ogf (x).4.1.2 Équations di�érentiellesComme 
ela est fait dans [Cre07℄, les équations di�érentielles ordinaires peuvent s'é
rire à l'aided'un opérateur Ogf :

Ogf (x) = 0, x ∈ U
(
Ogf ). (4.6)Dé�nition 4.2. Ave
 les notations pré
édentes, le plongement asymétrique de l'équation di�érentielle(4.6) est dé�ni par

Eα(Ogf )(x) = 0, x ∈ Uα. (4.7)À l'aide de 
es dé�nitions, nous allons maintenant étudier les systèmes lagrangiens fra
tionnaires.4.2 Systèmes lagrangiensUne première idée pour obtenir un système lagrangien fra
tionnaire est de plonger dire
tementl'équation d'Euler-Lagrange. Toutefois, dans 
e 
as, seule l'équation 
lassique est vraiment issue duprin
ipe de moindre a
tion. Une autre manière de faire est alors de plonger le Lagrangien, et ensuitede lui appliquer le prin
ipe de moindre a
tion. Dans 
e 
as, l'équation fra
tionnaire repose bien sur
e prin
ipe, mais n'est par 
ontre plus 
ausale...Considérons don
 un système lagrangien, de Lagrangien L.4.2.1 Plongement de l'équation d'Euler-LagrangeRedonnons l'expression de l'équation d'Euler-Lagrange, notée (EL) :
∀t ∈ [a, b], ∂1L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
− d

dt
∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t), t

)
= 0.Cette équation peut s'é
rire sous la forme Ogf (x) = 0, ave
 k = 1, p = 1, f = {∂1L, 1} etg = {−∂2L}. Dans 
e 
as, le plongement fra
tionnaire de (EL), noté Eα(EL) véri�e
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Eα(EL) : ∀t ∈]a, b], ∂1L

(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
− aDα

t ∂2L
(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
= 0.Cependant, on peut appliquer à 
ette équation les remarques faites dans l'introdution de 
e 
ha-pitre sur les équations fra
tionnaires ; rien ne garantit que Eα(EL) soit une �bonne� équation, puis-qu'elle n'est pas dire
tement issue d'un prin
ipe de moindre a
tion.4.2.2 Plongement du LagrangienPlongeons don
 plut�t le Lagrangien L, pour lui appliquer ensuite le prin
ipe de moindre a
tion.Cette fon
tion, que l'on notera toujours L, peut en fait être vue 
omme un opérateur Ogf (x), ave


k = 1, p = 0, f = {L} et g = ∅ :
L : U(L) ⊂ F([a, b],RN ) −→ F ([a, b],R)

x 7−→ L

(
x(•), d

dt
x(•), •

)
.Le plongement fra
tionnaire de L, que l'on notera Lα plut�t que Eα(L) par sou
i de lisibilité, estalors dé�ni par

Lα : Uα −→ F ([a, b],R)

x 7−→ L
(
x(•), c

aDα
t x(•), •

)
.Comme L ∈ C0(R2N × [a, b]), C1([a, b]) ⊂ Uα et Lα(C1([a, b])) ⊂ C0([a, b]) d'après le point 2du lemme 4.1. Dans le 
hapitre, nous avons dé�ni les sytèmes lagrangiens pour des fon
tions x ∈

C1([a, b]). Nous prenons don
 à partir de maintenant Uα = C1([a, b]) 
omme espa
e de dé�nition de
Lα.Grâ
e à 
e nouveau Lagrangien, on peut reprendre le 
heminement du 
hapitre 3. L'a
tion asso
iéevéri�e :

A(Lα) : C1([a, b]) −→ R

x 7−→
∫ b

a
L
(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
dt.On voit i
i l'importan
e de 
hoisir la dérivée de Caputo pour la dé�nition. E�e
tivement, 
onsi-dérons le 
as élementaire d'un système Lagrangien naturel ave
 N = 1 :

L(x, v) =
1

2
mv2 − U(x).Si x ∈ C1([a, b]) et x(a) 6= 0, alors c

aDα
a x(a) = 0, et d'après le théorème 2.3,

aDα
t x(t) ∼

a

(t− a)−α

Γ(1 − α)
x(a). (4.8)Par 
onséquent,

L
(
x(t), aDα

t x(t), t
)
∼
a

1

2
m

(
x(a)

Γ(1 − α)

)2

(t− a)−2α,et n'est pas intégrable en a pour α ≥ 1/2 ; l'a
tion n'est dans 
e 
as pas dé�nie !Comme dans le 
as 
lassique, le prin
ipe de moindre a
tion garde un sens ; on peut 
her
her lesminima et maxima de A(Lα) pour déterminer la dynamique, 
ette fois fra
tionnaire, du système.Déterminons pour 
ela l'expression de la di�érentielle de l'a
tion. La tâ
he est aisée puisque le 
al
uldes variations reste en lui-même in
hangé.
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tionnaire initial 67Lemme 4.2. Soit x ∈ C1([a, b]). On suppose que ∂2L
(
x(•), c

aDα
t x(•), •

)
∈ AC([a, b]).Alors A(Lα) est C1

0 ([a, b])-di�érentiable en x et pour tout h ∈ C1
0 ([a, b]),

dA(Lα)(x, h) =

∫ b

a

[
∂1L

(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
+ bDα

t ∂2L
(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)]
· h(t) dt.Démonstration. Soit h ∈ C1

0 ([a, b]) et ε > 0. Pour tout t ∈ [a, b],
Lα(x+ εh)(t) = L

(
x(t) + εh(t), c

aDα
t x(t) + ε c

aDα
t h(t), t

)
,

= Lα(x)(t) + ε
[
∂1L

(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
· h(t) + ∂2L

(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
· c

aDα
t h(t)

]
+ o(ε).(4.9)On intègre 
ette relation sur [a, b] :

A(Lα)(x+ εh) = A(Lα)(x) + ε

∫ b

a
∂1L

(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
· h(t) dt

+ ε

∫ b

a
∂2L

(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
· c

aDα
t h(t) dt + o(ε).E�e
tivement, ∫ b

a
o(ε) dt = o(ε), 
'est en fait pour 
ette raison que la dé�nition 3.2 utilise les εet non les fon
tions dire
tement ( ∫ b

a o(h) dt 6= o(h) en général, quelle que soit la norme utilisée).Comme ∂2L
(
x(•), c

aDα
t x(•), •

)
∈ AC([a, b]) et h ∈ C1

0 ([a, b]), on peut e�e
tuer l'intégration parparties du 
orollaire 2.2 (ave
 c
aDα

t h = aDα
t h) :

∫ b

a
∂2L

(
x(•), c

aDα
t x(•), •

)
· c

aDα
t h(t) dt =

∫ b

a
tDα

b ∂2L
(
x(•), c

aDα
t x(•), •

)
· h(t) dt.Finalement, h 7→

∫ b

a

[
∂1L

(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
+ bDα

t ∂2L
(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)]
· h(t) dt est linéaire,
e qui a
hève la preuve.On obtient alors l'analogue du théorème 3.1 dans le 
as fra
tionnaire.Théorème 4.1. Soit x ∈ C1([a, b]). On suppose que ∂2L

(
x(•), c

aDα
t x(•), •

)
∈ AC([a, b]).L'équivalen
e suivante a lieu :

x est une C1
0 ([a, b])-extrémale de l'a
tion A(Lα) si et seulement si x véri�e l'équation (ELα),donnée par

(EL)α : ∀ t ∈ [a, b[, ∂1L
(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
+ bDα

t ∂2L
(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
= 0. (4.10)Démonstration. La preuve est similaire à 
elle du théorème 3.1. La seule di�éren
e est que t 7→

bDα
t ∂2L

(
x(t), c

aDα
t x(t), t

) peut ne pas être 
ontinue en b.Pour résumer, la dynamique d'un système lagrangien (fra
tionnaire), de Lagrangien Lα, devraitdon
 être déterminée par l'équation (EL)α, via le prin
ipe de moindre a
tion. Mais à 
ause de laprésen
e de la dérivée à droite bDα
t dans (EL)α, 
ette 
on
lusion est problématique pour deuxraisons.
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tionnaire initialLa première est que les équations Eα(EL) et (EL)α sont di�érentes ; le plongement fra
tionnaire etle prin
ipe de moindre a
tion ne sont don
 pas des pro
édures 
ommutatives. Quelle équation faut-ilalors privilégier ? Ave
 les 
onsidérations du début du 
hapitre, on serait tenter de 
hoisir (EL)α.Toutefois, et 
'est i
i la se
onde di�
ulté, la dérivée bDα
t dépend du futur du système ; l'équation

(EL)α montre ainsi que l'état à l'instant t est déterminé par l'ensemble de l'histoire du système.L'aspe
t �naliste du prin
ipe de moindre a
tion apparaît don
 i
i expli
itement dans les équations !Dans le 
as 
lassique, 
et aspe
t est o

ulté 
ar l'équation d'Euler-Lagrange est lo
ale.Remarque 4.4. En fait, même dans le 
as 
lassique, l'aspe
t �naliste apparaît en �ligranne dans
(EL). E�e
tivement, notons d+ et d− les dérivées usuelles à gau
he et à droite :

d+x(t) = lim
ε→0+

x(t) − x(t− ε)

ε
, d−x(t) = lim

ε→0+

x(t+ ε) − x(t)

ε
. (4.11)Si x est dérivable en t, d+x(t) = d−x(t) =

d

dt
x(t). Tout 
omme les dérivées fra
tionnaires, d+ setransforme en d− en intégrant par parties.Physiquement, 
'est d+ qui a un sens, puisque la vitesse d'un objet à l'instant est déterminée parle passé du système � elle ne doit pas dépendre de la position future x(t+ε). Si on 
onsidère à présentle Lagrangien L (x(t), d+x(t), t), l'équation (EL) asso
iée sera alors

∂1L (x(t), d+x(t), t) − d−∂2L (x(t), d+x(t), t) = 0.Le futur intervient alors via d− ! C'est uniquement par
e que l'on suppose x(t) assez régulière que 
etaspe
t disparaît.En 
her
hant à respe
ter le prin
ipe de moindre a
tion, on en perd alors un autre tout aussifondamental, 
elui de 
ausalité. Nous nous retrouvons don
 devant un dilemne 
ornélien, que fortheureusement nous arriverons à dénouer en se
tion 5.1.Nous pouvons résumer la situation a
tuelle à l'aide du diagramme suivant :
LOO

C1
0 ([a,b])

��

Eα // Eα(L)
OO

C1
0 ([a,b])

��
(EL)

Eα // Eα(EL) 6= (EL)α

(4.12)
Sans pour l'instant 
her
her à tran
her, on dira d'un système lagrangien qu'il est �fra
tionnaire�s'il est régi par Eα(EL) ou (EL)α.4.3 Systèmes hamiltoniensComme pour les sytèmes lagrangiens, plusieurs plongements existent pour les sytèmes hamilto-niens.4.3.1 Plongement des équations 
anoniquesTout d'abord, les équations 
anoniques (EH) peuvent être plongées dire
tement. E�e
tivement,si on pose z =

(
x

p

), (EH) s'é
rit sous la forme
(
−∂2H

∂1H

)
(
z(t)

)
+
d

dt
z(t) = 0.
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tionnaire initial 69Ainsi, en 
hoisissant k = 0, p = 1, f =

{(
−∂2H

∂1H

)
, id} et g = {id}, le plongement fra
tionnairede (EH), noté Eα(EH), véri�e

Eα(EH) : ∀ t ∈]a, b],





aDα
t x(t) = ∂2H

(
x(t), p(t)

)
,

aDα
t p(t) = −∂1H

(
x(t), p(t)

)
.

(4.13)Comme on va le voir, 
e 
hoix est motivé par le fait que l'on peut retrouver Eα(EH) à partir de
Eα(EL).4.3.2 Plongements à partir du LagrangienOn 
onsidère i
i un système lagrangien dont le lagrangien L véri�e la propriété de Legendre. A�nd'obtenir un système hamiltonien fra
tionnaire à partir d'un système lagrangien fra
tionnaire, il fauttout d'abord plonger le lien entre 
es deux formalismes, 
'est-à-dire le moment p asso
ié à x.Dé�nition 4.3. Soit x ∈ C1([a, b]). Le moment fra
tionnaire asso
ié à x, noté pα, est la fon
tiondé�nie par

pα : [a, b] −→ RN

t 7−→ ∂2L
(
x(t), c

aDα
t x(t)

)
.Autrement dit, pα = Eα

(
∂2L

)
(x) (où ∂2L est identi�é à O∅

{∂2L}), soit moralement �pα = Eα(p)�.La relation ave
 la transformée de Legendre est 
ette fois
c
aDα

t x(t) = fL(x(t), pα(t)). (4.14)Nous obtenons alors un premier lien ave
 les systèmes lagrangiens fra
tionnaires.Lemme 4.3. Soit un système lagrangien dont le Lagrangien L véri�e la propriété de Legendre et soit
H le Hamiltonien asso
ié à L. Soit x une solution de Eα(EL) telle que x(a) = 0, et soit pα le momentasso
ié à x. Alors (x, pα) est solution de Eα(EH).Démonstration. Les relations suivantes ne dépendent pas du 
hoix de la dérivée, don
 restent validesi
i :

∂1H(x, p) = −∂1L(x, fL(x, p)),

∂2H(x, p) = fL(x, p).Comme x(a) = 0, aDα
t x(t) = c

aDα
t x(t) = fL(x(t), pα(t)), et la première équation de Eα(EH) estprouvée. Comme x est solution de Eα(EL),

∂1L
(
x(t), c

aDα
t x(t)

)
= aDα

t ∂2L
(
x(t), c

aDα
t x(t)

)
,

= aDα
t pα(t),
e qui prouve la se
onde équation.Remarque 4.5. L'hypothèse x(a) = 0 semble bien inopportune. Elle est toutefois né
essaire s'il onveut retrouver une dérivée de Riemann-Liouville et non de Caputo. Cette di�
ulté n'apparaîtrait passi l'on 
hoisissait aDα

t à l'intérieur des fon
tions. Mais il faudrait dans 
e 
as être très vigilant quantà l'existen
e de l'a
tion lagrangienne...



70 4. Plongement fra
tionnaire initialComme pré
édemment, il faudrait mieux obtenir les équations 
anoniques à l'aide d'un prin
ipede moindre a
tion fra
tionnaire, don
 de (EL)α.Corollaire 4.1. Soit un système lagrangien dont le Lagrangien L véri�e la propriété de Legendre etsoit H le Hamiltonien asso
ié à L. Soit x une solution de (EL)α telle que x(a) = 0, et soit pα lemoment asso
ié à x. Alors (x, pα) est solution de l'équation (EH)α dé�nie par
(EH)α : ∀ t ∈]a, b[,





aDα
t x(t) = ∂2H(x(t), pα(t)),

− tDα
b pα(t) = −∂1H(x(t), pα(t)).

(4.15)Démonstration. Similaire à 
elle du lemme 4.3, en utilisant 
ette fois (EL)α.On est don
 de nouveau 
onfronté au même dilemne Eα(EH) 6= (EH)α, illustré par le s
hémasuivant :
HOO

��

Eα // ∼ Eα(H)
OO

��
(EH)

Eα // Eα(EH) 6= (EH)αLa notation ∼ Eα(H) est dûe au fait que le plongement fra
tionnaire ne s'e�e
tue pas dire
tementsur H mais sur le moment p. Les �è
hes ↔ indiquent quant à elles la présen
e d'un prin
ipe demoindre a
tion sous-ja
ent.Mentionnons pour �nir qu'une formulation plus synthétique est exposée dans [CI09℄. Plus rigou-reuse, elle est aussi plus formelle, 
'est pourquoi nous ne l'avons �nalement pas suivie i
i. Par ailleurs,on peut noter que les travaux portant sur le prin
ipe de moindre a
tion fra
tionnaire, notamment[Agr02, BA06, BM05, ENT07, MBR07, FT07, FT08℄, font apparaître de même des opérateurs àdroite.
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Chapitre 5Respe
t des prin
ipes physiquesDans le 
hapitre pré
édent, nous avons tenté de respe
ter le prin
ipe de moindre a
tion, malheureu-sement au détriment de 
elui de 
ausalité. Pourtant, si l'on suppose que les équations fra
tionnairesont une réelle signi�
ation physique, elles doivent respe
ter les prin
ipes fondamentaux de la phy-sique, au même titre que les équations 
lassiques. En regardant quels autres prin
ipes devaient êtrevéri�és, nous avons remarqué que l'homogénéité dimensionnelle n'était pas respe
tée dans de nom-breuses équations fra
tionnaires, notamment dans 
elles issues du plongement fra
tionnaire. Dans 
e
hapitre, nous allons nous e�or
er de 
onstruire un plongement fra
tionnaire qui respe
te les prin-
ipes de moindre a
tion, de 
ausalité et d'homogénéité dimensionnelle. Nous allons notamment voirqu'en 
her
hant à réuni�er les deux premiers points, nous obtenons en fait une appro
he formelle del'irréversibilité.5.1 Causalité et irréversibilitéComme on l'a signalé au 
hapitre 1, Riewe a introduit les sytèmes lagrangiens fra
tionnaires a�nde fournir un prin
ipe de moindre a
tion pour les sytèmes non-
onservatifs. Son arti
le [Rie96℄ débuteainsi : It is a strange paradox that the most advan
ed methods of 
lassi
al me
hani
s deal onlywith 
onservative systems, while almost all 
lassi
al pro
esses observed in the physi
alworld are non
onservative. Conservative systems are time reversible by de�nition, whilenon
onservative systems exhibit the familiar arrow of time due to irreversible dissipativee�e
ts su
h as fri
tion.En termes imagés, si on �lme l'évolution d'un système, un système 
onservatif sera tel que l'onne fera pas de di�éren
e entre la vidéo passée à l'endroit et 
elle passée à l'envers. Par exemple, enpremière approximation, le balan
ier d'une pendule, une balle de billard, un palet de ho
key sur lagla
e sont des sytèmes réversibles. Dans le 
as 
ontraire, on parle de système irréversible ; un verre quise brise, une balle en mousse qui rebondit de moins en moins haut en sont quelques exemples. La �è
hedu temps indique le sens de le
ture de la vidéo (et n'a don
 de sens que pour les systèmes irréversibles).Elle nous est familière puisque 
'est elle qui di�éren
ie le passé du futur ; nous l'observons tous dansle vieillissment de l'être humain, phénomène là-aussi irréversible !Remarque 5.1. Nous avons pré
isé que les sytèmes 
onservatifs que nous avons 
ité ne l'étaientqu'en première approximation puisque 
omme le signale Riewe, les systèmes réels présentent tousdes phénomènes de dissipation : une pendule doit être remontée, il est impossible de faire dix bandesau billard et un palet de ho
key ne traversera jamais l'ar
tique d'un seul 
oup de 
rosse ! Partantde 
e 
onstat, Hilfer propose dans [Hil03℄ d'inverser la vision 
lassique de la physique (qui 
onsidèremajoritairement des systèmes 
onservatifs), en supposant que les systèmes sont dans le 
as général non
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t des prin
ipes physiques
onservatifs, le 
as 
onservatif devenant un 
as dégénéré. Cela se traduit au niveau des dérivées par lefait que les plus générales sont les dérivées fra
tionnaires, d/dt devenant lui aussi un 
as parti
ulier.Dans [Rie96℄ Riewe 
her
he une stru
ture lagrangienne pour l'équation de fri
tion linéaire sui-vante :
m
d2

dt2
x(t) + γ

d

dt
x(t) −∇U(x(t)) = 0, (5.1)et trouve un Lagrangien permettant d'obtenir l'équation suivante :

m
d2

dt2
x(t) + γ tD1/2

b aD1/2
t x(t) −∇U(x(t)) = 0.Le problème est que tD1/2

b aD1/2
t 6= d/dt (même lorsque a→ b, 
omme le propose Riewe). À 
auseune nouvelle fois de la présen
e de la dérivée à droite tD1/2

b et don
 du non-respe
t de la 
ausalité,il est impossible de retrouver (5.1). En généralisant le plongement asymétrique présenté i
i, nousrésoudrons 
e problème au 
hapitre 9. Le travail de Riewe relie ainsi moindre a
tion, irréversiblité etimpli
itement 
ausalité. Il va en être de même dans 
ette partie.Notre première priorité étant de ré
on
ilier moindre a
tion et 
ausalité dans les systèmes lagran-giens fra
tionnaires, nous nous sommes d'abord inspiré de [Cre07℄ en restreignant les variations, mais�nalement sans su

ès. Nous avons ensuite proposé de dédoubler la dynamique, 
e qui a 
onduit àune appro
he formelle de l'irréversiblité. Nous avons ensuite dé�ni un plongement asymétrique quenous présentons i
i dans le 
as fra
tionnaire et qui permet de respe
ter la 
ausalité dans les systèmeslagrangiens et hamiltoniens. Ce formalisme n'est en fait pas tributaire du 
as fra
tionnaire et peutêtre appliqué à d'autres types de dérivées.5.1.1 Restri
tion des variations ?A�n d'éliminer tDα
b dans (EL)α, on peut tenter de restreindre l'espa
e des variations V, enespérant ainsi ne garder que les fon
tions tests pertinentes. C'est 
e qui est proposé dans [Cre07℄,ave
 un 
hoix du type

V =
{
h ∈ C1

0 ([a, b]) | c
aDα

t h = − c
tDα

b h
}
. (5.2)Dans 
e 
as, si x est une solution de Eα(EL), alors x est une V-extrémale de A(Lα).A�n d'établir une équivalen
e 
omme dans le 
as 
lassique, nous avons alors tenté de trouver uneré
iproque à 
e résultat, d'abord dans [Ini07℄ puis dans [CI09℄. Pourtant, des interrogations quant àla taille de V nous ont 
onduit à proposer en parallèle une alternative, le plongement asymétrique,que nous exposons ensuite. Cette se
onde piste semble �nalement plus fru
tueuse que la première, auvu du lemme suivant que nous avons trouvé sur le tard.Lemme 5.1. Soit h ∈ C1

0 ([a, b]). Si c
aDα

t h = − c
tDα

b h, alors h = 0.Démonstration. On 
ommen
e par prolonger h sur R en posant h(t) = 0 pour tout t ∈ R\[a, b]. Ainsiprolongée, h′ ∈ L1(R) et véri�e
Iα

+ h
′ = Iα

− h
′.D'après le lemme 2.16, la transformée de Fourier de 
ette équation véri�e

(iω)α−1F [h′](ω) = (−iω)α−1F [h′](ω),

= eiπ(α−1)(iω)α−1F [h′](ω).Par 
onséquent, pour tout ω ∈ R∗, F [h′](ω) = 0, puis, par 
ontinuité de F [h′], F [h′] = 0. Enprenant la transformée de Fourier inverse, on trouve que h′ = 0. Ainsi h est une fon
tion 
onstante.Comme h(a) = 0, on en 
on
lut que h = 0.
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ipes physiques 735.1.2 Une appro
he formelle de l'irréversibilitéGardons toutefois de la démar
he pré
édente l'idée que dans le 
al
ul des variations de l'a
tion, ilfaut faire apparaître le terme − c
tDα

b h plut�t que c
aDα

t h. Il faut don
 que h ait un �statut dynamique�di�érent de x ; les traje
toires doivent évoluer selon c
aDα

t , alors que les variations devraient être régiespar − c
tDα

b . Cela pourrait alors signi�er que la �è
he du temps est inversée pour les variations.Ce dédoublement de la dynamique permet alors de prendre en 
ompte simultanément les deuxsens de le
ture de la vidéo : passé → futur et futur → passé. La di�éren
e entre 
es deux dynamiquesdonnera alors une 
ara
térisation de l'irréversibilité. Pré
isons i
i qu'au départ nous ne voyions dans 
edé
ouplage qu'un moyen e�
a
e mais formel d'obtenir des équations 
ausales. C'est Cresson qui nonseulement nous a soutenu dans 
ette démar
he, mais qui y a ajouté du 
ontenu en voyant l'o

asionde prendre en 
ompte l'irréversibilité. Nous l'en remer
ions i
i.Ce point de vue montre que 
'est plut�t le 
ara
tère gau
he/droite des dérivées fra
tionnaires quiimporte i
i, plut�t que leurs dé�nitions mêmes. Comme nous l'avons noté dans la remarque 4.4, mêmedans le 
as 
lassique, 
'est en fait la dérivée à gau
he d+, dé�nie par (4.11), qui régit l'évolution destraje
toires x(t) d'un système. Nous nous extrayons don
 temporairement du formalisme fra
tionnairepour 
onsidérer des opérateurs généraux D+ et D−.Commençons par formaliser 
e dé
ouplage ave
 les dé�nitions suivantes.Dé�nition 5.1. L'évolution d'un système est dite 
ausale dans le sens passé → futur si elle peuts'é
rire sous la forme
f+

(
x(t),D+x(t), · · · , (D+)kx(t), t

)
= 0. (5.3)Dé�nition 5.2. L'évolution d'un système est dite 
ausale dans le sens futur → passé si elle peuts'é
rire sous la forme

f−

(
x(t),D−x(t), · · · , (D−)lx(t), t

)
= 0. (5.4)Dé�nition 5.3. Un système sera dit réversible si (5.3) et (5.4) possèdent les mêmes solutions. Sinon,il sera quali�é d'irréversible.Remarque 5.2. Pré
isons que nous ne 
her
hons pas à 
omprendre i
i l'origine physique de l'irréver-sibilité. Ce problème, qui remonte aux travaux de Boltzmann dans les années 1870 autour de la notiond'entropie, reste en
ore d'a
tualité dans la 
ommunauté des physi
iens. Mentionnons simplement quede nouvelles réponses ont ré
emment été apportées à travers les systèmes 
haotiques [Pri99, Zas99℄.L'appro
he envisagée i
i est formelle, mais va permettre de mieux 
omprendre le prin
ipe de moindrea
tion, plus pré
isément la relation qu'il entretient ave
 la 
ausalité.La dynamique d'un système est dans 
ette se
tion 
onsidérée dans le sens suivant.Dé�nition 5.4. La représentation asymétrique de la dynamique d'un système dans RN est la don-née de (x+, x−) ∈ RN × RN et de leurs évolutions temporelles respe
tives, régies par les équationsdi�érentielles suivantes :

f+

(
x+(t),D+x+(t), · · · , (D+)kx+(t), t

)
= 0,

f−

(
x−(t),D−x−(t), · · · , (D−)lx−(t), t

)
= 0,où x+ représente l'évolution dans le sens passé → futur et x− l'évolution dans le sens futur → passé.Deux 
hoses 
ara
térisent ainsi la �è
he du temps : la stru
ture globale de l'équation di�érentielle,via f±, et l'opérateur d'évolution temporelle, 
'est-à-dire la dérivée D±. Si le sens d'évolution apparaîtexpli
itement dans 
e dernier, il n'en va pas de même pour la première. Par sou
i de simpli
ité, nous
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ipes physiquessupposerons don
 que f+ = f− = f . Le sens de la �è
he du temps devient ainsi ex
lusivementdéterminé par le 
hoix de la dérivée. Les équations de la dynamique sont alors
f
(
x+(t),D+x+(t), · · · , (D+)kx+(t), t

)
= 0, (5.5)

f
(
x−(t),D−x−(t), · · · , (D−)kx−(t), t

)
= 0. (5.6)Remarque 5.3. Lorsque D± = d±, on suppose souvent que la traje
toire est dérivable, 
'est-à-direque d+x(t) = d−x(t) = d

dtx(t). On perd alors toute tra
e de la �è
he du temps.Par sou
i de 
larté, nous allons maintenant nous restreindre au 
as fra
tionnaire et étendre leplongement fra
tionnaire dé�ni pré
édemment a�n d'obtenir des équations du type (5.5) et (5.6). Nousverrons toutefois dans la partie 5.1.5 que 
e formalisme n'est pas tributaire du 
al
ul fra
tionnaire etpeut être 
onsidéré pour des dérivées générales D±. L'arti
le [CI08℄ adopte 
e point de vue.5.1.3 Dé�nition du plongement fra
tionnaire asymétriqueNous reprenons i
i la présentation faite dans [CI10℄. Considérons un système S, évoluant dans
RN pendant un intervalle de temps [a, b]. Soit 0 < α < 1. Pour X = (x+, x−) ∈ C1([a, b])2 (en fait
AC([a, b])2 serait su�sant), nous dé�nissons l'opérateur di�érentiel cDα par

cDαX = ( c
aDα

t x+,− c
tDα

b x−),a�n de traiter simultanément les deux sens d'évolution.Par 
onséquent, pour k ∈ N∗ et X une fon
tion �assez régulière�,
( cDα)k X =

(
( c

aDα
t )kx+, (− c

tDα
b )kx−

)
.D'après le 
orollaire 2.1, ( cDα)k X est bien dé�ni pour X ∈ Ck

+([a, b]) ×Ck
−([a, b]) et véri�e dans
e 
as

( cDα)kX =
(

c
aDαk

t x+, (−1)k c
tDαk

b x−
)
.On a alors ( cDα)kX ∈ C0

+([a, b]) × C0
−([a, b]).À l'aide de 
et opérateur, nous allons dé�nir un nouveau type de plongement, inspiré du plonge-ment fra
tionnaire ; nous plongeons d'abord les opérateurs Ogf puis les équations di�érentielles asso-
iées. La dé�nition suivante 
onstitue le so
le du dédoublement dynamique que nous allons ensuitee�e
tuer.Dé�nition 5.5. Soit k ∈ N, M,N ∈ N∗ et f ∈ F(RN(k+1)+1,RM ). La représentation asymétrique de

f , notée f̃ , est dé�nie par
f̃ : R2N(k+1)+1 −→ RM

(x0, y0, . . . , xk, yk, t) 7−→ f(x0 + y0, . . . , xk + yk, t).Pré
isons de suite que les fon
tions pertinentes seront dans F([a, b],RN ) × {0} ou {0} ×
F([a, b],RN ). C'est pourquoi nous introduisons la matri
e de �séle
tion� suivante.Notons MM,2M (R) l'ensemble des matri
es réelles à M lignes et 2M 
olonnes et IM la matri
eidentité de taille M . On dé�nit l'opérateur σ par

σ : F([a, b],RN )2 −→ MM,2M (R)

X 7−→ (IM 0) si X ∈ F([a, b],RN ) × {0} et X 6= 0,

(0 IM ) si X ∈ {0} × F([a, b],RN ) et X 6= 0,

(IM IM ) sinon.Nous pouvons à présent dé�nir le plongement asymétrique d'un opérateur Ogf dé�ni par (4.3).
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t des prin
ipes physiques 75Dé�nition 5.6. Le plongement fra
tionnaire asymétrique de l'opérateur Ogf , noté Ẽα(Ogf ), est dé�nipar
Ẽα(Ogf ) : Ũα −→ F([a, b],RM )

X 7−→
[
f̃0 + σ(X)

p∑

i=1

(
f̃i ⋆ aDαi

t ◦ g̃i

f̃i ⋆ (−1)i tDαi
b ◦ g̃i

)]
(
X(•), . . . , ( cDα)kX(•), •

)
,

(5.7)où Ũα ⊂ F([a, b],RN )2 est l'ensemble de dé�nition de Ẽ(Ogf ).On introduit aussi les espa
es suivants :
Ũα

+ = Ũα ∩
(
F([a, b],RN ) × {0}

)
, Ũα

− = Ũα ∩
(
{0} × F([a, b],RN )

)
.En parti
ulier, pour (x+, 0) ∈ Ũα

+, (5.7) redonne le plongement fra
tionnaire du 
hapitre 4 :
Ẽα(Ogf )(x+, 0)(t) =

[
f0 +

p∑

i=1

fi ⋆ aDαi
t ◦ gi

](
x+(t), . . . , ( c

aDα
t )kx+(t), t

)
,

= Eα(Ogf )(x+)(t).Pour (0, x−) ∈ Ũα
−, on a

Ẽα(Ogf )(0, x−)(t) =

[
f0 +

p∑

i=1

fi ⋆ (−1)i tDαi
b ◦ fi

](
x−(t), . . . , (− c

tDα
b )kx−(t), t

)
.Des pré
isions sur Ũα analogues au lemme 4.1 peuvent être données.Lemme 5.2. On suppose que pour tout 0 ≤ i ≤ p, fi ∈ C0(RN(k+1)+1) et que pour tout 1 ≤ j ≤ p,

gj ∈ Cj(RN(k+1)+1).� Si ∂gi

∂t
= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ p, alors

Cp+k
+ ([a, b]) × Cp+k

− ([a, b]) ⊂ Ũα,et de plus,
Ẽα(Ogf )(Cp+k

+ ([a, b]) × Cp+k
− ([a, b])

)
⊂ C0([a, b]).� Si p = 0 (g = ∅) et k = 1, alors

C1([a, b])2 ⊂ Ũα,et de plus,
Ẽα(Ogf )(C1([a, b])2

)
⊂ C0([a, b]).Démonstration. Analogue à 
elle du lemme 4.1.A�n de 
lari�er les notations, nous donnons i
i un exemple simple.Exemple 5.1. On prend N = M = p = 1, k = 2 et on suppose que 0 < α < 1/2. Soit f0, f1, g1 :

R4 → R les fon
tions dé�nies par
f0(a, b, c, t) = c+ e−t cos b,

f1(a, b, c, t) = 1,

g1(a, b, c, t) = cos a.
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t des prin
ipes physiquesL'opérateur Ogf asso
ié véri�e, pour tout x ∈ C2([a, b]) et t ∈ [a, b],
Ogf (x)(t) =

d2

dt2
x(t) + e−t cos

(
d

dt
x(t)

)
+
d

dt
cos(x(t)).D'après le lemme 2.11, si (x+, x−) ∈ AC2([a, b])2, alors

( cDα)2(x+, x−) = ( c
aD2α

t x+,
c
tD2α

b x−).Le plongement asymétrique Ẽ(Ogf ) est don
 dé�ni sur AC2([a, b])2, et pour tout (x+, x−) ∈
AC2([a, b])2,

Ẽα(Ogf )(x+, x−)(t) = c
aD2α

t x+(t) + c
tD2α

b x−(t) + e−t cos
(

c
aDα

t x+(t) − c
tDα

b x−(t)
)

+σ(x+, x−)

(
aDα

t cos(x+(t) + x−(t))

− tDα
b cos(x+(t) + x−(t))

)
.Pour (x+, 0) ∈ AC2([a, b]) × {0}, le plongement asymétrique devient

Ẽα(Ogf )(x+, 0)(t) = c
aD2α

t x+(t) + e−t cos
(

c
aDα

t x+(t)
)

+ aDα
t cos

(
x+(t)

)
,et pour (0, x−) ∈ {0} ×AC2([a, b]),

Ẽα(Ogf )(0, x−)(t) = c
tD2α

b x−(t) + e−t cos
(
− c

tDα
b x−(t)

)
− tDα

b cos
(
x−(t)

)
.On étend de même que pré
édemment les équations di�érentielles é
rites sous la forme

Ogf (x) = 0. (5.8)Dé�nition 5.7. Ave
 les notations pré
édentes, le plongement asymétrique de l'équation di�érentielle(5.8) est dé�ni par
Ẽα(Ogf )(X) = 0, X ∈ Ũ . (5.9)Ainsi, si (x+, 0) ∈ Ũα

+, (5.9) devient
[
f0 +

p∑

i=1

fi ⋆ aDαi
t ◦ gi

](
x+(t), . . . , ( c

aDα
t )kx+(t), t

)
= 0,et joue le r�le de (5.5).De même, pour (0, x−) ∈ Ũα

−, on obtient l'équation
[
f0 +

p∑

i=1

fi ⋆ (−1)i tDαi
b ◦ gi

](
x−(t), . . . , (− c

tDα
b )kx−(t), t

)
= 0,qui s'apparente à (5.6).Remarquons que 
es deux équations respe
tent bien la 
ausalité. Le plongement asymétriquepermet don
 de dédoubler la dynamique d'un système et de traiter les deux 
omposantes de manièreuni�ée. C'est en fait 
e dernier aspe
t qui importera pour les sytèmes lagrangiens, et don
 pour lessystèmes hamiltoniens.
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t des prin
ipes physiques 775.1.4 Appli
ation aux systèmes lagrangiens et hamiltoniensSystèmes lagrangiensConsidérons à présent le même système S que pré
édemment, mais supposons de plus qu'il soitlagrangien, de Lagrangien L. La représentation aymétrique L, notée L̃, véri�e pour toutX = (x1, x2) ∈
R2N , Y = (y1, y2) ∈ R2N et t ∈ [a, b],

L̃(X,Y, t) = L(x1 + x2, y1 + y2, t).Étant donné que
∂L̃

∂x1
(X,Y, t) =

∂L̃

∂x2
(X,Y, t) = ∂1L(x1 + x2, y1 + y2, t),on note ∂1L̃(X,Y, t) = ∂̃1L(X,Y, t) = ∂1L(x1 + x2, y1 + y2, t). De même, on note ∂2L̃(X,Y, t) =

∂2L(x1 + x2, y1 + y2, t).Commençons par plonger (EL). Ave
 le même 
hoix pour f et g que dans le 
hapitre pré
édent,le plongement fra
tionnaire asymétrique de (EL), noté Ẽα(EL), véri�e
Ẽα(EL) : ∂1L̃

(
X(t), cDαX(t), t

)
− σ(X)

(
aDα

t ∂2L̃
(
X(t), cDαX(t), t

)

− tDα
b ∂2L̃

(
X(t), cDαX(t), t

)
)

= 0. (5.10)En parti
ulier, pour X = (x+, 0), (5.10) devient
Ẽ+

α (EL) : ∂1L
(
x+(t), c

aDα
t x+(t), t

)
− aDα

t ∂2L
(
x+(t), c

aDα
t x+(t), t

)
= 0, (5.11)et pour X = (0, x−), on a :

Ẽ−
α (EL) : ∂1L

(
x−(t),− c

tDα
b x−(t), t

)
+ tDα

b ∂2L
(
x−(t),− c

tDα
b x−(t), t

)
= 0. (5.12)Ces deux équations peuvent jouer le r�le de (5.5) et (5.6) pour le système S et fournissent ainsiune possible représentation asymétrique de sa dynamique.Plongeons à présent le Lagrangien L, pour ensuite lui appliquer le prin
ipe de moindre a
tion. Onnotera en
ore L l'opérateur O∅

{L}.Le plongement fra
tionnaire asymétrique de L, noté L̃α, véri�e
L̃α(X)(t) = L

(
x+(t) + x−(t), c

aDα
t x+(t) − c

tDα
b x−(t), t

)
,pour tout (x+, x−) ∈ C1([a, b])2 et t ∈ [a, b].L'a
tion asso
iée devient à présent

A(L̃α) : C1([a, b])2 −→ R

X 7−→
∫ b

a
L̃
(
X(t), cDαX(t), t

)
dt.Autrement dit,

A(L̃α)(x+, x−) =

∫ b

a
L
(
x+(t) + x−(t), c

aDα
t x+(t) − c

tDα
b x−(t), t

)
dt. (5.13)La détermination de la di�érentielle de A(L̃α) ne pose pas problème.
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t des prin
ipes physiquesLemme 5.3. Soit X ∈ C1([a, b])2. On suppose que ∂2L̃(X(•), cDαX(•), •) ∈ AC([a, b]).Alors A(L̃α) est C1
0 ([a, b])2-di�érentiable en X et pour tout H = (h+, h−) ∈ C1

0 ([a, b])2,
dA(L̃α)(X,H) =

∫ b

a

[
∂1L̃

(
X(t), cDαX(t), t

)
+ tDα

b ∂2L̃
(
X(t), cDαX(t), t

)]
· h+(t) dt (5.14)

+

∫ b

a

[
∂1L̃

(
X(t), cDαX(t), t

)
− aDα

t ∂2L̃
(
X(t), cDαX(t), t

)]
· h−(t) dt. (5.15)Démonstration. Analogue à 
elle du lemme 4.2, en traitant 
ette fois h+ et h−.On obtient ainsi une première généralisation de (EL)α.Lemme 5.4. Soit X ∈ C1([a, b])2. On suppose que ∂2L̃(X(•), cDαX(•), •) ∈ AC([a, b]).L'équivalen
e suivante a lieu :

X est une C1
0 ([a, b])2-extrémale de l'a
tion A(L̃α) si et seulement si X véri�e l'équation (ẼL)α,donnée par

(ẼL)α : ∀ t ∈]a, b[,





∂1L̃
(
X(t), cDαX(t), t

)
+ tDα

b ∂2L̃
(
X(t), cDαX(t), t

)
= 0,

∂1L̃
(
X(t), cDαX(t), t

)
− aDα

t ∂2L̃
(
X(t), cDαX(t), t

)
= 0.

(5.16)Démonstration. Similaire à 
elle du théorème 3.1.En fait 
ette équation est 
omplètement dégénérée. Elle implique que
(

tDα
b + aDα

t

)
∂2L̃

(
X(t), cDαX(t), t

)
= 0.En s'inspirant du lemme 5.1, on peut montrer que dans 
e 
as ∂2L̃(X(t), cDαX(t), t) = 0, et don


∂1L̃(X(t), cDαX(t), t) = 0. C'est en fait en restreignant les variations (mais autrement que dans leparagraphe 5.1.1) que nous allons obtenir des équations intéressantes.Causalité et 
ohéren
eComme on l'a déjà noté, seuls (x+, 0) et (0, x−) sont réellement pertinents. E�e
tivement, addi-tionner 
es deux quantités dans les représentations asymétriques mélangerait dans 
e 
as les deuxdynamiques. En ne 
onsidérant que la dynamique passé → futur en x+, il semble légitime de res-treindre de même les variations. La première idée 
onsiste à regarder les variations (h+, 0).Lemme 5.5. Soit x+ ∈ C1([a, b]). On suppose que ∂2L(x+(•), c
aDα

t x+(•), •) ∈ AC([a, b]).L'équivalen
e suivante a lieu :
(x+, 0) est une C1

0([a, b])×{0}-extrémale de l'a
tion A(L̃α) si et seulement si x+ véri�e l'équation
∀ t ∈ [a, b[, ∂1L

(
x+(t), c

aDα
t x+(t), t

)
+ tDα

b ∂2L
(
x+(t), c

aDα
t x+(t), t

)
= 0. (5.17)Démonstration. On prend h− = 0 dans (5.14).On retrouve exa
tement l'équation (EL)α problématique. Par 
ontre, si l'on 
onsidère des varia-tions (0, h−), le problème est résolu, et 
'est là tout l'intérêt du plongement asymétrique.Théorème 5.1. Soit x+ ∈ C1([a, b]). On suppose que ∂2L(x+(•), c

aDα
t x+(•), •) ∈ AC([a, b]).L'équivalen
e suivante a lieu :

(x+, 0) est une {0}×C1
0 ([a, b])-extrémale de l'a
tion A(L̃α) si et seulement si x+ véri�e l'équation

(EL)+α , donnée par
(EL)+α : ∀ t ∈]a, b], ∂1L

(
x+(t), c

aDα
t x+(t), t

)
− aDα

t ∂2L
(
x+(t), c

aDα
t x+(t), t

)
= 0. (5.18)
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t des prin
ipes physiques 79Un résultat similaire existe pour x−.Corollaire 5.1. Soit x− ∈ C1([a, b]). On suppose que ∂2L(x−(•),− c
tDα

b x−(•), •) ∈ AC([a, b]).L'équivalen
e suivante a lieu :
(0, x−) est une C1

0 ([a, b])×{0}-extrémale de l'a
tion A(L̃α) si et seulement si x− véri�e l'équation
(EL)−α , donnée par

(EL)−α : ∀ t ∈ [a, b[, ∂1L
(
x−(t),− c

tDα
b x−(t), t

)
+ tDα

b ∂2L
(
x−(t),− c

tDα
b x−(t), t

)
= 0.(5.19)Les équations (5.18) et (5.19), toutes deux issues d'un prin
ipe de moindre a
tion, respe
tent en�nla 
ausalité (au sens des dé�nitions 5.1 et 5.2). De plus, au
une restri
tion majeure n'est faite sur les
omposantes non nulles des variations. Nous obtenons ainsi un prin
ipe de moindre a
tion analogueà la formulation 
lassique, si 
e n'est que les traje
toires et les variations ne sont pas soumises à lamême dynamique. Ce résultat peut sembler surprenant : il montre que pour obtenir des équations
ausales de la dynamique dans un sens donné, il faut faire intervenir des variations évoluant dansl'autre dire
tion temporelle, 
omme le résume le tableau 5.1.traj. \ var. (h+, 0) (0, h−)

(x+, 0) non 
ausal 
ausal passé → futur
(0, x−) 
ausal futur → passé non 
ausalFig. 5.1 � Critères de 
ausalité.Tentons de mieux 
omprendre 
e paradoxe. Comme on l'a vu au 
hapitre 3, le prin
ipe de moindrea
tion est une vision globale de la dynamique au niveau temporel : la traje
toire est déterminée surl'ensemble de son par
ours (
'est-à-dire sur l'intervalle [a, b]). L'équation (EL)α, en faisant intervenirpassé et futur, est en fait en a

ord ave
 
e point de vue global. Pourtant, 
e prin
ipe a pour butde dé
rire des systèmes 
ausaux. Le théorème 5.1 (et son 
orollaire 5.1) montre que 
'est grâ
e auxvariations que 
ette apparente in
ompatibilité peut être levée. En obéissant à la dynamique en sensinverse, 
es dernières �
aptent� la partie non 
ausale (et don
 �naliste) du prin
ipe de moindre a
tion ;les équations de la dynamique peuvent alors respe
ter la 
ausalité. Dans l'addition x+ + εh−, onajoute bien deux fon
tions 
omparables, mais leurs natures dynamiques et physiques sont di�érentes.La traje
toire x+ peut être quali�ée de réelle alors que les variations h− sont virtuelles. Ce point devue est illustré ave
 la �gure 5.2. Pour résumer, le 
ara
tère �naliste du prin
ipe de moindre a
tionsemble résider dans les variations ; 
elles-
i n'ayant pas de réalisation 
on
rète, 
et aspe
t sembledevenir moins �
hoquant�.Par ailleurs,

(EL)+α ≡ Ẽ+
α (EL) et (EL)−α ≡ Ẽ−

α (EL).Si on note Ẽ+
α et Ẽ−

α les plongements fra
tionnaires asymétriques évalués respe
tivement sur lestraje
toires (x+, 0) et (0, x−), les s
hémas suivants sont 
ommutatifs :
LOO

C1
0 ([a,b])

��

Ẽ+
α // Ẽ+

α (L)
OO

{0}×C1
0 ([a,b])

��
(EL)

Ẽ+
α // Ẽ+

α (EL)

LOO

C1
0 ([a,b])

��

Ẽ−

α // Ẽ−
α (L)

OO

C1
0 ([a,b])×{0}

��
(EL)

Ẽ−

α // Ẽ−
α (EL)

(5.20)
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a

t b{ {

trajectoire "réelle" variations "virtuelles"Fig. 5.2 � Traje
toire et variations.Autrement dit, prin
ipe de moindre a
tion et plongement fra
tionnaire asymétrique sont deuxpro
édures qui peuvent être 
ommutatives. En suivant [Cre07℄, le plongement asymétrique peut don
être quali�é de 
ohérent. Cela 
onfère un poids supplémentaire à Ẽ+
α (EL) et Ẽ−

α (EL), qui semblentainsi être de bonnes 
andidates pour une représentation asymétrique de la dynamique du système S.Ave
 les diagrammes (5.20), voi
i la partie gau
he du toit de notre 
ube a
hevée.Systèmes hamiltoniensOn suppose maintenant que le système S est hamiltonien, de Hamiltonien H. La variable xest rempla
ée 
ette fois par z = (x, p), et son dédoublement, noté Z, véri�e Z = (z+, z−) =(
(x+, p+), (x−, p−)

). En parti
ulier, la représentation asymétrique de H est dé�nie par
H̃(Z) = H(x+ + x−, p+ + p−).Comme pour le Lagrangien, on peut poser ∂iH̃(Z) = ∂̃iH(Z) = ∂iH(x+ + x−, p+ + p−) pour

1 ≤ i ≤ 2.Ave
 le 
hoix pré
édemment fait pour é
rire (EH) sous la forme (5.8), le plongement asymétriquede (EH), noté Ẽα(EH), est ainsi dé�ni par
Ẽα(EH) :

(
−∂2H̃

∂1H̃

)
(
Z(t)

)
+ σ(Z)

(
aDα

t

− tDα
b

)
Z(t) = 0.Pour Z = (z+, 0), 
e plongement devient

(
−∂2H

∂1H

)
(z+(t)) + aDα

t z+(t) = 0,équation que l'on notera Ẽ+
α (EH) :

Ẽ+
α (EH) : ∀ t ∈]a, b],





aDα
t x+(t) = ∂2H

(
x+(t), p+(t)

)
,

aDα
t p+(t) = −∂1H

(
x+(t), p+(t)

)
.On retrouve là en
ore le plongement Eα(EH) du 
hapitre 4.
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t des prin
ipes physiques 81De même, pour (0, z−), on note Ẽ−
α (EH) le plongement asymétrique de (EH) :

Ẽ−
α (EH) : ∀ t ∈ [a, b[,





− tDα
b x−(t) = ∂2H

(
x−(t), p−(t)

)
,

− tDα
b p−(t) = −∂1H

(
x−(t), p−(t)

)
.Supposons maintenant queH soit asso
ié à un Lagrangien L. Le lien ave
 les plongements fra
tion-naires asymétriques des systèmes lagrangiens se fait à travers le moment. Rappelons que le moment

p(t) asso
ié à x(t) véri�e
∀ t ∈ [a, b], p(t) = ∂2L

(
x(t),

d

dt
x(t)

)
.En identi�ant p à O∅

{p}, le plongement fra
tionnaire asymétrique de p, noté p̃α, véri�e
∀ t ∈ [a, b], p̃α(t) = ∂2L̃

(
X(t), cDαX(t)

)
.Nous avons omis la dépendan
e en X par sou
i de 
ohéren
e ave
 les notations pré
édentes sur lemoment. Le lien ave
 la transformée de Legendre est maintenant

c
aDα

t x+(t) − c
tDα

b x−(t) = fL

(
x+(t) + x−(t), p̃α(t)

)
. (5.21)On remarque que 
ontrairement à la variable X, le moment n'est pas dédoublé pour le plongementasymétrique. En fait, le sens d'évolution de p̃α est impli
itement déterminé par 
elui de X.Le lien ave
 les équations d'Euler Lagrange fra
tionnaires 
ausales est donné par le résultat suivant.Théorème 5.2. Soit un système lagrangien dont le Lagrangien L véri�e la propriété de Legendre etsoit H le Hamiltonien asso
ié à L.� Si (x+, 0) est solution de Ẽ+

α (EL) ave
 x+(a) = 0 et si p̃α est le moment asso
ié à (x+, 0), alors
(x+, p̃α) est solution de Ẽ+

α (EH).� Si (0, x−) est solution de Ẽ−
α (EL) ave
 x−(b) = 0 et si p̃α est le moment asso
ié à (0, x−), alors

(x−, p̃α) est solution de Ẽ−
α (EH).Démonstration. Les deux 
as sont similaires. Traitons par exemple le se
ond. On a toujours
∂1H(x, p) = −∂1L(x, fL(x, p)),

∂2H(x, p) = fL(x, p).De plus, 
omme x−(b) = 0, (5.21) devient
− tDα

b x−(t) = − c
tDα

b x−(t) = fL

(
x−(t), p̃α(t)

)
,
e qui montre que

− tDα
b x−(t) = ∂2H

(
x−(t), p̃α(t)

)
.Par ailleurs, 
omme (0, x−) est solution de Ẽ−

α (EL),
∂1L

(
x−(t),− c

tDα
b x−(t), t

)
= − tDα

b ∂2L
(
x−(t),− c

tDα
b x−(t), t

)
,

= − tDα
b p̃α(t).Par 
onséquent ∂1H

(
x−(t), p̃α(t)

)
= tDα

b p̃α(t).
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t des prin
ipes physiquesD'après la 
ohéren
e des équations d'Euler-Lagrange fra
tionnaires obtenues dans 
e 
hapitre, onvoit ainsi que pour les sytèmes hamiltoniens fra
tionnaires, 
ausalité et moindre a
tion peuvent aussiêtre 
on
iliées. Les s
hémas suivants sont don
 
ommutatifs :
HOO

��

Ẽ+
α // ∼ Ẽ+

α (H)
OO

��
(EH)

Ẽ+
α // Ẽ+

α (EH)

HOO

��

Ẽ−

α // ∼ Ẽ−
α (H)
OO

��
(EH)

Ẽ−

α // Ẽ−
α (EH)Ils permettent de 
onstruire le 
�té droit de notre toit.Pour la dynamique dans le sens passé → futur (il en serait de même pour le sens futur → passé),on obtient ainsi le diagramme général suivant :

Ẽ+
α (L) //

OO
∼ Ẽ+

α (H)
OO

Ẽ+
α (EL)

zz

t
t

t
t

t
t

t
t

t

//
OO

Ẽ+
α (EH)

OO

xx

L // H

(EL) //
yy

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s

(EH)
xx

(5.22)

Ce diagramme et son homologue dans le sens opposé 
onstituent exa
tement le 
ube de la �gure1, les di�éren
es de notations témoignant du 
hemin que nous avons du par
ourir depuis le 
hapitre4. Les �è
hes symbolisent les pro
édures suivantes :� gau
he → droite : transformée de Legendre,� arrière → avant : prin
ipe de moindre a
tion,� bas → haut : transition 
lassique → fra
tionnaire.C'est 
ette dernière qui reste maintenant à explorer ; nous nous y attellerons dans la partie suivante.Nous présentons maintenant un exemple simple qui illustre le plongement asymétrique et son lienpossible ave
 l'irréversiblité.Exemple 5.2. Cette illustration n'est autre que l'os
illateur harmonique, que nous avons déjà ren-
ontré au 
hapitre pré
édent. Son lagrangien peut s'exprimer sous la forme
L(x, v) =

1

2
‖v‖2 − 1

2
ω2‖x‖2. (5.23)En prenant ω =

√
k
m , on retrouve � à une 
onstante multipli
ative près qui n'importe pas dansle prin
ipe de moindre a
tion � le Lagrangien (3.3). La 
onstante ω est homogène à l'inverse d'untemps, 
e que l'on note [ω] = 1/T . Nous y reviendrons. Pour X = (x+, x−) ∈ C1([a, b])2, on a :
∂1L̃

(
X(t), cDαX(t)

)
= −1

2
ω2
(
x+(t) + x−(t)

)
,

∂2L̃
(
X(t), cDαX(t)

)
=

1

2

(
c
aDα

t x+(t) − c
tDα

b x−(t)
)
.
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ipes physiques 83Les équations (5.18) et (5.19) deviennent alors
aDα

t
c
aDα

t x+(t) + ω2x+(t) = 0,

tDα
b

c
tDα

b x−(t) + ω2x−(t) = 0.Pour α = 1,
aD1

t
c
aD1

t x+(t) =
d

dt

(
x′+(t) − x′+(a)

)
=

d2

dt2
x+(t),

tD1
b

c
tD1

b x−(t) = − d

dt

(
x′−(b) − x′−(t)

)
=

d2

dt2
x−(t).On retrouve bien des équations identiques au 
as 
lassique (3.4) :

d2

dt2
x+(t) + ω2x+(t) = 0,

d2

dt2
x−(t) + ω2x−(t) = 0.La dynamique est réversible au sens de la dé�nition 5.3, 
e qui s'a

orde ave
 la notion habituellede réversibilité (invarian
e sous la transformation t 7→ −t).Si maintenant α = 1/2,

aD1/2
t

c
aD

1/2
t x+(t) =

(
d

dt
aI1/2

t

)(
aI1/2

t x′+(t)
)
,

=
d

dt
aI1

t x
′
+(t),

=
d

dt

(
x+(t) − x+(a)

)
,

= x′+(t).De même,
tD1/2

b
c
tD

1/2
b x−(t) =

(
− d

dt
tI1/2

b

)(
− tI1/2

b x′−(t)
)
,

=
d

dt
tI1

b x
′
−(t),

=
d

dt

(
x−(b) − x−(t)

)
,

= −x′−(t).Les équations deviennent don

d

dt
x+(t) + ω2x+(t) = 0,

− d

dt
x−(t) + ω2x−(t) = 0.Ces deux équations sont di�érentes : la dynamique est 
ette fois irréversible, au sens de la dé�nition5.3. Là en
ore, 
e résultat s'a

orde ave
 la dé�nition usuelle.Pour �nir, nous allons voir que tout 
omme notre appro
he formelle de l'irréversibilité, la stru
turedu plongement asymétrique peut en fait être étendue à d'autres types de dérivées.
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t des prin
ipes physiques5.1.5 GénéralisationReprenons dans 
e paragraphe les opérateurs généraux D± introduits pour l'appro
he formelle del'irréversibilité. On pourrait en fait reprendre tout le 
heminement pré
édent ave
 D± pour peu que
es dérivées véri�ent quelques propriétés. C'est 
e qui a été fait dans [CI08℄ a�n de mettre en valeurles notions d'irréversibilité et de 
ausalité, hors du 
adre fra
tionnaire.Pour les sytèmes lagrangiens il faut faire les trois hypothèses suivantes.� L'ensemble
U =

{
x ∈ C0([a, b]) | D±x ∈ C0([a, b])

}est non vide. Il rempla
e C1([a, b]) pour l'espa
e des traje
toires.� Il existe U0 ⊂ U tel que pour tout f ∈ U et g ∈ U0,
∫ b

a
f(t) · D±g(t) dt = −

∫ b

a
D∓f(t) · g(t) dt.� L'in
lusion

C∞
0 ([a, b]) ⊂ U0est véri�ée a�n que le lemme fondamental du 
al
ul des variations reste valable (voir par exemple[Hör83, théorème 1.2.4℄).On peut dans 
e 
as dé�nir le plongement asymétrique pour des traje
toires dédoublées X =

(x+, x−) régies par la dérivée
DX =

(
D+x+,D−x−

)
.Il est en
ore possible d'obtenir des équations d'Euler-Lagrange 
ausales. Celles-
i sont donnéespar

∂1L
(
x+(t),D+x+(t), t

)
−D+∂2L

(
x+(t),D+x+(t), t

)
= 0,

∂1L
(
x−(t),D−x−(t), t

)
−D−∂2L

(
x−(t),D−x−(t), t

)
= 0.On peut par exemple 
onsidérer 
omme dérivées D± les di�éren
es �nies données, pour ε > 0, par

d+
ε f(t) =

f(t) − f(t− ε)

ε
, (5.24)

d−ε f(t) =
f(t+ ε) − f(t)

ε
.On véri�e que d+

ε prend en 
ompte le passé de f et d−ε le futur.On prend U = U0 = C0([a, b]), en posant de plus f(t) = 0 pour tout t ∈ [a− ε, a[∪]b, b + ε], a�nque d±ε soit bien dé�ni sur [a, b]. On a bien C∞
0 ([a, b]) ⊂ U0. Dans 
e 
as, pour tout f, g ∈ C0([a, b]),

∫ b

a
f(t) · d±ε g(t) dt = −

∫ b

a
d∓ε f(t) · g(t) dt.Les équations d'Euler-Lagrange véri�ent ainsi

∂1L
(
x+(t), d+

ε x+(t), t
)
− d+

ε ∂2L
(
x+(t), d+

ε x+(t), t
)

= 0,

∂1L
(
x−(t), d−ε x−(t), t

)
− d−ε ∂2L

(
x−(t), d−ε x−(t), t

)
= 0.Lorsque l'on observe (ou simule) l'évolution d'un système lagrangien 
lassique (régi par l'opérateur

d/dt), on ne mesure son état qu'à 
ertains instants. Les observations restent toujours pon
tuelles,jamais 
ontinues. La vitesse est 
al
ulée à partir de 
es points mesurés par une formule du type(5.24). Expérimentalement, on ne peut faire ε → 0 pour tenter de retrouver d/dt. D'ailleurs, quand
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t des prin
ipes physiques 85bien même on supposerait le pas de temps très petit, on s'appro
herait de d+ dé�ni par (4.11) etnon de d/dt. La dynamique que l'on observe 
on
rètement n'est don
 pas vraiment 
elle en d/dt(théorique), mais plut�t 
elle en d+
ε . Ce 
hangement de point de vue sur le système illustre bien lanotion de plongement.Maintenant que nous avons réuni�é moindre a
tion et 
ausalité, il faut en
ore peau�ner le plon-gement fra
tionnaire asymétrique en rendant ses équations dimensionnellement homogènes.5.2 Homogénéité dimensionnelleNous reprenons i
i l'arti
le [Ini08℄. Commençons d'abord par pré
iser 
e que nous entendons parhomogénéité dimensionnelle. En physique, 
haque objet (
oe�
ient, variable, dérivée, et
) possède une�unité� U , exprimable en fon
tion d'unités fondamentales telles que la longueur, notée génériquement

L, la masse M ou en
ore le temps T ; on dit que 
ette entité est homogène à U , ou bien en
ore quesa dimension est égale à U . Par exemple, une vitesse v est homogène à une longueur divisée par untemps : [v] = LT−1. La dimension d'une for
e F est [F ] = M L2 T−2, la 
onstante ω intervenantdans l'os
illateur harmonique (5.23) est homogène à T−1 et la dérivée 
lassique a pour dimension
T−1. Nous avons pré
isé que l'homogénéité était dimensionnelle a�n d'éviter toute 
onfusion ave
 lesfon
tions homogènes des mathématiques (même si les deux notions ne sont pas sans rapport) ; nousregardons i
i des équations physiques.Dans de telles équations, les termes 
omparés (additionnés) doivent avoir la même dimension.Additionner un mètre et un kilogramme n'aurait en e�et au
un sens ! Respe
ter l'homogénéité dimen-sionnelle, 
'est don
 simplement s'assurer que l'on manipule des objets physiques 
ommensurables.On peut y voir un autre prin
ipe fondamental de la physique.Si l'on suppose toujours que les équations fra
tionnaires ont une réelle signi�
ation physique, alorselles doivent elles aussi respe
ter 
e prin
ipe. Or il se trouve que 
e n'est souvent pas le 
as dans lalittérature. Pire en
ore, les équations fra
tionnaires que nous avons obtenues jusqu'i
i à l'aide desplongements fra
tionnaires ne sont pas non plus homogènes. Notons toutefois que 
e problème ne sepose pas toujours ainsi 
on
rètement, puisque lors de modélisations à l'aide de modèles fra
tionnaires,les 
onstantes peuvent apparaître 
omme des paramètres à ajuster. Pré
isons aussi que du point devue mathématique, 
e sou
i d'homogénéité n'a absolument pas lieu d'être ; 
'est uniquement lorsquel'on veut donner un sens physique aux équations que le problème se pose.Comme on l'a déjà mentionné, une démar
he 
ourante pour obtenir des équations fra
tionnaires
onsiste à rempla
er dans une équation 
lassique la dérivée d/dt, homogène à T−1 par une dérivéefra
tionnaire dα/dtα, homogène à T−α, ave
 0 < α < 1 (transition Ogf (x) = 0 → Eα(Ogf )(x) = 0).Comme on le voit, 
ette transformation ne 
onserve pas l'homogénéité temporelle de l'objet. Cetteremarque s'appliquerait bien entendu à l'aspe
t fra
tionnaire en espa
e (voir le 
hapitre 9), mais nousnous limitons i
i à la 
omposante temporelle.A�n de résoudre 
e problème, nous montrons d'abord la né
essité d'introduire une 
onstantede temps supplémentaire. Celle-
i nous permet ensuite de proposer deux méthodes équivalentes quipermettent au plongement fra
tionnaire de 
onserver l'homogénéité des équations. Après avoir abordéune troisième option, nous illustrons en�n 
es pro
édures ave
 l'exemple de l'os
illateur harmonique.5.2.1 Constante de temps extrinsèqueComme on l'a vu, le 
ara
tère fra
tionnaire intervient via les opérateurs de dérivation qui sontgénéralisés aux ordres non-entiers. Si l'on e�e
tue 
ette substitution dans un des termes d'une équa-tion, il faut que les autres termes soient aussi modi�és pour 
onserver l'homogénéité. Considérons par
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t des prin
ipes physiquesexemple l'équation de l'os
illateur amorti :
d2

dt2
x(t) + λ

d

dt
x(t) + ω2x(t) = 0. (5.25)Les 
onstantes λ et ω ont pour dimension l'inverse d'un temps : [λ] = [ω] = T−1. En remplaçant

d/dt par une dérivée fra
tionnaire dα/dtα (sans se préo

uper i
i des règles de 
omposition), on obtientune équation du type
d2α

dt2α
x(t) + λ

dα

dtα
x(t) + ω2x(t) = 0,équation manifestement inhomogène : les trois termes ont tous des dimensions temporelles di�érentes(respe
tivement T−2α, T−1−α et T−2 si x n'a pas de dimension temporelle).Une équation frationnaire 
onservant naturellement l'homogénéité serait par exemple :

d2α

dt2α
x(t) + λα d

α

dtα
x(t) + ω2αx(t) = 0.Les 
hoses se 
ompliquent pour l'équation de di�usion 1.16 :

∂

∂t
P (x, t) −K

∂2

∂x2
P (x, t) = 0, ave
 [K] =

L2

T
. (5.26)Si l'on rempla
e dire
tement le terme ∂

∂tP (x, t) par ∂α

∂tαP (x, t), la seule manière de 
onserverl'homogénéité temporelle est de transformer K en Kα. On obtient alors l'équation
∂α

∂tα
P (x, t) −Kα ∂2

∂x2
P (x, t) = 0.Cependant, 
ette équation devient inhomogène en espa
e : si la dimension spatiale de P (x, t) est Lnp ,la dimension spatiale du terme de gau
he est Lnp alors qu'à droite elle vaut Lnp+2α−2. Pour 
hangeraussi la dimension spatiale, il faut alors rempla
er ∂2

∂x2 par ∂2α

∂x2α . La seule équation de di�usionfra
tionnaire homogène possible serait alors :
∂α

∂tα
P (x, t) −Kα ∂2α

∂x2α
P (x, t) = 0Au vu des nombreux arti
les utilisant une équation de di�usion fra
tionnaire (par exemple [MS04,Zas05℄), l'une des plus utilisées dans le 
al
ul fra
tionnaire, 
e 
as semble trop restri
tif. Qui plus est,d'après [Zas05℄, 
ette équation ne permet pas de traiter les phénomènes de transports anormaux dansles systèmes 
haotiques (
ar le 
oe�
ient de transport reste 
lassique).Considérons en�n l'équation de 
hute libre :

d2

dt2
x(t) + g = 0. (5.27)La dimension de l'a

élération du 
hamp de pesanteur terrestre g est [g] = L

T 2 . Si l'on transformedire
tement d2

dt2
en d2α

dt2α , il est impossible d'obtenir une équation fra
tionnaire homogène.Une première 
on
lusion 
onsisterait à interpréter 
ette possibilité d'obtenir une équation fra
-tionnaire 
omme un prin
ipe garde-fou ; une équation fra
tionnaire ne pourrait avoir de sens physiqueque s'il était possible de la rendre homogène, via des transformations sur les 
oe�
ients et/ou sur lesopérateurs. Toutefois, il se peut très bien que les 
onstantes apparaissant dans les équations soient
onstruites elles-mêmes à partir d'autres 
onstantes. Par exemple, l'a

élération du 
hamp de pesan-teur terrestre est en fait dé�nie par g = GMT

R2
T

, où G est la 
onstante universelle de gravitation, MT
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ipes physiques 87et RT la masse et le rayon de la Terre. L'équation (5.27) peut alors être transformée en une équationfra
tionnaire homogène :
d2α

dt2α
x(t) + gαR1−α

T = 0.L'équation initiale à elle seule ne permet don
 pas de savoir s'il est possible ou non de la transformeren une équation fra
tionnaire homogène. Cette transformation est par ailleurs équivoque. Par exemple,l'équation (5.25) peut aussi se transformer de manière homogène en :
d2α

dt2α
x(t) + λα d

α

dtα
x(t) + ω2λ2α−2x(t) = 0,voire en :

d2α

dt2α
x(t) + λ2α−β d

β

dtβ
x(t) + ω2αx(t) = 0, 0 < β < 1. (5.28)Fa
e à 
e problème de sous-détermination, il 
onvient de 
ontraindre les équations a�n d'obtenirune équation fra
tionnaire unique. Comme nous l'avons déjà dit, dans le 
as des systèmes lagrangiens,le plongement fra
tionnaire joue 
e r�le. Il implique notamment que β ∈ αN dans l'équation (5.28).Mais le plus important est qu'il ne modi�e pas les 
onstantes apparaissant dans les équations ; unefois le lagrangien �xé, la stru
ture est 
omplètement déterminée et seul l'opérateur d/dt est modi�éen un opérateur fra
tionnaire dα/dtα. Cette transition ne doit don
 pas modi�er l'homogénéité del'équation initiale.Deux méthodes sont envisageables. La première 
onsiste à adimensionner le système. Les dérivées
lassiques et fra
tionnaires deviennent toutes deux sans dimension et l'homogénité des équations estalors préservée. La se
onde 
onsiste à 
hoisir un opérateur fra
tionnaire dont la dimension est identiqueà la dérivée 
lassique, autrement dit T−1. Toutes deux requièrent l'introdu
tion d'une 
onstante detemps τ . Les exemples 
i-dessus montrent que 
elle-
i n'est pas for
ément déterminée par l'équation ;elle peut être masquée 
omme dans l'équation (5.27), ou plusieurs 
hoix peuvent être possibles 
ommedans l'équation (5.25). Nous sommes don
 
onduits à postuler l'existen
e d'une 
onstante de temps,que l'on notera τ , dé�nie a priori, 
'est-à-dire indépendamment de l'équation 
lassique. Autrementdit, τ est une 
onstante de temps extrinsèque à l'équation initiale. L'introdu
tion d'une telle 
onstanteva nous permettre de résoudre 
e problème d'homogénéité dimensionnelle tout en restant dans le 
adredu plongement fra
tionnaire.5.2.2 Plongements fra
tionnaires homogènesAprès avoir présenté 
es deux méthodes d'homogénéisation, nous montrons qu'elles sont en faitéquivalentes. Nous mentionnons ensuite une troisième voie, moins pertinente à notre sens, qui reprendla notion de �
onstante fra
tionnaire� parfois trouvée dans la littérature.On 
onsidère un système lagrangien, de Lagrangien L(x, v, t) et évoluant dans RN pendant l'in-tervalle temporel [a, b]. Soit τ la 
onstante de temps introduite pré
édemment. Les dimensions tem-porelles des variables x, v et t sont respe
tivement T 0, T−1 et T .A�n de pré
iser la dimension de la dérivée utilisée pour le plongement fra
tionnaire asymétrique,on le note dans 
ette partie Ẽα(·, dα/dtα) à la pla
e de Ẽα(·).Par exemple, le plongement fra
tionnaire asymétrique du Lagrangien L véri�e

L̃α(X)(t) = Ẽα(L, dα/dtα)(X)(t),

= L
(
x+(t) + x−(t), c

aDα
t x+(t) − c

tDα
b x−(t), t

)
.
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ipes physiquesAdimensionnement temporelL'adimensionnement est une méthode très utilisée en physique, notamment en mé
anique des�uides, où elle permet de simpli�er les équations et d'exhiber les paramètres pertinents. La 
onstantede temps τ va nous permettre de supprimer la dimension temporelle, seule à être problématique.On note ā = a/τ et b̄ = b/τ . A�n d'adimensionner temporellement les variables, on doit 
onsidérerun nouveau lagrangien.Dé�nition 5.8. Le Lagrangien adimensionné temporellement, noté L0, est dé�ni par
∀x ∈ RN , ∀ v ∈ RN , ∀u ∈ [ā, b̄], L0(x, y, u) = L

(
x,
y

τ
, τu
)
.Par 
onstru
tion de L, la dimension temporelle de y/τ est T−1, don
 
elle de y est T 0. De même,

u est sans dimension. Ainsi, au
une des variables de L0 ne possède de dimension temporelle, 
e quijusti�e la dénomination de 
e Lagrangien.Comme la variable d'évolution temporelle u est adimensionnée, la dérivation par rapport à 
enouveau temps est don
 aussi sans dimension. Par 
onséquent, le passage de d/du à dα/duα ne poseplus de problème d'homogénéité ; 
es deux opérateurs sont sans dimension.Le plongement fra
tionnaire asymétrique de L0, noté L̃0
α véri�e ainsi

L̃0
α(X)(u) = Ẽα(L0, dα/duα)(X)(u),

= L0
(
x+(u) + x−(u), c

āDα
u x+(u) − c

uDα
b̄ x−(u), u

)
.Par 
onséquent,

L̃0
α(X)(u) = L

(
x+(u) + x−(u), τ−1 c

āDα
u x+(u) − τ−1 c

uDα
b̄ x−(u), τu

)
.L'a
tion asso
iée est alors dé�nie sur [ā, b̄] :

A(L̃0
α)(X) =

∫ b̄

ā
L0
(
x+(u) + x−(u), c

āDα
u x+(u) − c

uDα
b̄ x−(u), u

)
du.Les équations d'Euler-Lagrange 
ausales (Ẽ+

α (EL) et Ẽ−
α (EL)) sont alors données par

∂1L
0
(
x+(u), c

āDα
u x+(u), u

)
− āDα

u ∂2L
0
(
x+(u), c

āDα
u x+(u), u

)
= 0, (5.29)

∂1L
0
(
x−(u),− c

uDα
b̄ x−(u), u

)
+ uDα

b̄ ∂2L
0
(
x−(u),− c

uDα
b̄ x−(u), u

)
= 0, (5.30)pour tout u ∈]ā, b̄[.Les solutions x+ et x− de 
es équations dépendent de la variable adimensionnée u. Comme āDα

uet uDα
b̄

sont sans dimension, les équations (5.29) et (5.30) sont 
lairement homogènes.Cette méthode peut être résumée par la transformation suivante :
F1 :





t −→ u =
t

τ
,

d

du
−→ dα

duα
.Une telle pro
édure permet de ne pas se sou
ier du 
ara
tère fra
tionnaire de l'opérateur dedérivation. Elle masque 
ependant la dynamique réelle, basée sur un temps réel, dimensionné. Pourretrouver 
elle-
i, nous allons redimensionner les équations (5.29) et (5.30).
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ipes physiques 89Dérivation fra
tionnaire homogèneLa 
onstante de temps τ peut aussi être utilisée pour 
onstuire un opérateur dont la dimensiontemporelle reste T−1 :
τα−1 d

α

dtα
. (5.31)Celui-
i va don
 préserver l'homogénéité du plongement. Contrairement au 
as pré
édent, nous n'avonspas besoin de dé�nir un nouveau Lagrangien et la dérivée τα−1 dα

dtα agit sur des fon
tions dépendantdu temps réel t.Le plongement fra
tionnaire asymétrique de L, noté L̃τ
α, devient maintenant

L̃τ
α(X)(t) = Ẽα(L, τα−1dα/dtα)(X)(t),soit

L̃τ
α(X)(t) = L

(
x+(t) + x−(t), τα−1 c

aDα
t x+(t) − τα−1 c

tDα
b x−(t), t

)
.L'a
tion véri�e

A(L̃τ
α)(X) =

∫ b

a
L
(
x+(t) + x−(t), τα−1 c

aDα
t x+(t) − τα−1 c

tDα
b x−(t), t

)
dt,et les équations d'Euler-Lagrange 
ausales s'é
rivent de la manière suivante :

∂1L
(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), t

)
− τα−1

aDα
t ∂2L

(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), t

)
= 0, (5.32)

∂1L
(
x−(t),−τα−1 c

tDα
b x−(t), t

)
+ τα−1

tDα
b ∂2L

(
x−(t),−τα−1 c

tDα
b x−(t), t

)
= 0, (5.33)pour tout t ∈]a, b[.On véri�e bien que 
es équations sont homogènes. Qui plus est, elles dépendent du vrai temps ttout 
omme leurs solutions x±, et tous les objets fra
tionnaires (variables, dérivées, plongement duLagangien, équations) 
onservent les mêmes dimensions que dans le 
as 
lassique. De 
e point de vue
ette se
onde méthode semble plus pro
he de la physique que la première.La méthode exposée i
i peut être 
ette fois résumée à l'aide de la transformation suivante :

F2 :
d

dt
−→ τα−1 d

α

dtα
.Équivalen
e entre les deux méthodesFort heureusement, nous n'aurons pas réellement à 
hoisir entre 
es deux appro
hes puisque l'on vavoir qu'elles sont en fait équivalentes. Cela est dû au fait que les dérivées fra
tionnaires de Riemann-Liouville et Caputo véri�ent la propriété suivante.Lemme 5.6. Soit f ∈ C1([a, b]). On note f̄ : u ∈ [ā, b̄] 7→ f(τu). Alors

τα dα

dvα
f(v)|v=t =

dα

duα
f̄(u)

∣∣
u=t/τ

,où dα/dtα désigne c
aDα

t , c
tDα

b , aDα
t ou tDα

b .
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t des prin
ipes physiquesDémonstration. Montrons-le par exemple pour c
aDα

t , les autres 
as étant semblables.
c
āDα

u f̄(u) =
1

Γ(1 − α)

∫ u

ā
(u− v)−αf̄ ′(v) dv

=
1

Γ(1 − α)

∫ uτ

āτ
(u− s

τ
)−αf̄ ′

(s
τ

) ds

τ
, s = vτ

=
τα−1

Γ(1 − α)

∫ uτ

a
(uτ − s)−α(τf ′(s)) ds

=
τα

Γ(1 − α)

∫ t

a
(t− s)−αf ′(s) ds, t = uτ

= τα
aDα

t f(t).On obtient alors le lien suivant.Théorème 5.3. Les deux méthodes sont équivalentes :La fon
tion (x+, x−) : t ∈ [a, b] 7→
(
x+(t), x−(t)

) est solution de (5.32)-(5.33) si et seulement si
(x̄+, x̄−) : u ∈ [ā, b̄] 7→

(
x+(τu), x−(τu)

) est solution de (5.29)-(5.30).Démonstration. On traite le 
as x+, 
elui pour x− étant identique. Les dérivées partielles de L et L0véri�ent
∂1L

0(x, y, u) = ∂1L
(
x,
y

τ
, uτ
)
,

∂2L
0(x, y, u) =

1

τ
∂2L

(
x,
y

τ
, uτ
)
.Par 
onséquent, d'après le lemme 5.6, si t = τu,

∂1L
0
(
x̄+(u), c

āDα
u x̄+(u), u

)
= ∂1L

(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), t

)
,

∂2L
0
(
x̄+(u), c

āDα
u x̄+(u), u

)
=

1

τ
∂2L

(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), t

)
. (5.34)On déduit de (5.34) que

āDα
u ∂2L

0 (x̄+(u), c
āDα

u x̄+(u), u) = τα−1
aDα

t ∂2L
(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), t

)
,
e qui permet d'a
hever la preuve.Par 
onséquent, une solution u ∈ [ā, b̄] 7→ (x̄+(u), x̄−(u)) de (5.29)-(5.30) peut être redimensionnéeen t ∈ [a, b] 7→

(
x̄+(t/τ), x̄−(t/τ)

), qui sera solution de (5.32)-(5.33).Constantes fra
tionnairesParmi les travaux sur le 
al
ul fra
tionnaire que nous avons pu 
onsultés, 
ertains proposent de
onserver l'homogénéité des équations fra
tionnaires en introduisant des 
onstantes fra
tionnaires(voir par exemple [MK00℄). Nous allons maintenant voir qu'il est possible de dé�nir un plongementfra
tionnaire homogène à l'aide d'un opérateur homogène à T−α, à 
ondition de modi�er le Lagrangieninitial.A�n d'exhiber les 
onstantes intervenant dans les équations, nous introduisons une hypothèsesupplémentaire ; on suppose que le lagrangien L initial s'é
rit sous la forme
L(x, v, t) =

∑

j∈Z

aj fj(x, t) v
j (5.35)
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 aj temporellement homogène à T j+nL, où nL est la dimension temporelle de L (on a souvent
nL = −2). Les fon
tions fj n'ont don
 pas de dimension temporelle.Le plongement fra
tionnaire asymétrique Ẽα(·, τα−1dα/dtα) de L, appliqué en (x+, 0) pour sim-pli�er, 
onduit à la relation

L
(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), t

)
=
∑

j∈Z

aj fj(x+(t), t)
(
τα−1 c

aDα
t x+(t)

)j

=
∑

j∈Z

aj fj(x+(t), t)τ j(α−1)
(

c
aDα

t x+(t)
)j

=
∑

j∈Z

âj fj(x+(t), t)
(

c
aDα

t x+(t)
)j
, ave
 âj = aj τ

j(α−1).La dimension de âj est [âj ] = T jα+nL . Du fait de 
es dimensions non entières, 
es 
oe�
ientspeuvent être 
onsidérés 
omme 
onstantes fra
tionnaires. On peut ainsi former un nouveau Lagran-gien.Dé�nition 5.9. Le Lagrangien fra
tionnaire, noté Lf , est dé�ni par
Lf (x, v, t) =

∑

j∈Z

âj fj(x, t) v
j , ave
 âj = aj τ

j(α−1).Le plongement fra
tionnaire asymétrique de Lf , noté L̃f
α véri�e ainsi

L̃f
α(X)(t) = Ẽα(Lf , dα/dtα)(X)(t),

= Ẽα(L, τα−1dα/dtα)(X)(t).Autrement dit,
L̃f

α ≡ L̃τ
α. (5.36)Les équations d'Euler-Lagrange 
ausales sont dans 
e 
as

∑

j∈Z

âj∂1fj(x+(t), t)
(

c
aDα

t x+(t)
)j − j âj aDα

t

[
fj(x+(t), t)

(
c
aDα

t x+(t)
)j−1

]
= 0, (5.37)

∑

j∈Z

âj∂1fj(x−(t), t)
(
− c

aDα
t x−(t)

)j
+ j âj tDα

b

[
fj(x−(t), t)

(
− c

tDα
b x−(t)

)j−1
]

= 0, (5.38)pour tout t ∈]a, b[.On véri�e que 
es équations sont homogènes ; l'inhomogénéité de dα/dtα est 
ontrebalan
ée parles 
onstantes fra
tionnaires âj. D'après (5.36), les équations (5.37)-(5.38) sont équivalentes à (5.32)-(5.33). On en 
on
lut que 
es trois méthodes sont équivalentes.Cette troisième méthode peut être résumée à l'aide de la transformation suivante :
F3 :





aj −→ âj = aj τ
j(α−1),

d

dt
−→ dα

dtα
.Ave
 
ette pro
édure, on retrouve notamment la 
onstante Kα utilisée dans [MK00℄. Toutefois,le problème d'homogénéité est en fait i
i seulement dépla
é : 
e sont maintenant Lf et l'équation

(EL) 
lassique asso
iée qui deviennent inhomogènes. De plus, la pertinen
e physique de Lf sembledis
utable et 
e Lagrangien peut apparaître 
omme une 
onstru
tion ad ho
 pour obtenir des équationsfra
tionnaires homogènes. Cette dernière méthode ne s'a

orde don
 pas ave
 l'idée de plongement ;
elle-
i suppose que le Lagrangien soit indépendant de la dynamique et que seul le 
hoix de l'opérateurd'évolution temporelle (
'est-à-dire la dérivée temporelle) 
onditionne la dynamique.Illustrons pour �nir 
es trois pro
édures ave
 un exemple simple.
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ipes physiques5.2.3 Exemple de l'os
illateur harmoniqueNous avons déjà ren
ontré à plusieurs reprises 
e système. C'est un 
as parti
ulier de systèmelagrangien naturel (de Lagrangien donné par (3.5)). Nous 
hoisissons i
i de partir de la forme (3.3) :
L(x, v) =

1

2
m‖v‖2 − 1

2
k‖x‖2, (5.39)où m est la masse du système, k la 
onstante de raideur, 1
2m‖v‖2 est l'énergie 
inétique et 1

2k‖x‖2l'énergie potentielle. Les dimensions temporelles de x, v, m et k sont respe
tivement T 0, T−1, T 0 et
T−2. On se pla
e sur l'intervalle temporel [a, b]. On introduit aussi la 
onstante de temps extrinsèque
τ , qui n'est a priori pas égale à la période de l'os
illateur ω−1 =

√
m/k. Par sou
i de 
larté on selimite à la dynamique dans le sens passé → futur.Adimensionnement temporelLe nouveau Lagrangien L0 s'é
rit

L0(x, y) = L
(
x,
y

τ

)
=

1

2τ2
my2 − 1

2
kx2,et son plongement, appliqué en x+ ∈ C2([ā, b̄]), véri�e

∀u ∈ [ā, b̄], L̃0
α(x+, 0)(u) =

1

2τ2
m‖ c

āDα
u x+(u)‖2 − 1

2
k‖x+(u)‖2.L'a
tion est dans 
e 
as

A(L̃0
α)(x+, 0) =

∫ b̃

ã
L0
(
x+(u), c

āDα
u x+(u)

)
du

=

∫ b̃

ã

(
1

2τ2
m‖ c

āDα
u x+(u)‖2 − 1

2
k‖x+(u)‖2

)
du,et l'équation d'Euler-Lagrange 
ausale est donnée par

∀u ∈ [ā, b̄],
m

τ2 āDα
u

c
āDα

u x+(u) + kx+(u) = 0,soit
∀u ∈ [ā, b̄], āDα

u
c
āDα

u x+(u) + (ωτ)2x+(u) = 0. (5.40)Au
un terme ne possède de dimension temporelle.Par exemple, si 0 < α ≤ 1/2, āDα
u

c
āDα

u x+(u) = c
āD2α

u x+(u), et la solution de (5.40), notée x0,est donnée par
∀u ∈ [ā, b̄], x0(u) = x0(ā)E2α

(
−(ωτ)2(u− ā)2α

)
,où, pour λ > 0, Eλ est la fon
tion de Mittag-Le�er dé�nie sur C par

∀z ∈ C, Eλ(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(λk + 1)
. (5.41)Voir par exemple [GM97℄ pour plus de détails.La solution redimensionnée, notée xd, est par 
onséquent

∀t ∈ [a, b], xd(t) = x0(
t

τ
) = xd(a)E2α

(
−ω2τ2(1−α)(t− a)2α

)
.On véri�e que l'argument de la fon
tion de Mittag-Le�er est sans dimension.
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t des prin
ipes physiques 93Dérivation fra
tionnaire homogèneLe plongement L̃τ
α de L, donné par

L̃τ
α(x+, 0)(t) =

1

2
mτ2(α−1)‖ c

aDα
t x+(t)‖2 − k ‖x(t)‖2,fournit l'équation 
ausale

∀t ∈]a, b], mτ2(α−1)
aDα

t
c
aDα

t x+(t) + k x+(t) = 0, (5.42)soit, si 0 < α ≤ 1/2,
∀t ∈ [a, b], c

aD2α
t x+(t) + ω2τ2(1−α) x+(t) = 0.La dimension temporelle de 
ha
un des membres de l'addition est T−2α.La solution de 
ette équation, notée xτ , est

xτ (t) = xτ (a)E2α

(
−ω2τ2(1−α)(t− a)2α

)
.On véri�e que xτ ≡ x0.Constantes fra
tionnairesLe Lagrangien (5.39) peut être é
rit 
omme (5.35), ave
� a0 = k, f0(x, t) = 1

2x
2,� a1 = 0,� a2 = m, f2(x, t) = 1

2 ,� ai = 0 pour i ≥ 3.Les 
onstantes fra
tionnaires véri�ent� â0 = k,� â2 = a2 τ
2(α−1) = mτ2(α−1).Le Lagrangien asso
ié Lf est

Lf (x, v) =
1

2
mτ2(α−1)‖v‖2 − 1

2
k ‖x‖2,et n'est pas homogène.On obtient en�n l'équation d'Euler-Lagrange 
ausale

∀t ∈ [a, b], mτ2(α−1)
aDα

t
c
aDα

t x+(t) + k x+(t) = 0,qui est similaire à (5.42).A�n d'homogénéiser les équations fra
tionnaires, nous venons de voir qu'il fallait introduire unenouvelle 
onstante de temps, dé�nie hors de l'équation 
lassique (tout 
omme d'ailleurs le paramètre
α). Contrairement à l'adimensionnement des équations 
lassiques, la solution de l'équation dépendde 
ette 
onstante (voir l'exemple de l'os
illateur harmonique). Elle ne 
onstitue don
 pas un simpleintermédiaire de 
al
ul mais 
onditionne la dynamique. Sa signi�
ation physique est aussi importanteque les 
onstantes intervenant dans l'équation. Une équation fra
tionnaire sera don
 
ara
térisée pardeux paramètres : α et τ .Pour 
omprendre la signi�
ation de 
e temps 
ara
téristique τ , peut-être faut-il regarder dans quel
adre sont utilisées les dérivées fra
tionnaires. Dans [Hil95a℄ et [Zas05℄ l'aspe
t fra
tionnaire de la dy-namique apparaît sur les temps longs. Au niveau mi
ros
opique, la dynamique est 
lassique et évolueselon un temps mi
ros
opique. Mais lorsque l'on passe au niveau ma
ros
opique, régi par un nouveautemps, ma
ros
opique, l'aspe
t fra
tionnaire intervient (induisant notamment des dissipations). Dans
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t des prin
ipes physiques[Sta06℄ aussi, le 
ara
tère fra
tionnaire repose sur la transition entre deux variables temporelles dis-tin
tes. C'est peut-être dans la relation entre 
es deux é
helles de temps que la 
onstante de temps
τ pourrait intervenir. Dans la partie suivante nous allons nous intéresser à la transition 
lassique
→ fra
tionnaire, à travers deux appro
hes di�érentes. Pour 
ha
une d'elle, 
ette 
onstante de tempsapparaîtra (sans toutefois pouvoir être déterminée expli
itement).Finalement, il semble que le plongement fra
tionnaire asymétrique e�e
tué ave
 des dérivées ho-mogènes soit la pro
édure optimale pour obtenir des équations fra
tionnaires. Les équations d'Euler-Lagrange

∂1L
(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), t

)
− τα−1

aDα
t ∂2L

(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), t

)
= 0,

∂1L
(
x−(t),−τα−1 c

tDα
b x−(t), t

)
+ τα−1

tDα
b ∂2L

(
x−(t),−τα−1 c

tDα
b x−(t), t

)
= 0,
onstituent ainsi non seulement une représentation asymétrique des systèmes lagrangiens fra
tion-naires, mais elles respe
tent de plus les prin
ipes de moindre a
tion, de 
ausalité et d'homogénéitédimensionnelle.
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Troisième partieModèles fra
tionnaires pour les systèmeshamiltoniens 
haotiques
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Chapitre 6Des
ription de systèmes hamiltoniens
haotiquesL'idée dire
tri
e de la partie II peut être résumée ainsi : en supposant que la transition
d/dt → dα/dtα se produise dans un système lagrangien ou hamiltonien, 
omment les équations setransforment-elles ? Dans 
ette troisième partie, on va au 
ontraire tenter de voir 
omment 
ette tran-sition peut s'e�e
tuer. Plus pré
isément, la motivation initiale de 
ette thèse était d'étudier 
e passagedans les systèmes hamiltoniens 
haotiques, en se basant sur les travaux de Zaslavsky. Comme on l'adéjà mentionné, 
elui-
i propose dans son livre Hamiltonian Chaos & Fra
tional Dynami
s [Zas05℄ demodéliser les phénomènes de transport anormal dans de tels systèmes à l'aide d'équations fra
tion-naires. Dans 
e 
hapitre, nous allons don
 présenter 
ertains résultats de [Zas05℄ qui nous ont guidépour notre re
her
he. E�e
tivement, ils nous serviront ensuite pour explorer deux pistes possiblespour la transition d/dt → dα/dtα, mais plus pro
hes de la dynamique que Zaslavsky. Cha
une d'ellefera l'objet d'un 
hapitre (
hapitres 7 et 8). Pré
isons toutefois que dans les deux 
as, nous n'avonspu relier dire
tement 
es modèles au 
adre �xé par le plongement fra
tionnaire asymétrique. Si lesparties II et III poursuivent un obje
tif 
ommun � proposer une nouvelle modélisation de systèmeshamiltoniens 
haotiques � elles restent ainsi à l'heure a
tuelle en
ore dé
onne
tées.Ce 
hapitre n'est pas une présentation générale des systèmes hamiltoniens 
haotiques, il a justepour but d'introduire quelques outils et résultats. Ces derniers étant souvent semi-empiriques, nous lesvoyons plut�t 
omme des pistes de re
her
he. Pour une analyse détaillée de 
es systèmes, on pourra
onsulter les ouvrages généraux [Arn89℄ et [Wig03℄, ainsi que [Mor02℄, orienté quant à lui vers lamé
anique 
éleste.La physique des systèmes 
haotiques, dite aussi physique non-linéaire, s'est développée à partirdes années 1970, grâ
e notamment à l'informatique. E�e
tivement, les simulations numériques ontpermis de dé
ouvrir 
ertaines propriétés de 
es systèmes très 
omplexes. Les sytèmes 
haotiquessont en fait très présents en physique, par exemple dans la turbulen
e hydrodynamique, la 
inétique
himique, l'étude de 
ir
uits éle
triques ainsi que le mouvement des astres. C'est d'ailleurs ave
 lamé
anique 
éleste que la théorie du 
haos trouve son origine, plus pré
isément ave
 le "problème destrois 
orps", qui 
onsiste à étudier le mouvement de trois 
orps en intera
tion gravitationnelle. Ceproblème 
onduit Henri Poin
aré, à la �n du xixe siè
le, à 
on
evoir une appro
he plus globale dessystèmes dynamiques ; le but n'est plus de trouver des solutions exa
tes, mais d'étudier leur stabilité.La question sous-ja
ente est alors de savoir si le système solaire est �stable� sur le long terme. En1989, Ja
ques Laskar [Las89℄, à l'aide de simulations numériques, montre que le système solaire esten fait 
haotique.Les sytèmes 
haotiques se 
ara
térisent par leur sensiblité aux 
onditions initiales ; au 
ontrairedes sytèmes �réguliers�, un 
hangement in�me dans les 
onditions initiales peut 
hanger 
omplète-ment le 
omportement du système, qui plus est à une vitesse exponentielle. Une illustration de 
e
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omportement est donnée en �gure 6.1 ; si on note d(τ) = ‖z2(τ) − z1(τ)‖, on aura d(0) ∼ d(t) pourun système régulier, alors que pour un système 
haotique, la relation sera plut�t
d(t) ∼ d(0)eλt, ave
 λ > 0. (6.1)L'exposant λ, appelé exposant de Lyapunov, 
ara
térise (lo
alement) 
ette sensibilité et 
onstitue unoutil numérique pour déte
ter le 
haos lors de simulations (voir par exemple [Mor02, 
hap. 5℄ pourplus de détails).

z (0)1

z (0)2

z (t)1

z (t)2

z (0)1

z (0)2

z (t)1

z (t)2

Fig. 6.1 � Sensibilité aux 
onditions initiales : système �régulier� (g.) et système �
haotique� (d.).Il n'existe toutefois pas de dé�nition rigoureuse du 
haos. En mathématiques plusieurs dé�nitionsnon équivalentes 
oexistent, alors qu'en physique un système sera souvent quali�é de 
haotique àpartir de 
ritères essentiellement graphiques issus de simulations. Il existe en fait un véritable fosséentre les mathématiques et la physique dans 
e domaine. Comme on l'a dit, les systèmes 
haotiquessont très étudiés en physique et les �expérien
es numériques� jouent un r�le majeur dans l'analyse de
es systèmes. Si de nombreuses 
ara
téristiques sont ainsi exhibées, très peu sont en
ore 
omprises dupoint de vue mathématique. La théorie ergodique fournit des résultats très puissants sur les systèmes�
omplètement� 
haotiques, mais de tels systèmes ne se ren
ontrent malheureusement pas en physique.E�e
tivement, les sytèmes 
on
rets sont souvent �partiellement� 
haotiques, ave
 des zones stableset d'autres 
omplètement instables. Dans 
ertains 
as, la théorie KAM peut fournir des résultatstrès puissants. Elle ne donne toutefois des informations que sur une partie de la dynamique. Au
unrésultat rigoureux n'existe quant au 
omportement global de 
es systèmes et de nombreuses questionsrestent ouvertes à l'heure a
tuelle.Zaslavsky 
her
he justement à 
omprendre 
ette dynamique globale, en s'appuyant lui aussi surdes expérien
es numériques. Il montre que 
ertaines zones, qu'il appelle pièges dynamiques, ont unein�uen
e globale sur la dynamique et sont responsables de phénomènes de di�usion anormale. Ceux-
i,dé
rits de manière probabiliste, peuvent faire intervenir des dérivées fra
tionnaires dont les exposantssont reliés à la stru
ture de 
es pièges.Après avoir donné quelques outils généraux du formalisme hamiltonien, nous présenterons quelques
ara
téristiques des systèmes 
haotiques, dont les pièges dynamiques et �nirons ave
 la des
riptionprobabiliste de Zaslavsky. N'ayant pas réalisé de simulations pendant notre travail (à part la �gure6.7), nous nous 
ontenterons i
i de donner quelques s
hémas simples inspirés des �gures de [Zas05℄.6.1 Outils pour la dynamique hamiltonienneSoit I un intervalle de R̄ (si I est un intervalle non borné, les résultats du 
hapitre 3 s'étendentsans problème). On 
onsidère un système hamiltonien de Hamiltonien H et repéré par ses 
oordonnées
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(
x(t), p(t)

)
∈ R2N , ave
 t ∈ I. Celles-
i sont régies par les équations (EH) que nous redonnons i
i :

(EH) : ∀ t ∈ I,





d

dt
x(t) = ∂2H

(
x(t), p(t)

)
,

d

dt
p(t) = −∂1H

(
x(t), p(t)

)
.Dé�nition 6.1. L'espa
e des phases, noté Γ, est l'ensemble des valeurs prises par toutes les solutions(

x(t), p(t)
) de (EH). En parti
ulier Γ ⊂ R2N .On suppose dorénavant que Γ est mesurable. Les équations (EH) forment un système d'équationsdi�érentielles ordinaires, les théorèmes 
lassiques de type Cau
hy-Lips
hitz sur l'existen
e et l'uni
itédes solutions s'appliquent don
. En parti
ulier, à t0 �xé, il passe au plus une traje
toire en (x0, p0) ∈ Γ.La dé�nition suivante a don
 un sens.Dé�nition 6.2. Soit t ∈ I. Le �ot de H à l'instant t, noté φt, est dé�ni par

φt : Γ −→ Γ

(x0, p0) 7−→ (x(t), p(t)),où (x(t), p(t)) est la solution de (EH) issue de (x0, p0) en t = 0.En parti
ulier, t 7→ φt(x0, p0) est la solution de (EH) ayant pour 
ondition initiale (x0, p0). Notonsque 
'est une appli
ation 
ontinue. Comme on va le voir, le �ot permet de dé
rire le 
omportementglobal d'un système hamiltonien, en 
onsidérant l'ensemble des traje
toires et non plus une seule.Notons µ la mesure de Lebesgue sur R2N . Intuitivement, si A est un ensemble (mesurable) de
R2N , µ(A) représente le volume de A.Théorème 6.1 (Liouville). Le �ot d'un système hamiltonien préserve le volume : pour tout ensemble
A ⊂ Γ mesurable,

µ
(
φt(A)

)
= µ(A).Démonstration. Voir par exemple [Arn89, p.69℄.

Γ

A
Φ (A)t

(x  , p )0 0

Φ (x  , p )t
0 0

Fig. 6.2 � Conservation du �ot.La �gure 6.2 illustre 
e résultat important. Cette propriété permet d'introduire le temps de premierretour de Poin
aré, outil 
entral de 
ette partie III.
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aré). On suppose que Γ est 
ompa
t. Soit A ⊂ Γ tel que µ(A) > 0. Alors pourpresque tout z ∈ A, il existe k(z) ∈ N∗ tel que φk(z)z ∈ A.Démonstration. Voir [Arn89, p.71℄.Autrement dit, pour presque tout point z0 d'une traje
toire, on peut trouver un point z1 de lamême traje
toire aussi près que l'on veut de z0.Zaslavsky utilise une version 
ontinue de 
e théorème sans entrer dans les détails. Comme nousaurons besoin d'un résultat analogue au 
hapitre 8, nous tentons de pré
iser i
i sa démar
he. Lesdé�nitions suivantes sont tirées de [Ini10℄. Considérons un ensemble mesurable G ⊂ Γ 
ompa
t telque µ(G) > 0. Notons Gint l'ensemble des traje
toires qui restent dans G à partir d'un 
ertain temps :
Gint =

{
z ∈ G | ∃t0 > 0, ∀ t > t0, φ

tz ∈ G
}
.L'ensemble Gint 
ontient essentiellement les traje
toires périodiques et les points �xes.Notons G0 = G\Gint ; 
'est plut�t 
et ensemble qui nous intéressera par la suite (il semble rai-sonnable de penser que si G devient assez petit, Gint deviendra négligeable). Introduisons ensuite letemps 
ara
téristique suivant.Dé�nition 6.3. Soit z ∈ G0. Le temps de premier retour (ou temps de ré
urren
e) de z, noté

τrec(z;G), est dé�ni par
τrec(z;G) = inf

{
t > 0 |φtz ∈ G, ∃t0 ∈]0, t[, φt0z /∈ G

}
.A priori, τrec(z;G) ∈]0,+∞]. Notons Gext l'ensemble des points tels que τrec(z;G) = +∞. Autre-ment dit,

Gext =
{
z ∈ G | ∃t0 > 0, ∀ t > t0, φ

tz /∈ G
}
.On peut alors dé�nir l'ensemble Grec des 
onditions initiales des traje
toires qui quittent G pourensuite y revenir (temporairement). Il véri�e :

Grec = G0\Gext.Les ensembles Grec, Gext et Gint forment ainsi une partition de G. Le théorème 6.2 se traduit i
ide la manière suivante.Corollaire 6.1. Si Γ est 
ompa
t, alors Gext est négligeable : µ(Gext) = 0.Ainsi, presque toutes les traje
toires qui quittent G y repasse au bout d'un 
ertain temps. Faisonsla remarque suivante.Lemme 6.1. Si G est fermé et si z ∈ Grec, alors φτrec(z;G)z ∈ ∂G0 ∩Grec, où ∂G0 est la frontière de
G0.Démonstration. Comme G est fermé, φτrec(z;G)z ∈ G. De plus, φτrec(z;G)z ∈ G0 
ar sinon, φτrec(z;G)z ∈
Gint, 
e qui impliquerait z ∈ Gint. Le fait que φτrec(z;G)z ∈ ∂G0 est une 
onséquen
e de la 
ontinuitédu �ot φt. En�n, si φτrec(z;G)z /∈ Grec, alors φτrec(z;G)z ∈ Gext et dans 
e 
as, z ∈ Gext.Introduisons aussi les temps 
ara
téristiques suivants, utilisés par Zaslavsky [Zas05, p.182℄ :

∀z ∈ Grec, τint(z;G) = inf
{
t > 0 |φtz /∈ G

}
, τext(z;G) = inf

{
t > 0 |φτint(z;G)+tz ∈ G

}
.Le temps τint(z;G) est le temps que la traje
toire issue de z passe dans G avant de repartir, alorsque τext(z;G) est le temps que la traje
toire passe hors de G (voir 6.3). Ces temps véri�ent

τrec(z;G) = τint(z;G) + τext(z;G).
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G

z

τ   (z;G) int

τ   (z;G) ext

ϕ         zτ   (z;G)
rec

Fig. 6.3 � Temps 
ara
téristiques.Comme φτrec(z;G)z ∈ Grec, il est possible de 
onsidérer le temps de premier retour de φτrec(z;G)z.En itérant 
ette pro
édure, on obtient alors une suite de temps 
ara
éristiques de la traje
toire issuede z.Par ailleurs, le temps de premier retour τrec(z;G) permet de simpli�er l'étude de la dynamiqueen 
onstruisant des se
tions de Poin
aré. Celles-
i sont intuitivement dé�nies de la manière suivante.On 
onsidère un hyperplan P de R2N partiellement transverse au �ot : on suppose qu'il existe Σ ⊂ Ptel qu'en tout point z0 = (x0, p0) de Σ, la traje
toire passant par z0 
oupe Σ. D'après le théorèmede ré
urren
e de Poin
aré, 
ette traje
toire repassera près de z0 ; si elle ne bifurque pas brutalement,elle pourra alors re
ouper Σ en un point z1, au bout d'un temps pro
he de τrec(z;G), noté T1 :
z1 = φT1(z0). En réitérant 
ette pro
édure, on obtient alors une suite de points zi ∈ Σ et de temps
Ti 
ara
téristiques de la traje
toire issue de z0 (voir �gure 6.4). L'ensemble Σ est appelé se
tion dePoin
aré.

Fig. 6.4 � Se
tion de Poin
aré.L'intérêt d'une telle pro
édure est que l'étude de la dynamique restreinte à Σ permet en faitde 
omprendre la dynamique globale dans Γ. On réduit don
 le problème d'une dimension puisquela dimension de Σ est 2N − 1. De plus, la dynamique initialement 
ontinue devient dis
rète 
e quisimpli�e aussi le problème. En�n, l'étude de se
tions de Poin
aré permet de visualiser fa
ilement de
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haotiquesnombreux 
on
epts dynamiques qui autrement resteraient di�
iles à per
evoir.D'après [Wig03, p.122℄, tout n'est en fait pas si simple et la 
onstru
tion de se
tions de Poin
aréest souvent déli
ate. Il n'existe pas de méthode générale pour les obtenir, sauf pour quelques systèmesparti
uliers. Le 
as N = 2 est est un ; détaillons-le en nous basant sur [Wig03, p.144℄.On sait d'après le lemme 3.3 que H reste 
onstant lors du mouvement. Autrement dit, une tra-je
toire issue de z0 = (x0, p0) évoluera sur la variété h(x0, p0) = {(x, p) ∈ Γ |H(x, p) = H(x0, p0)}, i
ide dimension 3. Si on suppose que
∂

∂p2
H(x1, x2, p1, p2) 6= 0,alors l'hyperplan x2 = 
ste est transverse à h(x0, p0). L'interse
tion de 
es deux variétés 
onstituedon
 une variété V de dimension 2. Soit Σ l'ensemble des points de V qui reviennent en V ; Σ 
onstituealors une se
tion de Poin
aré. C'est aussi une variété de dimension 2 et les points de Σ peuvent parexemple être repérés par (x1, p1). La dynamique peut ainsi être étudiée dans un plan et devientaisément visualisable.Exemple 6.1. Illustrons le 
as N = 2 à l'aide du billard de Sinai, étudié notamment dans [Zas05,p.143℄. L'allure de 
e système est donnée en �gure 6.5 à gau
he ; on 
onsidère une parti
ule pla
éedans une 
avité 
arrée, possédant au 
entre un 
er
le. Cette parti
ule évolue en ligne droite jusqu'àren
ontrer un bord. À 
e moment, elle rebondit de manière élastique : l'angle d'in
iden
e est égal àl'angle de ré�exion (i0 sur la �gure pour le premier rebond). Elle repart ensuite en ligne droite jusqu'àren
ontrer un nouveau bord et ainsi de suite.

i0
i0

x

y

x

x
.

0

Fig. 6.5 � Billard de Sinai ; représentation spatiale du billard à gau
he, se
tion de Poin
aré à droite.On peut montrer qu'un tel système est hamiltonien. La parti
ule peut être repérée par ses 
oordon-nées (x(t), y(t)) et son moment p(t) = (ẋ(t), ẏ(t)), où ẋ(t) = d
dtx(t). Le plan σ : y = 0 
onstitue unese
tion de Poin
aré pour 
e système et peut être repéré par les 
oordonnées (x, ẋ). Autrement dit, onpla
e un point dans Σ à 
haque fois que la parti
ule rebondit 
ontre la bande inférieure du billard. Les
oordonnées du point sont l'abs
isse et la vitesse horizontale de la parti
ule lors de 
e rebond.La �gure 6.5 à droite donne une allure partielle de 
ette se
tion. La traje
toire de gau
he 
ommen
epar rebondir ave
 un angle i0 ; 
e rebond est signalé par le gros point dans le haut de la �gure de droite.Ensuite, si l'on attend assez longtemps, on peut s'attendre à 
e que la parti
ule rebondisse presque
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e qui se traduit par la multitude des points dans la �gure de droite ; elle�semble� ainsi avoir un 
omportement aléatoire. Intuitivement, on sent bien i
i la notion de sensibilitéaux 
onditions initales ; si on 
hange i0 en i0 + ε, 
ette di�éren
e va perdurer par la suite et à unmoment, la nouvelle traje
toire peut par exemple ne pas rebondir sur le 
er
le, 
hangeant dans 
e 
as
omplètement la suite du mouvement.La traje
toire de droite, quant à elle, reste �bloquée� (pendant un temps long voire in�ni) à droitedu 
er
le. Du fait de l'angle d'in
iden
e très faible, ẋ est presque nul à 
haque rebond. Ce mouvementse traduit dans la se
tion par le segment horizontal à droite de la �gure.Nous reviendrons bient�t sur 
es deux 
omportements 
omplètement di�érents.Dans [Zas05, p.174℄, l'ensemble des temps de premiers retours dans G induit une densité deprobabilité Prec(·;G) : pour tout t > 0, Prec(t;G) est la probabilité que le temps de premier retoursoit égal à t.On suppose que lim
µ(G)→0

1

µ(G)
Prec(t;G) a un sens et existe (
ela implique notamment que 
ette�limite� soit indépendante de l'ensemble G). On la note Prec(t). Cette quantité dé�nit une densité deprobabilité asso
iée à la dynamique globale, en 
ara
térisant l'ensemble des temps de premiers retoursdans Γ. Le lemme de Ka
 permet alors de dé�nir un temps moyen de premier retour.Théorème 6.3 (Lemme de Ka
). Si Γ est 
ompa
t, alors Prec(t) admet un moment (�ni) d'ordre 1.Démonstration. Une preuve simpli�ée est donnée dans [Mei97℄.La dé�nition suivante a don
 un sens.Dé�nition 6.4. On appelle temps moyen de premier retour la quantité notée 〈τrec〉 et dé�nie par

〈τrec〉 =

∫ ∞

0
tPrec(t)dt.Dans la suite, on verra que Prec(t) peut suivre une loi polynomiale. Le théorème 6.3 se traduitalors de la façon suivante.Corollaire 6.2. On suppose que Γ est 
ompa
t. S'il existe γ ∈ R et κ > 0 tels que Prec(t) ∼

+∞

κ

tγ
,alors γ > 2.Nous allons maintenant voir que 
ette densité de probabilité joue un r�le important dans la
ara
térisation des dynamiques 
haotiques.6.2 Quelques aspe
ts du 
haos hamiltonienNous présentons d'abord les di�érents degrés de 
haoti
ité dans les systèmes hamiltoniens. Nousverrons ensuite que dans de nombreux 
as il existe des zones singulières qui �piègent� les traje
toirespendant des temps longs. Même si 
es ensembles restent très lo
alisés, ils ont néanmoins une in�uen
edéterminante sur la dynamique globale du système.Pré
isons i
i que nous nous intéressons dans 
ette se
tion à la dynamique du système, 
'est-à-direau 
omportement (déterministe) des traje
toires. Nous verrons ensuite une appro
he probabiliste,
omplémentaire à la première.6.2.1 Diversité dans le 
haosComme on l'a dit, il n'existe pas de dé�nition pré
ise du 
haos 
ar 
ette notion regroupe en fait des
omportements di�érents, en
ore mal 
ompris pour la plupart. Mentionnons [Pes07℄ pour un survolde 
es di�érents systèmes d'un point de vue mathématique.
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haotiquesSystèmes intégrablesÀ une extrémité des systèmes 
haotiques se trouvent les systèmes... non 
haotiques. Leur 
om-portement est régulier et il est possible de déterminer expli
itement leurs solutions ; on dit dans 
e
as que 
es systèmes sont �intégrables�. Dans la �gure 6.1, ils se trouvent à gau
he. Par exemple, si leHamiltonien H ne dépend que de p, les équations (EH) deviennent
∀ t ∈ I,





d

dt
x(t) = ∇H(p(t)),

d

dt
p(t) = 0.Ainsi, p reste 
onstant au 
ours du mouvement ; il en va don
 de même pour ∇H(p(t)). En notantalors ω(p0) = ∇H(p0) (indépendant de t), on trouve que

x(t) = x(0) + ω(p0) t, p(t) = p0.Ce système est don
 intégrable.Plus généralement, la 
onnaissan
e d'intégrales premières (on a vu ave
 (3.7) que H en était une)fournit le théorème fondamental de Liouville. On dira que deux fon
tions f1(x, p) et f2(x, p) sont eninvolution si
∂1f1 · ∂2f2 − ∂1f2 · ∂2f1 = 0.On notera aussi TN le tore de dimension N . Par exemple, un tore de dimension 1 peut être assimiléà un 
er
le et un tore de dimension 2 à une 
hambre à air. Nous nous 
ontentons i
i de donner l'idéegénérale de 
e théorème ; on pourra 
onsulter [Arn89, p.272℄ pour un énon
é pré
is.Théorème 6.4 (Liouville). Soit un système hamiltonien de Hamiltonien H(x, p), ave
 (x, p) ∈ R2N .S'il existe N intégrales premières de H indépendantes et en involution, alors il existe un 
hangementde variable (x, p) 7→ (I, θ) ∈ RN × TN tel que dans les nouvelles variables, la dynamique du systèmeest donnée par

∀ t ∈ I,





d

dt
θ(t) = ω(I),

d

dt
I(t) = 0.En parti
ulier, le système est intégrable.Remarque 6.1. Comme H est une intégrale première, tous les sytèmes hamiltoniens ave
 N = 1sont intégrables.Le ve
teur ω(I) 
ontient les fréquen
es du système : les a
tions Ij restent 
onstantes alors que lesangles θj évoluent à vitesses 
onstantes ω(I)j . Les traje
toires évoluent don
 sur des tores dont lesdimensions sont �xées par les a
tions Ij . La �gure 6.6 illustre 
ette dynamique pour N = 2.Toujours dans le 
as N = 2, la se
tion de Poin
aré d'une telle dynamique fait alors apparaître des
er
les. Si l'on revient aux variables (x, p), 
es 
er
les deviennent déformés (à 
ause du 
hangementde variable) mais la stru
ture reste globalement identique.Nous retiendrons qu'à un mouvement intégrable (don
 régulier) est asso
ié un tore. Si N = 2,
elui-
i est représenté dans une se
tion de Poin
aré par une 
ourbe fermée (un 
er
le déformé). Cerésumé n'est pas tout à fait exa
t (il faudrait prendre en 
ompte les résonan
es) mais nous su�ra pasla suite. L'ouvrage [Mor02℄ fournit une présentation très a

essible de 
es systèmes.
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θ1

θ2

Fig. 6.6 � Dynamique d'un système intégrable pour N = 2.Systèmes uniformément hyperboliquesÀ l'autre extremité des systèmes 
haotiques se trouvent les systèmes uniformément hyperboliquespour lesquels, en tout point de Γ, les traje
toires divergent exponentiellement (�gure 6.1 à droite).Les traje
toires de 
es systèmes semblent 
omplètement aléatoires. Pré
isons toutefois qu'elles restentrégies par (EH) et sont don
 en réalité déterministes. La traje
toire de droite du billard de Sinaisemblerait en être un exemple. Si N = 2, les systèmes hyperboliques forment dans les se
tions dePoin
aré une �mer 
haotique�, 
ara
térisée par un ensemble homogène de points qui o

upent tout ledomaine. Au
une autre stru
ture n'apparaît dans 
es se
tions. Le billard de Sinai n'est don
 �nalementpas un système uniformément hyperbolique, à 
ause du segment qui apparaît dans la �gure 6.5 à droite.Des résultats globaux existent aussi pour les systèmes uniformément hyperboliques, fournis no-tamment pas la théorie ergodique. En parti
ulier, la distribution des temps de premiers retours Precsuit approximativement une loi exponentielle :
Prec(t) ≈ h e−ht. (6.2)Voir [Zas05, p.181℄ ainsi que [HSV99℄ pour plus de détails.Systèmes intermédiairesL'immense majorité des systèmes 
haotiques physiques ne rentrent en fait dans au
une des deux
atégories exposées 
i-dessus. La majorité d'entre eux présente des 
omportements intermédiaires, oùzones singulières et mer 
haotique se 
�toient. C'est le 
as notamment du billard de Sinai. D'aprèsles simulations numériques de [Zas05, p.189℄, la distribution de ses temps de ré
urren
es véri�e (à des
onstantes multipli
atives près)

Prec(t) ≈





e−ht, t < t∗,
1

t3
, t > t∗.Cette di�éren
e de 
omportement peut s'interpréter ainsi : à part les zones singulières (notam-ment le segment de droite), la dynamique est �globalement� hyperbolique : en première approximation,
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haque traje
toire remplit de manière dense l'espa
e des phases, 
réant une mer 
haotique. Par 
onsé-quent, Prec(t) devrait suivre la loi (6.2). Les zones singulières 
orrespondent aux traje
toires quirestent �bloquées� longtemps, 
omme la traje
toire de droite. Ainsi, une traje
toire issue d'un pointloin de telles zones singulières et bloquée par la suite mettra beau
oup de temps avant de revenirpro
he de sa 
ondition initiale. Autrement dit, si on regarde l'ensemble de tous les temps de premiersretours, les plus longs (de valeurs t > t∗) sont dûs à un bloquage dans une zone singulière. Celles-
iprovoquent une �surabondan
e� de temps de ré
urren
es longs par rapport au 
as hyperbolique. Ce
iest en a

ord ave
 la loi polynomiale, qui dé
roît beau
oup moins vite que la loi exponentielle.Remarque 6.2. À 
ause de la 
onservation du �ot hamiltonien, les traje
toires ne peuvent êtrebloquées éternellement ; il n'existe pas d'attra
teur dans les systèmes hamiltoniens.Un autre type de système intermédiaire est 
elui des systèmes hamiltoniens quasi-intégrables, ditsaussi perturbés, pour lesquels le Hamiltonien H peut s'é
rire sous la forme
H(x, p) = H0(p) + εH1(x, p),où ε est un �petit� paramètre. Comme on l'a vu, H0 est intégrable et 
onduit à une dynamique surdes tores. Le terme εH1(x, p) va venir perturber 
es tores, 
réant alors une dynamique 
omplexe.Là en
ore, des résultats rigoureux existent, mais dé
rivent des aspe
ts lo
aux de la dynamique. Leplus important est le théorème KAM qui stipule intuitivement que 
ertains tores de H0 résisteront àla perturbation εH1(x, p), moyennant une petite déformation. Ces tores sont alors appelés �tores deKAM�. Plus ε augmente, plus leur nombre diminue. Lorsqu'un tore disparaît à 
ause de la pertur-bation, il �explose� et donne naissan
e à un réseau de petites îles entourées de stru
tures 
omplexes.Au fur et à mesure que ε augmente, des zones de mer 
haotique apparaissent, d'abord de manière
on�née, puis se regroupent pour former des zones de 
haos �généralisé�.

Fig. 6.7 � Se
tion de Poin
aré d'un système quasi-intégrable pour N = 2.La �gure 6.7 illustre 
e phénomène ; elle représente une se
tion de Poin
aré d'un pendule simpleperturbé. On peut trouver au 
entre des tores de KAM. Lorsque l'on s'en éloigne, des zones fortement
haotiques apparaissent ave
 leurs bandes remplies uniformément de points. On trouve en�n à la
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he) des réseaux de 
er
les déformés (les îles), issus de l'explosion de tores.Les zones qui entourent 
es îles sont très 
omplexes et possèdent en parti
ulier des 
ara
tères auto-similaires. Nous allons y revenir dans le paragraphe suivant.En 
e qui 
on
erne les temps de ré
urren
es de 
es systèmes intermédiaires, leur densité de pro-bablité Prec suit asymptotiquement une loi polynomiale (
omme pour le billard de Sinai) :
∃κ > 0, ∃ γrec > 0, Prec(t) ∼

+∞

κ

tγrec
. (6.3)Cette propriété est essentiellement issue de simulations numériques. Il ne semble pas exister dejusti�
ations mathématiques à l'heure a
tuelle. En parti
ulier, γrec est déterminé expérimentalement.Chirikov et Shepelyansky [CS84℄ semblent être les premiers à mettre en éviden
e la loi (6.3). Lesystème étudié dans [CS84℄ suit la loi (6.3) ave
 γrec ≈ 2.5. Plus tard, les mêmes auteurs re
ensentdans [CS99℄ plusieurs études qui situent globalement γrec entre 2 et 4. Mentionnons aussi [MO85℄ oùun modèle global exploitant la stru
ture auto-similaire des îles 
onduit à γrec ≈ 2.96. Un ra�nement[CK08℄ 
onduit à γrec ≈ 2.571. Remarquons que dans 
es arti
les, 
'est plut�t ∫ ∞

t
Prec(τ) dτ qui estétudiée.6.2.2 Pièges fra
talsCe sont les zones qui entourent les îles qui sont responsables du �piégeage� (partiel) des traje
toires.Elles possèdent une stru
ture auto-similiare (fra
tale) appro
hée : lorsque l'on zoome sur une partied'une telle zone, on retrouve un réseau d'îles dont les bords sont eux-mêmes formés de réseaux d'îles, etainsi de suite. La �gure 6.8, reprenant l'idée de la �gure 12.4 de [Zas05, p.191℄, illustre 
ette stru
ture.La �gure de droite est l'agrandissement du 
arré situé dans la �gure de gau
he. La similarité entreles deux s
hémas 
ara
térise l'aspe
t fra
tal de 
es zones.Notons A1 l'ensemble des îles de première génération (les grandes ellipses sur la �gure 6.8 àgau
he), A2 l'ensemble des îles de se
onde génération (les grandes ellipses sur la �gure 6.8 à droiteainsi que toutes leurs 
opies autour des autres îles de première génération), puis Ai l'ensemble desîles de i-ème génération. Si la stru
ture est stri
tement fra
tale, il existe 0 < λΓ < 1 tel que

∀k ∈ N∗, µ(Ak+1) = λΓ µ(Ak). (6.4)Dans [Zas05, 
hap.12℄, Zaslavsky montre, toujours à partir de simulations, que les traje
toiressont piégées d'autant plus longtemps qu'elles pénétrent profondément dans 
ette stru
ture. Pluspré
isément, si on note Ti le temps moyen qu'une traje
toire va passer autour d'une île de i-èmegénération, il existe λT > 1 tel que
∀k ∈ N∗, Tk+1 = λT Tk. (6.5)Ces temps de piégeages ont don
 eux aussi une stru
ture fra
tale. Zaslavsky [Zas05, p.190℄ introduitalors 
e qu'il appelle �a hierar
hi
al islands trap�, que nous avons traduit par piège fra
tal. Nousformalisons 
ette notion ave
 la dé�nition qui va suivre. Nous devons auparavant introduire, pourtout B ∈ Γ mesurable, le temps moyen de piégeage dans B, noté 〈τint(B)〉 et dé�ni par

〈τint(B)〉 =
1

µ(B)

∫

z∈B
τint(z;B) dz.1Toutes 
es valeurs 
on
ernent des systèmes ave
 N = 2.
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Fig. 6.8 � Stru
ture des pièges fra
tals.Dé�nition 6.5. Soit Z ⊂ Γ. On dit que Z est un piège fra
tal s'il existe une partition {Ak}k∈N∗ de
Z et deux réels λT > 1 et 0 < λΓ < 1 tels que

∀ k ∈ N∗,

{
µ(Ak+1) = λΓ µ(Ak),

〈τint(Ak+1)〉 = λT 〈τint(Ak)〉.Les réels λΓ et λT > 1 sont appelés paramètres du piège.Cette dé�nition est 
ompatible ave
 la dé�nition de Zaslavsky [Zas05, p.190℄ utilisant des en-sembles emboîtés si l'on 
onsidère les ensembles Ãk =
⋃

j≥kAj .La �gure 6.9 donne un s
héma plus pré
is (mais moins réaliste) de 
e que nous entendons parpiège fra
tal. Les deux premières générations A1 et A2 sont représentées.De manière imagée, un piège fra
tal peut être vu 
omme un labyrinthe dont la 
omplexité aug-mente progressivement ; on met de plus en plus de temps à avan
er au fur et à mesure que l'on s'avan
eà l'intérieur.Bien entendu, les zones singulières qui apparaissent dans les se
tions de systèmes réels ne sont pasexa
tement des pièges fra
tals ; les relations (6.4) et (6.5) peuvent n'être véri�ées qu'approximative-ment. En parti
ulier les 
oe�
ients λT et λΓ peuvent légèrement di�érer d'une génération à l'autre.Plusieurs ra�nements sont dis
utés dans [Zas05℄. Nous nous 
ontenterons toutefois de 
e premiermodèle par la suite.Comme on l'a dit, 
e sont 
es pièges fra
tals qui sont responsables de l'abondan
e des tempslongs de premiers retours et don
 de la loi asymptotique polynomiale (6.3) de Prec. Plus pré
isément,Zaslavsky [Zas05, p.196℄ montre que
γrec = 2 +

| ln λΓ|
ln λT

.Cette relation pré
ise don
 le lien entre dynamique globale et piège fra
tal. Elle montre de plusque la dynamique globale à long terme est en fait déterminée par 
es pièges, même si 
eux-
i peuvent
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Fig. 6.9 � S
héma d'un piège fra
tal : A1 à gau
he, A2 à droite.avoir un volume très réduit ! Notons que pour le billard de Sinai, les zones singulières (qui ne sont pasdes pièges fra
tals) sont même de mesure nulle [Zas05, p.188℄ mais jouent un r�le prépondérant pour
t > t∗.L'analyse que l'on vient de mener s'applique à des traje
toires individuelles ; on pourrait parlerde des
ription �mi
ros
opique�. Si maintenant on s'intéresse à l'évolution d'un ensemble de traje
-toires, on passe au niveau �ma
ros
opique� ; les équations (EH) doivent alors être rempla
ées par uneéquation moyenne, basée 
ommme on va le voir sur une appro
he probabiliste.6.3 Des
ription probabilisteComme on l'a dit, lorsque la dynamique est hyperbolique (totalement, voire même partiellement),les traje
toires semblent suivre des mouvements 
omplètement aléatoires. De plus, 
ette sensibilitéaux 
onditions initiales empê
he rapidement toute prédi
tion physique sur une traje
toire parti
ulière(les mesures e�e
tuées ayant toujours une pré
ision �nie). Ces deux points 
onduisent à adopter unedes
ription probabiliste, a�n de 
omprendre 
ertains phénomènes globaux de 
es systèmes. Pré
isonstoutefois que 
e nouveau point de vue ne signi�e pas que la dynamique du système devient aléa-toire. Le 
haos que nous étudions est déterministe. La relation entre les deux appro
hes soulève desquestions intéressantes, en lien notamment ave
 la notion d'entropie [Zas99℄. L'ouvrage [Pri94℄, quio�re une présentation vulgarisée des systèmes 
haotiques, étudie aussi 
ette relation parti
ulière entredéterminisme et aléatoire.L'appro
he probabiliste 
onsiste toujours à 
onsidérer l'évolution d'une parti
ule dans un système,mais plut�t que de s'appuyer sur les équations de la dynamique, on introduit une densité de probabilité
P (x, t) qui représente la probabilité qu'a la parti
ule d'être en x ∈ RN à l'instant t ∈ I. À l'aide delois de 
onservations, on 
onstruit ensuite une équation aux dérivées partielles, appelée équation�
inétique� dans [Zas05℄, qui détermine la forme de P (x, t).Une méthode similaire est notamment utilisée en physique statistique, qui dé
rit les systèmes
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haotiquespossédant de très nombreuses parti
ules (par exemple un gaz 
omposé de molé
ules) ; l'appro
hedéterministe 
onsisterait à résoudre les équations de la dynamique de toutes les parti
ules (qui inter-agissent entre elles), 
e qui serait en pratique impossible. Au lieu de 
ela, on introduit une fon
tion,dite d'�état� (
omme P (x, t)). La détermination d'une équation régissant 
ette fon
tion permettraalors de dé
rire globalement le système. Pour un gaz, on ne 
her
he alors plus à déterminer la positionet la vitesse de toutes les molé
ules au temps t, mais à la pla
e on s'intéresse à la température, lapression ou l'entropie.6.3.1 Di�usion anormaleÀ partir de 
ette densité P (x, t), on peut 
onstruire les moments d'ordres m > 0, notés 〈xm〉(t)et dé�nis par
〈xm〉(t) =

∫

RN

xmP (x, t) dx.Deux 
as sont parti
ulièrement signi�
atifs : 〈x〉(t) qui représente la position moyenne de laparti
ule au temps t, et 〈x2〉(t) qui permet de pré
iser l'étalement autour de 
ette position moyenne.Pour reprendre l'exemple du 
hapitre 1, si on lâ
he une goutte d'en
re dans un ruisseau (en théorieseulement !), elle sera globalement emportée par le 
ourant (sa position moyenne sera repérée par
〈x〉(t)) mais dans le même temps elle se dispersera ; la taille de la ta
he sera de l'ordre de 〈x2〉(t) (pluspré
isément 〈x2〉(t) − 〈x〉(t)2). Bien souvent, 
et étalement 
roît linéairement dans le temps :

〈x2〉(t) ∼ c t. (6.6)Si P (x, t) véri�e l'équation de di�usion
∂

∂t
P (x, t) = K

∂2

∂x2
P (x, t),alors (6.6) est véri�ée. On parle ainsi de phénomène de di�usion, ou en
ore de transport. La gouttesuivra 
ette loi si le ruisseau 
oule tranquillement. Si maintenant des tourbillons apparaissent ou si des
as
ades pon
tuent le lit du 
ours d'eau, 
e ne sera plus le 
as. Plus généralement, dans de nombreuxsystèmes physiques 
omplexes apparaissent des phénomènes de transport anormal où la loi (6.6) estrempla
ée par

〈x2〉(t) ∼ cµ t
µ, (6.7)ave
 µ > 0. On parle de subdi�usion si µ < 1 et de superdi�usion si µ > 1. Le 
oe�
ient µ est appelé
oe�
ient de transport (et n'a rien à voir ave
 la mesure de Lebesgue).De tels phénomènes se produisent en parti
ulier dans les systèmes 
haotiques (voir par exemple[ASZ91℄, [Zas94a℄ ou en
ore [Zas05, 
hap.16-18℄) à 
ause des pièges fra
tals.6.3.2 Équations fra
tionnairesLa question est maintenant de savoir quelle équation doit véri�er P (x, t) a�n de prendre en 
ompte(6.7) ; elle doit en parti
ulier dépendre de la stru
ture des pièges fra
tals. Zaslavsky [Zas05, p.246℄propose alors de revenir sur la dé�nition de ∂

∂t :
∂

∂t
P (x, t) = lim

∆t→0

∆̂tP (x, t) − P (x, t)

∆t
, (6.8)où ∆̂t est quali�é de �generalized shift of P (x, t) along t by ∆t� qui, dans le 
as 
lassique, véri�e

∆̂tP (x, t) = P (x, t+ ∆t).
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ture du temps devient plus 
omplexe (Zaslavsky la quali�e de temps fra
tal,à 
ause de la relation (6.5)) et paramétrée par un paramètre 0 < β < 1 (sans plus de pré
ision), 
etopérateur ∆̂t peut devenir plus 
ompliqué et 
onduire à une relation du type
∂β

∂tβ
P (x, t) = lim

∆t→0

∆̂β
t P (x, t) − P (x, t)

∆t
.Ce passage au fra
tionnaire reste très vague ; 
'est d'ailleurs 
e qui nous a in
ité à 
her
her unejusti�
ation plus pré
ise de 
ette transition. Une piste sera présentée au 
hapitre 8.En utilisant une dérivée fra
tionnaire en temps, on obtient une première équation du type

∂β

∂tβ
P (x, t) = K

∂2

∂x2
P (x, t), (6.9)qui 
onduit dire
tement à

〈x2〉(t) ∼ cβ t
β.L'équation (6.9) permet don
 de prendre en 
ompte uniquement la subdi�usion ; le 
oe�
ient detransport est alors exa
tement l'ordre de la dérivée fra
tionnaire temporelle. Quant à β, on s'attendà 
e qu'il dépende de λT voire de λΓ. Zaslavsky propose en fait une équation plus générale que (6.9)où la dérivée spatiale devient aussi fra
tionnaire (de type Riesz) :

∂β

∂tβ
P (x, t) = K

∂α

∂xα
P (x, t), (6.10)ave
 0 < β < 1 et 1 < α < 2.Elle 
onduit 
ette fois à

〈xα〉(t) ∼ cα,β t
β.A�n de déterminer 〈x2〉(t), Zaslavsky utilise des groupes de renormalisation et suggère la relationsuivante :

〈x2〉(t) ∼ cα,β t
2β/α.Cette équation généralise la pré
édente et 
onduit à prendre 2β/α 
omme exposant de transport :

µ =
2β

α
. (6.11)Notons que l'on retrouve un résultat similaire dans [MK00, p.29℄. Ce 
oe�
ient (6.11) peut maintenantprendre toutes les valeurs dans R+

∗ . Les deux dérivées peuvent être fra
tionnaires aussi bien pour lasubdi�usion que pour la superdi�usion.Remarque 6.3. Dans [Zas05, 
hap.16℄, l'équation (6.10) n'est en fait qu'un 
as parti
ulier d'équa-tions plus générales, dites de Fokker-Plan
k. La 
onstru
tion de 
elles-
i est déli
ate, mentionnonssimplement qu'elles peuvent s'obtenir à l'aide de mar
hes aléatoires (Continuous Time Random Walks)[MS04, MK00℄.Pour résumer, Zaslavsky propose de modéliser le transport anormal (6.7) à l'aide d'une équationfra
tionnaire en temps et en espa
e (6.10), dont les ordres de dérivations véri�ent la relation (6.11).Il reste maintenant à relier 
es 
oe�
ients à la stru
ture des pièges fra
tals.



114 6. Des
ription de systèmes hamiltoniens 
haotiques6.3.3 Lien ave
 les pièges fra
talsTout 
omme les tourbillons du ruisseau, les pièges fra
tals sont responsables du transport anormaldans les systèmes 
haotiques2. A�n de relier 
es zones à (6.10), Zaslavsky utilise la stru
ture autosi-milaire des pièges ; puisque l'espa
e des phases reste presque in
hangé lorsque l'on 
hange d'é
helle,il devrait en être de même pour (6.10). Le 
hangement d'é
helle s'e�e
tue ainsi [Zas05, p.262℄ :
x→ λlx, t→ λT t,où λl = λ

−1/2
Γ a�n de 
onserver le �ot [Zas05, p.256℄.Si on pose P̃ (x, t) = P (λlx, λT t), alors P̃ véri�e (d'après (5.6)) :

∂β

∂tβ
P̃ (x, t) = K

(
λβ

T

λα
l

)
∂α

∂xα
P̃ (x, t).Si on réitère 
ette renormalisation, on obtient alors un terme (λβ

T /λ
α
l

)2. Comme l'équation doitgarder la même allure pour un nombre quel
onque d'itérations, la limite de (λβ
T /λ

α
l

)n pour n→ +∞doit avoir un sens ; la seule possibilité est don

λβ

T

λα
l

= 1.En utilisant l'égalité λl = λ
−1/2
Γ , on trouve �nalement que

2β

α
=

| ln λΓ|
ln λT

. (6.12)Cette relation fait don
 le lien entre di�usion anormale et piège fra
tal. Elle jette de plus un pontentre dynamique 
haotique et 
al
ul fra
tionnaire. Notons toutefois qu'i
i le fra
tionnaire n'apparaîtpas véritablement dans la dynamique (
ontrairement aux 
hapitres 4 et 5), puisque (6.10) est uneéquation ma
ros
opique. Notons de plus que les exposants fra
tionnaires restent sous-déterminés :dans (6.11) et (6.12), seul leur rapport est signi�
atif. Nous évoquerons 
e point au 
hapitre 8.Finalement, le but de 
e 
hapitre était de présenter la triple égalité
γrec − 2 = µ =

| ln λΓ|
ln λT

=
2β

α
, (6.13)qui relie temps de ré
urren
es, transport anormal, pièges fra
tals et modélisation fra
tionnaire.Comme on l'avait annon
é, les résultats présentés dans 
e 
hapitre sont loin d'être rigoureux ; basésen partie sur des simulations numériques et sur des approximations, ils peuvent de plus légèrementdi�érer entre di�érents arti
les. Il reste assurément en
ore beau
oup de 
hemin à faire pour 
lari�er
es points mais 
e qui importe i
i, 
e sont les idées générales, qui elles semblent solides. Comme onva le voir dans les deux 
hapitres suivants, elles nous ont guidé dans notre tentative d'établir un lienplus solide entre dynamique fra
tionnaire et systèmes hamiltoniens 
haotiques.2On pourrait s'attendre à 
e qu'ils induisent uniquement de la subdi�usion (puisqu'ils retardent les traje
toires).Ce n'est toutefois pas le 
as 
ar en plus de 
es piégeages, des sauts longs � dits de Lévy � peuvent apparaître (voir[SZK93℄), autorisant la superdi�usion.
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Chapitre 7Dynamique hamiltonienne fra
tionnaireave
 temps interne aléatoireReformulons l'obje
tif de 
e travail : nous souhaitons trouver une origine dynamique à l'émergen
ede dérivées fra
tionnaires dans les systèmes hamiltoniens 
haotiques, en nous appuyant d'un 
�té surle plongement fra
tionnaire et de l'autre sur l'analyse de Zaslavsky1. Il s'agit autrement dit de tenterde relier 
es deux appro
hes. Deux éléments dynamiques essentiels ressortent du 
hapitre pré
édent :la distribution polynomiale des temps de ré
urren
es et la stru
ture doublement fra
tale des piègesdynamiques. Ce 
hapitre est en lien ave
 le premier et le 
hapitre suivant privilégiera le se
ond.Pré
isons tout de suite qu'au
une de 
es deux pistes n'a 
omplètement répondu à notre obje
tifinitial. Comme on va le voir, toutes deux présentent de plus des zones en
ore problématiques pour lemoment.Ce 
hapitre s'appuie sur l'arti
le de Stanislavsky [Sta06℄ qui, ave
 [Zas05℄ et [Cre07℄, a 
onsti-tué le point de départ de notre thèse. Son 
ontenu semblait répondre parfaitement à notre obje
tif.Dans [Sta06℄, Stanislavsky 
onsidère e�e
tivement un temps 
onstitué d'une su

ession d'intervallesaléatoires parti
uliers (
e qui peut faire penser aux temps de premiers retours) et 
onstruit alors unenouvelle variable d'évolution temporelle, appelée temps interne. Il s'intéresse ensuite à un systèmehamiltonien général et montre que s'il obéit à 
e nouveau temps, les équations qui le régissent de-viennent fra
tionnaires et s'apparentent de plus à (EH)α. Après avoir présenté 
ette appro
he, nousverrons que 
e temps interne ne satisfait que partiellement la transition d/dt → dα/dtα de notre
ube, puis que le lien ave
 les temps de ré
urren
e des systèmes 
haotiques reste à 
lari�er. Cetteprésentation reprend en partie [CI09℄ et [Ini07℄.7.1 Formalisme de Stanislavsky7.1.1 Temps interne aléatoireStanislavsky [Sta06℄ émet l'hypothèse que la variable d'évolution temporelle t d'un système puisseêtre 
onstituée d'une somme d'intervalles aléatoires (Ti)i∈N indépendants et identiquement distribuésselon une densité de probabilité ρ. On pose T (0) = 0 et pour tout n ∈ N∗,

T (n) =
n∑

i=1

Ti.1Comme on l'a noté, 
ela suppose de 
roire que les dérivées fra
tionnaires apparaissant dans la des
ription probabi-liste se retrouvent quelque part dans la dynamique.
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tionnaire ave
 temps interne aléatoireLa quantité T (n) représente don
 une disrétisation de t suivant 
es variables aléatoires. On introduitensuite le pro
essus de 
omptage asso
ié
{Nt}t≥0 = max

{
n ≥ 0 |T (n) ≤ t

}
.Il semble naturel d'exiger que la su

ession de deux intervalles temporels soit en
ore un intervalletemporel. Cela se traduit de la manière suivante.Dé�nition 7.1. Soit X1 et X2 des variables aléatoires indépendantes indentiquement distribuéessuivant une densité de probabilité P . Soit c1, c2 > 0 et X3 la variable aléatoire dé�nie par X3 =

c1X1 + c2X2.On dit que la loi P est stable si X3 est distribuée suivant 
ette loi.Les lois stables sont en fait 
ara
térisées par un exposant 0 < α ≤ 2 ; on parle alors de loi α-stable.La loi gaussienne 
orrespond à α = 2 et 
elle de Cau
hy à α = 1. On pourra 
onsulter l'ouvrage deréféren
e [Fel71℄ pour plus de pré
isions sur les probabilités.Stanislavsky suppose plus généralement que les (Ti)i∈N appartiennent au domaine d'attra
tiond'une loi stable : il existe 0 < α ≤ 2 tel que n−1/αT (n) 
onverge en loi vers une loi α-stable. Le faitque les intervalles Ti ne puissent être négatifs impose 0 < α ≤ 1.Le passage à la limite 
ontinue de T (n) se fait à travers le théorème 3.2 de [MS04℄.Théorème 7.1. Il existe un pro
essus {S(t)}t≥0 et une fon
tion b à variations régulières d'index αtels que
{b(c)−1Nct}t≥0

FD
=⇒ {S(t)}t≥0, c→ ∞, (7.1)où FD

=⇒ désigne la 
onvergen
e en loi pour toutes les distributions marginales de dimensions �nies.Le pro
essus {S(t)}t≥0 est un temps de premier passage (voir [MS04℄). D'après [Bin71℄, la densitéde probabilité de {S(t)}t≥0, notée pt, véri�e
L(τ)[pt(τ)](s) = Eα(−stα), (7.2)où L(τ) est la transformée de Lapla
e suivant la variable τ et Eα est la fon
tion de Mittag-Le�erdé�nie par (5.41).On peut en déduire la transformée de Lapla
e L(t) de pt(τ) suivant la variable t. Notons e�e
ti-vement g(w, τ) = L(t)[pt(τ)](w) ; sa transformée de Lapla
e suivant τ véri�e

L(τ)[g(w, τ)](s) =

∫ ∞

0
e−sτ

(∫ ∞

0
e−wtpt(τ) dt

)
dτ,

=

∫ ∞

0
e−wt

(∫ ∞

0
e−sτpt(τ) dτ

)
dt,

=

∫ ∞

0
e−wtEα(−stα) dt,

=
wα−1

wα + s
. (7.3)On pourra 
onsulter [GM97℄ pour plus de pré
isions sur les propriétés de la fon
tion de Mittag-Le�er. Par ailleurs,

L(τ)

[
wα−1e−τwα]

(s) =
wα−1

wα + s
,don
 en prenant la transformée de Lapla
e inverse de (7.3) suivant s, il vient :

L(t)[pt(τ)](w) = wα−1e−τwα

. (7.4)
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tionnaire ave
 temps interne aléatoire 117Le pro
essus {S(t)}t≥0 est stri
tement 
roissant suivant t ; il peut alors jouer le r�le d'un nouveautemps, sto
hastique, appelé temps interne. Sa loi pt(τ) représente la probabilité d'être au tempsinterne τ lorsque le temps réel vaut t.Notons que l'introdu
tion d'une nouvelle variable temporelle (pas for
ément aléatoire) apparaîtdans plusieurs travaux liés au 
al
ul fra
tionnaire, notamment en vis
oélasti
ité [LK04℄ et dans lessystèmes lagrangiens fra
tionnaires [ENT07, MBR07℄. Par ailleurs, dans [Hil95b, Hil95a, Hil00b℄, ladynamique fra
tionnaire émergen
e via une renormalisation temporelle. Dans tous les 
as, il sembleque les 
omportements fra
tionnaires (en temps) soient liés à un 
hangement d'é
helle temporelle. La
onstante de temps extrinsèque τ introduite au 
hapitre 5 pourrait ainsi être déterminée par 
ettetransition.7.1.2 Système hamiltonien fra
tionnaireStanislavsky étudie ensuite 
omment se traduit dynamiquement 
e 
hangement de temps au niveaude la dynamique. Plus pré
isément, il 
onsidère un système hamiltonien évoluant selon le temps usuel
t ∈ R+ et de Hamiltonien H régi par les équations (EH) :

(EH) : ∀ t ≥ 0,





d

dt
x(t) = ∂2H

(
x(t), p(t)

)
,

d

dt
p(t) = −∂1H

(
x(t), p(t)

)
.

(7.5)Si maintenant t est rempla
é par S(t), 
omment la dynamique est-elle modi�ée ? Une réponsenaturelle 
onsiste à transformer 
ertaines fon
tions pertinentes f(t) en f(S(t)). A�n de 
onserver unefon
tion déterministe, Stanislavsky prend l'espéran
e mathématique E de f(S(t)).Dé�nition 7.2. Si f ∈ L1(R+), on note fα la fon
tion dé�nie par
∀ t > 0, fα(t) = E

[
f(S(t))

]
=

∫ ∞

0
pt(τ)f(τ)dτ. (7.6)Pré
isons que dans 
e 
hapitre, la régularité des fon
tions n'est pas le point important. Noussupposerons don
 les fon
tions assez régulières pour que tous les 
al
uls soient valides.La parti
ularité du nouveau temps S(t) est de transformer la dérivée 
lassique en une dérivéefra
tionnaire (de Caputo).Lemme 7.1. Soit f : R+ → R une fon
tion assez régulière. Alors

∀ t ≥ 0, E

[(
d

dt
f

)
(S(t))

]
= c

0Dα
t fα(t), (7.7)où fα est dé�nie par (7.6).Démonstration. Tout d'abord, 
omme Eα(0) = 1, on tire de (7.2) que

∫ ∞

0
e−sτp0(τ) dτ = 1.En prenant la transformée de Lapla
e inverse de 
ette relation, il apparaît que p0 est la distributionde Dira
 δ.Par 
onséquent,

fα(0) = 〈δ, f〉 = f(0). (7.8)
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tionnaire ave
 temps interne aléatoireÉvaluons à présent la transformée de Lapla
e de fα :
L[fα](s) =

∫ ∞

0
e−st

(∫ ∞

0
pt(τ)f(τ) dτ

)
dt,

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
e−stpt(τ) dt

)
f(τ) dτ,

=

∫ ∞

0
sα−1e−τsα

f(τ) dτ,

= sα−1L[f ](sα). (7.9)D'après (2.27),
L[ c

0Dα
t fα](s) = sαL[fα](s) − sα−1fα(0).On utilise alors (7.8) et (7.9) :

L[ c
0Dα

t fα](s) = s2α−1L[f ](sα) − sα−1f(0). (7.10)Déterminons par ailleurs la transformée de Lapla
e de E
[(

d
dtf
)
(S(t))

] :
L
[
E

[(
d

dt
f

)
(S(t))

]]
(s) =

∫ ∞

0
e−st

(∫ ∞

0
pt(τ)

d

dτ
f(τ) dτ

)
dt,

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
e−stpt(τ) dt

)
d

dτ
f(τ) dτ,

=

∫ ∞

0
sα−1e−τsα d

dτ
f(τ) dτ,

=

∫ ∞

0
s2α−1e−τsα

f(τ) dτ +
[
sα−1e−τsα

f(τ)
]∞
0
,

= s2α−1L[f ](sα) − sα−1f(0),qui est exa
tement (7.10). On 
on
lut en utilisant l'inje
tivité de la transformée de Lapla
e.En 
e qui 
on
erne les systèmes hamiltoniens, Stanislavsky propose de transformer les variables
(x, p) en (xα, pα), dé�nies par (7.6). Il émet de plus l'hypothèse suivante, que l'on notera (C) :

(C)





∂1H
(
xα(t), pα(t)

)
=

∫ ∞

0
pt(τ)∂1H

(
x(τ), p(τ)

)
dτ,

∂2H
(
xα(t), pα(t)

)
=

∫ ∞

0
pt(τ)∂2H

(
x(τ), p(τ)

)
dτ.

(7.11)La dynamique du système devient dans 
e 
as fra
tionnaire.Théorème 7.2. Soit (x, p) une solution de (7.5).La 
ondition (C) est véri�ée si et seulement si (xα, pα), dé�ni par (7.6), véri�e les équations
(EH)Sα, dé�nies par

(EH)Sα : ∀t ≥ 0,





c
0Dα

t xα(t) = ∂2H
(
xα(t), pα(t)

)
,

c
0Dα

t pα(t) = −∂1H
(
xα(t), pα(t)

)
.

(7.12)
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 temps interne aléatoire 119Démonstration. D'après (7.5) et (7.7),
∫ ∞

0
pt(τ)∂2H(x(τ), p(τ))dτ =

∫ ∞

0
pt(τ)

d

dτ
x(τ) dτ,

= c
0Dα

t xα(t).De même,
c
0Dα

t pα(t) = −
∫ ∞

0
pt(τ)∂1H(x(τ), p(τ))dτ.Nous dirons don
 qu'un système fra
tionnaire de la forme

{
c
0Dα

t x(t) = f1(x(t), p(t)),
c
0Dα

t p(t) = f2(x(t), p(t)),est hamiltonien au sens de Stanislavsky s'il existe une fon
tion H(x, p) telle que
{
f1(x, p) = ∂2H(x, p),

f2(x, p) = −∂1H(x, p).Un système hamiltonien fra
tionnaire au sens de Stanislavsky peut ainsi être vu 
omme une réa-lisation du plongement fra
tionnaire dire
t de (EH) (en remplaçant 0Dα
t par c

0Dα
t dans la dé�nition4.1) ; la transition d/dt → dα/dtα de notre 
ube semble pouvoir s'e�e
tuer via t→ S(t). Qui plus est,si la loi ρ pouvait être assimilée à Prec dans le 
as de systèmes 
haotiques, 
ela fournirait un premierlien entre plongements fra
tionnaires et 
haos hamiltonien. Il semble toutefois que 
es attentes soientdi�
ilement réalisables.7.2 Compatibilité ave
 le plongement fra
tionnaire ?Nous allons voir i
i que le temps interne semble n'apporter qu'une réponse partielle à la transition

d/dt → dα/dtα qui nous intéresse dans 
ette partie. Mais on peut remarquer auparavant que lesexpressions de la se
tion pré
édente doivent être homogénéisées temporellement.7.2.1 Homogénéisation temporelleD'après notre étude du 
hapitre 5, on 
onstate tout de suite que les équations (EH)Sα ne sont pashomogènes. D'ailleurs les relations 
ara
térisant le temps interne ne le sont pas non plus. Les variables
t et τ étant des temps, elles sont homogènes à T . Les variables s et w doivent alors être homogènesà T−1 a�n que les produits du type st soit sans dimension dans les exponentielles des transforméesde Lapla
e. Dans (7.2), on 
onstate don
 que l'argument de Eα a pour dimension Tα−1 alors qu'ildevrait être sans dimension.Introduisons don
 la 
onstante de temps extrinsèque du 
hapitre 5, que nous noterons i
i τ0. Onpeut alors montrer que l'homogénéisation du formalisme de Stanislavsky 
onduit à rempla
er (7.2) et(7.4) par

L(τ)[pt(τ)](s) = Eα(−stατ1−α
0 ), L(t)[pt(τ)](w) = (wτ0)

α−1e−τwατα−1

0 . (7.13)L'équation (7.6) reste in
hangée, mais (7.7) devient quant à elle
∀ t ≥ 0, E

[(
d

dt
f

)
(S(t))

]
= τα−1

0
c
0Dα

t fα(t). (7.14)
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tionnaire ave
 temps interne aléatoireOn retrouve i
i la dérivée fra
tionnaires homogène du paragraphe 5.2.2. Les fon
tions xα et pαrestent don
 identiques, mais les équations (EH)Sα sont rempla
ées par leurs analogues homogènes :
(EH)Sα : ∀t ≥ 0,





τα−1
0

c
0Dα

t xα(t) = ∂2H
(
xα(t), pα(t)

)
,

τα−1
0

c
0Dα

t pα(t) = −∂1H
(
xα(t), pα(t)

)
.

(7.15)7.2.2 Transition problématique des solutionsRevenons sur l'hypothèse (C) et 
onsidérons quelques systèmes élémentaires ave
 N = 1. A�n derester pro
he du formalisme initial, nous ne nous préo

upons pas dans 
e paragraphe de questionsd'homogénéité.Exemple 7.1. Soit n ∈ N∗. On 
onsidère le Hamiltonien
H(x, p) =

1

n+ 1
pn+1 + sin x.Il véri�e {

∂1H(x, p) = cos x,

∂2H(x, p) = pn.L'hypothèse (C) prend don
 la forme suivante :
∀ t ≥ 0,





cos

(∫ ∞

0
pt(τ)x(τ) dτ

)
=

∫ ∞

0
pt(τ) cos(x(τ)) dτ,

(∫ ∞

0
pt(τ)x(τ) dτ

)n

=

∫ ∞

0
pt(τ)p(τ)

n dτ.On sent bien que 
es relations ont peu de 
han
es d'être véri�ées, et en
ore moins pour tout t ≥ 0.Pour s'en assurer, prenons un exemple en
ore plus simple, où l'on peut montrer que (C) n'est pasvéri�ée. Donnons auparavant un résultat élémentaire.Lemme 7.2. Soit β > 0. Alors
∫ ∞

0
pt(τ)τ

β dτ =
Γ(1 + β)

Γ(1 + αβ)
tαβ.Démonstration. Prenons la transformée de Lapla
e du membre de gau
he :

∫ ∞

0
e−st

(∫ ∞

0
pt(τ)τ

β dτ

)
dt =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
e−stpt(τ) dt

)
τβ dτ,

= sα−1

∫ ∞

0
e−τsα

τβ dτ,

= sα−1 Γ(1 + β)

(sα)1+β
,

=
Γ(1 + β)

s1+αβ
.Par ailleurs,

1

s1+αβ
=

∫ ∞

0
e−st tαβ

Γ(1 + αβ)
dt.On 
on
lut en utilisant l'inje
tivité de la transformée de Lapla
e.
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onsidère le Hamiltonien
H(x, p) =

1

3
p3 − x.Les équations (EH) asso
iées sont i
i

∀ t ≥ 0,





d

dt
x(t) = ∂2H

(
x(t), p(t)

)
= p(t)2,

d

dt
p(t) = −∂1H

(
x(t), p(t)

)
= 1.Par 
onséquent, la traje
toire issue de (0, 0) est donnée par

∀ t ≥ 0,

{
x(t) = t3

3 ,

p(t) = t.D'après le lemme 7.2,
∂2H(xα(t), pα(t)) = pα(t)2 =

(∫ ∞

0
pt(τ)τ dτ

)2

,

=
1

Γ(1 + α)2
t2α.D'autre part,

∫ ∞

0
pt(τ)∂2H

(
x(τ), p(τ)

)
dτ =

∫ ∞

0
pt(τ)τ

2 dτ,

=
2

Γ(1 + 2α)
t2α.Toutefois, Γ(1 + α)2 6= Γ(1+2α)

2 . Par exemple si α = 1/2, Γ(3/2)2 = π/4, alors que Γ(2)
2 = 1/2.L'hypothèse (C) est don
 fausse dans 
et exemple.Ce problème est en fait o

ulté dans [Sta06℄ par la notation utilisée. Par exemple ∂1H(xα(t), pα(t))est noté ∂Hα

∂xα . On alors l'impression que l'on forme un nouvel hamiltonien que l'on dérive par rapportà de nouvelles variables (
'est 
e que pense faire Stanislavsky), alors que le Hamiltonien est le mêmeet que la dérivée partielle 
on
erne toujours la première 
omposante ; 
'est seulement l'évaluation quidi�ère. Ainsi, le Hamiltonien de l'os
illateur harmonique �généralisé� Hα = 1
2p

2
α + ω2

2 x
2
α 
onsidérédans [Sta06℄ est en fait le Hamiltonien 
lassique mais évalué en (xα, pα). Au 
ours de 
onféren
es oude le
tures, nous avons ren
ontré 
ette 
onfusion à plusieurs reprises et 
'est pourquoi nous avonspréféré i
i �ter tout doute en notant ∂i les dérivées partielles.Pré
isons tout de même qu'il existe au moins un 
as (élémentaire) où (C) est vraie.Lemme 7.3. Si H(x, p) est un polyn�me en x et p de degré inférieur ou égal à 2, alors (C) est véri�ée.Démonstration. D'après l'hypothèse sur H, pour 1 ≤ i ≤ 2, il existe Ai, Bi ∈ MN (R) et Ci ∈ RNtels que

∂iH(x, p) = Aix+Bip+ Ci.Dans 
e 
as,
∂iH(xα(t), pα(t)) = Aixα(t) +Bipα(t) + Ci,

=

∫ ∞

0
pt(τ)

[
Aix(τ) +Bip(τ) + Ci

]
dτ,

=

∫ ∞

0
pt(τ)∂iH(x(τ), p(τ)) dτ.
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tionnaire ave
 temps interne aléatoireToutefois, de tels systèmes (parmi lesquels on retrouve notamment l'os
illateur harmonique) sontévidemment intégrables et ne présentent don
 pas de 
omportements 
haotiques. Ils ne nous intéressentdon
 pas dans 
e 
hapitre.Ainsi, 
omme (C) n'est pas véri�ée dans le 
as général, le fait que (x, p) soit une solution de (EH)n'implique pas que (xα, pα) soit une solution de (EH)Sα. Même si l'on revient au formalisme lagrangienet que l'on e�e
tue la transition x(t) → xα(t) 
omme nous allons le faire au paragraphe suivant, le faitque x soit solution de (EL) n'implique pas non plus que xα soit solution de (EL)+α . Le formalisme deStanislvsky ne permet don
 pas dans le 
as général d'e�e
tuer la transition d/dt → dα/dtα de notre
ube sur les solutions de (EL) et (EH).Dans le 
adre qui nous intéresse i
i, nous allons maintenant voir qu'une transition plus faible peutêtre envisagée.7.2.3 Complémentarité stru
turelleBien que les solutions ne se transportent pas lors du passage t → S(t), tentons d'exploiter larelation (7.7). Considérons un système lagrangien autonome S de Lagrangien L(x, v), évoluant sur
[0, b]. Sa position au 
ours du temps est repérée par x(t) et sa vitesse est dé�nie par v(t). Dans le 
as
lassique, la dynamique du système est déterminée par la relation

v(t) =
d

dt
x(t). (7.16)Si maintenant la variable temporelle devient S(t), il semble naturel de dé
rire S à l'aide de xα(t)et vα(t), dé�nies par (7.6). Dans 
e 
as, d'après (7.14), la relation (7.16) devient

vα(t) = τα−1
0

c
0Dα

t xα(t). (7.17)L'utilisation du plongement fra
tionnaire asymétrique né
essite la dérivée c
tDα

b , qui n'apparaît pasdans le formalisme de Stanislavsky. Toutefois, nous nous intéressons i
i uniquement à la dire
tion passé
→ futur ; par 
onséquent 
ette dérivée à droite ne porte que sur les variations. Celles-
i gardant unstatut virtuel et c

tDα
b n'étant �nalement pas présente dans (EL)+α , 
ela ne semble pas problématique.D'après (7.17) on peut dé�nir l'a
tion lagrangienne à partir de (5.13) :

A(L̃α)(xα, 0) =

∫ b

0
L
(
xα(t), τα−1

0
c
0Dα

t xα(t)
)
dt.La dynamique 
ausale de S est alors �xée par (EL)+α , qui s'é
rit i
i

∀ t ∈]0, b], ∂1L
(
xα(t), τα−1

0
c
0Dα

t xα(t)
)
− τα−1

0 0Dα
t ∂2L

(
xα(t), τα−1

0
c
0Dα

t xα(t)
)

= 0.La transition t→ S(t) permet de passer de (7.16) à (7.17) et don
, au niveau des équations de ladynamique, de (EL) à (EL)+α (mais pas d'une solution de (EL) à une solution de (EL)+α ).Passons au formalisme hamiltonien. On suppose que L véri�e la propriété de Legendre. Notonsi
i p̃α le moment asso
ié à xα :
p̃α(t) = ∂2L

(
xα(t), τα−1

0
c
0Dα

t xα(t)
)
.On peut alors adapter le théorème 5.2 pour obtenir des équations pro
hes de (EH)Sα.Lemme 7.4. Si xα est solution de (EL)+α et si p̃α(0) = 0, alors (xα, p̃α) est solution de (EH)Sα :

∀ t ≥ 0,





τα−1
0

c
0Dα

t xα(t) = ∂2H(xα(t), p̃α(t)),

τα−1
0

c
0Dα

t p̃α(t) = −∂1H(xα(t), p̃α(t)).

(7.18)
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 temps interne aléatoire 123Démonstration. La 
ondition p̃α(0) = 0 est uniquement là pour que 0Dα
t p̃ = c

0Dα
t p̃.Ces équations di�èrent de (7.12) par le moment utilisé. Comme pour l'hypothèse (C), p̃α di�ère de

pα dans le 
as général. Le moment p̃α peut toutefois sembler plus pro
he de la dynamique, puisqu'il estrelié au formalisme lagrangien (et don
 à un prin
ipe de moindre a
tion) et ne fait pas intervenir (C)pour obtenir (7.18). Heureusement p̃α et pα 
oïn
ident pour un grand nombre de systèmes physiques.Lemme 7.5. Si S est un système lagrangien naturel, alors p̃α = pα. Par 
onséquent, si xα est solutionde (EL)+α et si pα(0) = 0, alors (xα, pα) est solution de (EH)Sα.Démonstration. D'après l'exemple 3.2, il existe M ∈ MN (R) telle que
L(x, v) =

1

2
tvMv − U(x).Le moment p asso
ié à x véri�e

p(t) = M
d

dt
x(t).Par 
onséquent,

pα(t) =

∫ ∞

0
pt(τ)M

d

dτ
x(τ) dτ,

= Mτα−1
0

c
0Dα

t xα(t),

= ∂2L
(
xα(t), τα−1

0
c
0Dα

t xα(t)
)
,qui est exa
tement la dé�nition de p̃α.On vient don
 de voir que les équations fra
tionnaires (EH)Sα de Stanislavsky pouvaient êtreobtenues à partir d'un prin
ipe de moindre a
tion dans le 
as des systèmes lagrangiens naturels, et 
esans passer par la 
ondition (C). Celle-
i est rempla
ée par l'hypothèse que xα soit solution de (EL)+α .Regardons maintenant dans quelle mesure 
ette dynamique ave
 temps interne peut être utiliséepour modéliser les systèmes 
haotiques.7.3 Lien ave
 les systèmes 
haotiques ?Le temps interne pourrait être relié au 
haos hamiltonien par la dé
roissan
e polynomiale (6.3)des temps de ré
urren
e par l'intermédaire du théorème suivant.Théorème 7.3. Soit ρ une densité de probabilité dé�nie sur R+ et telle que

∃α > 0, ∃κ > 0, ρ(t) ∼
+∞

κ

t1+α
. (7.19)� Si α ≥ 2, alors ρ appartient au domaine d'attra
tion de la loi gaussienne.� Si 0 < α < 2, alors ρ appartient au domaine d'attra
tion d'une loi α-stable.Démonstration. Voir [Fel71, p.577℄.L'équation (7.19) nous invite à revenir un instant sur l'homogénéité temporelle. Comme ρ doitêtre homogène à T−1 (d'après la 
ondition de normalisation ∫∞

0 ρ(t) dt = 1), la 
onstante κ doit êtrehomogène à Tα ; il doit don
 exister une 
onstante de temps τ0 telle que κ = τα
0 . Notre 
onstante detemps extrinsèque du 
hapitre 5 pourrait don
 être déterminée par la relation asymptotique suivante :

τ0 = lim
t→+∞

t1+1/α Prec(t)
1/α.
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 temps interne aléatoireSi on prend pour ρ la distribution des temps de ré
urren
es Prec et si 1 < γrec < 2, alors Precappartient au domaine d'attra
tion d'une loi α-stable, ave
 α = γrec − 1 ∈]0, 1[. On peut dans 
e
as appliquer le formalisme de Stanislavsky pour obtenir un temps interne S(t). Une telle démar
he
onsiste ainsi à ne 
onsidérer que les points d'une traje
toire lors des premiers retours. En premièreapproximation 
ela revient don
 à 
onstruire une nouvelle dynamique, dis
rète, à partir des pointssu

essifs apparaissant dans une se
tion de Poin
aré. Puisque 
ette dernière donne une des
riptionsatisfaisante da la dynamique globale, une telle dis
rétisation semble pertinente. On 
onstruit alorsune dynamique 
ontinue asso
iée en passant à la limite (7.1) ; le temps devient alors S(t). Ce passage àla limite implique de 
onsidérer un grand nombre de temps de premiers retours ; la nouvelle dynamiqueprend don
 son sens sur des temps longs. Même si 
ette appro
he devrait être dé�nie de manière plusrigoureuse, elle semblerait prometteuse.Le problème est qu'il est impossible d'avoir 1 < γrec < 2 à 
ause du lemme de Ka
 ! Son 
orollaire6.2 stipule en e�et que γrec > 2. Il semble don
 qu'il y ait in
ompatibilité stri
te entre l'analysedes systèmes 
haotiques de Zaslavsky et le formalisme de Stanislavsky. Par ailleurs, nous devons i
iadmettre que n'étant pas familier des lois stables, nous n'avons pas réussi à déterminer 
e qu'il advien-drait du formalisme de Stanislavsky pour 2 < γrec < 3 (
'est-à-dire 1 < α < 2 dans (7.19)). Toutefoismême si 
e point te
hnique était é
lair
i, il ne modi�erait pas 
ette in
ompatibilité. Mentionnonsdeux pistes qui pourraient être envisagées a�n de 
ontourner 
et obsta
le.La première 
onsisterait à étudier la dynamique initiale (en t), restreinte à un domaine G demesure nulle (µ(G) = 0), par exemple une variété de dimension d ≤ 2N −1, telle que presque tous lespoints de G admettent des temps de premiers retours. Dans 
as, le théorème 6.3 ne s'applique pluset il serait (théoriquement) possible d'avoir
Prec(t;G) ∼

t→∞

κ

t1+α
,ave
 0 < α < 1.La se
onde voie 
onsisterait à donner une autre signi�
ation aux Ti, telle que leur loi ne soit plus

Prec(t), mais ∫∞
t Prec(τ) dτ . Dans 
e 
as, on obtiendrait la relation α = γrec − 2 qui re
on
ilieraitexa
tement les deux appro
hes. Reste à trouver 
ette signi�
ation...Remarque 7.1. Il se pourrait que le temps interne soit plus adapté à la des
ription probabiliste dela se
tion 6.3. Partons d'un système initial régi par le temps t. Choisissons de le dé
rire de manièreprobabiliste à l'aide de P (x, t) et supposons que l'équation 
ara
téristique soit

∂

∂t
P (x, t) = K

∂2

∂x2
P (x, t). (7.20)Supposons maintenant qu'en prenant en 
ompte d'autres e�ets, on obtienne un nouveau systèmeévoluant 
ette fois selon S(t). Il devient alors dé
rit par Pα(x, t), dé�ni par

Pα(x, t) =

∫ ∞

0
pt(τ)P (x, τ)dτ.Notons c

0Dα
t Pα(x, t) = c

0Dα
t P

x
α (t) où P x

α : t 7→ Pα(x, t). Comme pré
édemment, Pα(x, t) véri�e
τα−1 c

0Dα
t Pα(x, t) =

∫ ∞

0
pt(τ)

∂

∂t
P (x, τ)dτ.Par ailleurs,

∂2

∂x2
Pα(x, t) =

∂2

∂x2

∫ ∞

0
pt(τ)P (x, τ)dτ,

=

∫ ∞

0
pt(τ)

∂2

∂x2
P (x, τ)dτ.
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onséquent, si P (x, t) est solution de (7.20), alors Pα(x, t) est solution de
τα−1 c

0Dα
t Pα(x, t) = K

∂2

∂x2
Pα(x, t).Cette équation ne né
essite pas d'hypothèse du type (C) et permettrait de dé
rire des phénomènes desubdi�usion dans le nouveau système.On obtient i
i la transition que l'on aurait souhaité pour les traje
toires. Toutefois, pour que 
ettetransition soit pertinente, il faudrait non seulement donner un sens aux Ti permettant d'obtenir S(t),mais il faudrait déjà en donner un au système initial. Intuitivement, on aurait envie de 
onsidérerinitialement un système hyperbolique ave
 sa mer 
haotique (dé
rit par (7.20)), puis de lui ajouterdes pièges fra
tals pour obtenir le système qui nous intéresse. Ce point de vue ne s'appuyant surau
une base rigoureuse, 
ette piste reste don
 très hypothétique. De plus, même si 
ette transitionétait justi�ée, elle ne s'ins
rirait pas dans notre 
ube puisque la des
ription ave
 P (x, t) ne 
onstituepas une dynamique lagrangienne ni hamiltonienne2.Notons toutefois que 
ette transition est valide pour toute équation aux dérivées partielles du type

∑

0≤j,k≤m

cjk
∂j+k

∂xj∂tk

[
ajk(x)u(x, t)

]
= 0.Il serait don
 possible que le temps interne permette de mieux 
omprendre la transition vers le fra
-tionnaire dans d'autres domaines que le 
haos hamiltonien.Nous venons de voir que malgré une problématique prometteuse, le formalisme de Stanislavskysemble mal adapté pour relier plongement fra
tionnaire et 
haos hamiltonien, à 
ause de l'hypothèse

(C) et du lemme de Ka
. Nous avons alors 
her
hé d'autres pistes. L'une d'elle a partiellement abouti ;nous la présentons au 
hapitre suivant.

2Même si nous trouverons une formulation variationnelle de (7.20) au 
hapitre 9, 
ela ne 
onférera pas de statutdynamique à P (x, t).
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Chapitre 8Pièges fra
tals et dynamique fra
tionnaireFa
e aux di�
ultés présentées au 
hapitre pré
édent, nous avons 
her
hé d'autres voies pourtenter de donner un sens à la dynamique fra
tionnaire dans les systèmes hamiltoniens 
haotiques.Nous avons alors dé
ouvert le travail de Hilfer, justement sur la dynamique fra
tionnaire dans dessystèmes dynamiques généraux. Le fait que 
e formalisme s'appuie sur les temps de ré
urren
es nousa motivé pour déterminer dans quelle mesure il pourrait s'a

order ave
 l'analyse de Zaslavsky. Cetteétude nous a 
onduit à proposer un modèle simple de dynamique inspiré par les travaux de 
es deux
her
heurs, et pour lequel une dérivée fra
tionnaire apparaît naturellement lorsque l'on introduit unpiège fra
tal. Ce 
hapitre joue le r�le d'une version plus aboutie de [Ini10℄.8.1 Dynamique fra
tionnaire selon HilferDans [Hil95a, Hil95b, Hil00b, Hil03℄, Hilfer s'atta
he à trouver des 
auses profondes à la dynamiquefra
tionnaire. Dans [Hil00b℄ et [Hil03℄, il s'intéresse à l'opérateur d'évolution temporelle et montre,à partir de 
onsidérations très générales sur la stru
ture du temps, que la dérivée asso
iée à 
etopérateur (après éventuellement une renormalisation temporelle) est une dérivée fra
tionnaire. Ladérivée 
lassique n'est alors qu'une dérivée fra
tionnaire d'ordre 1. Cette dynamique fra
tionnaireest de plus intimement liée à la notion d'irréversibilité. Dans [Hil95a℄ et [Hil95b℄, 
e formalisme estappliqué à des systèmes dynamiques généraux. Résumons dans 
ette se
tion les idées prin
ipales de
es deux arti
les.8.1.1 Dynamique de sous-systèmesPré
isons tout d'abord que 
ontrairement à notre étude, Hilfer s'intéresse plut�t aux systèmesde physique statistique, possédant de nombreux degrés de libertés. Plus pré
isément, il 
her
he à
omprendre la dynamique de sous-systèmes ave
 un nombre restreint de degrés de libertés et don
 demesure nulle.On 
onsidère un système dynamique dé�ni dans un espa
e des phases Γ 
ompa
t, de �ot φt et demesure µ. Soit G un sous-ensemble de Γ. Supposons que l'on n'ait a

ès qu'à G ; 
omment faire pour
omprendre la dynamique restreinte à G ?Une traje
toire typique issue de z ∈ G quittera G au bout d'un 
ertain temps ; on perdra alorssa tra
e. Heureusement, si µ(G) > 0, le théorème de ré
urren
e de Poin
aré assure qu'elle reviendrapresque sûrement dans G.Hilfer utilise une version dis
rète du temps de premier retour, plus 
ourante que la dé�nition 6.3 ;pour ∆t > 0, le temps de premier retour dis
ret (appartenant à ∆tZ) d'un point z ∈ G, noté τG(z),est dé�ni par

τG(z) = ∆t. inf{k ∈ N∗ |φk∆tz ∈ G}.



128 8. Pièges fra
tals et dynamique fra
tionnaireSi µ(G) > 0, d'après le lemme de Ka
, le temps moyen de premier retour 〈τ〉 dé�ni i
i par
〈τ〉 =

1

µ(G)

∫

z∈G
τG(z) dµ,est �ni.Hilfer propose alors de suivre les traje
toires à l'aide de l'appli
ation suivante :

S : G −→ G

z 7−→ φτG(x)z.
(8.1)À défaut d'avoir une des
ription 
ontinue de la dynamique, les itérations de S permettent desuivre par intermitten
e les traje
toire issues de G. A�n d'avoir une vision globale de la dynamiquerestreinte à G (
'est-à-dire en regardant des ensembles de traje
toires), Hilfer suggère d'utiliser uneappli
ation du type φ〈τ〉 pour étendre S. Il faudrait alors pré
iser les objets sur lesquels elle agit. Maisdans tous les 
as, 
ette appli
ation risque de ne pas être involutive et ne pourra don
 plus être itérée.De plus, si µ(G) = 0, le lemme de Ka
 ne s'applique plus et une telle démar
he n'est plus possible.Si µ(G) = 0, Hilfer suppose qu'il existe une nouvelle mesure µ′, telle que 0 < µ′(G) < ∞ etsuppose que pour presque tout z ∈ G, τG(z) < ∞. Pour regrouper les deux 
as de �gures, on notedans tous les 
as µ′ la mesure, et si µ(G) > 0, on prend alors µ′ = µ. On note aussi T ′(G) la tribuasso
iée à (G,µ′). Pour tout k ∈ N∗, Hilfer introduit ensuite les ensembles

Ḡk(∆t) =
{
z ∈ G | τG(z) = k∆t

}
,ainsi que les réels

pk(∆t) =
µ′(Ḡk(∆t))

µ′(G)
.Comme tous les éléments de G admettent des temps de premiers retours, les Ḡk(∆t) forment unepartition de G et ∑

k≥1

pk(∆t) = 1.L'évolution de mesures permet de donner une des
ription de la dynamique globale. Si ρ est unemesure dé�nie sur G, on pose
∀B ∈ T ′(G), ∀ t ∈ R, ρ(B, t) = ρ

(
φ−tB

)
.Hilfer étend S à 
es mesures en posant

∀B ∈ T ′(G), ∀t0 ∈ R, S(∆t)ρ(B, t0) =
∑

k≥1

pk(∆t)φ
k∆tρ(B, t0),soit

S(∆t)ρ(B, t0) =
∑

k≥1

pk(∆t)ρ(B, t0 − k∆t). (8.2)L'équation (8.2) est en fait un produit de 
onvolution dis
ret entre k 7→ ρ(B, t0 − k∆t) et
p∆t : k 7→ pk(∆t).On note ainsi

S(∆t)ρ(B, t0) =
[
p∆t ⋆ ρ(B, ·)

]
(t0).
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tionnaire 129L'opérateur S(∆t) représente l'�évolution in�nitésimale� d'ordre ∆t d'un ensemble de traje
toires(
elles issues de B) suivant le �ot φt.Les itérations de S(∆t) permettent à présent de 
omprendre la dynamique �globale� (dite aussimoyenne) restreinte à G et de résolution ∆t :
∀N ∈ N∗, SN (∆t)ρ(B, t0) =

[
pN
∆t ⋆ ρ(B, ·)

]
(t0),où pN

∆t est dé�ni par
pN
∆t = p∆t ⋆ . . . ⋆ p∆t︸ ︷︷ ︸

N fois .8.1.2 Renormalisations et générateur in�nitésimalHilfer souhaite ensuite passer à la limite 
ontinue, en faisant notamment tendre N vers +∞. Dans[Hil95b℄ la �limite 
ontinue� est 
onsidérée : ∆t est relié à N et véri�e limN→+∞ ∆t = 0. Au 
ontraire,dans [Hil95a℄, limN→+∞ ∆t = +∞ et 
ette limite est appelée �ultra-long time limit�. Ces deux limites
onstituent des renormalisations temporelles (
omme pour le temps interne de Stanislavsky) ; à partird'une dynamique 
lassique dépendant de t, elles induisent de nouvelles dynamiques, dépendant d'unnouveau temps t̃. Ces deux 
as s'appuient sur les mêmes idées et 
onduisent à des résultats similaires.Pour que 
haque limite ait un sens, il faut que 
elle de pN
∆t existe et soit en
ore une densité deprobabilité. Autrement dit, il faut que p∆t appartienne au domaine d'attra
tion d'une loi α-stable,ave
 0 < α ≤ 2.Plusieurs variables et paramètres entrent alors en jeu pour dé�nir la loi limite (en plus de α) etla nouvelle dynamique, mais nous n'avons pas réussi à tous les appréhender 
orre
tement. Nous nous
ontentons don
 i
i de donner une interprétation personnelle (non rigoureuse).La loi limite α-stable dépend a priori de plusieurs paramètres (voir [Fel71, p.569℄), dont un pa-ramètre ∆̃t 
ara
térisant la largeur de la distribution. De même que pour le temps interne de Sta-nislavsky, le fait que les temps de ré
urren
es soient positifs implique 0 < α ≤ 1 et �xe aussi lesparamètres restant de 
ette loi. On peut don
 noter pα

f∆t

ette loi limite. Elle peut en fait s'é
rire sousla forme

pα
f∆t

(t) =
τ1/α−1

∆̃t
1/α

hα

(
t τ1/α−1

∆̃t
1/α

)
,où τ est une 
onstante de temps positive et hα une fon
tion spé
iale (H-fun
tion) dont la transforméede Lapla
e véri�e

L [hα] (s) = e−sα

.Par 
onséquent,
L
[
pα

f∆t

]
(s) = e−

f∆tsα

. (8.3)Le nouvel opérateur d'évolution in�nitésimale, noté S̃, véri�e ainsi
S̃(∆̃t)ρ(B, t̃0) =

[
pα

f∆t
⋆ ρ(B, ·)

]
(t̃0).L'ensemble {S̃(∆̃t)}f∆t≥0

forme un semi-groupe à un paramètre :� S̃(0) = id,� ∀ ∆̃t1, ∆̃t2 ∈ R+, S̃(∆̃t1) ◦ S̃(∆̃t2) = S̃(∆̃t1 + ∆̃t2).La se
onde relation peut être véri�ée grâ
e à (8.3). E�e
tivement,
L
[
pα

f∆t1
⋆ pα

f∆t2

]
(s) = L

[
pα

f∆t1

]
(s)L

[
pα

f∆t2

]
(s),

= e−
g∆t1sα

e−
g∆t2sα

= e−(g∆t1+g∆t2)sα

,

= L
[
pα

f∆t1+g∆t2

]
(s).



130 8. Pièges fra
tals et dynamique fra
tionnaireLes paramètres ∆̃t et τ n'apparaissent pas sous 
ette forme dans [Hil95a℄ ; ∆̃t est noté D, S̃ dépendde D1/α et τ n'est pas présent. Comme on vient toutefois de le voir, le paramètre de semi-groupe estbien ∆̃t. Cette remarque implique l'introdu
tion de τ a�n de respe
ter l'homogénéité dimensionnelle.Si 
e groupe possède des propriétés de 
ontinuité su�santes, il est alors possible de lui asso
ié ungénérateur in�nitésimal A ([Fel71, p.294, p.356℄). Cet outil est utilisé pour l'étude d'équations auxdérivées partielles et est dé�ni par
Aρ(B, t̃0) = lim

f∆t→0+

S̃(∆̃t) − S̃(0)

∆̃t
ρ(B, t̃0).Hilfer montre alors qu'il est égal (au signe près) à la dérivée fra
tionnaire de Mar
haud à gau
hed'ordre α. Ave
 la 
onstante τ , 
ette relation prend la forme suivante :

Aρ(B, t̃0) = −τα−1
D

α
+ρ(B, t̃0). (8.4)Notons que l'on retrouve une dérivée fra
tionnaire homogène du type (5.31).Pour résumer, Hilfer montre que la dynamique de sous-systèmes peut devenir, sur des tempslongs, de nature fra
tionnaire. Contrairement à Zaslavsky, l'introdu
tion de la dérivée fra
tionnaireest i
i pleinement justi�ée ; le lien entre dynamiques 
lassique et fra
tionnaire apparaît 
lairement. Par
ontre, si la dé�nition de 
ette dérivée est bien spé
i�ée (dérivée de Mar
haud), l'ordre de dérivation

α reste indéterminé ; 
ontrairement à l'analyse de Zaslavsky, il n'est pas relié à la dynamique initiale.Nous avons alors tenté d'in
lure l'analyse de Zaslavsky sur les pièges fra
tals dans 
e formalismepour pré
iser 
et exposant. Tout en restant dans une démar
he pro
he de 
elle d'Hilfer, nous proposonsi
i un modèle simpli�é de dynamique qui vise à relier 
es deux appro
hes.8.2 Modèle simpleOn 
onsidère un système hamiltonien de Hamiltonien H, de �ot φt ave
 t ∈ R et évoluant dansun espa
e des phases Γ 
ompa
t. Soit µ la mesure de Lebesgue dé�nie sur Γ. Soit G ⊂ Γ et soit µ′une mesure telle que 0 < µ′(G) <∞ (si µ(G) > 0, on prend µ′ = µ) et invariante par le �ot :
∀B ∈ T ′(G), ∀ t ∈ R, µ′(φtB) = µ′(B).Soit T ′(G) la tribu asso
ié à (G,µ′). Là aussi, on souhaite 
omprendre la dynamique restreinte à G,pour des ensembles de traje
toires. Autrement dit, on s'intéresse à l'évolution de sous-ensembles de

G. Introduisons don
 l'appli
ation N dé�nie par
N : T ′(G) −→ F(R,R)

B 7−→ NB ,où NB est une fon
tion réelle dé�nie par
NB : R −→ [0, µ′(G)]

t 7−→ µ′((φtB) ∩G).Soit B ∈ T ′(G) et t0 ∈ R. On 
her
he à 
onnaître l'évolution in�nitésimale de NB(t0). Poursimpli�er le problème, on dis
rétise la dynamique et on introduit une �résolution� 
ara
téristique
∆t > 0, que l'on �nira par faire tendre vers 0 pour obtenir des informations sur la dynamique
ontinue.
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tionnaire 1318.2.1 Hypothèses sur la dynamique restreinteÀ l'aide des outils présentés au 
hapitre 6, distinguons la dynamique dans G de 
elle hors de G.Dé�nition 8.1. On dit que la dynamique dans G est de résolution ∆t si elle véri�e les trois propriétéssuivantes :1. ∀ z ∈ Grec, ∃ k ∈ N∗, τint

(
φτrec(z;G)z;G

)
= k∆t,2. ∀ z ∈ G, φτint(z;G)z ∈ G,3. ∀ z ∈ Grec, φτrec(z;G)z /∈ G.La première 
ondition implique que toute traje
toire arrivant dans G y reste au moins pendant untemps ∆t. Les deux suivantes pré
isent simplement où se situent les traje
toires lorsqu'elles atteignentle bord de G, à partir respe
tivement de l'intérieur et de l'extérieur de G.Comme nous nous restreignons à la dynamique dans G, tentons d'obtenir indire
tement des in-formations sur l'extérieur. Soit K ∈ N∗ ∪ {+∞} et {Tk(∆t)}1≤k≤K une famille de réels positifs.Dé�nition 8.2. On dit que {Tk(∆t)}1≤k≤K est une famille 
omplète de temps extérieurs pour G siles deux propriétés suivantes sont véri�ées :1. 0 < T1(∆t) < T2(∆t) < . . . < TK(∆t),2. ∀ z ∈ G, ∃ 1 ≤ k ≤ K, τext(z;G) = Tk(∆t).En parti
ulier, l'existen
e d'une telle famille implique que Gext = ∅. Cette dé�nition 
onditionnel'évolution de la dynamique vers le futur. Nous devons supposer qu'elle est aussi valable vers le passé.Dé�nition 8.3. On dit que la dynamique dans G est 
y
lique si

∀ z ∈ G, ∀t > 0, ∃t1 > t, φ−t1z ∈ G.En suivant l'appro
he de Hilfer, dé
omposons G à l'aide de temps 
ara
téristiques. Pour tout
B ⊂ Γ tel que 0 < µ′(B ∩G) <∞, on pose

B0(∆t) =
{
z ∈ B ∩G | τint(z;G) ≥ ∆t

}
,et pour tout k ≥ 1,

Bk(∆t) =
{
z ∈ B ∩G | τint(z;G) < ∆t, τext(z;G) = Tk(∆t)

}
.Par 
onséquent, si {Tk(∆t)}1≤k≤K est une famille 
omplète de temps extérieurs, alors (Bk(∆t))k≥0forme une partition de B ∩G. Remarquons que pour tout k ∈ N, (B ∩G)k(∆t) = Bk(∆t).On pose ensuite, pour tout 0 ≤ k ≤ K,

pk(B,∆t) =
µ′(Bk(∆t))

µ′(B ∩G)
.Intuitivement, 
es réels forment une densité de probabilité asso
iée aux temps extérieurs. Si

{Tk(∆t)}1≤k≤K est une famille 
omplète de temps extérieurs, alors
K∑

k=0

pk(B,∆t) = 1.De même que pour la limite Prec au 
hapitre 6, on va supposer que 
ette densité est indépendantede l'ensemble B 
onsidéré.



132 8. Pièges fra
tals et dynamique fra
tionnaireDé�nition 8.4. On dit que G est uniformément mélangé par {Tk(∆t)}1≤k≤K si (Tk(∆t))1≤k≤K estune famille 
omplète de temps extérieurs telle que pour tout B ⊂ Γ véri�ant 0 < µ′(B ∩G) <∞,
pk(B,∆t) = pk(G,∆t).On pose dans 
e 
as pk(∆t) = pk(G,∆t).Autrement dit, 
ela revient à supposer que les Tk(∆t) ont une in�uen
e uniforme dans G.Ave
 
es di�érents temps 
ara
téristiques, la variable temporelle t prend ses valeurs dans l'ensemble

T (∆t) =

{
∑

k∈I

Tk(∆t)xk | I ⊂ {0, . . . ,K}, Card(I) <∞, ∀k ∈ I, xk ∈ Z

}
,où l'on a posé T0(∆t) = ∆t.Lemme 8.1. L'ensemble T (∆t) est dénombrable.Démonstration. Notons Pf (K) l'ensemble des parties �nies de {0, . . . ,K}. Comme 
'est un ensembledénombrable, il existe une appli
ation J : N → Pf (K) bije
tive. Pour tout j ∈ N, on pose

Tj(∆t) =




∑

k∈J(j)

Tk(∆t)xk | ∀k ∈ J(j), xk ∈ Z



 .On a ainsi T (∆t) =

⋃

j≥0

Tj(∆t).Notons C(j) le 
ardinal de J(j) et {nj,1, . . . , nj,C(j)} les éléments de J(j). L'appli
ation
fj : Zj −→ Tj(∆t)

(x1, . . . , xj) 7−→
C(j)∑

k=1

Tnj,k
(∆t)xkest surje
tive, don
 Tj(∆t) est dénombrable. Finalement, T (∆t) est dénombrable 
omme réuniondénombrable d'ensembles dénombrables.Illustrons 
et ensemble ave
 quelques exemples simples.Exemple 8.1.� K = 1, T1(∆) = 2∆t : T (∆t) = ∆tZ.� K = 1, T1(∆) = ∆t/2 : T (∆t) = (∆t/2)Z.� K = 1, T1(∆) =

√
2∆t : T (∆t) est dense dans R.� K = +∞, ∀k ≥ 1, ∃nk ∈ N∗, Tk(∆t) = nk∆t : T (∆t) = ∆tZ.La fon
tion NB 
hange don
 uniquement de valeur aux temps de T (∆t). L'obje
tif est ainsi dedéterminer NB(t) pour tout t ∈ T (∆t). Comme T (∆t) est dénombrable, on peut déterminer 
esvaleurs de pro
he en pro
he. Nous allons ainsi tenter de donner une relation de ré
urren
e permettantde déterminer les états su

essifs de la dynamique restreinte à G. Plus pré
isement, nous allons obtenirune formule pro
he de (8.2) lorsque T (∆t) = ∆tZ et voir dans quelle mesure elle peut être généralisée.Pré
isons toutefois que les distan
es entre deux instants su

essifs (les �
rans�) ne sont pas for
é-ment de la même taille. Il peut même n'exister au
un plus petit 
ran tel que tous les autres soient desmultiples. La variable temporelle peut don
 ne pas s'é
ouler de manière linéaire ; on retrouve i
i unepartie de l'appro
he de Stanislavsky sur le temps (même si dans notre 
as le temps reste déterministe).
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tionnaire 1338.2.2 Cas T (∆t) = ∆tZSupposons que pour tout k ≥ 1, il existe nk ∈ N∗ tel que Tk(∆t) = nk∆t. Dans 
e 
as, T (∆t) =
∆tZ. Remarquons que la ré
iproque est aussi vraie, puisque Tk(∆t) ∈ T (∆t) par dé�nition. La relationde ré
urren
e est alors donnée par le résultat suivant.Théorème 8.1. On suppose que la dynamique dans G est de résolution ∆t et 
y
lique, et que G estuniformément mélangé par {Tk(∆t)}1≤k≤K . Si T (∆t) = ∆tZ, alors

∀ t0 ∈ T (∆t), NB(t0 + ∆t) = p0(∆t)NB(t0) +
K∑

k=1

pk(∆t)NB(t0 − Tk(∆t)). (8.5)Démonstration. Traitons d'abord le 
as K = 1. Il existe n1 ∈ N∗ tel que T1(∆t) = n1∆t. Soit
t0 ∈ T (∆t). Rappelons d'abord que

NB(t0 + ∆t) = µ′(φ∆t(φt0B) ∩G).Montrons que
φ∆t(φt0B) ∩G = φ∆t

([
φt0B

]
0
(∆t)

) ⋃
φ(n1+1)∆t

([
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t)

)
,et que la réunion est disjointe.Soit z ∈ φ∆t

([
φt0B

]
0
(∆t)

). Il existe y ∈
[
φt0B

]
0
(∆t) tel que z = φ∆ty. Par dé�nition de

[
φt0B

]
0
(∆t), y ∈ φt0B et τint(y;G) ≥ ∆t. Comme la dynamique dans G est de résolution ∆t,

φ∆ty ∈ G et don
 z ∈ G. Comme y ∈ φt0B, z ∈ φ∆t(φt0B). Par 
onséquent,
φ∆t
([
φt0B

]
0
(∆t)

)
⊂ φ∆t(φt0B) ∩G.Soit z ∈ φ(n1+1)∆t

([
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t)

). Il existe y ∈
[
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t) tel que z = φ(n1+1)∆ty.Ainsi, y ∈ φt0−n1∆tB, et don
 z ∈ φ(n1+1)∆t(φt0−n1∆tB) = φ∆t(φt0B). Par ailleurs, τint(y;G) < ∆t et

τext(y;G) = n1∆t. Comme la dynamique dans G est de résolution ∆t, φn1∆ty /∈ G, mais φ(n1+1)∆ty ∈
G. Ainsi z ∈ G. On a don


φ(n1+1)∆t
([
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t)

)
⊂ φ∆t(φt0B) ∩G.Supposons maintenant qu'il existe z ∈

(
φ∆t(φt0B) ∩ G

) tel que z /∈ φ∆t
([
φt0B

]
0
(∆t)

) et z /∈
φ(n1+1)∆t

([
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t)

). Comme z ∈ φ∆t(φt0B), φ−∆tz ∈ φt0B (
ar φ∆t est bije
tive, deré
iproque φ−∆t). Si φ−∆tz ∈ G, alors φ−∆tz ∈ φt0B∩G. Comme φ∆t
(
φ−∆tz

)
= z ∈ G, on en déduitque φ−∆tz ∈

[
φt0B

]
0
(∆t). Ainsi z ∈ φ∆t

([
φt0B

]
0
(∆t)

), 
e qui est 
ontradi
toire.Par 
onséquent, φ−∆tz /∈ G. Comme la dynamique dans G est 
y
lique et de résolution ∆t, ilexiste n ∈ N tel que φ−(n+1)∆tz ∈ G. Dans 
e 
as, n1 est tel que
φ−(n1+1)∆tz ∈ G et φ−n1∆tz /∈ G.Posons x = φ−(n1+1)∆tz. Comme z ∈ φ∆t(φt0B), x ∈ φt0−n1∆tB. Ainsi, x ∈ φt0−n1∆tB ∩ G.Comme τint(x;G) < ∆t, x ∈

[
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t). Par 
onséquent, z ∈ φ(n1+1)∆t

[
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t), 
equi est 
ontradi
toire.On a don


φ∆t(φt0B) ∩G = φ∆t
([
φt0B

]
0
(∆t)

) ⋃
φ(n1+1)∆t

([
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t)

)
.
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tals et dynamique fra
tionnaireSupposons maintenant qu'il existe z ∈ φ∆t
([
φt0B

]
0
(∆t)

) ⋂
φ(n1+1)∆t

([
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t)

).Comme z ∈ φ∆t
([
φt0B

]
0
(∆t)

), il existe y0 ∈ G tel que z = φ∆ty0. Ainsi, φ−∆tz ∈ G.Par ailleurs, il existe y1 ∈
[
φt0−n1∆tB

]
1
(∆t) tel que z = φ(n1+1)∆ty1. Comme la dynamique dans

G est de résolution ∆t, φn1∆ty1 /∈ G. Par 
onséquent, φ−∆tz /∈ G, 
e qui est 
ontradi
toire. La réunionest don
 disjointe.Si maintenant K est quel
onque, pour tout 1 ≤ k ≤ K, il existe nk ∈ N tel que Tk(∆t) = nk∆t.On montrerait de même que
φ∆t(φt0B) ∩G = φ∆t

([
φt0B

]
0
(∆t)

) K⋃

k=1

φ(nk+1)∆t
([
φt0−nk∆tB

]
k
(∆t)

)
, (8.6)et que tous les ensembles du membre de droite sont disjoints.En passant aux mesures dans l'équation (8.6), on obtient alors

µ′
(
φ∆t(φt0B) ∩G

)
= µ′

(
φ∆t
([
φt0B

]
0
(∆t)

))
+

K∑

k=1

µ′
(
φ(nk+1)∆t

([
φt0−nk∆tB

]
k
(∆t)

))
. (8.7)Comme on a supposé que µ′ était invariante par le �ot,

µ′
(
φ∆t
([
φt0B

]
0
(∆t)

))
= µ′

([
φt0B

]
0
(∆t)

)
,et pour tout 1 ≤ k ≤ K,

µ′
(
φ(nk+1)∆t

([
φt0−nk∆tB

]
k
(∆t)

))
= µ′

([
φt0−nk∆tB

]
k
(∆t)

)
.L'équation (8.7) devient ainsi

NB(t0 + ∆t) = µ′
([
φt0B

]
0
(∆t)

)
+

K∑

k=1

µ′
([
φt0−nk∆tB

]
k
(∆t)

)
. (8.8)Comme G est uniformément mélangé par {Tk(∆t)}1≤k≤K ,

µ′
([
φt0B

]
0
(∆t)

)
= p0(∆t)µ

′(φt0B ∩G),

= p0(∆t)NB(t0),et pour tout 1 ≤ k ≤ K,
µ′
([
φt0−nk∆tB

]
k
(∆t)

)
= pk(∆t)µ

′
(
φt0−nk∆tB ∩G

)
,

= pk(∆t)NB(t0 − nk∆t).Finalement, (8.8) devient
NB(t0 + ∆t) = p0(∆t)NB(t0) +

K∑

k=1

pk(∆t)NB

(
t0 − Tk(∆t)

)
,
e qui a
hève la preuve.On retrouve ainsi une relation pro
he de (8.2). Donnons une illustration simple de 
ette dynamique.
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tionnaire 135Exemple 8.2. Prenons K = 1 et T1(∆t) = 2∆t. Soit B ∈ T ′(G) et t0 ∈ ∆tZ : NB(t0) = µ′(B). Parsou
i de 
larté, on suppose i
i que pour tout t < t0, φtB ⊂ G. Déterminons quelques états suivants.1. En t+0 , les traje
toires issues de B se s
indent : les unes restent dans G et les autres quittent
G pendant 2∆t. Appelons B0 l'ensemble des 
onditions initiales des premières et B1 
elui desse
ondes. Les proportions respe
tives sont p0 et p1 (par sou
i de lisibilité, on omet i
i la dépen-dan
e en ∆t). Ainsi, µ′(B0) = p0µ

′(B) et µ′(B1) = p1µ
′(B). Un s
héma de la dynamique estdonné en �gure 8.1. Le re
tangle supérieur symbolise l'extérieur de G.2. En t0 + ∆t, seul B0 reste présent dans G :

NB(t0 + ∆) = µ′(B0) = p0NB(t0).Hors de G, B1 évolue en B11.En t+0 + ∆t, 
'est maintenant B0 qui se s
inde de la même manière que B, pour former B00 et
B01 : µ′(B00) = p0µ

′(B0) et µ′(B01) = p1µ
′(B0).3. Les traje
toires qui ont quitté G en t+0 ne reviennent qu'en t+0 +2∆t. Par 
onséquent, en t0+2∆t,seul B00 est présent dans G :

NB(t0 + 2∆t) = µ′(B00) = p0NB(t0 + ∆t).En t+0 + 2∆t, B00 se s
inde en B000 et B001, B11 revient (en B110) et B01 reste hors de G endevenant B011.4. En t0 + 3∆t sont présents B000 et B110. Par 
onséquent,
NB(t0 + 3∆t) = µ′(B000) + µ′(B110),

= p0µ
′(B00) + µ′(B1),

= p0NB(t0 + 2∆t) + p1NB(t0).En t+0 +3∆t, B000 se s
inde en B0000 et B0001, B110 en B1100 et B1101, B011 revient en devenant
B0110 et B001 reste hors de G (et se modi�e en B0011).5. En t0 + 4∆t, on trouve dans G les ensembles B0000, B1100 et B0110 :

NB(t0 + 4∆t) = µ′(B0000) + µ′(B1100) + µ′(B0110),

= p0

(
µ′(B000) + µ′(B110)

)
+ µ′(B01),

= p0NB(t0 + 3∆t) + p1NB(t0 + ∆t).
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Fig. 8.1 � Dynamique ave
 T1(∆t) = 2∆t.



8. Pièges fra
tals et dynamique fra
tionnaire 137Donnons un autre exemple permettant de 
omprendre les r�les indépendants que jouent les di�é-rents temps extérieurs.Exemple 8.3. On prend K = 2, ave
 T1(∆t) = 2∆t et T2(∆t) = 3∆t. La �gure 8.2 illustre lespremières itérations de 
ette dynamique. La di�éren
e ave
 l'exemple pré
édent est que les ensemblesde G se séparent 
ette fois en trois et que Γ\G est 
ette fois 
oupée en deux parties, matérialisées parles deux re
tangles.

Fig. 8.2 � Dynamique ave
 T1(∆t) = 2∆t et T2(∆t) = 3∆t.8.2.3 Cas T (∆t) = q∆tZ, q ∈ QTentons d'étendre le théorème 8.1, notamment lorsqu'il existe k ∈ N∗ tel que Tk(∆t) < ∆t.Considérons l'exemple suivant.Exemple 8.4. On prend K = 1 et T1(∆t) = ∆t/2. Cette fois, T (∆t) = (∆t/2)Z. On suppose aussipour simpli�er que pour tout t < t0, φtB ⊂ G. À l'aide de la �gure 8.3, déterminons les valeurssu

essives de NB :1. NB(t0) = µ′(B),2. NB(t0 + ∆t/2) = µ′(B0) = p0NB(t0),3. NB(t0 + ∆t) = µ′(B00) + µ′(B10) = NB(t0),4. NB(t0 + 3∆t/2) = µ′(B000) + µ′(B100) = p0NB(t0 + ∆t/2) + p1NB(t0),5. NB(t0 + 2∆t) =
(
µ′(B0000) + µ′(B0010)

)
+ µ′(B1000) = p0NB(t0 + ∆t) + p1NB(t0 + ∆t/2),6. NB(t0 + 5∆t/2) =

(
µ′(B00000) + µ′(B10000)

)
+
(
µ′(B00100) + µ′(B10010)

)

= p0NB(t0 + 3∆t/2) + p1NB(t0 + ∆t).
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Fig. 8.3 � Dynamique ave
 T1(∆t) = ∆t/2.
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tionnaire 139Les deux dernières relations suggèrent la relation générale suivante :
∀ t0 ∈ T (∆t), NB(t0 + ∆t) = p0NB(t0) + p1NB(t0 − ∆t/2). (8.9)Même s'il faudrait rendre rigoureux 
e résultat, la relation (8.5) semble don
 rester valable dans
e 
as.Plus généralement, s'il existe q ∈ Q tel que T (∆t) = q∆tZ, alors pour tout 1 ≤ k ≤ K, il existe

nk ∈ N tel que Tk(∆t) = qnk∆t. Comme pour le 
as ∆tZ, la généralisation à un nombre quel
onque detemps extérieurs ne devrait pas être problématique ; le théorème 8.1 semble don
 rester valable lorsque
T (∆t) = q∆tZ, q ∈ Q. Cette généralisation in
lut notamment le 
as où K < ∞ et Tk(∆t) ∈ ∆tQpour tout 1 ≤ k ≤ K.8.2.4 Cas généralSi l'on 
onsidère à présent des Tk(∆) quel
onques, plus pré
isément s'il existe 0 ≤ k1, k2 ≤ K telsque Tk1

(∆t)/Tk2
(∆t) /∈ Q, alors T (∆t) ne peut plus s'é
rire sous la forme q∆tZ, et est dense dans R.En parti
ulier, les 
rans ne sont plus 
onstants. La démar
he pré
édente ne s'applique don
 plus 
arles di�érentes transitions ne sont plus syn
hronisées.Toutefois, d'après le lemme 8.1, T (∆t) reste dénombrable et l'opération 
onsistant à passer au
ran suivant garde un sens. Vouloir généraliser (8.5) semble don
 toujours raisonnable. Le fait quele membre de droite de 
ette équation reste in
hangé pour des Tk(∆) quel
onques nous 
onduit à ladé�nition suivante.Dé�nition 8.5. L'opérateur d'évolution in�nitésimale généralisée d'ordre ∆t, noté S(∆t)NB(t0), estdé�ni par

∀B ∈ T ′(G), ∀t0 ∈ T (∆t), S(∆t)NB(t0) = p0(∆t)NB(t0) +
K∑

k=1

pk(∆t)NB(t0 − Tk(∆t)).Pré
isons par 
ontre que S(∆t)NB(t0) n'est a priori plus égal à NB(t0 +∆t) ; 
'est pour 
ela qu'onquali�e 
ette évolution de �généralisée�. Cette dénomination est bien sûr inspirée de 
elle de Zaslavsky
on
ernant l'opérateur ∆̂t de (6.8) et la notation fait référen
e à l'opérateur (8.2) de Hilfer.8.2.5 Générateur in�nitésimal ?Comme Hilfer, nous souhaiterions passer à une des
ription 
ontinue, en faisant i
i tendre ∆t vers
0. Un objet pertinent serait alors le générateur in�nitésimal asso
ié à notre S(∆t). Si nous verronsque S(0) = id, il n'y a malheureusement au
une raison que S(∆t1) ◦ S(∆t2) = S(∆t1 + ∆t2) ; on nepeut don
 espérer dé�nir un générateur in�nitésimal.Toutefois, la limite

lim
∆t→0+

S(∆t)NB(t0) −NB(t0)

∆t
(8.10)peut en
ore être évaluée, et 
'est �nalement elle qui nous intéresse i
i ; elle peut représenter la dérivéequi 
onditionne la dynamique de notre système.Dé�nition 8.6. La dérivée généralisée de NB en t0, notée GNB(t0), est dé�nie 
omme étant la dérivéeà droite de ∆t 7→ S(∆t)NB(t0) en 0 :

GNB(t0) = lim
∆t→0+

S(∆t)NB(t0) −NB(t0)

∆t
.Nous allons l'expli
iter dans le 
as où les temps extérieurs sont asso
iés à un piège fra
tal.
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tionnaire8.3 Appli
ation au 
haos hamiltonienRe
entrons-nous à présent sur notre obje
tif initial et voyons 
omment notre modèle peut êtreutilisé pour les systèmes 
haotiques. Comme nous allons le voir, notre modèle s'adapte bien aux piègesfra
tals et dans 
e 
as, la dérivée généralisée de NB peut prendre la forme d'une dérivée fra
tionnaire.8.3.1 Prise en 
ompte des pièges fra
talsLe modèle que nous avons 
onsidéré, adapté au 
adre hamiltonien puisque sa dynamique préservele volume, peut en parti
ulier être utilisé pour les systèmes 
haotiques. Comme nous l'avons vu au
hapitre 6, les pièges fra
tals 
onditionnent la dynamique de nombreux systèmes. Nous allons don
les privilégier i
i, en négligeant les zones de mer 
haotique.Cette démar
he peut être illustrée par la �gure 8.4 ; on simpli�e la dynamique 
haotique initiale(de se
tion de Poin
aré typique similaire à la �gure 6.7) en ne gardant qu'un modèle idéal de sespièges fra
tals asso
iés (s
hématisé par la �gure 6.9).
G

B

Fig. 8.4 � Simpli�
ation de la dynamique initiale.Nous allons don
 reprendre i
i la dé�nition 6.5 de piège fra
tal, mais nous devons pour 
elal'adapter à la résolution ∆t.Dé�nition 8.7. Soit Z ⊂ Γ. On dit que Z est un piège fra
tal bien résolu si pour tout ∆t > 0, il
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tionnaire 141existe une partition {Ak(∆t)}k≥1 de Z et des réels λT (∆t) > 1 et 0 < λΓ(∆t) < 1 tels que
∀ k ∈ N∗,

{
µ(Ak+1(∆t)) = λΓ(∆t)µ(Ak(∆t)),

〈τint(Ak+1(∆t))〉 = λT (∆t) 〈τint(Ak(∆t))〉.Nous devons faire i
i une hypothèse sur la dépendan
e des paramètres du piège en fon
tion de ∆t.Dé�nition 8.8. Soit Z ⊂ Γ. On dit que Z est un piège fra
tal uniformément résolu si les quatre
onditions suivantes sont véri�ées :1. Z est un piège fra
tal bien résolu,2. il existe λT > 1 et 0 < λΓ < 1 tels que
∀∆t > 0, λT (∆t) = λ∆t

T , λT (∆t) = λ∆t
T , (8.11)3. ∆t 7→ 〈τint(A1(∆t))〉 possède une limite à droite en 0 égale à 0,4. ∆t 7→ p0(∆t) admet une limite à droite en 0, notée p0(0

+).Par 
onséquent, si Z est un piège fra
tal uniformément résolu, pour tout k ∈ N∗,
µ(Ak+1(∆t)) = λk∆t

Γ µ(A1(∆t)),et
〈τint(Ak+1(∆t))〉 = λk∆t

T 〈τint(A1(∆t))〉.Puisque nous ne retenons que les pièges fra
tals, nous allons supposer que les traje
toires passantpar G sont soit dans G, soit dans un piège fra
tal. Nous négligeons don
 le 
hemin réel entre G et lepiège ; 
on
ernant le système réel, une telle modélisation ne sera don
 valable que si G est pro
he dupiège fra
tal réel. La dé�nition suivante traduit 
ette simpli�
ation.Dé�nition 8.9. Soit G ⊂ Γ et Z =
⋃

k≥1Ak(∆t) un piège fra
tal uniformément résolu tel que
G∩Z = ∅. On dit que G est uniformément piégé par Z si la dynamique dans G est 
y
lique et si pourtout ∆t > 0, les trois 
onditions suivantes sont véri�ées :1. la dynamique dans G est de résolution ∆t,2. G est uniformément mélangé par {〈τint(Ak)(∆t)〉

}
k≥1

,3. pour tout k ≥ 1,
pk(∆t) =

µ(Ak(∆t))

µ(Z)
. (8.12)La première hypothèse implique que 
haque traje
toire qui quitte G est piégée par une seulegénération de pièges (par un seul Ak(∆t)) ; la �gure 8.5 illustre les di�érents types de trajets possibles.Cette 
ondition stipule de plus que les temps de piégeages dans une génération sont tous identiqueset égaux à τint(Ak)(∆t). La 
ondition (8.12) signi�e quant à elle que la probabilité d'être 
apturé parune génération est proportionnelle à la taille de 
elle-
i (
e qui peut sembler raisonnable).Notons que l'idée de segmenter la dynamique suivant la stru
ture fra
tale des zones singulières etd'asso
ier des probabilités à 
haque génération n'est pas nouvelle ; elle est notamment utilisée dans[MO85℄ (sous une autre forme et dans le 
ontexte de mar
hes aléatoires).Si G est uniformément piégé par Z, alors pour tout k ≥ 1,

Tk(∆t) = 〈τint(Ak(∆t))〉 = λ
(k−1)∆t
T 〈τint(A1(∆t))〉,

= λ
(k−1)∆t
T T1(∆t),



142 8. Pièges fra
tals et dynamique fra
tionnaire

G

A

Fig. 8.5 � Prise en 
ompte des pièges fra
tals.et
pk(∆t) =

(
1 − p0(∆t)

) (
1 − λ∆t

Γ

)
λ

(k−1)∆t
Γ .On peut en�n obtenir une expression 
omplète de l'opérateur d'évolution in�nitésimale générali-sée :

S(∆t)NB(t0) = p0(∆t)NB(t0) + (1 − p0(∆t)) (1 − λ∆t
Γ )
∑

k≥0

λk∆t
Γ NB

(
t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T

)
. (8.13)Cette expression permet don
 de relier expli
itement la dynamique restreinte à G à la stru
turedes pièges fra
tals. Ce lien va apparaître en
ore plus 
lairement en passant au 
ontinu.8.3.2 Passage au 
ontinuLes 
oe�
ients λT (∆t) et λΓ(∆t) sont 
eux qui interviennent dans (6.13). S'ils véri�ent (8.11),alors

| ln(λΓ(∆t))|
ln(λT (∆t))

=
| ln λΓ|
ln λT

. (8.14)Par 
onséquent, le 
oe�
ient de transport µ devient indépendant de ∆t :
µ =

| ln λΓ|
ln λT

.On va retrouver 
e 
oe�
ient dans notre modèle.Véri�ons à présent que lorsque l'ordre 
ara
téristique de l'évolution tend vers 0, 
elle-
i se �ge.
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tionnaire 143Lemme 8.2. Soit G ⊂ Γ et Z =
⋃

k≥1Ak(∆t) un piège fra
tal uniformément résolu tel que G∩Z = ∅.On suppose que G est uniformément piégé par Z. Soit 0 < β < µ et β′ = min{1, β}.Si NB est β′-höldérienne, alors
lim

∆t→0+
S(∆t)NB(t0) = NB(t0).Démonstration. L'hypothèse que G soit uniformément piégé par Z permet d'é
rire S(∆t) sous laforme (8.13). Dans 
e 
as, la di�éren
e S(∆t)NB(t0) −NB(t0) véri�e

S(∆t)NB(t0) −NB(t0) = (1 − p0(∆t)) (1 − λ∆t
Γ )
∑

k≥0

λk∆t
Γ

[
NB

(
t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T

)
−NB(t0)

]
.Remarquons que λΓλ

β
T < 1 si et seulement si β < µ ; par 
onséquent, λΓλ

β′

T < 1. Comme NB est
β′-höldérienne, il existe cβ > 0 tel que

∣∣S(∆t)NB(t0) −NB(t0)
∣∣ ≤ (1 − p0(∆t)) (1 − λ∆t

Γ )
∑

k≥0

λk∆t
Γ cβ

(
T1(∆t)λ

k∆t
T

)β′

,

≤ cβ (1 − p0(∆t))T1(∆t)
β′ 1 − λ∆t

Γ

1 −
(
λΓλ

β′

T

)∆t
.D'une part,

lim
∆t→0+

(1 − p0(∆t))
1 − λ∆t

Γ

1 −
(
λΓλ

β′

T

)∆t
= (1 − p0(0

+))
ln(λΓ)

ln(λΓλ
β′

T )
,et d'autre part, lim

∆t→0+
T1(∆t) = 0 d'après la 
ondition 3 de la dé�nition 8.8.Par 
onséquent, lim

∆t→0+
(S(∆t)NB(t0) −NB(t0)) = 0.Nous allons maintenant évaluer GNB(t0). Pour 
e faire, notons d'abord pour tout ∆t > 0,

G(∆t)NB(t0) =
S(∆t)NB(t0) −NB(t0)

∆t
.Introduisons aussi la fon
tion f dé�nie par

f : R+ × R+ −→ R

(∆t, y) 7−→ λy
Γ

[
NB

(
t0 − T1(∆t)λ

y
T

)
−NB(t0)

]
.Par 
onséquent,

G(∆t)NB(t0) = (1 − p0(∆t))
1 − λ∆t

Γ

∆t

∑

k≥0

f(∆t, k∆t).Pour tout k ∈ N, on note
Ik(∆t) = f(∆t, k∆t) =

∫ k+1

k
f(∆t, k∆t) dx,

Jk(∆t) =

∫ k+1

k
f(∆t, x∆t) dx.La quantité G(∆t)NB(t0) peut don
 s'é
rire sous la forme

G(∆t)NB(t0) = (1 − p0(∆t))
1 − λ∆t

Γ

∆t

∑

k≥0

Ik(∆t).
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tals et dynamique fra
tionnaireCas µ > 1Théorème 8.2. Soit G ⊂ Γ et Z =
⋃

k≥1Ak(∆t) un piège fra
tal uniformément résolu tel que
G ∩ Z = ∅. On suppose que G est uniformément piégé par Z et que µ > 1. Si NB est dérivable etlips
hitzienne sur R et si T1 est dérivable en 0, alors

GNB(t0) = −γ d
dt
NB(t0),ave
 γ = (1 − p0(0

+))
µ

µ− 1
T ′

1(0).Démonstration. Montrons tout d'abord que lim
∆t→0+

∑

k≥0

(Ik(∆t) − Jk(∆t)) = 0.La fon
tion NB est dérivable, il en est don
 de même pour y 7→ f(∆t, y) pour tout ∆t ≥ 0 et
∂2f(∆t, y) = ln(λΓ)f(∆t, y) − T1(∆t) (λΓλT )y N ′

B(t0 − T1(∆t)λ
y
T ).Notons c la 
onstante de Lips
hitz. On a alors

|∂2f(∆t, y)| ≤ ln(λΓ)cT1(∆t) (λΓλT )y + cT1(∆t) (λΓλT )y .En posant c′ = c(1 + ln(λT )), on obtient :
|∂2f(∆t, y)| ≤ c′T1(∆t) (λΓλT )y .Comme µ > 1, λΓλT < 1. Soit k ∈ N. Alors

∣∣∣Ik(∆t) − Jk(∆t)
∣∣∣ ≤

∫ k+1

k

∣∣∣f(∆t, x∆t)− f(∆t, k∆t)
∣∣∣ dx,

≤ ∆t sup
[k,k+1]

|∂2f(∆t, x∆t)|,

≤ c′∆tT1(∆t) (λΓλT )k∆t , 
ar y 7→ (λΓλT )y est dé
roissante.Comme lim
∆t→0+

∆t
∑

k≥0

(λΓλT )k∆t =
1

| ln(λΓλT )| et lim
∆t→0+

T1(∆t) = 0, on en déduit que
lim

∆t→0+

∑

k≥0

(
Ik(∆t) − Jk(∆t)

)
= 0.Par 
onséquent,

G(∆t)NB(t0) ∼
∆t→0+

−
(
1 − p0(0

+)
)
ln(λΓ)

∑

k≥0

Jk(∆t). (8.15)Évaluons à présent lim
∆t→0+

∑

k≥0

Jk(∆t). Tout d'abord,
∑

k≥0

Jk(∆t) =

∫ ∞

0
λx∆t

Γ

[
NB

(
t0 − T1(∆t)λ

x∆t
T

)
−NB(t0)

]
dx.En e�e
tuant le 
hangement de variables t = λx∆t

T , on obtient
∑

k≥0

Jk(∆t) =
1

∆t ln(λT )

∫ ∞

1
t−(1+µ) [NB(t0 − tT1(∆t)) −NB(t0)] dt, (8.16)

=
1

ln(λT )

T1(∆t)

∆t

∫ ∞

1
t−µNB(t0 − tT1(∆t)) −NB(t0)

tT1(∆t)
dt.
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tionnaire 145Pour tout t ≥ 1, ∣∣∣t−µNB(t0 − tT1(∆t)) −NB(t0)

tT1(∆t)

∣∣∣ ≤ ct−µ, 
ette dernière fon
tion étant intégrablesur [1,+∞). De plus,
lim

∆t→0+

NB(t0 − tT1(∆t)) −NB(t0)

tT1(∆t)
= −N ′

B(t0).Par 
onvergen
e dominée, on obtient don
 :
lim

∆t→0+

∑

k≥0

Jk(∆t) =
1

ln(λT )
T ′

1(0)(−N ′
B(t0))

∫ ∞

1
t−µ dt,

=
1

(1 − µ) ln(λT )
T ′

1(0)N
′
B(t0).D'après (8.15),

lim
∆t→0+

G(∆t)NB(t0) = −
(
1 − p0(0

+)
) ln(λΓ)

(1 − µ) ln(λT )
T ′

1(0)N
′
B(t0),

= −
(
1 − p0(0

+)
) µ

µ− 1
T ′

1(0)N
′
B(t0).Remarque 8.1. Si NB véri�e les hypothèses du théorème 8.2, alors NB est en parti
ulier 1-höldérienne et remplit les 
onditions du lemme 8.2.Cas µ < 1Essayons d'évaluer lim∆t→0+

∑
k≥0 Jk(∆t), en supposant que NB soit assez régulière et à dé
rois-san
e assez rapide en −∞, a�n que les quantités suivantes soient bien dé�nies. Intégrons par parties(8.16) :

∑

k≥0

Jk(∆t) =
−T1(∆t)

µ∆t ln(λT )

∫ ∞

1
t−µN ′

B(t0 − tT1(∆t)) dt +
NB(t0 − T1(∆t)) −NB(t0)

µ∆t ln(λT )
.Ave
 le 
hangement de variable u = T1(∆t)t, on obtient

∑

k≥0

Jk(∆t) =
−T1(∆t)

µ

µ∆t ln(λT )

∫ ∞

T1(∆t)
u−µN ′

B(t0 − u) du+
NB(t0 − T1(∆t)) −NB(t0)

µ∆t ln(λT )
.L'intégrale ne pose pas problème :

lim
∆t→0+

∫ ∞

T1(∆t)
u−µN ′

B(t0 − u) du =

∫ ∞

0
u−µN ′

B(t0 − u) du.Si on suppose 
omme pré
édemment que T1 est dérivable en 0, alors
lim

∆t→0+

NB(t0 − T1(∆t)) −NB(t0)

µ∆t ln(λT )
= − T ′

1(0)

µ ln(λT )
N ′

B(t0).Par 
ontre, T1(∆t)
µ/∆t diverge vers +∞, il en va don
 de même pour ∑k≥0 Jk(∆t). Il faut ainsirempla
er l'hypothèse de dérivabilité de T1 en 0.A�n que T1(∆t)

µ

∆t
ait une limite �nie, on suppose don
 qu'il existe b > 0 tel que

T1(∆t) ∼
∆t→0+

b (∆t)1/µ.
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tals et dynamique fra
tionnairePhysiquement, T1(∆t) et ∆t sont homogènes à des temps, on introduit don
 la 
onstante de temps
τ telle que b = τ1−1/µ :

T1(∆t) ∼
∆t→0+

τ1−1/µ(∆t)1/µ. (8.17)Sous 
ette hypothèse, nous allons voir apparaître une dérivée fra
tionnaire de Mar
haud.Théorème 8.3. Soit G ⊂ Γ et Z =
⋃

k≥1Ak(∆t) un piège fra
tal uniformément résolu tel que
G ∩ Z = ∅. On suppose que G est uniformément piégé par Z, que µ < 1 et qu'il existe τ > 0 tel que(8.17) soit véri�ée.Si NB est β-höldérienne et lo
alement ν-höldérienne, ave
 β < µ < ν, alors

GNB(t0) = −γ̃τµ−1
D

µ
+NB(t0), (8.18)où γ̃ = Γ(1 − µ)(1 − p0(0

+)).Démonstration. Comme pré
édemment, montrons d'abord que lim
∆t→0+

∑

k≥0

(Ik(∆t) − Jk(∆t)) = 0.Soit k ∈ N. Pour tout x ∈ [k, k + 1],
f(∆t, x∆t) − f(∆t, k∆t) = λx∆t

Γ

[(
NB(t0 − T1(∆t)λ

x∆t
T ) −NB(t0)

)

−
(
NB(t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T ) −NB(t0)

)]

+
[
λx∆t

Γ − λk∆t
Γ

] (
NB(t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T ) −NB(t0)

)
,

= λx∆t
Γ

(
NB(t0 − T1(∆t)λ

x∆t
T ) −NB(t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T )

)

+
[
λx∆t

Γ − λk∆t
Γ

] (
NB(t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T ) −NB(t0)

)
.Con
ernant le premier terme du membre de droite, on obtient la majoration suivante :

∣∣∣
∫ k+1

k
λx∆t

Γ

(
NB(t0 − T1(∆t)λ

x∆t
T ) −NB(t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T )

)
dx
∣∣∣

≤ λk∆t
Γ

∫ k+1

k

∣∣∣NB(t0 − T1(∆t)λ
x∆t
T ) −NB(t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T )

∣∣∣ dx,

≤ cβλ
k∆t
Γ

∫ k+1

k

∣∣∣T1(∆t)
(
λx∆t

T − λk∆t
T

)∣∣∣
β
dx, où cβ la 
onstante β-höldérienne de NB ,

≤ cβλ
k∆t
Γ T1(∆t)

β
(
λ

(k+1)∆t
T − λk∆t

T

)β
,

≤ cβT1(∆t)
β
(
λ∆t

T − 1
) (
λΓλ

β
T

)k∆t
,et pour le se
ond, on a :

∣∣∣
∫ k+1

k

[
λx∆t

Γ − λk∆t
Γ

] (
NB(t0 − T1(∆t)λ

k∆t
T ) −NB(t0)

)
dx
∣∣∣

≤ cβT1(∆t)
βλkβ∆t

T

∫ k+1

k

∣∣λx∆t
Γ − λk∆t

Γ

∣∣ dx,

≤ cβT1(∆t)
βλkβ∆t

T

(
λk∆t

Γ − λ
(k+1)∆t
Γ

)
,

≤ cβT1(∆t)
β
(
1 − λ∆t

Γ

) (
λΓλ

β
T

)k∆t
.
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tionnaire 147Par 
onséquent,
∣∣Ik(∆t) − Jk(∆t)

∣∣ ≤ cβT1(∆t)
β
(
λ∆t

T − λ∆t
Γ

) (
λΓλ

β
T

)k∆t
.Comme β < µ, λΓλ

β
T < 1. Ainsi,
∑

k≥0

∣∣Ik(∆t) − Jk(∆t)
∣∣ ≤ cβT1(∆t)

β λ∆t
T − λ∆t

Γ

1 −
(
λΓλ

β
T

)∆t
.Comme lim

∆t→0+

λ∆t
T − λ∆t

Γ

1 −
(
λΓλ

β
T

)∆t
=

ln(λΓ) − ln(λT )

ln
(
λΓλ

β
T

) et lim
∆t→0+

T1(∆t)
β = 0, on en déduit que

lim
∆t→0+

∑

k≥0

(Ik(∆t) − Jk(∆t)) = 0.La relation (8.15) est don
 en
ore valable i
i. L'équation (8.16) aussi reste vraie pour µ < 1. Ave
le 
hangement de variables u = tT1(∆t), il vient :
∑

k≥0

Jk(∆t) =
T1(∆t)

µ

∆t ln(λT )

∫ ∞

T1(∆t)
u−(1+µ) [NB(t0 − u) −NB(t0)] du.Par dé�nition, 0 ≤ NB(t) ≤ µ′(G) pour tout t ∈ R. Cette fon
tion étant par hypothèse lo
alement

ν-höldérienne ave
 ν > µ, elle admet une dérivée fra
tionnaire de Mar
haud d'ordre µ.Par 
onséquent,
lim

∆t→0+

∫ ∞

T1(∆t)
u−(1+µ) [NB(t0 − u) −NB(t0)] du = −Γ(1 − µ)

µ
D

µ
+NB(t0).En utilisant la relation (8.17), on en déduit que

lim
∆t→0+

∑

k≥0

Jk(∆t) = − τµ−1

ln(λT )

Γ(1 − µ)

µ
D

µ
+NB(t0).Finalement,

GNB(t0) = (1 − p0(0
+))

τµ−1

ln(λT )

ln(λΓ)Γ(1 − µ)

µ
D

µ
+NB(t0)

= −(1 − p0(0
+))τµ−1Γ(1 − µ)Dµ

+NB(t0).Dans l'expression (8.18), nous avons volontairement laissé apparaître la 
onstante τ a�n d'obtenirune dérivée homogène du type (5.31).Remarque 8.2. A�n de respe
ter l'homogénéité dimensionnelle, il aurait aussi fallu introduire une
onstante de temps τ ′ et dé�nir les 
onstantes d'é
helle 
omme suit :
λT (∆t) = (λT )∆t/τ ′

, λΓ(∆t) = (λΓ)∆t/τ ′

.Mais dans 
e 
as, d'après (8.14), le 
oe�
ient de transport aurait �nalement été in
hangé.



148 8. Pièges fra
tals et dynamique fra
tionnaireRemarque 8.3. Si G est une se
tion transverse au �ot hamiltonien (par exemple une se
tion dePoin
aré), alors µ′(G) = 0 et 
omme toutes les traje
toires traversent G, τint(x) = 0 pour tout x ∈ G.Par 
onséquent, pour tout ∆t > 0, G0(∆t) = ∅ puis p0(∆t) = 0. Ainsi, p0(0
+) = 0 et les expressionsdes 
oe�
ients γ et γ̃ des théorèmes 8.2 et 8.3 se simpli�ent. Cet exemple montre de plus que l'onpeut ne pas avoir p0(0

+) = 1.Ave
 le théorème 8.3, on retrouve un résultat qui n'est pas sans rappeler (8.4). Dans notre modèle,la dérivée généralisée GNB(t0) n'est toutefois pas liée à un générateur in�nitésimal. Par 
ontre, l'ordrede la dérivée fra
tionnaire est 
ette fois �xé et expli
itement relié à la dynamique du système, 
e quiétait l'obje
tif de notre étude.8.3.3 Dis
ussion sur l'exposant fra
tionnaireCara
térisation de µÀ partir de la distribution (pk(∆t))k≥1 et des temps 
ara
téristiques (Tk(∆t))k≥1, on peut évaluerles moments 〈τext(G)α〉∆t ave
 α > 0, dé�nis par
〈τext(G)α〉∆t =

∑

k≥1

pk(∆t)Tk(∆t)
α.Dans le 
as des pièges fra
tals, on obtient :

〈τext(G)α〉∆t =





(1 − p0(∆t))
1 − λ∆t

Γ

1 −
(
λΓλα

T

)∆t
T1(∆t)

α si α < µ,

+∞ si α ≥ µ.Par 
onséquent, si on note 〈τext(G)α〉 = lim
∆t→0+

〈τext(G)α〉∆t, le paramètre µ apparaît 
omme point
ritique :
〈τext(G)α〉 =

{
0 si α < µ,

+∞ si α ≥ µ.Cependant, si µ(G) > 0 et si µ ≤ 1, 〈τext(G)〉 = ∞, 
e qui ne respe
te pas le lemme de Ka
(théorème 6.3). Il faut don
 que µ(G) = 0 (
e qui est notamment le 
as si G est une se
tion dePoin
aré). Cette 
ondition est de plus appuyée par la né
essité d'avoir p0(0
+) < 1 dans les expressionsde γ et γ̃. E�e
tivement, si µ(G) > 0, on risque fort d'avoir p0(0

+) = 1 par 
ontinuité du �ot.Cette 
ondition rejoint ainsi la démar
he de Hilfer où le générateur in�nitésimal fra
tionnaireapparaît pour des ensembles de mesure nulle.Équation 
inétique fra
tionnaireNotre modèle ne permet pas d'expliquer l'émergen
e de dérivées fra
tionnaires dans les équationsdu type (6.10). Il fait néanmoins apparaître le 
oe�
ient de transport µ introduit dans (6.7). Si l'onarrivait à relier ∆̂t et S(∆t), par exemple ave
 une relation de la forme
∆̂tP (x, t) = lim

ε→0

1

ε
S(∆t)NB(t), ave
 G =

{
z ∈ Γ | ‖z − x‖ ≤ ε

}
,le fait que µ soit l'exposant fra
tionnaire temporel serait 
ompatible ave
 (6.13).E�e
tivement, supposons que l'on puisse appliquer S(∆t) à P (x, t) pour dé
rire, 
omme il est é
ritdans [Zas05, p.246℄, �a generalized shift of P (x, t) along t by ∆t�. Dans 
e 
as, la dérivée temporelleasso
iée à l'évolution temporelle de P (x, t) est la dérivée généralisée G. Dans le 
as de di�usionsanormales, les exposants α et β de (6.10) deviennent alors 
omplètement déterminés (rappelons qu'au
hapitre 6 seul leur rapport est �xé, via la relation µ = 2β/α). E�e
tivement,
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tionnaire 149� Si µ > 1 (superdi�usion) alors la dérivée temporelle est 
lassique d'après le théorème 8.2 :
β = 1. La superdi�usion est ex
lusivement prise en 
ompte par la dérivée spatiale, où α = 2

µ .L'équation (6.10) devient ainsi
∂P (x, t)

∂t
= K

∂2/µ

∂x2/µ
P (x, t).� Si µ < 1 (subdi�usion), β = µ d'après le théorème 8.3 et don
 α = 2 ; seule la dérivée temporelleest fra
tionnaire. L'équation (6.10) est alors :

∂µ

∂tµ
P (x, t) = K

∂2

∂x2
P (x, t).Si notre modèle était appli
able à la des
ription probabiliste de Zaslavsky, il ne pourrait don
 yavoir 
oexisten
e de dérivées fra
tionnaires en temps et en espa
e.Nous sommes 
ons
ient que de nombreux points de 
e 
hapitre peuvent être dis
utés. Certainesremarques devraient être justi�ées et 
ertaines dé�nitions devraient être analysées plus pré
isémenta�n de déterminer leur pertinen
e. En parti
ulier, il faudrait probablement 
onsidérer une famille
ontinue d'ensembles G(∆t) véri�ant toutes les 
onditions pré
édemment introduites et tels que leursdynamiques �
onvergent� (selon une norme adaptée) vers une dynamique dans un ensemble limite

G. Nous espérons toutefois que les idées fondamentales de notre modèle résisteront aux 
orre
tionspotentielles.Le théorème 8.3 
onstitue 
lairement l'aboutissement de notre modèle simpli�é de dynamique.C'est lui qui s'appro
he le plus de l'obje
tif de 
ette partie III, à savoir trouver une origine dynamiqueà la dérivée fra
tionnaire dans les systèmes hamiltoniens 
haotiques. De 
e point de vue, il représenteune tentative plus aboutie que 
elle du 
hapitre 6.On peut synthétiser la philosophie de 
e 
hapitre à travers les étapes suivantes.1. On 
onsidère un système hamiltonien 
haotique 
lassique (régi par d/dt) présentant des phéno-mènes de subdi�usion.2. On simpli�e sa dynamique en ne 
onsidérant que ses pièges fratals (
omme sur la �gure 8.4).3. On utilise le modèle présenté dans 
e 
hapitre ; on étudie la dynamique moyenne restreinte à unsous-ensemble (de mesure nulle).4. Cette dynamique est fra
tionnaire, d'ordre égal au 
oe�
ient de transport anormal (régie par
D

µ
+).Notons toutefois que 
ette appro
he s'éloigne fortement du plongement fra
tionnaire, puisque nullepart dans 
e modèle n'apparaissent expli
itement d'équations lagrangiennes ou hamiltoniennes (bienque le 
ara
tère hamiltonien soit quand même sous-ja
ent). En 
e sens, l'obje
tif général de 
ettethèse n'est pas atteint ; le plongement fra
tionnaire semble rester pour l'instant un outil formel, nonrelié aux systèmes réels. Il manque des piliers solides à notre 
ube, qui reste ainsi ina
hevé.Nous allons toutefois voir dans la dernière partie que le plongement fra
tionnaire peut s'avérerutile pour 
ertaines équations dissipatives 
lassiques ; sa version asymétrique permet de les doter destru
tures lagrangiennes fra
tionnaires, 
e qui pourrait être intéressant numériquement.
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Chapitre 9Stru
tures lagrangiennes d'équationsdissipativesDans 
ette dernière partie, nous quittons les systèmes hamiltoniens 
haotiques et revenons sur leplongement fra
tionnaire lui-même. Notre domaine d'appli
ation devient dans 
e 
hapitre les équa-tions dissipatives 
lassiques (ave
 d/dt). Une équation est quali�ée de �dissipative� si elle 
ontientun terme proportionnel à la dérivée première en temps de la variable d'évolution. Cette dé�nitions'a

orde bien dans la pratique ave
 la modélisation de phénomènes physiques de pertes d'énergie.Dans [Bau31℄, Bauer montre que de tels systèmes ne possèdent pas de stru
tures lagrangiennes
lassiques. Comme on l'a mentionné au début du 
hapitre 5, Riewe [Rie96℄ s'étonne que le formalismeLagrangien si fé
ond ne soit pas adapté aux phénomènes dissipatifs, pourtant omniprésents dansla nature. C'est en souhaitant surmonter 
e paradoxe qu'il introduit très naturellement le 
al
ulfra
tionnaire :If the Lagrangian 
ontains a term proportional to (dnx/dtn)2, then the Euler-Lagrangeequation will have a 
orresponding term proportional to d2nx/dt2n. Hen
e a fri
tionalfor
e of the form γ(dx/dt) should follow dire
tly from a Lagrangian 
ontaining a termproportional to the fra
tional derivative (d1/2x/dt1/2)2.La seule 
hose qu'il exige en fait de d1/2/dt1/2 est que 
et opérateur véri�e

d1/2

dt1/2
◦ d1/2

dt1/2
=

d

dt
.Il se trouve que 
'est exa
tement la dérivée fra
tionnaire qui remplit 
ette 
ondition.Reformulons l'appro
he de Riewe en utilisant les 
hapitres 4 et 5 ; partant d'une équation di�é-rentielle (dissipative) 
lassique O(x) = 0, son but est de trouver un Lagrangien L et un ordre α0 > 0tels que

(EL)α0
≡
(
O(x) = 0

)
.Comme appli
ation, il 
onsidère l'équation de fri
tion linéaire donnée par

m
d2

dt2
x(t) + γ

d

dt
x(t) −∇U(x(t)) = 0, (9.1)où t ∈ [a, b], m > 0, γ > 0 et U ∈ C1(RN ). Le terme dissipatif est i
i γ d

dtx(t).Il obtient un Lagrangien �étendu� tel que E1/2(EL) ≡ (9.1). Malheureusement, 
omme
tD1/2

b aD1/2
t 6= d

dt , (EL)1/2 6≡ (9.1), 
e qui l'empê
he en fait d'atteindre son obje
tif.Dans [Cre07, Cre09℄, Cresson poursuit 
et axe de re
her
he en dé�nissant plusieurs généralisationsde Lagrangiens. Celles-
i permettent de réé
rire 
ertaines équations di�érentielles, notamment 
elles
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tures lagrangiennes d'équations dissipativesde fri
tion linéaire et de di�usion, sous la forme Eα(EL). Con
ernant la stru
ture lagrangienne de
es équations, il est montré que si x est solution de Eα(EL), alors x est une V-extrémale de l'a
tionlagrangienne asso
iée, où V est dé�nie par (5.2). Toutefois, outre la di�
ulté soulevée par le lemme5.1, on n'obtient pas d'équivalen
e entre solution et extrémale.Nous reprenons dans 
e 
hapitre les généralisations de Lagrangiens de [Cre07℄ et montrons queleurs plongements asymétriques permettent d'obtenir des stru
tures lagrangiennes 
omplètes (ave
équivalen
e entre solution et extrémale) pour les équations de fri
tion linéaire et de di�usion. En�n,nous montrons qu'il est aussi possible de munir l'équation de 
onve
tion-di�usion d'une stru
turelagrangienne en 
onsidérant des dérivées fra
tionnaires en espa
e.Les deux premières se
tions s'appuient sur [CI10℄ alors que la troisième fait l'objet de travaux en
ours en 
ollaboration ave
 Cresson et Gre�.Un des intérêt de 
es stru
tures pourrait être de nature numérique. Le 
ara
tère dissipatif de 
eséquations peut rendre déli
ate leur modélisation, tout parti
ulièrement pour la 
onve
tion-di�usion.Grâ
e à 
es stru
tures lagrangiennes, il pourrait être possible d'utiliser d'autres méthodes numériquesplus e�
a
es. Le 
hapitre 10 
onstituera un premier pas dans 
ette dire
tion, en ébau
hant unedis
rétisation des systèmes lagrangiens fra
tionnaires.9.1 Fri
tion linéaireNous 
ommençons par introduire le plongement fra
tionnaire asymétrique de nouveaux Lagran-giens dépendant de dérivées d'ordres supérieurs ou égaux à 2. Les plongements fra
tionnaires généraux(4.4) et (5.7) intégrant 
es dérivées, 
ette généralisation se fait naturellement. Ce formalisme est en-suite appliqué à l'équation de fri
tion linéaire.9.1.1 Plongement fra
tionnaire de Lagrangiens étendusSoit α ∈]0, 1[ et k ≥ 2. La dé�nition suivante est dire
tement tirée de [Cre07℄.Dé�nition 9.1. Un Lagrangien étendu L est une fon
tion
L : RN(k+1) × [a, b] −→ R

(y0, y1, . . . , yk, t) 7−→ L(y0, y1, . . . , yk, t),telle que L ∈ C1(RN(k+1) × [a, b]).L'a
tion asso
iée est dé�nie par
A(L) : Ck([a, b]) −→ R

x 7−→
∫ b

a
L

(
x(t),

d

dt
x(t), . . . ,

dk

dtk
x(t), t

)
dt.Des résultats similaires à la se
tion 3.2 peuvent être obtenus pour 
es fon
tions.Lemme 9.1. Soit L un Lagrangien étendu et soit x ∈ Ck([a, b]).On suppose que pour tout 1 ≤ i ≤ k, ∂i+1L

(
x(•), d

dtx(•), . . . , dk

dtk
x(•), •

)
∈ ACi([a, b]).Alors A(L) est Ck

0 ([a, b])-di�érentiable en x et pour tout h ∈ Ck
0 ([a, b]),

dA(L)(x, h) =

∫ b

a

[
∂1L+

k∑

i=1

(−1)i
di

dti
∂i+1L

](
x(t), . . . ,

dk

dtk
x(t), t

)
· h(t) dt.
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tures lagrangiennes d'équations dissipatives 155Démonstration. Soit h ∈ Ck
0 ([a, b]) et ε > 0. Pour tout t ∈ [a, b],

L

(
x(t) + εh(t), . . . ,

dk

dtk
x(t) + ε

dk

dtk
h(t), t

)
= L

(
x(t), . . . ,

dk

dtk
x(t), t

)

+ ε

k∑

i=0

∂i+1L

(
x(t), . . . ,

dk

dtk
x(t), t

)
· d

i

dti
h(t) + o(ε).Comme pour le lemme 3.2, on intègre 
ette relation sur [a, b], on e�e
tue des intégrations par partiesoù au
un terme de bords n'apparaît puis on remarque que la fon
tion obtenue est linéaire.On obtient alors l'équivalent du lemme 3.1.Lemme 9.2. Soit L un Lagrangien étendu et x ∈ Ck([a, b]).On suppose que pour tout 1 ≤ i ≤ k, ∂i+1L

(
x(•), d

dtx(•), . . . , dk

dtk
x(•), •

)
∈ ACi([a, b]).L'équivalen
e suivante a lieu :

x est une Ck
0 ([a, b])-extrémale de l'a
tion A(L) si et seulement si x véri�e l'équation d'Euler-Lagrange (ELk) dé�nie par

(ELk) : ∀t ∈ [a, b],

[
∂1L+

k∑

i=1

(−1)i
di

dti
∂i+1L

](
x(t), . . . ,

dk

dtk
x(t), t

)
= 0. (9.2)Démonstration. Similaire à 
elle du théorème 3.1, le lemme fondamental du 
al
ul des variations étantvalide pour des variations dans C∞

0 ([a, b]) (voir par exemple le théorème 1.2.4 de [Hör83℄) et don
dans Ck
0 ([a, b]).Nous nous intéressons i
i dire
tement au plongement fra
tionnaire asymétrique. Introduisons la
onstante de temps τ pour l'homogénéisation dimensionnelle et 
hoisissons d'utiliser les dérivéeshomogènes τα−1dα/dtα.Commençons par le plongement de (ELk). L'équation (9.2) peut s'é
rire sous la forme Ogf (x) =

0, ave
 p = k, f = {∂1L, 1, . . . , 1} et g = {−∂2L, . . . , (−1)k∂k+1L}. Dans 
e 
as, le plongementfra
tionnaire de (ELk), noté Eα(ELk), véri�e
Eα(ELk) :

[
∂1L̃+ σ(X)

k∑

i=1

(
(−1)iτ i(α−1)

aDαi
t ∂i+1L̃

τ i(α−1)
tDαi

b ∂i+1L̃

)](
X(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t

)
= 0.Notons Eα(ELk)+ l'équation Eα(ELk) évaluée en (x+, 0) :

E+
α (ELk) :

[
∂1L+

k∑

i=1

(−1)iτ i(α−1)
aDαi

t ∂i+1L

](
x+(t), . . . , (τα−1 c

aDα
t )kx+(t), t

)
= 0. (9.3)De même, Eα(ELk)− représente l'évaluation en (0, x−) :

E−
α (ELk) :

[
∂1L+

k∑

i=1

τ i(α−1)
tDαi

b ∂i+1L

](
x−(t), . . . , (−τα−1 c

tDα
b )kx−(t), t

)
= 0. (9.4)Considérons à présent le plongement du Lagrangien étendu. Nous avons d'abord besoin d'unespa
e ve
toriel pour les traje
toires, adapté au 
al
ul des variations. Soit Fα

k l'espa
e fon
tionneldé�ni par
Fα,k([a, b]) =

{
X ∈ C0([a, b])2

∣∣ ∀ 1 ≤ i ≤ k, ( cDα)iX ∈ C0([a, b])2
}
.



156 9. Stru
tures lagrangiennes d'équations dissipativesOn introduit aussi les espa
es
Fα,k

+ ([a, b]) = Fα,k([a, b]) ∩
(
F([a, b],RN ) × {0}

)
,

Fα,k
− ([a, b]) = Fα,k([a, b]) ∩

(
{0} × F([a, b],RN )

)
.Le plongement fra
tionnaire asymétrique de L, toujours noté Lα, est donné par

Lα(X)(t) = L̃
(
X(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t

)

= L
(
x+(t) + x−(t), . . . , (τα−1 c

aDα
t )kx+(t) + (−τα−1 c

tDα
b )kx−(t), t

)
,pour tout X = (x+, x−) ∈ Fα,k([a, b]) et t ∈ [a, b].L'a
tion asso
iée véri�e à présent

A(Lα) : Fα,k([a, b]) −→ R

X 7−→
∫ b

a
L̃
(
X(t), τα−1 cDαX(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t

)
dt.Les variations doivent bien entendu être dans Fα,k([a, b]) et annuler les termes de bords dans lesintégrations par parties. L'espa
e Ck

0 ([a, b]) véri�e 
es 
onditions (mais peut ne pas être optimal).E�e
tivement, Ck
0 ([a, b]) ⊂ Fα,k([a, b]) d'après le 
orollaire 2.1 et le lemme 2.6.Pour tout x > 0, on note x l'entier véri�ant x− 1 < x ≤ x (l'intérêt de 
et entier apparaîtra dansla preuve du théorème 9.2). La di�érentielle de l'a
tion est donnée par le résultat suivant.Lemme 9.3. Soit L un Lagrangien étendu et X ∈ Fα,k([a, b]).On suppose que pour tout 1 ≤ i ≤ k, ∂i+1L̃

(
X(•), . . . , ( cDα)kX(•), •

)
∈ ACαi([a, b]).Alors A(Lα) est Ck

0 ([a, b])2-di�érentiable en X et pour tout H = (h+, h−) ∈ Ck
0 ([a, b])2,

dA(Lα)(X,H) =

∫ b

a

[
∂1L̃+

k∑

i=1

τ i(α−1)
tDαi

b ∂i+1L̃

](
X(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t

)
· h+(t) dt

+

∫ b

a

[
∂1L̃+

k∑

i=1

(−1)iτ i(α−1)
aDαi

t ∂i+1L̃

](
X(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t

)
· h−(t) dt.Démonstration. Soit H = (h+, h−) ∈ Ck

0 ([a, b])2 et ε > 0. Comme pour le lemme 9.1, on a :
A(Lα)(X + εH) = A(Lα)(X) + ε

∫ b

a
∂1L̃(X(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t) · (h+(t) + h−(t)) dt

+ ε

∫ b

a

k∑

i=1

∂i+1L̃
(
X(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t

)
· τ i(α−1)

(
( c

aDα
t )ih+(t) + (− c

tDα
b )ih−(t)

)
dt+ o(ε).Soit 1 ≤ i ≤ k. Comme h+ ∈ Ci

0([a, b]), on a ( c
aDα

t )ih+ = c
aDαi

t d'après le 
orollaire 2.1. On peutalors utiliser le 
orollaire 2.2 ave
 n = αi :
∫ b

a
∂i+1L̃(. . .) · τ i(α−1) c

aDαi
t h+(t) dt =

∫ b

a
τ i(α−1)

tDαi
b ∂i+1L̃(. . .) · h+(t) dt.Une relation similaire existe pour h−. Par 
onséquent,

A(Lα)(X + εH) = A(Lα)(X)

+ ε

∫ b

a

[
∂1L̃+

k∑

i=1

τ i(α−1)
tDαi

b ∂i+1L̃

](
X(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t

)
· h+(t) dt

+ ε

∫ b

a

[
∂1L̃+

k∑

i=1

(−1)iτ i(α−1)
aDαi

t ∂i+1L̃

](
X(t), . . . , (τα−1 cDα)kX(t), t

)
· h−(t) dt + o(ε).
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tures lagrangiennes d'équations dissipatives 157Les termes en h+ et h− sont linéaires, 
e qui a
hève la preuve.Les équations d'Euler-Lagrange 
ausales asso
iées sont données par le résultat suivant.Théorème 9.1. Soit (x+, 0) ∈ Fα,k
+ ([a, b]).On suppose que pour tout 1 ≤ i ≤ k, ∂i+1L

(
x+(•), . . . , (τα−1 c

aDα
t )kx+(•), •

)
∈ ACαi([a, b]).L'équivalen
e suivante a lieu :

(x+, 0) est une {0} × Ck
0 ([a, b])-extrémale de l'a
tion A(Lα) si et seulement si x+ véri�e

(ELk)
+
α : ∀t ∈]a, b],

[
∂1L+

k∑

i=1

(−1)iτ i(α−1)
aDαi

t ∂i+1L

](
x+(t), . . . , (τα−1 c

aDα
t )kx+(t), t

)
= 0.(9.5)Soit (0, x−) ∈ Fα,k

− ([a, b]).On suppose que pour tout 1 ≤ i ≤ k, ∂i+1L
(
x−(•), . . . , (−τα−1 c

tDα
b )kx−(•), •

)
∈ ACαi([a, b]).L'équivalen
e suivante a lieu :

(0, x−) est une Ck
0 ([a, b]) × {0}-extrémale de l'a
tion A(Lα) si et seulement si x− véri�e

(ELk)
−
α : ∀t ∈ [a, b[,

[
∂1L+

k∑

i=1

τ i(α−1)
tDαi

b ∂i+1L

](
x−(t), . . . , (−τα−1 c

tDα
b )kx−(t), t

)
= 0.(9.6)Démonstration. Voir 
elle du lemme 9.2.Les équations (9.5) et (9.6) sont similaires à (9.3) et (9.4) :

(ELk,α)± ≡ E±
α (ELk).Le plongement asymétrique est don
 là en
ore 
ohérent et les diagrammes suivants sont 
ommutatifs :

LOO

Ck
0
([a,b])

��

E+
α // LαOO

{0}×Ck
0
([a,b])

��
(ELk)

E+
α // Eα(ELk)+

LOO

Ck
0
([a,b])

��

E−

α // LαOO

Ck
0
([a,b])×{0}

��
(ELk)

E−

α // Eα(ELk)−Comme nous allons le voir à présent, l'équation de fri
tion linéaire peut s'é
rire sous la forme
E+

1/2
(EL2).9.1.2 Stru
ture lagrangienne de l'équation de fri
tion linéaireRappelons l'équation de fri
tion linéaire :

m
d2

dt2
x(t) + γ

d

dt
x(t) −∇U(x(t)) = 0.Même si U(x) est quadratique, il est montré dans [Bau31℄ que 
ette équation ne peut être dérivéed'un prin
ipe variationnel 
lassique. Mais 
ela devient possible ave
 les dérivées fra
tionnaires, grâ
eà la relation d/dt = c

aD
1/2
t ◦ c

aD
1/2
t donnée par le lemme 2.11 pour des fon
tions de AC2([a, b]).Comme nous allons le voir, l'équation (9.1) peut e�e
tivement s'é
rire sous la forme E+

1/2(EL2) grâ
eà la fon
tion
L(x, v,w, t) =

mτ2

2
w2 − γ τ

2
v2 − U(x), (9.7)



158 9. Stru
tures lagrangiennes d'équations dissipativesqui 
onstitue un Lagrangien étendu.D'après le lemme 9.2, l'équation d'Euler-Lagrange asso
iée est donnée par
mτ2 d

4

dt4
x(t) + γ τ

d2

dt2
x(t) −∇U(x(t)) = 0, (9.8)et son plongement fra
tionnaire est donné par le lemme suivant.Lemme 9.4. Le plongement fra
tionnaire asymétrique de (9.8) véri�e pour (x+, 0) :

−∇U
(
x+(t)

)
+ γ τ2α−1

aDα
t

c
aDα

t x+(t) +mτ4α−2
aD2α

t

(
c
aDα

t

)2
x+(t) = 0. (9.9)Démonstration. Soit t ∈ [a, b]. Les dérivées partielles du Lagrangien étendu (9.7) véri�ent

• ∂1L
(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), τ2α−2

(
c
aDα

t

)2
x+(t), t

)
= −∇U

(
x+(t)

),
• ∂2L

(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), τ2α−2

(
c
aDα

t

)2
x+(t), t

)
= −γ τα c

aDα
t x+(t),

• ∂3L
(
x+(t), τα−1 c

aDα
t x+(t), τ2α−2

(
c
aDα

t

)2
x+(t), t

)
= mτ2α

(
c
aDα

t

)2
x+(t).On rempla
e ensuite 
es expressions dans (9.3) (ave
 k = 2).Lorsque α = 1/2, on retrouve l'équation qui nous intéresse.Corollaire 9.1. Si α = 1/2, (9.9) est dé�nie au moins sur C2([a, b]) et pour tout x+ ∈ C2([a, b]),(9.9) 
oïn
ide ave
 (9.1).Démonstration. Soit x+ ∈ C2([a, b]). D'après le lemme 2.11 et sa démonstration,

aD1/2
t

c
aD1/2

t x+(t) =
(

c
aD1/2

t

)2
x+(t) =

d

dt
x+(t),et don


aD1
t

(
c
aD

1/2
t

)2
x+(t) =

d2

dt2
x+(t).On retrouve le résultat de Riewe : l'équation de fri
tion linéaire peut être vue 
omme le plongementd'une équation d'Euler-Lagrange. Il faut maintenant s'assurer de l'équivalen
e entre 
ette équationet les extrémales d'une a
tion lagrangienne.Le plongement fra
tionnaire asymétrique de L (noté L̃α) véri�e

L̃α

(
(x+, 0)

)
(t) =

mτ4α−2

2

[(
c
aDα

t

)2
x+(t)

]2
− γτ2α−1

2

(
c
aDα

t x+(t)
)2 − U(x+(t)).D'après le théorème 9.1, les variations devraient être 
hoisies dans C2

0 ([a, b]), mais l'espa
e
AC2

0 ([a, b]) = {f ∈ AC2([a, b]) | f(a) = f(b) = 0}est en fait su�sant.Théorème 9.2. Soit x ∈ C2([a, b]). L'équivalen
e suivante a lieu :
x est solution de (9.1) si et seulement si (x, 0) est une {0} × AC2

0 ([a, b])-extrémale de l'a
tion
A(L̃1/2).



9. Stru
tures lagrangiennes d'équations dissipatives 159Démonstration. Comme ( c
aDα

t

)2
x(t) = d

dtx(t),
L̃1/2

(
(x, 0)

)
(t) =

m

2

(
d

dt
x(t)

)2

− γ

2

(
c
aD1/2

t x(t)
)2

− U(x(t)).Comme de plus U ∈ C1(RN ), L̃1/2

(
(x, 0)

)
∈ C0([a, b]) et A(L̃1/2) est bien dé�nie. Soit t ∈ [a, b]. Lesdérivées partielles de L véri�ent

• ∂1L
(
x(t), τ−1/2 c

aD
1/2
t x(t), τ−1x′(t), t

)
= −∇U

(
x(t)

),
• ∂2L

(
x(t), τ−1/2 c

aD
1/2
t x(t), τ−1x′(t), t

)
= −γ τ1/2 c

aD
1/2
t x(t),

• ∂3L
(
x(t), τ−1/2 c

aD
1/2
t x(t), τ−1x′(t), t

)
= mτ x′(t).Puisque x′ ∈ AC([a, b]), c

aD
1/2
t x = aI1/2

t x′ ∈ AC([a, b]), d'après le théorème 2.1. Par 
onséquent,
∂2L(x(•), c

aD1/2
t x(•), x′(•), •) ∈ AC([a, b]).De plus, x′ ∈ C1([a, b]) ⊂ AC([a, b]), don


∂3L(x(•), c
aD

1/2
t x(•), x′(•), •) ∈ AC([a, b]).Les 
onditions d'appli
ation du théorème 9.1 sont don
 véri�ées, puisque 1/2 = 2.1/2 = 1. C'esten fait i
i que se justi�e la 
ondition sur n du 
orollaire 2.2 et l'introdu
tion de x ; si on avait 
onsidéré

[αi] + 1 (
hoix naturel au vue du 
hapitre 2) plut�t que αi, il aurait fallu i
i que x′ ∈ AC2([a, b]), soit
x ∈ AC3([a, b]). Cette 
ondition est 
lairement trop restri
tive pour (9.1).Puisque C∞

0 ([a, b]) ⊂ AC2
0 ([a, b]), le 
hoix de {0} ×AC2

0 ([a, b]) pour les variations est valide et lethéorème 9.1 peut être appliqué :
(x, 0) est une {0} × AC2

0 ([a, b])-extrémale de l'a
tion A(L1/2) si et seulement x véri�e (9.9) ave

α = 1/2, soit (9.1) d'après le 
orollaire 9.1.Remarque 9.1. Le 
hoix de ( cDα)i plut�t que cDαi à l'intérieur du plongement fra
tionnaire trans-paraît dans 
e 
as parti
ulier. E�e
tivement, si l'on avait 
hoisit des ordres fra
tionnaires du type αi,l'évaluation du Lagrangien aurait été i
i

L
(
x(t), τ−1/2 c

aD
1/2
t x(t), τ−1

(
x′(t) − x′(a)

)
, t
)
,puisque c

aD1
t x(t) = x′(t) − x′(a). Il aurait fallu par 
onséquent imposer x′(a) = 0 a�n de retrouver

(ELk)+α , 
e qui aurait été trop restri
tif dans le 
as général. Notons toutefois que dans le 
as de lafri
tion, 
ette 
ondition n'est pas indispensable puisque seule la dérivée de x′(t) − x′(a) intervient.Les solutions de (9.1) peuvent don
 être obtenues par un prin
ipe de moindre a
tion (en minimisantl'a
tion lagrangienne A(L1/2)). L'obje
tif de Riewe est 
ette fois atteint pour l'équation de fri
tionlinéaire, grâ
e au plongement asymétrique. Faisons maintenant de même pour l'équation de di�usion.9.2 Di�usionSoit Ω un ouvert borné régulier de RN . Nous ne nous intéressons plus i
i à l'évolution d'unetraje
toire x(t) mais à 
elle d'une fon
tion u(x, t) ∈ R, ave
 (x, t) ∈ Ω × [a, b], appelée 
hamp. Latempérature T (x, t) de la se
tion 1.1.2, la densité de probabilité P (x, t) de la se
tion 6.3 en sont desexemples. Considérons plus pré
isément l'équation de di�usion suivante :
∂

∂t
u(x, t) = k∆u(x, t), (9.10)où t ∈ [a, b], x ∈ Ω, k > 0, et ∆ est l'opérateur Lapla
ien. Le terme dissipatif est 
ette fois ∂

∂tu(x, t).A�n de lui asso
ier un Lagrangien fra
tionnaire, étendons les Lagrangiens aux fon
tions de plu-sieurs variables.



160 9. Stru
tures lagrangiennes d'équations dissipatives9.2.1 Lagrangiens pour les 
hampsEn suivant [Cre07℄, nous étendons les Lagrangiens à 
es 
hamps de la manière suivante.Dé�nition 9.2. Un Lagrangien 
ontinu est une fon
tion
L : R × RN × R × RN × [a, b] −→ R

(u, v,w, x, t) 7−→ L(u, v,w, x, t)telle que L ∈ C1(R2N+2 × [a, b]).Dans le 
as 
lassique, l'évaluation de 
e Lagrangien sur un 
hamp u(x, t) est dé�nie par
L
(
u(x, t),∇u(x, t), ∂tu(x, t), x, t

)
,ave
 x ∈ Ω et t ∈ [a, b]. La notation ∇u(x, t) ∈ RN est le gradient de x 7→ u(x, t) et ∂tu(x, t) ∈ Rdésigne la dérivée partielle de u par rapport à t. Mentionnons i
i [BM05℄ où une généralisation dumême type est utilisée dans le 
adre fra
tionnaire.Par sou
i de lisibilité, nous ne généralisons pas i
i le plongement fra
tionnaire dans le 
as général(en
ore moins sa version asymétrique), mais les idées seraient semblables. Contentons-nous de plongerle Lagrangien puisque 
'est 
ette voie qui nous intéresse surtout i
i.On dé�nit la représentation asymétrique d'un Lagrangien 
ontinu L par

L̃ : R2 × R2N × R2 × RN × [a, b] −→ R

(u1, u2, v1, v2, w1, w2, x, t) 7−→ L(u1 + u2, v1 + v2, w1 +w2, x, t).Notons Cp
0 (Ω) = {f ∈ Cp(Ω) | f = 0 sur ∂Ω} et
C2

0 (Ω × [a, b]) =
{
h ∈ C2(Ω × [a, b])

∣∣ ∀t ∈ [a, b], x 7→ h(x, t) ∈ C0
0 (Ω), (9.11)

∀x ∈ Ω, h(x, a) = h(x, b) = 0
}
. (9.12)Dans 
e 
adre, les dérivées fra
tionnaires sont asso
iées aux dérivées partielles selon t. Par exemple,on note c

aDα
t u(x, t) = c

aDα
t ux(t), où ux : t 7→ u(x, t). De même pour U = (u+, u−), on note

cDαU(x, t) = ( c
aDα

t u+(x, t),− c
tDα

b u−(x, t)). L'a
tion est 
ette fois dé�nie par
A(L̃α) : C1(Ω × [a, b])2 −→ R

U 7−→
∫ b

a

∫

Ω
L̃
(
U(x, t),∇U(x, t), τα−1 cDαU(x, t), x, t

)
dx dt.Pour un Lagrangien 
ontinu L(u, v,w, x, t), nous notons ∂uL, ∂vi

L et ∂w les dérivées partielles res-pe
tives de L par rapport à ses premières, i+1-ième et N+2-ième variables. Mentionnons simplementle résultat suivant.Théorème 9.3. Soit u+ ∈ C1(Ω × [a, b]). On suppose que� ∀x ∈ Ω, t 7→ ∂wL
(
u+(x, t),∇u+(x, t), τα−1 c

aDα
t u+(x, t), x, t

)
∈ AC([a, b]),� ∀ 1 ≤ i ≤ N, ∀ t ∈ [a, b], x 7→ ∂vi

L
(
u+(x, t),∇u+(x, t), τα−1 c

aDα
t u+(x, t), x, t

)
∈ C1(Ω).L'équivalen
e suivante a lieu :

(u+, 0) est une {0} × C2
0 (Ω × [a, b])-extrémale de l'a
tion A(Lα) si et seulement si u+ véri�e

[
∂uL−

N∑

i=1

∂xi
∂vi
L− τα−1

aDα
t ∂wL

](
u+(x, t),∇u+(x, t), τα−1 c

aDα
t u+(x, t), x, t

)
= 0,pour tout x ∈ Ω, t ∈]a, b].



9. Stru
tures lagrangiennes d'équations dissipatives 161Démonstration. Comme pour les 
as pré
édents, on évalue d'abord la di�érentielle de l'a
tion. Onutilise ensuite une intégration par parties pour la partie temporelle et la formule de Green pour lapartie spatiale ; au
un terme de bords n'apparaît 
ar les variations sont dans C2
0 (Ω× [a, b]). On utilise�nalement une extension à Ω× [a, b] du lemme fondamental du 
al
ul des variations qui nous permetde 
on
lure.Appliquons à présent 
e résultat à l'équation de di�usion.9.2.2 Stru
ture lagrangienne de l'équation de di�usionRedonnons i
i l'équation de di�usion :

∂

∂t
u(x, t) = k∆u(x, t). (9.13)En suivant [Cre07℄ (et en ajoutant la 
onstante de temps extrinsèque), 
onsidérons le Lagrangien
ontinu

L(u, v,w, x, t) =
τ

2
w2 − k

2
v2.Théorème 9.4. Soit u ∈ F(Ω × [a, b],R) tel que� ∀x ∈ Ω, t 7→ u(x, t) ∈ AC2([a, b]),� ∀t ∈ [a, b], x 7→ u(x, t) ∈ C2(Ω).L'équivalen
e suivante a lieu :

u est solution de (9.10) si et seulement si (u, 0) est une {0} ×C2
0 (Ω× [a, b])-extrémale de l'a
tion

A(L1/2).Démonstration. Soit x ∈ Ω et t ∈ [a, b]. Les dérivées partielles de L véri�ent :� ∂uL
(
u(x, t),∇u(x, t), τ−1/2 c

aD1/2
t u(x, t), x, t

)
= 0,� ∂wL

(
u(x, t),∇u(x, t), τ−1/2 c

aD1/2
t u(x, t), x, t

)
= τ1/2 c

aD1/2
t u(x, t),� ∀1 ≤ i ≤ N, ∂vi

L
(
u(x, t),∇u(x, t), τ−1/2 c

aD1/2
t u(x, t), x, t

)
= −k ∂xi

u(x, t).Les 
onditions du théorème 9.3 sont véri�ées et on obtient l'équivalen
e suivante :
(u, 0) est une {0} × C2

0 (Ω × [a, b])-extrémale de l'a
tion A(L1/2) si et seulement si u véri�e
[
∂uL−

N∑

i=1

∂xi
∂vi
L− τ−1/2

aD1/2
t ∂wL

](
u(x, t),∇u(x, t), τ−1/2 c

aD1/2
t u(x, t), x, t

)
= 0. (9.14)Étant donné que N∑

i=1

∂xi
∂xi

u(x, t) = ∆u(x, t) et que aD1/2
t ◦ c

aD
1/2
t u(x, t) =

∂

∂t
u(x, t), (9.14) estexa
tement (9.10).Là en
ore, le plongement asymétrique est indispensable pour obtenir 
ette équivalen
e. Remar-quons que le résultat pré
édent resterait valable pour 0 < α < 1/2. L'équation de di�usion fra
tion-naire serait alors

τ2α−1 c
aD2α

t u(x, t) = k∆u(x, t), (9.15)et ses solutions seraient exa
tement les {0} ×C2
0 (Ω × [a, b])-extrémales de l'a
tion A(Lα).La nature des Lagrangiens étendus est di�érente de 
elle des Lagangiens étendus 
ontinus ; lespremiers fournissent des équations di�érentielles ordinaires et restent liés à la dynamique de sys-tèmes, alors que les se
onds donnent des équations aux dérivées partielles qui ne 
on
ernent plus lestraje
toires de systèmes.



162 9. Stru
tures lagrangiennes d'équations dissipativesNous allons maintenant voir que si l'on rajoute un terme de 
onve
tion (∇u) à (9.10), il esttoujours possible de doter la nouvelle équation d'une stru
ture lagrangienne.9.3 Conve
tion-di�usionSoit Ω un ouvert borné régulier de RN , que l'on suppose i
i 
onvexe. Notons Ω son adhéren
e et
∂Ω sa frontière. Considérons l'équation de 
onve
tion-di�usion, donnée par

∀ t ∈ [a, b], ∀x ∈ Ω,
∂

∂t
u(x, t) = div (k∇u(x, t)) + c · ∇u(x, t), (9.16)ave
 c ∈ (R+

∗ )N et k ∈ MN (R). Le symbole div représente l'opérateur de divergen
e. Là en
ore,la dissipation est 
ara
térisée par ∂
∂tu(x, t).Cette équation, aussi très présente en physique, reste a
tuellement problématique à modélisernumériquement à 
ause de la présen
e simultanée de div (k∇u(x, t)) et c · ∇u(x, t).Nous allons en fait voir ∇ 
omme la 
omposition de deux dérivées spatiales fra
tionnaires d'ordre

1/2. Nous devons don
 d'abord pré
iser 
es opérateurs pour ensuite les prendre en 
ompte dans lesLagrangiens 
ontinus. On obtiendra alors la stru
ture lagrangienne re
her
hée.9.3.1 Dérivées fra
tionnaires en espa
eOn s'intéresse i
i aux 
hamps du type
u : Ω × [a, b] −→ R

(x, t) 7−→ u(x, t)Soit (e1, . . . , eN ) la base 
anonique de RN . Pour tout x ∈ RN , on note xi la i-ème 
omposante de
x dans la base 
anonique de RN . Soit 1 ≤ i ≤ N et x ∈ Ω. On note δi,x la droite a�ne de RN dé�niepar

δi,x = x+ Ve
t(ei),et Ωi,x = Ω ∩ δi,x. Comme Ω est borné et 
onvexe, Ωi,x est un segment. Il existe don
 ai,x ≤ bi,x telsque
Ωi,x = {(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . xN ) | t ∈ [ai,x, bi,x]} .La �gure 9.1 illustre 
es dé�nitions.

x

a1,x b1,x

e
1

e
2

Ω

Ω1,x

Fig. 9.1 � Segment Ω1,x.Si x, y ∈ RN , on note x× y le ve
teur de RN dé�ni par
x× y = (x1y1, . . . , xNyN ).
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tures lagrangiennes d'équations dissipatives 163Soit v : Ω → R, 1 ≤ i ≤ N et x ∈ Ω. On note vi,x la fon
tion dé�nie par
vi,x : Ωi,x −→ R

y 7−→ v(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xN ).Si v : Ω → R, on notera en
ore v son extension à RN telle que v(x) = 0 si x ∈ RN\Ω. On peutmaintenant dé�nir les dérivées partielles fra
tionnaires.Dé�nition 9.3. Soit v : Ω → R, α > 0 et 1 ≤ i ≤ N .La dérivée partielle fra
tionnaire de Riemann-Liouville à gau
he d'ordre α et selon ei est dé�niepar
∀x ∈ Ω, ∂α

i v(x) = ai,x
Dα

xi
vi,x(xi).La dérivée partielle fra
tionnaire de Riemann-Liouville à droite d'ordre α et selon ei est dé�niepar

∀x ∈ Ω, ∂
α
i v(x) = xi

Dα
bi,x

vi,x(xi).Dé�nition 9.4. Soit v : Ω → R, α > 0 et 1 ≤ i ≤ N .La dérivée partielle fra
tionnaire de Caputo à gau
he d'ordre α et selon ei est dé�nie par
∀x ∈ Ω, c∂α

i v(x) = c
ai,x

Dα
xi
vi,x(xi).La dérivée partielle fra
tionnaire de Caputo à droite d'ordre α et selon ei est dé�nie par

∀x ∈ Ω, c∂
α
i v(x) = c

xi
Dα

bi,x
vi,x(xi).Par exemple,

c∂α
i v(x) =

1

Γ(1 − α)

∫ y

ai,x

(y − s)−α ∂iv(x1, . . . , xi−1, s, xi+1, . . . , xN ) ds.On peut alors dé�nir le gradient fra
tionnaire de Riemann-Liouville à gau
he 
omposante par
omposante :
∇αv(x) =




∂α
1 v(x)...
∂α

Nv(x)


On dé�nit de même c∇αv(x), ∇α

v(x) et c∇α
v(x) en utilisant les dérivées des dé�nitions 9.3 et9.4.On pro
ède de même pour la divergen
e fra
tionnaire :divαv(x) =

n∑

i=1

∂α
i vi(x).Là en
ore, on dé�nit cdivαv(x), divα

v(x) et cdivα
v(x).Soit maintenant u : Ω × [a, b] → R. Pour tout t ∈ [a, b], on pose

∂α
i u(x, t) = ∂α

i ut(x),où ut : x 7→ u(x, t). On fait de même pour les autres opérateurs.Remarque 9.2. L'in
onvénient de 
es dé�nitions est qu'elles dépendent de la base 
hoisie (i
i la base
anonique). Pour s'en a�ran
hir, il faudrait peut-être utiliser la dérivée de Riesz, au prix peut-êtred'une plus grande 
omplexité.
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tures lagrangiennes d'équations dissipativesÉtablissons à présent trois propriétés de 
es opérateurs.Lemme 9.5. Soit u ∈ C1(Ω) et v ∈ C1
0 (Ω). Alors

∫

Ω
u(x). c∂

α
i v(x) dx =

∫

Ω
∂α

i u(x).v(x) dx.Démonstration. Commençons par étendre sur RN les fon
tions u, c∂
α
i v, ∂α

i u et v en les prenant nullessi x ∈ RN\Ω. Dans 
e 
as,
∫

Ω
u(x). c∂

α
i v(x) dx =

∫

RN

u(x). c∂
α
i v(x) dx,

=

∫

RN−1

[∫ +∞

xi=−∞
u(x)c∂

α
i v(x) dxi

]
dx1 . . . dxi−1 dxi+1 . . . dxN .Le terme entre 
ro
hets peut s'é
rire sous la forme suivante :

∫ +∞

xi=−∞
u(x). c∂

α
i v(x) dxi =

∫ bi,x

ai,x

ui,x(xi)
c
xi
Dα

bi,x
vi,x(xi) dxi.Comme ui,x ∈ C1([ai,x, bi,x]) et vi,x ∈ C1

0 ([ai,x, bi,x]), on peut utiliser la formule d'intégration parparties du 
orollaire 2.2 :
∫ bi,x

ai,x

ui,x(xi)
c
xi
Dα

bi,x
vi,x(xi) dxi =

∫ bi,x

ai,x

ai,x
Dα

xi
ui,x(xi) vi,x(xi) dxi,

=

∫ bi,x

ai,x

∂α
i u(x) vi,x(xi) dxi,

=

∫

R

∂α
i u(x) v(x) dxi.On obtient ainsi

∫

Ω
u(x). c∂

α
i v(x) dx =

∫

Rn−1

[∫

R

∂α
i u(x) v(x) dxi

]
dx1 . . . dxi−1 dxi+1 . . . dxn,

=

∫

Ω
∂α

i u(x).v(x) dx.Ce lemme nous permet alors d'obtenir la formule suivante.Lemme 9.6. Soit u ∈ C1(Ω) et v = (v1, . . . , vN ) ∈ C1
0 (Ω)N . Alors

∫

Ω
v(x) · c∇α

u(x) dx =

∫

Ω
divα

(
v(x)

)
u(x) dx.Démonstration. En développant le produit s
alaire sur la base 
anonique, on obtient

∫

Ω
v(x) · c∇α

u(x) dx =

N∑

i=1

∫

Ω
vi(x) c∂

α
i u(x) dxD'après le lemme pré
édent, pour tout 1 ≤ i ≤ N ,

∫

Ω
vi(x) c∂

α
i u(x) dx =

∫

Ω
∂α

i vi(x)u(x) dx.
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onséquent,
∫

Ω
v(x) · c∇α

u(x) dx =
N∑

i=1

∫

Ω
∂α

i vi(x)u(x) dx,

=

∫

Ω

(
N∑

i=1

∂α
i vi(x)

)
u(x) dx,

=

∫

Ω
divα

(
v(x)

)
u(x) dx.

Mentionnons en�n un lemme utile pour la suite.Lemme 9.7. Soit c ∈ RN , u ∈ C1(Ω) et x ∈ Ω. Alorsdiv1/2
(
c× c∇1/2u(x)

)
= c · ∇u(x).Démonstration. Nous avons tout d'abord

c× c∇1/2u(x) =



c1

c∂
1/2
1 u(x)

. . .

cN
c∂

1/2
N u(x)


 .Par 
onséquent, div1/2

(
c× c∇1/2u(x)

)
=

N∑

i=1

ci

(
∂

1/2
i ◦ c∂

1/2
i

)
u(x).Comme u′i,x ∈ C0([ai,x, bi,x]), on a

ai,x
I1/2

xi
◦ ai,x

I1/2
xi

u′i,x(xi) = ai,x
I1

xi
u′i,x(xi) = ui,x(xi) − ui,x(ai,x),d'après le lemme 2.7. On obtient alors

∂
1/2
i ◦ c∂

1/2
i u(x) =

d

dxi
ai,x

I1/2
xi

◦ ai,x
I1/2

xi
u′i,x(xi) = u′i,x(xi) = ∂iu(x).Finalement, div1/2

(
c× c∇1/2u(x)

)
=

N∑

i=1

ci ∂iu(x),

= c · ∇u(x).Nous disposons à présent des outils né
essaires pour obtenir notre stru
ture lagrangienne.



166 9. Stru
tures lagrangiennes d'équations dissipatives9.3.2 Stru
ture lagrangienne de l'équation de 
onve
tion-di�usionRappelons l'équation de 
onve
tion-di�usion :
∀ t ∈ [a, b], ∀x ∈ Ω,

∂

∂t
u(x, t) = div (k∇u(x, t)) + c · ∇u(x, t). (9.17)Nous devons d'abord étendre les Lagrangiens 
ontinus aux dérivées fra
tionnaires spatiales. Pourl'homogénéisation, il faut don
 introduire une 
onstante de longueur χ.On appellera Lagrangien 
ontinu étendu une fon
tion

L : R × RN × RN × R × RN × [a, b] −→ R

(u, v,w, z, x, t) 7−→ L(u, v,w, z, x, t)telle que L ∈ C1(R3N+2 × [a, b]). Dans le 
as 
lassique, son évaluation en u(x, t) est dé�nie par
L
(
u(x, t),∇u(x, t), (∇)2u(x, t), ∂tu(x, t), x, t

)
.Comme pour l'équation de di�usion, nous ne dé�nissons pas toutes les étapes du plongementfra
tionnaire asymétrique. Plongeons simplement 
e Lagrangien en s'inspirant de la pro
édure du
hapitre 5.La représentation asymétrique d'un Lagrangien 
ontinu étendu L est dé�nie par

L̃ : R2 × R2N × R2N × R2 × RN × [a, b] −→ R

(u1, u2, v1, v2, w1, w2, z1, z2, x, t) 7−→ L(u1 + u2, v1 + v2, w1 + w2, z1 + z2, x, t).Pour un 
ouple de 
hamps U = (u+, u−), le plongement fra
tionnaire asymétrique de L véri�eainsi
L̃α(U) = L

(
u+ + u−, χ

α−1(c∇αu+ − c∇α
u−), χ2α−2

(
(c∇α)2u+ + (−c∇α

)2u−
)
,

τα−1( c
aDα

t u+ − c
tDα

b u−), x, t
)
.Par sou
i de lisibilité, nous ne donnons pas l'équivalen
e entre extrémales et solution d'une équa-tion d'Euler-Lagrange dans le 
as général (
ela serait fastidieux, di�
ilement lisible mais ne ferait pasapparaître d'idée nouvelle). Considérons dire
tement le Lagrangien suivant :

L(u, v,w, z, x, t) =
τ

2
z2 − χ c

2
· (v × v) +

χ2 k

2
(w · w).Ses dérivées partielles véri�ent� ∂uL = 0,� ∂vL = −χ c× v,� ∂wL = −χ2 kw,� ∂zL = τ z.On obtient l'équivalen
e suivante.Théorème 9.5. Soit u ∈ C2(Ω × [a, b]). L'équivalen
e suivante a lieu :

u est solution de (9.17) si et seulement si (u, 0) est une {0}×C2
0 (Ω× [a, b])-extrémale de A(L̃1/2).Démonstration. Comme u ∈ C2(Ω × [a, b]), pour tout 1 ≤ i ≤ N , ui,x ∈ C2([ai,x, bi,x]). D'après lelemme 2.11,

c∂
1/2
i ◦ c∂

1/2
i u(x) = ∂iu(x).
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onséquent, (
c∇1/2

)2
u = ∇u.Ainsi,̃

L1/2(u, 0)(x, t) = L
(
u(x, t), χ−1/2 c∇1/2u(x, t), χ−1∇u(x, t), τ−1/2 c

aD
1/2
t u(x, t), x, t

)
.Notons pour simpli�er L[u] = L̃1/2(u, 0)(x, t).Soit h ∈ C2

0 (Ω × [a, b]). Comme h ∈ C2(Ω × [a, b]), on a aussi
(
c∇1/2

)2
h = −∇h.La di�érentielle de A(L̃1/2) véri�e

dA(L1/2)((u, 0), (0, h)) =

∫ b

a

∫

Ω

{
∂uL[u]h+ ∂vL[u] ·

(
−χ−1/2c∇1/2

h
)

+ ∂wL[u] ·
(
−χ−1∇h

)
+ ∂zL[u]

(
−τ−1/2 c

tD1/2
b h

)}
dx dt.Les dérivées partielles de L[u] véri�ent� ∂uL[u] = 0,� ∂vL[u] = −χ1/2c× c∇1/2u(x, t),� ∂wL[u] = χk∇u(x, t),� ∂zL[u] = τ1/2 c

aD
1/2
t u(x, t).La di�érentielle devient ainsi

dA(L1/2)((u, 0), (0, h)) =

∫ b

a

∫

Ω

((
c× c∇1/2u

)
· c∇1/2

h− k∇u · ∇h− c
aD

1/2
t u(x, t) c

tD
1/2
b h

)
dx dt.D'après le lemme 9.6,

∫

Ω

(
c× c∇1/2u

)
· c∇1/2

hdx =

∫

Ω
div1/2

(
c× c∇1/2u

)
hdx.En utilisant ensuite le lemme 9.7, on trouve que

∫

Ω

(
c× c∇1/2u

)
· c∇1/2

hdx =

∫

Ω

(
c · ∇u

)
hdx.Con
ernant le se
ond terme, la formule de Green montre que

∫

Ω
k∇u · ∇hdx = −

∫

Ω
div(k∇u)hdx,
ar h est nul sur ∂Ω. En�n, les régularités de h et u suivant t permettent d'é
rire les relationssuivantes :

∫ b

a

(
c
aD1/2

t u
) (

c
tD1/2

b h
)
dt =

∫ b

a

(
aD1/2

t
c
aD1/2

t u
)
hdt,

=

∫ b

a
∂tuhdt.En utilisant le théorème de Fubini pour intervertir les intégrales, on trouve que

dA(L1/2)((u, 0), (0, h)) =

∫ b

a

∫

Ω

(
c · ∇u+ div(k∇u)− ∂tu

)
hdx dt.On 
on
lut ave
 une généralisation du lemme fondamental du 
al
ul des variations.
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tures lagrangiennes d'équations dissipativesRemarque 9.3. On peut noter que pour les trois équations, les 
onstantes 
ara
téristiques τ et χn'apparaissent pas dans les équations �nales. Nous les avons toutefois mentionner pour montrer quel'homogénéité peut être 
onservée même lorsque l'on 
onsidère une dérivée 
omme la 
omposition dedeux dérivées fra
tionnaires. Ces 
onstantes permettraient aussi d'obtenir des équations de fri
tionlinéaire et de 
onve
tion-di�usion fra
tionnaires homogènes, de la même manière que nous l'avonsnoté pour l'équation de di�usion fra
tionnaire (9.15).Parmi les trois équations que nous venons de voir, 
'est probablement pour l'équation de
onve
tion-di�usion que la stru
ture lagrangienne est la plus prometteuse, puisque 
'est elle qui sembleêtre la plus di�
ile à modéliser numériquement.Les équivalen
es entre solutions des équations et extrémales d'a
tions pourrait permettre d'utiliserdes méthodes d'optimisation sur 
es a
tions. Toutefois, le fait que les variations soient orthogonalesaux solutions dans le plongement asymétrique empê
hera probablement l'utilisation de méthodes dedes
ente de type �gradient�. Trouver une méthode d'optimisation adaptée risque don
 d'être une tâ
heardue... Il semblerait toutefois possible que la modélisation numérique de 
es équations puisse êtreaméliorée grâ
e à des s
hémas numériques basés sur les stru
tures lagrangiennes exhibées i
i. Dans
ette optique, nous esquissons au 
hapitre 10 un premier pas pour la dis
rétisation du plongementfra
tionnaire.
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Chapitre 10S
hémas numériques pour les systèmeslagrangiens fra
tionnairesComme on l'a déjà mentionné, l'outil numérique joue un r�le important pour la 
ompréhensiondes systèmes 
haotiques. Il faut, pour les modéliser, utiliser des algorithmes très pré
is du fait dela sensibilité aux 
onditions initiales illustrée en �gure 6.1. Pré
isons i
i que même si la prévision àlong terme d'un système 
haotique est impossible, sa modélisation reste signi�
ative pour des temps�assez 
ourts� de l'ordre de 1/λ, où λ est l'exposant de Lyapunov donné par (6.1). Par exemple,
λ est de l'ordre de quelques millions d'années pour le mouvement des planètes du système solaire.Les intégrateurs symple
tiques sont 
onçus a�n de 
onserver l'énergie du système, lui 
onférant alorsune grande pré
ision. Le 
haos étant présent dans de nombreux systèmes de mé
anique 
éleste, 
esintégrateurs o

upent une pla
e importante dans 
e domaine. Une 
onstru
tion de tels algorithmespour les systèmes hamiltoniens de la forme H0 + εH1, où H0 et H1 sont des Hamiltoniens intégrables,est donnée dans [LR01℄1. Plus généralement, il est montré dans [MW01℄ qu'un intégrateur préservantla stru
ture variationnelle d'une équation (lagrangienne ou hamiltonienne) est symple
tique. Un telintégrateur est quali�é de �variationnel�.Ave
 les formulations lagrangiennes fra
tionnaires obtenues au 
hapitre pré
édent (et plus généra-lement ave
 les équations d'Euler-Lagrange fra
tionnaires), on peut souhaiter étendre 
es intégrateursvariationnels au 
as fra
tionnaire. La mise au point de tels s
hémas numériques serait intéressante enparti
ulier pour l'équation de 
onve
tion-di�usion 
ar la modélisation de 
elle-
i reste a
tuellementproblématique, à 
ause de la présen
e simultanée de div(k∇u) et c · ∇u. Ce 
hapitre 
onstitue unpremier pas vers 
es intégrateurs variationnels fra
tionnaires. Pré
isons toutefois qu'il ne représentequ'une ébau
he de s
hémas numériques. En parti
ulier, nous n'abordons pas les questions de 
onver-gen
e de s
héma et nous nous restreignons au plongement fra
tionnaire initial du 
hapitre 4, qui plusest pour les systèmes lagrangiens naturels. Il faudrait ainsi in
lure 
e s
héma dans des méthodes detype élements �nis pour modéliser les équations de di�usion et de 
onve
tion-di�usion.Nous 
ommençons par dis
rétiser 
ertains objets puis, après avoir établi quelques propriétés surla dis
rétisation de dérivées fra
tionnaires, nous étudions 
elle du plongement fra
tionnaire.10.1 Dé�nition de la dis
rétisationSoit a < b, n ∈ N∗ et 0 < α < 1. On pose h = b−a

n . Pour 0 ≤ k ≤ n, on pose tk = a + kh. Pour
m ∈ N∗, on note (Rm)n l'ensemble des suites de {0, . . . , n} → Rm.A�n de dis
rétiser les systèmes lagrangiens fra
tionnaires, nous avons besoin de dis
rétiser lesfon
tions, les intégrales, la dérivée fra
tonnaire et son itérée d'ordre 2. Notons la pro
édure générale1La �gure 6.7 a été réalisée à l'aide de 
es intégrateurs.
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hémas numériques pour les systèmes lagrangiens fra
tionnairesde dis
rétisation.Soit f : [a, b] → Rm.1. On dé�nit la dis
rétisation de f par
f  (fk)0≤k≤n, où fk = f(tk).Par 
onséquent, si g : Rm → Rp, ave
 p ∈ N∗,

g ◦ f  
(
g(fk)

)
0≤k≤n

. (10.1)2. On dis
rétise l'intégrale de f sur [a, b] 
omme suit :
∫ b

a
f(t) dt h

n−1∑

k=0

fk. (10.2)3. La dérivée de Grünwald-Letnikov est utilisée i
i pour dis
rétiser la dérivée fra
tionnaire. Dé�niesur R au 
hapitre 2, nous avons noté qu'elle 
oïn
idait ave
 la dérivée de Mar
haud, voire deLiouville si la fon
tion est assez régulière. D'après [SKM93, p.385℄, on peut faire de même sur
[a, b] en dé�nissant la dérivée de Grünwald-Letnikov à gau
he par

∀ t ∈ [a, b], D̃α
+f(t) = lim

h→0+

1

hα

[ t−a
h ]∑

j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(t− jh),et 
elle à droite par

∀ t ∈ [a, b], D̃α
+f(t) = lim

h→0+

1

hα

[ b−t
h ]∑

j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(t+ jh),où [x] désigne la partie entière de x.D'après [SKM93, p.386℄, 
es expressions 
oïn
ident ave
 les dérivées de Mar
haud dé�nissablessur [a, b] ([SKM93, p.224℄), voire ave
 
elles de Riemann-Liouville si f est assez régulière.Ce sont don
 les dérivées de Riemann-Liouville que nous allons dis
rétiser ave
 les dé�nitionssuivantes.Dé�nition 10.1. La dérivée dis
rète de Grünwald-Letnikov à gau
he d'ordre α est dé�nie par

Dα : (Rm)n −→ (Rm)n

(fk)0≤k≤n 7−→ (Dαfk)0≤k≤n,où
∀ 0 ≤ k ≤ n, Dαfk =

1

hα

k∑

j=0

wj fk−j, ave
 wj = (−1)j

(
α

j

)
.Dé�nition 10.2. La dérivée dis
rète de Grünwald-Letnikov à droite d'ordre α est dé�nie par

Dα
∗ : (Rm)n −→ (Rm)n

(fk)0≤k≤n 7−→ (Dα
∗ fk)0≤k≤n,où

∀ 0 ≤ k ≤ n, Dα
∗ fk =

1

hα

k∑

j=0

wj fk+j.
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tionnaires 171On dé�nit ainsi les dis
rétisation de aDα
t f et tDα

b f par
aDα

t f  Dα(fk), tDα
b f  Dα

∗ (fk).4. On dis
rétise en�n la 
omposition de dérivées fra
tionnaires de Riemann-Liouville par la 
om-position de leurs dis
rétisations. Par exemple,
aDα

t aDα
t f  DαDα(fk), tDα

b aDα
t f  Dα

∗D
α(fk). (10.3)10.2 Propriétés des dérivées dis
rètesLes expressions DαDα(xk) et Dα

∗D
α(xk) apparaissant par la suite, nous devons déterminer uneforme simple de leurs expressions.Lemme 10.1. Soit f : [a, b] → Rm. Alors pour tout 0 ≤ k ≤ n,

DαDαfk =
1

h2α

k∑

p=0




p∑

j=0

wjwp−j


 fk−p,

=
1

h2α

k∑

r=0

(
k∑

s=r

ws−rwk−s

)
fr.Démonstration.

DαDαfk =
1

hα

k∑

j=0

wjD
αfk−j,

=
1

hα

k∑

j=0

wj

(
1

hα

k−j∑

l=0

wlfk−j−l

)
,

=
1

h2α

k∑

j=0

k−j∑

l=0

wjwlfk−j−l,

=
1

h2α

k∑

j=0

k∑

p=j

wjwp−jfk−p en posant p(l) = j + l,

=
1

h2α

k∑

p=0




p∑

j=0

wjwp−j


 fk−p,ou en
ore

DαDαfk =
1

h2α

k∑

r=0




k−r∑

j=0

wjwk−r−j


 fr en posant r(p) = k − p,

=
1

h2α

k∑

r=0

(
k∑

s=r

ws−rwk−s

)
fr en posant s(j) = j + r.
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tionnairesLemme 10.2. Soit f : [a, b] → Rm. Alors pour tout 0 ≤ k ≤ n,
Dα

∗D
αfk =

1

h2α

n∑

q=0




min(q,k)∑

p=0

wk−pwq−p


 fq.Démonstration.

Dα
∗D

αfk = Dα
∗


 1

hα

k∑

j=0

wjfk−j


 ,

=
1

hα

k∑

j=0

wjD
α
∗ fk−j,

=
1

h2α

k∑

j=0

wj




n−(k−j)∑

l=0

wlfl+k−j


 ,

=
1

h2α

k∑

j=0

n−k+j∑

l=0

wjwlfl+k−j,

=
1

h2α

k∑

p=0

n−p∑

l=0

wk−pwlfl+p en posant p(j) = k − j,

=
1

h2α

k∑

p=0

n∑

q=p

wk−pwq−pfq en posant q(l) = l + p,

=
1

h2α

k∑

p=0

k∑

q=p

wk−pwq−pfq +
1

h2α

k∑

p=0

n∑

q=k+1

wk−pwq−pfq,

=
1

h2α

k∑

q=0




q∑

p=0

wk−pwq−p


 fq +

1

h2α

n∑

q=k+1




k∑

p=0

wk−pwq−p


 fq,

=
1

h2α

n∑

q=0




min(q,k)∑

p=0

wk−pwq−p


 fq.

Par ailleurs, Dα et Dα
∗ restent liées par une relation d'intégration par parties dis
rète.Lemme 10.3. Soit f, g : [a, b] → Rm. Alors
n−1∑

k=0

fk.D
α
∗ gk =

n−1∑

k=0

Dαfk.gk + gn

(
Dαfn − 1

hα
fn

)
. (10.4)En parti
ulier, si g(b) = 0, alors n−1∑

k=0

fk.D
α
∗ gk =

n−1∑

k=0

Dαfk.gk.
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tionnaires 173Démonstration.
n−1∑

k=0

fk.D
α
∗ gk =

1

hα

n−1∑

k=0

fk




n−k∑

j=0

wjgk+j


 ,

=
1

hα

n−1∑

k=0

n−k∑

j=0

wjfkgk+j,

=
1

hα

n−1∑

k=0

n∑

p=k

wp−kfkgp (p(j) = k + j),

=
1

hα

n−1∑

k=0

n−1∑

p=k

wp−kfkgp +
1

hα

n−1∑

k=0

wn−kfkgn,

=
1

hα

n−1∑

p=0

(
p∑

k=0

wp−kfk

)
gp + gn

(
1

hα

n∑

s=1

wsfn−s

)
(s(k) = n− k),

=
1

hα

n−1∑

p=0

(
p∑

r=0

wrfp−r

)
gp + gn

(
1

hα

n∑

s=0

wsfn−s −
1

hα
w0fn

)
(r(k) = p− k),

=
n−1∑

p=0

Dαfp.gp + gn

(
Dαfn − 1

hα
fn

) 
ar w0 = 1.De plus, si g(b) = 0, alors gn = 0 (par dé�nition) et la relation pré
édente se simpli�e.Nous pouvons à présent nous pen
her sur la dis
rétisation du plongement fra
tionnaire.10.3 Dis
rétisation des systèmes lagrangiens naturels fra
tionnairesRappelons qu'un système lagrangien est dit naturel si son Lagangien L s'é
rit sous la forme
L(x, v) =

1

2
tvMv − U(x),où M ∈ MN (R) est une matri
e symétrique. L'équation d'Euler-Lagrange asso
iée est

M
d2

dt2
x(t) + ∇U

(
x(t)

)
= 0. (10.5)Comme pour le 
as 
ontinu, il existe deux moyens d'obtenir une version fra
tionnaire dis
rètede (10.5). Notons 
ependant que la di
rétisation de la dérivée fra
tionnaire 
on
erne la dérivée deRiemann-Liouville ; il faut don
 rempla
er à l'intérieur du plongement fra
tionnaire la dérivée deCaputo par 
elle de Riemann-Liouville, 
e qui est problématique d'après la remarque liée à (4.8).Il faudrait don
 imposer x(a) = 0 ou 
onsidérer une autre dis
rétisation. Nous n'entrerons pas plusdans les détails et nous 
ontenterons de supposer x(a) = 0 (
ondition qui n'est pas essentielle pour laversion dis
rète), a�n de n'utiliser que des dérivées de Riemann-Liouville.10.3.1 Dis
rétisation dire
teAve
 la remarque pré
édente, le plongement fra
tionnaire dire
t de (10.5) est donné par

∀ t ∈ [a, b], M aDα
t aDα

t x(t) + ∇U
(
x(t)

)
= 0. (10.6)
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tionnairesD'après (10.3), le premier terme se dis
rétise ainsi :
M aDα

t aDα
t x MDαDαxk.Celle du se
ond est donnée par (10.1) :

∇U
(
x(t)

)
 

(
∇U(xk)

)
0≤k≤n

.En utilisant le lemme 10.1, on trouve don
 que (10.6) peut être dis
rétisée de la manière suivante :(10.6)  ∀ 0 ≤ k ≤ n,
M

h2α

k∑

q=0

(
k∑

p=q

wk−pwp−q

)
xq + ∇U(xk) = 0. (10.7)On peut réé
rire 
ette équation sous la forme d'une relation de ré
urren
e impli
ite :

∀ 0 ≤ k ≤ n, Mxk + h2α∇U(xk) = −M
k−1∑

q=0

(
k∑

p=q

wk−pwp−q

)
xq.Ce s
héma ne fait pas apparaître la stru
ture lagrangienne de (10.6), 
ontrairement au s
hémaproposé 
i-dessous.10.3.2 Prin
ipe de moindre a
tion dis
retCas généralA�n de 
onserver une tra
e du prin
ipe de moindre a
tion, nous allons i
i dis
rétiser l'a
tionlagrangienne, lui appliquer le prin
ipe de moindre a
tion, pour obtenir une autre dis
rétisation de(10.6).Soit L un Lagrangien. D'après (10.1), son plongement Lα se dis
rétise en

L
(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
 L(xk,D

αxk, tk),et d'après (10.2), l'a
tion asso
iée
A(Lα)(x) =

∫ b

a
L
(
x(t), c

aDα
t x(t), t

)
dtdevient

A(Lα)(x) h

n−1∑

k=0

L(xk,D
αxk, tk).On note Ad(Lα)(xk) 
ette a
tion dis
rétisée :

Ad(Lα) : (RN )n −→ R

(xk)0≤k≤n 7−→ h
n−1∑

k=0

L(xk,D
αxk, tk).Introduisons l'espa
e des variations qui nous intéresse i
i :

(RN )n0 =
{
y ∈ (RN )n | yn = 0

}
.Les ensembles (RN )n et (RN )n0 étant des espa
es ve
toriels, le 
al
ul des variations exposé en se
tion3.2.1 reste valide i
i.



10. S
hémas numériques pour les systèmes lagrangiens fra
tionnaires 175Lemme 10.4. Soit x ∈ (RN )n. L'a
tion dis
rétisée Ad(Lα) est (RN )n0 -di�érentiable en x et pour tout
y ∈ (RN )n0 ,

dAd(Lα)(x, y) = h

n−1∑

k=0

[
∂1L(xk,D

αxk, tk) +Dα
∗ ∂2L(xk,D

αxk, tk)
]
yk.Démonstration. Soit y ∈ (RN )n0 et ε > 0 ;

Ad(Lα)(x+ εy) = h

n−1∑

k=0

L(xk + εyk,D
αxk + εDαyk, tk),

= h

n−1∑

k=0

L(xk,D
αxk, tk) + εh

n−1∑

k=0

∂1L(xk,D
αxk, tk).yk

+ εh

n−1∑

k=0

∂2L(xk,D
αxk, tk).D

αyk + o(ε).Comme yn = 0, le lemme 10.3 montre que
n−1∑

k=0

∂2L(xk,D
αxk, tk).D

αyk =
n−1∑

k=0

Dα
∗ ∂2L(xk,D

αxk, tk)yk.Ainsi,
Ad(Lα)(x+ εy) = Ad(Lα)(x) + εh

n−1∑

k=0

[
∂1L(xk,D

αxk, tk) +Dα
∗ ∂2L(xk,D

αxk, tk)
]
yk + o(ε).On 
on
lut en utilisant la linéarité de h 7→ h

n−1∑

k=0

[
∂1L(xk,D

αxk, tk) +Dα
∗ ∂2L(xk,D

αxk, tk)
]
yk.On obtient alors une nouvelle équation d'Euler-Lagrange fra
tionnaire et dis
rète.Lemme 10.5. Soit x ∈ (RN )n. L'équivalen
e suivante a lieu :

x est une (RN )n0 -extrémale de Ad(Lα) si et seulement si x est solution de l'équation suivante :
∀ 0 ≤ k ≤ n, ∂1L(xk,D

αxk, tk) +Dα
∗ ∂2L(xk,D

αxk, tk) = 0. (10.8)Démonstration. On utilise le lemme 10.4 ave
 les suites yj, 0 ≤ j ≤ n− 1, dé�nies par
yj

j = 1, ∀k 6= j, yj
k = 0.Systèmes lagrangiens naturelsL'a
tion dis
rétisée est dans 
e 
as

Ad(Lα)(x) = h

n−1∑

k=0

(
1

2
tDαxkMDαxk − U(xk)

)
,et l'équation (10.8) asso
iée devient

∀ 0 ≤ k ≤ n, Dα
∗MDαxk + ∇U(xk) = 0,
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tionnairesautrement dit, en utilisant le lemme 10.2,
∀ 0 ≤ k ≤ n, M

1

h2α

n∑

q=0




min(q,k)∑

p=0

wk−pwq−p


xq + ∇U(xk) = 0.La violation de 
ausalité du plongement initial se traduit i
i par la présen
e à 
haque instant detoutes les valeurs xq. Dans l'éventualité où un tel s
héma ait un sens, la détermination des xq nepourrait se faire que globalement, en inversant une matri
e de taille n × n (il faudrait auparavantexpli
iter le terme ∇U(xk)). On pourrait aussi dis
rétiser la version asymétrique du plongement, 
equi 
onduirait vraissemblablement à (10.7).Par manque de temps, nous n'avons pas réussi à appréhender les intérêts et enjeux de 
es s
hémas.Nous nous 
ontenterons de remarquer que 
ontrairement au plongement dire
t, la se
onde méthodene dépend pas de la dis
rétisation de la dérivée se
onde ; une fois dé�nie la dis
rétisation de la dérivée,
'est le prin
ipe de moindre a
tion (
ausal ou non) qui impose la stru
ture des dérivées itérées. C'estpeut-être i
i que réside l'intérêt numérique d'une stru
ture lagrangienne. En 
e qui 
on
erne l'équationde 
onve
tion-di�usion � 
elle pour laquelle l'utilisation d'un tel s
héma serait la plus prometteuse �,il faudrait étendre 
ette dis
rétisation aux dimensions spatiales. Plusieurs étapes devront ainsi êtrefran
hies avant de pouvoir appliquer 
e 
hapitre au pré
édent.







Con
lusion et perspe
tives
Au 
ours de 
e travail, nous avons tenté d'appliquer le plongement fra
tionnaire aux systèmes
haotiques hamiltoniens dé
rits par Zaslavsky, à travers plusieurs angles d'appro
hes. La premièrepartie nous a permis de nous familiariser ave
 l'outil fra
tionnaire et a fourni quelques résultatsnouveaux, élémentaires 
ertes, mais utiles pour notre étude. Nous avons ensuite dans la se
ondepartie abordé notre problématique en partant du plongement fra
tionnaire, pour essayer de le relier dumieux possible à la physique. Homogénéisation dimensionnelle, appro
he formelle de l'irréversibilité etrespe
t de la 
ausalité sont autant de 
on
epts physiques que nous nous sommes e�or
é de formaliser.Dans la troisième partie, au 
ontraire, notre point de départ a été les systèmes hamiltoniens 
haotiques.Nous avons essayé de ratta
her 
ertaines de leurs propriétés au fra
tionnaire, ave
 des su

ès inégaux.Le temps interne, 
on
ept pourtant parfaitement adapté à notre thématique, n'a pas pu an
rer leplongement dans le réel. Par 
ontre, notre modèle simple de dynamique s'est avéré plus satisfaisant,sans toutefois répondre non plus à notre question initiale. Nous avons en�n vu dans la dernière partieque la version asymétrique du plongement dotait 
ertaines équations 
lassiques de nouvelles stru
tureslagrangiennes, 
e qui pourrait s'avérer intéressant numériquement.Finalement, quatre résultats prin
ipaux semblent se dégager de 
ette thèse.Homogénéisation temporelle : même si son prin
ipe est simple, 
ette pro
édure n'en reste pasmoins né
essaire. La 
onstante de τ reste maintenant à pré
iser. Comprendre l'origine physique de
elle-
i permettrait assurément de mieux appréhender le lien qu'entretient le 
al
ul fra
tionnaire ave
le réel.Version asymétrique du plongement fra
tionnaire : bien que fort théorique, 
e dédouble-ment de dimension semble englober un 
ontenu assez ri
he, ave
 une appro
he formelle de l'irréver-sibilité, le respe
t de la 
ausalité, un nouvel é
lairage sur la vision �naliste du prin
ipe de moindrea
tion ainsi que le point suivant.Stru
ture lagrangienne de l'équation de 
onve
tion-di�usion : 
e 
orollaire du plongementasymétrique relève moins d'un travail personnel, le lagrangien de 
ette équation ayant été déterminépar Cresson, mais l'équivalen
e trouvée i
i entre solutions et extrémales pourrait présenter un intérêtnumérique. Reste à le déterminer pré
isément... C'est peut-être par 
ette voie que le plongementfra
tionnaire a le plus de 
han
e de quitter sa bulle formelle.Modèle simple de dynamique fra
tionnaire pour le 
haos hamiltonien : même s'il possèdeen
ore des zones d'ombres, 
e modèle réalise un réel lien entre 
es deux domaines et 
onstitue ainsila réponse la plus aboutie à notre problématique initiale. Le fait que l'exposant fra
tionnaire soit
ompatible ave
 l'analyse de Zaslavsky semble en
ourageant. Il reste maintenant à peau�ner 
e modèle,à le tester numériquement et à le 
onfronter ave
 des systèmes 
haotiques réels.
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