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Résumé

De nombreuses caractéristiques des systémes hamiltoniens chaotiques, notamment mises en évi-
dence a l’aide de simulations numériques, restent & '’heure actuelle encore mal comprises. Parmi les
différentes pistes de recherches, Zaslavsky propose une analyse de ces systémes & ’aide de dérivées
fractionnaires. Méme si son travail n’est pas complétement formalisé, ses résultats semblent promet-
teurs.

Le calcul fractionnaire, utilisé par ailleurs dans de nombreux domaines, permet de généraliser les
équations différentielles afin de prendre en compte certains phénomeénes complexes. Dans le cas des
systémes lagrangiens et hamiltoniens, le plongement fractionnaire, développé par Cresson, fournit une
procédure basée sur le principe de moindre action pour construire des équations fractionnaires de la
dynamique.

L’objectif principal de cette thése est d’utiliser ce formalisme afin de consolider le travail de
Zaslavsky. Aprés avoir présenté quelques éléments sur le calcul fractionnaire, nous enrichissons le
plongement fractionnaire en le conciliant avec le principe de causalité et en le rendant dimension-
nellement homogéne. Ce cadre formel ainsi fixé, nous tentons ensuite de comprendre comment peut
émerger une dynamique fractionnaire dans les systémes hamiltoniens chaotiques, a travers deux pistes
respectivement basées sur les travaux de Stanislavsky et Hilfer. Si la premiére se heurte & deux difficul-
tés, la seconde se concrétise en un modeéle simple de dynamique, ot une dérivée fractionnaire apparait
lorsqu’est prise en compte ’analyse de Zaslavsky. Enfin, en marge de 1’étude de ces systémes, nous
montrons que la formulation causale du plongement fractionnaire permet de doter certaines équations
dissipatives classiques de structures lagrangiennes fractionnaires, ouvrant ainsi la voie & de nouvelles
modélisations numeériques.

Mots-clés : Calcul fractionnaire, systémes lagrangiens et hamiltoniens, principe de moindre action,
systémes chaotiques, homogénéité dimensionnelle, équations aux dérivées partielles.






Fractional Dynamics for Hamiltonian Chaos

Abstract

Many properties of chaotic Hamiltonian systems have been exhibited by numerical simulations
but still remain not properly understood. Among various directions of research, Zaslavsky carries on
an analysis which involves fractional derivatives. Even if his work is not fully formalized, his results
seem promising.

Fractional calculus, also used in several other fields, generalizes differential equations in order to
take into account some complex phenomena. Concerning Lagrangian and Hamiltonian systems, the
fractional embedding developped by Cresson provides a procedure based on the least action principle
to build fractional dynamical equations.

The main goal of this thesis consists in using this formalism to consolidate Zaslavsky’s work. After
a presentation of the fractional calculus adapted to our work, we enhance the fractional embedding
by reconciling it with the causality principle and by making it dimensionally homogeneous. Once this
formal framework is established we try to understand how a fractional dynamics can emerge in chaotic
Hamiltonian systems, through two tracks respectively based on Stanislavsky’s and Hilfer’s works. The
first one faces two difficulties, but the second leads to a simple dynamical model, where a fractional
derivative appears when Zaslavsky’s analysis is taken into account. We finally leave chaotic systems
to show that thanks to the causal formulation of the fractional embedding, some classical dissipative
equations reveal fractional Lagrangian structures, which could be of numerical interest.

Keywords : Fractional calculus, Lagrangian and Hamiltonian systems, least action principle, chaotic
systems, dimensional homogeneity, partial differential equations.
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Introduction

Le but de ce travail est de construire un cube. Pas n’importe quel cube bien siir, celui de la figure
1. Tache délicate, que nous ne parviendrons pas a accomplir complétement.

La > H(X

A A

EL EH

F1G. 1 — Objectif de cette thése.

Les arétes du cube qui constituent son ossature sont, dans la perfection de leurs formes, de nature
mathématique. Pour les construire nous nous appuierons sur le plongement fractionnaire. Le contenu
du cube, quant & lui, est de nature physique; il lui donne sa profondeur et le rattache au réel. Nous
le remplirons avec des systémes chaotiques et quelques équations dissipatives. Soyons plus précis : ces
pages se veulent un travail mathématique pour la physique. Ce pour est exactement celui du titre de
cette thése : nous allons nous pencher de maniére théorique sur la notion de dynamique fractionnaire,
avec pour objectif de modéliser certains comportements du chaos hamiltonien. Ce dernier ne sera
donc pas étudié en détail dans ce travail mais constituera la trame de fond principale. Avouons-le
de suite ; certains de nos résultats ne brilleront certes pas par leur beauté, entachés qu’ils seront par
une multitude d’indices et d’exposants. Qu’on se persuade pourtant que, malgré leur aspect parfois
abscons, ils sont guidés par une volonté constante d’ancrage dans le réel.

Le décor étant maintenant planté, clarifions notre propos en explicitant quelque peu les termes et
notations qui viennent d’apparaitre. C’est en mécanique céleste que la théorie du chaos trouve son
origine & la fin du XI1X® siécle, avec les travaux de Poincaré sur I’étude de la convergence de séries en
astronomie. En prouvant en 1890 que le systéme de trois corps en interactions gravitationnelles n’est



pas intégrable, il montre la nécessité d’une nouvelle analyse des équations différentielles et en pose
les premiéres bases. Il s’appuie notamment sur le formalisme hamiltonien développé par Hamilton
a partir de 1827. Ce cadre mathématique permet & partir d’'une unique fonction caractéristique H
appelée Hamiltonien de déterminer les équations E'H régissant 1’évolution temporelle des trajectoires
du systéeme, autrement dit sa dynamique. Notons que ce formalisme est toujours celui utilisé a I’heure
actuelle en mécanique céleste. Les résultats de Poincaré permettront aux mathématiciens Kolmogorov,
Arnold et Moser d’énoncer entre 1954 et 1967 un théoréme fondamental pour 1’étude des systémes
dynamiques, le théoréme KAM. Celui-ci stipule que dans un systéme faiblement chaotique, il reste
possible de trouver un grand nombre de conditions initiales conduisant & des mouvements réguliers.
Difficilement applicable en pratique, ce résultat est complété par le théoréme de Nekhoroshev en 1977,
qui montre que si un systéme commence & évoluer de maniére presque réguliére, alors il restera presque
régulier pendant longtemps'. Les années 1970 voient aussi se développer I'informatique qui permet de
visualiser directement certains phénomeénes de ces systémes complexes. Les systémes chaotiques (pas
forcément dans le cadre hamiltonien) deviennent alors un sujet d’étude priviliégié dans de nombreux
domaines de la physique. Dans le domaine de la mécanique céleste, Laskar [Las89] montre en 1989
a l'aide d’intégrations numeériques que le mouvement des planétes du systéme solaire est chaotique.
Par ailleurs, certains satellites naturels de Saturne exhibent des comportements chaotiques comme
par exemple la rotation d’Hypérion ou encore l'interaction entre Prométhée et Pandore. Jupiter n’est
pas en reste et posséde elle aussi plusieurs satellites irréguliers. En astrophysique, on peut citer en
particulier les pulsations irréguliéres de certaines étoiles et des phénoménes de turbulence. Bref, le
chaos peut apparaitre dans de nombreux systémes d’astronomie et d’astrophysique. Pour un apercu de
I’immense richesse de la théorie du chaos, autant du point de vue mathématique que des applications,
on pourra consulter le livre [DDCC92].

A Theure actuelle, de nombreux comportements sont encore mal formalisés et un travail consi-
dérable reste & fournir avant d’espérer obtenir une connaissance précise et globale de ces systémes.
L’outil numérique s’avére trés pratique pour I’étude du chaos et, méme s’il ne peut établir de résultats
rigoureux, il donne des pistes pour y parvenir. Le travail de Zaslavsky se place dans cette optique.
Dans son livre Hamiltonian Chaos & Fractional Dynamics [Zas05], il étudie a l'aide de simulations
certaines propriétés de systémes chaotiques, en particulier des phénomeénes de diffusion anormale. I1
cherche en paralléle & formaliser ces résultats, ce qui le conduit & utiliser des dérivées fractionnaires
dans certaines équations caractéristiques. L’introduction de ces opérateurs n’est toutefois pas plei-
nement justifiée et les équations les faisant apparaitre ne sont pas & véritablement parler de nature
dynamique (mais plutot cinétique). Il n’en reste pas moins que leur efficacité semble prometteuse.

A travers les pages qui vont suivre, on va chercher des fondements mathématiques a ces nouvelles
équations afin d’apporter de nouvelles briques 4 la description du chaos dans les systémes hamiltoniens.

Remarque 0.1. Le titre de cette thése est bien sir inspiré du livre de Zaslavsky, mais différe dans
Uordre des deuz noms et la liaison qui les unit. Le sujet principal de [Zas05] est le chaos hamiltonien,
le fractionnaire apparaissant ensuite pour décrire correctement certains comportements. Comme on
Ua dit, notre travail est quant o lui centré sur [’aspect fractionnaire avec pour objectif final les systémes
décrits par Zaslavsky.

Une dérivée fractionnaire est, comme son nom ne l'indique pas, une généralisation de la dérivée
usuelle & un ordre réel positif quelconque (et pas seulement rationnel). Comme on le verra par la
suite, il existe plusieurs maniéres de définir cet objet; lorsque la définition ne sera pas spécifiée,
on notera de maniére générique d/dt® une dérivée fractionnaire d’ordre o > 0. Par opposition, la
dénomination “classique” concernera dans ce travail les objets mathématiques (dérivées, équations,
etc) ne dépendant que de dérivées d’ordres entiers. Le calcul fractionnaire, qui n’entretient a priori

'Résumer ces théorémes en deux phrases est bien siir réducteur ! Signalons simplement que tous les termes employés
possédent des définitions mathématiques précises.



aucun rapport privilégié avec les systémes chaotiques, a connu un fort développement depuis les années
1970 dans de nombreux autres domaines des mathématiques et de la physique. Dans la majorité
des cas (notamment dans [Zas05|), la démarche suivie consiste a partir d’un formalisme classique
puis a remplacer les dérivées par leurs généralisations fractionnaires. La question est alors de savoir
comment effectuer cette substitution afin d’obtenir un objet qui ait un sens. Dans [Cre07|, Cresson
se penche sur cette question en introduisant ce qu’il appelle un “plongement fractionnaire”. Il cherche
un principe fondamental sur lequel s’appuyer afin de construire des équations fractionnaires et le
trouve avec le principe de moindre action. Celui-ci est effectivement & l'origine de la majorité des
équations de la dynamique en physique et postule I'existence d’une fonction, le Lagrangien L qui,
lorsqu’on la minimise globalement fournit les équations de la dynamique du systéme, appelées dans
ce cas équations d’Euler-Lagrange et notées ici EL. Cette démarche conserve un sens dans le cadre
fractionnaire et permet de définir un nouveau Lagrangien L, et une nouvelle équation associée E L,
(certains détours seront toutefois nécessaires, c’est pourquoi les objets que nous obtiendrons seront
notés d’une maniére légérement différente). Le lien avec notre problématique réside dans le fait que
les systémes hamiltoniens peuvent étre vus comme reformulations de systémes lagrangiens?. Il est
alors possible d’obtenir des systémes hamiltoniens fractionnaires, que ’on pourrait intuitivement
caractériser par H, et EFH,. Méme si les faits seront plus compliqués, I'idée est la. Voila maitenant
les sommets de notre cube explicités.

La question qui peut alors se poser, et qui a en tout cas constitué le point de départ de notre
travail, est la suivante : comment utiliser le plongement pour justifier 'introduction du fractionnaire
dans le travail de Zaslavsky ?

Avant de tenter d’y répondre nous devons d’abord nous familiariser avec le calcul fractionnaire.
C’est 1a I’objet de la partie I. Le chapitre 1, trés général, présente un apercu historique ainsi qu’un bref
panorama des applications de ce formalisme. Le chapitre 2 entre ensuite dans les détails en donnant les
définitions et propriétés des opérateurs fractionnaires utiles a notre étude, notamment pour définir les
objets du cube indexés par «. Précisons que dans ce travail presque tous les opérateurs fractionnaires
concernent la variable temporelle. Cette présentation effectuée, il est ensuite temps d’entrer dans le
ceeur de notre sujet avec les deux parties suivantes.

La partie II est dédiée au plongement fractionnaire. Nous commencons par une rapide et classique
présentation des systémes lagrangiens et hamiltoniens au chapitre 3, ce qui permet d’assurer un socle
solide a notre cube. L’accent est mis sur le principe de moindre action, principe fondamental de la
physique et moteur du plongement fractionnaire. Ce dernier est résumé au chapitre 4. Tel quel, il n’est
toutefois pas pleinement adapté aux systémes physiques, puisqu’il ne respecte pas certains principes
physiques fondamentaux. Nous tachons au chapitre 5 de remédier & ces problémes, en rendant le
plongement dimensionnellement homogéne et compatible avec le principe de causalité. Ce formalisme
est alors & méme de constituer un toit solide pour notre cube.

Reste ensuite & constuire les piliers, autrement dit & comprendre comment peut s’effectuer la
transition “dynamique classique — dynamique fractionnaire”. C’est 13 ou le lien avec la physique
s’intensifie ; la partie I1I cherche & définir ce passage dans le cas des systémes hamiltoniens chaotiques.
Pour ce faire, nous résumons tout d’abord dans le chapitre 6 certains aspects du travail de Zaslavsky
sur ces systémes, avec notamment 'introduction de “piéges fractals”. Nous tentons ensuite au chapitre
7 de conjuguer quelques-unes de ces propriétés avec le “temps interne” de Stanislavsky [Sta06] afin
de les faire entrer dans le cube. Résultat mitigé, qui nous conduit & considérer une autre piste au
chapitre 8, basée quant a elle sur les travaux de Hilfer [Hil95a, Hil95b|. Ceux-ci ancrent de maniére
théorique mais profonde la dynamique fractionnaire dans la physique. En cherchant & préciser cet
enracinement pour les systémes chaotiques, nous dégageons un modeéle “simple” de dynamique qui,

2Dans cette optique, obtention de EH nécessite H mais aussi EL, d’oi les fleches plus petites dans la figure 1.



lorsqu’on I'agrémente de piéges dynamiques, nous donne une dérivée fractionnaire bien précise. Cette
tentative certes plus aboutie s’éloigne cependant du plongement fractionnaire et par conséquent de
notre cube. Les fleches verticales de celui-ci restent ainsi en pointillés et cantonnent le haut du cube
a la sphére abstraite.

Nous nuangons toutefois ce propos dans la partie IV ot nous 6tons nos lunettes “chaotiques” pour
une paire “analyse numérique d’équations au dérivées partielles”. Avec ce nouveau point de vue un coté
du cube semble se fortifier, grace a quelques équations classiques dissipatives qui révélent au chapitre
9 des formulations lagrangiennes exclusivement fractionnaires. De telles structures pourraient alors
permettre une meilleure modélisation numérique de ces équations. Le chapitre 10 constitue un premier
pas dans cette direction.

Le déroulement de cette étude peut en fait étre synthétisé au sein de notre cube comme illustré
par la figure 2.

N
Chap, 1'2,2’ 48&5
A
Chap.6,7 &8
. A
--------------------- Chép. g
Y EH

Fi1G. 2 — Plan de cette thése.

Finissons par deux remarques générales. Cette thése étant & la frontiére de domaines trés divers
(calcul fractionnaire, mécanique analytique, systémes chaotiques, équations aux dérivées partielles), il
nous a semblé nécessaire de vulgariser plusieurs passages et d’utiliser des exemples élémentaires, afin
que les principaux enjeux de ce travail soient aisément accessibles. Par ailleurs, trés peu de passages
du présent document sont directement traduits de nos articles et le contenu de ceux-ci est disséminé a
travers les chapitres ; plusieurs thématiques intervenant dans notre travail, il nous a semblé important
de nous attarder sur chaque composante, exercice impossible dans un article. Précisons enfin que
cette these est plus riche que I'union de nos présentes publications, certains points ayant été creusés,
modifiés voire améliorés lors de la rédaction de ces pages.









Premiére partie

Eléments de calcul fractionnaire






Chapitre 1

Présentation du calcul fractionnaire

L’objet principal de cette thése ne porte pas sur le calcul fractionnaire lui-méme, celui-ci a plutét
été un outil (un des deux principaux avec le principe de moindre action) dont nous nous sommes
servi. Toutefois, la relative complexité de ce formalisme doublée d’un rayonnement relativement faible
dans la communauté scientifique nous conduit & consacrer la premiére partie de cette thése a une
présentation succinte des opérateurs fractionnaires. Le chapitre 1 reste assez général, en commengant
par deux exemples simples, puis en proposant quelques repéres historiques et domaines d’applications.
Dans le chapitre 2, plus technique, plusieurs définitions d’opérateurs fractionnaires sont données, ainsi
que quelques propriétés mathématiques.

Le premier ouvrage de référence sur le calcul fractionnaire est celui de Oldham et Spanier [OS74],
comprenant des aspects mathématiques ainsi que des applications. Mentionnons aussi le livre de
Miller et Ross [MR93|, qui est quant & lui plus orienté sur les équations différentielles fraction-
naires. Concernant l'aspect strictement mathématique, I'imposante monographie de Samko, Kilbas
et Marichev [SKM93] reste la référence incontournable, ot la majorité des opérateurs fractionnaires
sont étudiés de maniére rigoureuse, notamment en ce qui concerne les classes de fonctions. Notons
enfin des chapitres d’ouvrages présentant des introductions au calcul fractionnaire trés accessibles
[Hil08, GM97, Mat02].

De maniére simple, le calcul fractionnaire désigne I’ensemble des opérateurs qui généralisent les
notions de primitives et de dérivées & tout ordre réel (et méme complexe). Par exemple, entre les
dérivées premiéres et secondes d’une fonction, nous pourrons trouver la dérivée d’ordre 1.47 et méme
celle d’ordre 7/2! La dénomination “fractionnaire” est donc en fait mal choisie, il faudrait la remplacer
par “d’ordre quelconque”. La raison est historique : une fois soulevée 1’idée de généraliser 'ordre de
dérivation, le premier pas naturel a été de s’intéresser aux nombres “juste au-dessus” des entiers,
c’est-a-dire aux nombres rationnels, appelés aussi fractionnaires. Par la suite, il s’est avéré que cette
généralisation était en fait valable jusqu’aux nombres complexes, mais le mot “fractionnaire” est resté.

Comme le remarquent Gorenflo et Mainardi dans [GM97], le calcul fractionnaire est un sujet a la
fois ancien et nouveau. Ancien, car I'idée de généraliser I'ordre de dérivation remonte & Leibniz & la
fin du XVII® siécle, et a depuis constamment intéressé de nombreux mathématiciens. Nouveau aussi,
car & partir des années 1970, d’autres domaines que les mathématiques ont commencé a s’y intéresser.
A partir de ce moment, les intégrales et dérivées fractionnaires n’ont cessé de trouver de nouvelles
applications. Nous donnons dans ce chapitre un apercu de ces deux aspects du calcul fractionnaire,
mais nous avons auparavant choisi de présenter deux problémes qui, dans leurs résolutions, font
apparaitre de maniére naturelle des opérateurs fractionnaires. Précisons que ’objectif de ces exemples
n’est pas d’établir un lien avec la notion de dérivée généralisée (il n’apparaitra qu’ensuite), mais plutot
de fournir une premiére familiarisation avec la forme de ces opérateurs.
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1.1 Deux exemples introductifs

1.1.1 Probléme du tautochrone généralisé

Abel, en résolvant ce probléme en 1823 dans [Abe23], fournit la premiére application historique
du calcul fractionnaire (d’aprés [OS74]). Nous résumons ici ses travaux. Par souci de simplicité, les
calculs seront menés “a la physicienne” (comme cela est fait dans [Abe23|) et les fonctions seront
supposées suffisamment réguliéres pour que tous les calculs soient licites.

Hypothéses : On considére une particule de masse m uniquement soumise au champ de pesanteur
g supposé uniforme, qui se meut sans frottement sur une courbe C. Notons s(y) son abscisse curviligne
paramétrée en fonction de laltitude. La particule part du point A(xg,yo) et arrive en O(0,0). Un
schéma est donné en figure 1.1. A z( fixé, on note T(yo) le temps que va mettre la particule & arriver
en 0. Le cas ou T est indépendant de yg est appelé probléme du tautochrone : il s’agit de trouver
la courbe telle que le temps que met la particule & arriver en bas soit indépendant de son point de
départ. Le probléme généralisé correspond au cas ou l’'on se donne une fonction temps T'(yp) qui
dépend de 'altitude.

Yo

Fi1G. 1.1 — Probléme du tautochrone.

Questions : Exprimer T en fonction de s, puis s en fonction de T'.

Résolution : Tout d’abord, la particule restant sur la courbe, sa vitesse est simplement ds/dt.
Notons que celle-ci est comptée négativement. Par conservation de 1’énergie, la variation d’énergie
cinétique est égale & la variation d’énergie potentielle :

1 ds\ > ( )
-m|— | =m —y).

5 o gWo—y
Par conséquent,

ds
= _—_./9 _
o V29(yo — v),
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puis
d
i dy.

1
V29 —y) dy

1
- ds =
V29(yo — )

Ainsi, le temps de chute T'(yp) est donné par

dt =

T(yo) /0 dt /0 L 4y,
yo = = — — y.
Yo Yo V 29(yo — y) dy

Nous retiendrons ce résultat & la premiére question sous la forme suivante :

T(yo) = \/% /Oyo (yo — )% (y) dy.

Ca y est, la premiére dérivée fractionnaire de cette thése vient d’apparaitre ! Comme nous le verrons
par la suite, & un facteur multiplicatif prés, T'(yo) est la “dérivée d’ordre 1/2” (plus précisément, celle
de Caputo) de s.

L’apport d’Abel commence véritablement & la seconde question. Non seulement il y répond, mais
il s’attaque en fait & un probléme plus général, en considérant la relation

Yo
T(yo) = /0 (yo —y) %' (y)dy, 0<a<l.

Le temps T est cette fois proportionnel a la dérivée (de Caputo) d’ordre « de la fonction s.
Afin d’exprimer s en fonction de T, Abel décompose s en série entiére. Toutefois, nous optons ici
pour un calcul plus simple et direct, en anticipant le résultat.
z

Evaluons la quantité / (z — 2)*71T(z) dz en utilisant le théoréme de Fubini :
0

/Oz(z —2)* 1T (z) dx = /OZ /Ox(z — ) Y — ) (y) dy da,

:/0 (/yz(z—x)al(x—y)adx> S (y) dy. (1.1)

Avec le changement de variables u = y, on a:
=Y
z 1
/ (z—2)* Nz —y) Ydr = / u Y du,
y 0
= f(a,1 — ),
ou (3 est la fonction Beta d’Euler, reliée a la fonction Gamma d’Euler T' (voir la section 2.1.1) par
I'(x) T(y)
T,Y) = =—.
T
P ¢ t l—a)=T1—-a)T = ir (2.8)).
ar conséquent, (o, 1 — @) (1-a)T(a) Sn(am) (voir (2.8))
La relation (1.1) devient donc
) “17(z)d T [ vy)d
| o r@ar - = ["swa,
T

= sin(am) s(z), car s(0)=0.
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Finalement,

s(yo) = Sm;ﬂ /Oyo (yo —y)* ' T(y) dy,

ce qui répond au probléme. Par analogie avec la dénomination précédente, on aurait tout naturel-
lement envie de dire que s est proportionnel & “I'intégrale d’ordre «” de T' (ou plutdt a une primitive
d’ordre o de T'). C’est effectivement la définition qui sera utilisée par la suite.

Mentionnons enfin que ce probléme trouve une application dans la conception d’une ouverture
dans un barrage [Bre22|; on cherche dans ce cas & déterminer la forme de celle-ci afin d’obtenir le
débit désiré pour chaque hauteur d’eau dans le barrage.

1.1.2 Flux de chaleur a la surface d’un conducteur thermique

Cet exemple plus concret a été traité par Oldham et Spanier en 1970 dans [OS70] et d’apreés ’his-
torique de Ross reproduit dans [OS74], il semble étre & l'origine de 'extension du calcul fractionnaire
hors du champ des mathématiques.

En 1970, Oldham et Spanier montrent dans [OS70] que lors d’un phénoméne de diffusion, le flux de
diffusion est proportionnel & la dérivée d’ordre 1/2 du paramétre physique (température, concentration
d’espéces chimiques, potentiel électrique, etc). Comme on va le voir, ce résultat revét tout son intérét
lorsqu’on ne dispose d’informations que sur le bord du domaine considéré. Nous reprenons ici ’exemple
traité dans [OS74, p.203]. Notons qu'un autre exemple du méme type est exposé dans [DGP10]. La
encore, par souci de simplicité, nous ne nous intéresserons pas a la régularité des fonctions rencontrées.
Nous supposerons simplement qu’elles sont assez réguliéres pour que tous les calculs soient valides.

Hypothéses : On considére un conducteur thermique, de conductivité thermique A, de masse vo-
lumique p et de chaleur spécifique massique ¢. On souhaite connaitre le flux de chaleur a sa surface.
Si le matériau est assez épais on peut le modéliser par le demi-plan x > 0, la surface étudiée étant
alors en z = 0 (voir figure 1.2). Notons ¢(¢) le flux de chaleur & la surface et T'(x,t) la différence
entre la température extérieure et celle dans le conducteur (on suppose que la diffusion n’a lieu que
dans la direction z). Pour ¢ < 0, le systéme est a ’équilibre, donc T'(x,t) = 0. Pour ¢ > 0, la tem-
pérature extérieure varie. Son influence est toutefois négligeable si ’on s’éloigne assez de la surface :

lim T(x,t) =0.

T——400

T(a;, t)

F1c. 1.2 — Diffusion et flux de chaleur.

D’aprés la premiére loi de Fick,
0
t) = —-A=—T(0,¢). 1.2
B(t) = ~A5-T(0,1) (12)
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Pour déterminer le flux il faudrait donc connaitre T'(x,t) sur une fine couche 0 < z < e. Comme
il semble impossible de mesurer directement ces températures (il faudrait pouvoir entrer dans le
conducteur), on est obligé de résoudre entiérement I’équation caractéristique du systéme, ce qui peut
s’avérer délicat.

Questions : A partir des seules températures mesurables T(0,t), peut-on exprimer le flux de
chaleur ¢(t)?

Résolution : La réponse est positive et va faire apparaitre une dérivée fractionnaire d’ordre 1/2.
D’aprés la seconde loi de Fick, la température T'(z,t) vérifie I’équation de la chaleur suivante :

A 02

0
Vt>0,Ve >0, =T(x,t)=———
- Y, = U, (xa) pcaxz

= T(z,1). (1.3)

Remarque 1.1. L’équation (1.3) est aussi appelée équation de diffusion. Nous en verrons des géné-
ralisations fractionnaires par la suite.

Rappelons les conditions supplémentaires imposées par le probléme :

Voe>0, T(z,0)=0, (1.4)
vVt >0, hr—? T(x,t) =0. (1.5)

La transformée de Laplace d’une fonction f : Rt — R, que 'on notera L[f], est définie par
Ws >0, Llf](s)= / =5t £(t) dt.
0

Prenons la transformée de Laplace de (1.3) selon la variable temporelle. Pour le membre de gauche,
la prise en compte de (1.4) conduit au résultat classique suivant :

T

L [837} (x,s) =sL[T|(x,s).

Le membre de droite vérifie quant & lui
A\ 02T A O2L[T
EW (IL' 8) = —

(z,s).

~ pe Ox?
On obtient ainsi une équation différentielle du second ordre en x,

A OPL[T)

o o (@) — s LlTN(@,5) =0,

de solution générale

L[T)(z,s) = A(s) exp <\/%x> + B(s) exp <— %x) .

La condition (1.5) impose A(s) = 0. Par conséquent

%E[T](x,S)Z— %B(s) oxp <— %x>

pc
= — X\/EE[T](‘T’ 8)’

_ _\/? (%) (SLIT)(z, ). (1.6)
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1
La transformée de Laplace de t € R —— ————— (o1 I est la fonction Gamma d’Euler) vérifie

I(1/2)vt
1

. [W} &)=

L’équation (1.6) devient ainsi

c [g—ﬂ (r,5) = =/t {m] (5).C Pa—ﬂ (@,5).

La transformée de Laplace est injective et le produit dans le domaine de Laplace devient un
produit de convolution * dans le domaine temporel. Cela nous permet d’obtenir la relation suivante :

et =% (smn) * (Gren).

pc 1 t _1,90T
= — TF(1/2)/0(t—7') 1/25(3:,7')617'.

Finalement, en utilisant (1.2),

o) = Voo [ (6= G0 dr (1.7)

ce qui répond & la question initiale : ¢(t) ne dépend que des valeurs de T'(0,¢) et peut donc étre
évalué expérimentalement. Comme on l’a vu dans ’exemple précédent, ¢(t) est en fait proportionnel
a la dérivée (de Caputo) d’ordre 1/2 de T'(0,t) ; nous venons de rencontrer pour la deuxiéme fois une
dérivée fractionnaire.

Bien entendu, ces illustrations n’expliquent pas pourquoi les opérateurs rencontrés sont qualifiés
de “fractionnaires”. En fait, comme nous le verrons au chapitre 2, ce sont exactement ces expressions
que nous retrouverons lorsque nous chercherons & généraliser les primitives et dérivées & n’importe
quel ordre réel. La nature trés différente de ces deux exemples semble suggérer un vaste champ
d’applications pour le formalisme fractionnaire. Nous allons maintenant voir que c’est effectivement
le cas, mais que ’élaboration de ces outils a été le fruit d’un long cheminement mathématique.

1.2 Bref panorama du calcul fractionnaire

Notre but dans cette partie n’est pas de dresser un état de I’art complet sur le calcul fractionnaire,

et ce pour deux raisons :

— Les domaines de recherches sont actuellement si variés qu’il semble difficile d’avoir un apergu
complet, méme si plusieurs ouvrages tels que [Hil00a, SATMO7] offrent une vision trés large sur
ce domaine.

— Des historiques tres détaillés sont donnés dans les ouvrages de références tels que [OS74, SKM93].

Nous présentons ici les principales étapes historiques de ’élaboration du calcul fractionnaire,

jusqu’a son essor dans le développement d’applications dans les années 1970. Ces avancées ultérieures
sont ensuite regroupées par thématique.

1.2.1 Apergu historique

Nous nous appuyons sur les ouvrages [OS74, MR93, SKM93, Hil08] pour couvrir la période de
1695 a 1974.
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1695

L’origine du calcul fractionnaire semble remonter & Leibniz. Dans une lettre au Marquis de L’Hos-
pital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée n-iéme d’un produit de deux fonctions a
n > 0 et introduit la notation d'/2h. Il écrit notamment que “d'/?2z = zv/dx : 2”. Dans une autre
lettre & Bernouilli, il mentionne des dérivées “d’ordres généraux”.

1730

Euler est le second grand mathématicien a aborder la question. Dans son article [Eul38| ou il
introduit sa célébre fonction Gamma I' qui généralise la factorielle (I'(n 4+ 1) = n!), il conclut en
proposant une définition pour la dérivée d’ordre o > 0 de 2P, avec 8 > 0. Son cheminement est le
suivant : pour m,n € N avec m > n, on a tout d’abord :

d" m m! m—n

daent T (m—n)!glc

Grace a sa fonction Gamma, cette formule s’étend directement & une puissance m > 0 :

dr F'(m+1) _
—gm = N gmen 1.8
dzn” F(m—n—i—l)x (18)

Le terme de droite de (1.8) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m + 1), on peut
donc le considérer comme une définition pour la dérivée d’ordre réel a > 0 de la puissance réelle
6>0:

o r 1
d xﬁ o (/6+ ) xﬁ—a

dze” T T(B—a+1) (1.9)

Notons ici qu'Euler ne considére en fait que des nombres rationnels (appelés aussi fractionnaires)
et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée “fractionnaire” pour exprimer en fait
une dérivée d’ordre réel pourrait donc trouver son origine historique dans ce travail.

1822

Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, grace a sa célébre transformée, obtient une autre
définition de la dérivée d’ordre réel. En composant la transformée de Fourier (réelle) d’une fonction
f avec sa transformée inverse, Fourier retrouve l'identité :

Flz) = % /_OO /_OO F(a) cos(p(x — a)) dav dp. (1.10)

Il remarque ensuite que la dérivée n-iéme (n € N) du terme en cos peut s’écrire comme

ar n nm
— cos(p(z — a)) = p" cos |p(z —a) + —| .
- cos(p(x — ) = p" cos [plw—a) + |

Le membre de droite garde un sens si on remplace n par u > 0, ce qui permet de définir la dérivée
d’ordre u de cos(p(x — «)). En utilisant cette définition dans (1.10), Fourier obtient ainsi la dérivée
d’ordre u > 0 de f :

a
dzv

f@) =5 [ [t cos e~ ) + 7] dad
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1823

Abel utilise le calcul fractionnaire pour résoudre le probléme du tautochrone généralisé, présenté
en section 1.1.1.

1832-37

Liouville est le premier & étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent ’attester les
huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837. Partant de la relation

£6a$ =a"e™ (1.11)

de™ ’
pour n € N, il propose de I'étendre pour a > 0, définissant ainsi la dérivée d’ordre a de e%**. Par
conséquent toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme

e}

fl@) = cpe™” (1.12)

k=0

admet une dérivée d’ordre o > 0 donnée par

a
dx®

[e.9]
(x) = Z cx aj e,
k=0

Afin d’étendre cette définition & d’autres types de fonctions que (1.12), Liouville remarque que
1 o0
V3>0,Ve >0, o f= _/ p——
0

A Taide de (1.11), il trouve :

d® x_ﬁ _ (_1)a /OO ua—l—;@—le—mu du,
0

da® T (8)
soit
A s CUT@EH)
T T05) . (1.13)

Méme si (1.9) et (1.13) concernent des exposants [ différents, la limite 3 = 0 est problématique.
Par exemple, pour a = 1/2,

a2z o, 1

dml/Qx N
1/2

dxl/?
Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les définitions modernes des dérivées fractionnaires,

introduites au chapitre 2. On peut vérifier que la définition d’Euler correspond a la dérivée de Riemann-
Liouville et celle de Liouville & sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 < a < 1 et § > 0,

d” 1 4 [
_ 8 N S B . ﬁd
<d$a>Euler v F(l — CY) dﬂf A ('I y) Yy Y,

d® 1 4 [
<d$a ) Liouville v F(l — C¥) dx /Oo(x y) Yy Y.

Comme il est signalé dans [Hil08] ces définitions différent en fait par les bornes inférieures de leurs
intégrales.

— avec la définition d’Euler,

— alors qu’avec celle de Liouville, ¥ = 0.
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d x
Remarque 1.2. L’expression d_/ (x — y)*ayfﬁ dy est définie ici comme
x —00

d xT
lim —/ (x —y) Yy P dy.

s——00 Ax

1847

A partir d’une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une définition d’intégrale

fractionnaire :
da—“ 1 v o1
T) = —— x—y)" dy + ¢(x),
@) = 1 [ e @y o)
ou 1(x) est une “fonction complémentaire” qui le génera en fait dans ses travaux ultérieurs. Elle
sera finalement abandonnée pour donner la définition moderne de l'intégrale fractionnaire.

1867-68

Griinwald puis Letnikov proposent de définir une dérivée fractionnaire comme limite de diffé-
rences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la différence finie (opposée a
infinitésimale) entre f(z + h) et f(z) divisée par h.

1869

L’expression définitive de ce qui est maintenant appelé intégrale fractionnaire de Riemann apparait
pour la premiére fois dans le travail de Sonin. Pour une fonction complexe, en dérivant n fois la formule
de Cauchy (n € N), on obtient :

n!
F(z) = %/C%dz.

Sonin, en choisissant un chemin approprié d’intégration, généralise cette formule & n < 0. Il obtient
finalement une définition de I'intégrale d’ordre o > 0, que ’on notera par la suite ,Z¢ :

I8 f(x) = ﬁ [ =iy

1892

Heaviside fournit cette année-1a la premiére application concréte du calcul fractionnaire (le tau-
tochrone d’Abel relevant davantage du cas d’école) pour la résolution de I’équation de la chaleur
unidimensionnelle rencontrée plus haut :

QT(@“ t) = a28—2T(x t) (1.14)
ot ' Ox? T '
La démarche d’Heaviside est loin d’étre rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en 1919), mais fournit
toutefois la bonne solution. En posant p = 9/0t et en considérant d’abord cette quantité comme
constante, il trouve que
T(z,t) = Ty exp(—azp'/?).

Tl suppose ensuite que p'/2Ty = Ty /V/7t... ce qui correspond en fait & la dérivée d’ordre 1/2 de
To! En développant la solution en série entiére, il obtient finalement la solution exacte de (1.14).
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1917

Weyl définit une intégrale fractionnaire adaptée aux fonction périodiques.

1927

Marchaud introduit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire,

< Alf(x
DS f(x) = c/ ttl'i(a ) dt,

0

otta > 0,1 € Navec ] > a et ¢ est une constante de renormalisation. L’opérateur Al est une différence
finie d’ordre [ (par exemple, (A} f)(x) = f(x) — f(z—t)). L’avantage d'une telle définition par rapport
aux autres est qu’elle est moins restrictive quant a la régularité de f.

1928

Hardy et Littlewood étudient comment agit I'intégrale fractionnaire ,Z¢ sur certaines classes de
fonctions. En particulier, leur théoréme majeur stipule que pour 0 < a <let 1 <p < 1/a, I est
un opérateur borné de LP dans L9, ou 1/g =1/p — .

1937

Riesz cherche & donner un sens & l'intégrale fractionnaire pour des fonctions & plusieurs variables.

Il donne la définition suivante :
o J(y
7 f(@) = [ AW,

n o=yl

Cet opérateur vérifie notamment Z®oZ? = T8 et AT = —T% ou A est 'opérateur Laplacien.

1970

Dans [OS70] Oldham et Spanier traitent le probléme présenté en section 1.1.2.

1974

Cette année-l1a se tient & I'Université de New Haven (Connecticut) la premiére conférence sur
le calcul fractionnaire, organisée par Ross. A partir de cette période, le calcul fractionnaire et ses
applications vont se trouver au coeur de nombreuses recherches dont nous allons maintenant présenter
quelques aspects.

1.2.2 Quelques champs de recherches actuelles

Nous n’offrons ici qu’un rapide survol des quelques domaines d’applications que nous avons pu
rencontrer. Les trois derniers sont en rapport direct avec cette thése. Mentionnons les ouvrages [Hil00a,
SATMO7| qui regroupent diverses applications du calcul fractionnaire. On peut noter que pour la
majeure partie des domaines présentés ci-dessous, les opérateurs fractionnaires sont utilisés pour
prendre en compte des effets de mémoire.
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Modélisation de la diffusion anormale

Dans la majorité des systémes o se produisent des phénoménes de diffusion (par exemple une
goutte d’encre dans un verre), les particules suivent un mouvement brownien et le front de diffusion,
plus précisément la variance (z2(t)) (la taille du nuage d’encre), croit linéairement avec le temps :

(2%)(t) ~ ct. (1.15)
Ce comportement peut étre décrit a ’aide de I’équation de diffusion
gP(w t) = Ka—QP(x t) (1.16)
ot T 02 o '

ou P(x,t) est la probabilité de trouver la particule en x a 'instant ¢.
Toutefois, dans certains sytémes complexes, la loi (1.15) n’est plus vérifiée et est remplacée par

(22 (t) ~ cat®, a>0. (1.17)

Le mouvement des particules n’est plus brownien mais peut étre décrit par un nouveau processus
stochastique, appelé Continuous Time Random Walks (CTRW), introduit par Montroll et Weiss
[MW65].

Plusieurs généralisations de (1.16) sont alors possibles ; elles consistent pour la plupart & remplacer
les dérivées ordinaires par des dérivées fractionnaires en temps et/ou en espace.

Wyss, dans [Wys86], est le premier & étudier une équation de diffusion fractionnaire en temps, du

type

0 0?
%P((B, t)y=K 922

Metzler et Klafter proposent dans [MKO00] une revue compléte sur la diffusion anormale, basée
sur les CTRW et les équations de diffusion fractionnaires. Parmi les nombreuses références citées,
mentionnons [HA95] et [Com96] ou le lien entre CTRW et équation de diffusion fractionnaire en
temps est discuté. Dans [GR92] la diffusion anormale dans un milieu fractal est considérée.

Les phénomeénes de diffusion anormales apparaissant dans des systémes trés divers, le calcul frac-
tionnaire trouve naturellement sa place dans plusieurs domaines, comme par exemple les milieux
poreux [LN04, ZNC10, GVHO06] ou encore les systémes chaotiques. Nous consacrons ci-dessous un
paragraphe a ces derniers car ils ont constitué la principale motivation de cette thése.

P(z,t), 0<a<l. (1.18)

Mécanique des milieux continus

La déformation des milieux continus (solides ou liquides) est souvent décrite a 'aide de deux
tenseurs, celui des déformations noté ;; et celui des contraintes o;;. Certains matériaux, comme
les polymeéres (gommes, caoutchouc, ...), présentent un comportement intermédaire entre caractéres
visqueux et élastiques, qualifié de viscoélastique. De tels systémes peuvent étre modélisés & I'aide de

la relation suivante entre les deux tenseurs :
(67

d
0i5(t) = Eeiz(t) + U@ﬁij(t), 0<a<l.

Cette loi est justifiée par Bagley et Torvik dans [BT83, BT86]| (pour v = 1/2). Dans [Pfi04],
I’introduction de dérivée fractionnaire dans le cas de polymeéres est motivée par ’analyse suivante : a
cause de la longueur des fibres, les déformations appliquées prennent du temps & étre communiquées
de proche en proche (la longueur des fibres, enroulées, étant bien supérieure a la distance géomé-
trique). Elles sont progressivement amorties et induisent des effets de mémoire (I’état a l'instant ¢ va
dépendre des états antérieurs). Si la contrainte décroit comme t—(+2) ¢lle pourra induire une dérivée
fractionnaire d’ordre . Cet opérateur permet ainsi de donner une description macroscopique simple
(ne nécessitant que peu de paramétres) de phénomeénes microscopiques complexes. Une présentation
de la viscoélasticité via la dérivation fractionnaire est donnée dans [DGP10].
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Electrochimie

Dans [OS70] Oldham et Spanier s’intéressent a la diffusion (classique) d’espéces électrochimiques
entre deux électrodes. Afin de connaitre la concentration & I'extrémité de I'une d’entre elles, ils pro-
posent de remplacer la loi de Fick par une expression similaire & (1.7). Ce probléme est effectivement
analogue & celui présenté en section 1.1.2.

Biophysique

D’apres [GN95], la dynamique de protéines peut étre gouvernée par de nombreuses échelles de
temps, ce qui ralentit les processus de relaxation. Cette lente décroissance est alors prise en compte
par une dérivée fractionnaire en temps.

Acoustique

Pour certains instruments de musique & vent les pertes visco-thermiques peuvent étre modélisées
efficacement & 1'aide de dérivées fractionnaire temporelles [HMO6].

Physique statistique

En thermodynamique, I'introduction de nouvelles transitions de phases dans [Hil93| s’appuie sur
la dérivation fractionnaire.

Dans [VDBFL10], les interactions & longues portées présentes dans certains systémes de particules
sont prises en compte, a la limite continue, par une dérivée fractionnaire en espace.

Traitement d’images

Comme pour toute application du traitement du signal, le filtrage et le débruitage d’images uti-
lisent largement le produit de convolution. Parmi les filtrages utilisés, la gaussienne tient un role
important. Or il se trouve que la solution d’une équation de diffusion du type (1.16) est un produit
de convolution entre la solution & ¢ = 0 et une gaussienne. Filtrer une image par une gaussienne
revient donc & résoudre une équation de diffusion. L’amélioration de filtres peut ainsi se traduire par
la résolution de nouvelles équations aux dérivées partielles, notamment des équations de diffusion
fractionnaires. Dans ce cadre, 'équation fractionnaire en temps (1.18) a d’abord été étudiée dans
[CF03]. De nouvelles équations ont depuis lors été proposées, par exemple dans [Gui09] ou la dérivée
fractionnaire est cette fois en espace.

Controle

Le comportement d’un systéme en fonction de paramétres de contréle conduit & étudier des fonc-
tions de tranferts associées. L’optimisation de celles-ci suivant certains critéres, tels que la stabilité ou
la robustesse, permet de controler et modéliser au mieux le systéme. A 1’aide du calcul fractionnaire
il devient possible de considérer de nouvelles fonctions de transferts, plus précisément des fonctions
rationnelles & coefficients réels. Plusieurs recherches visent & généraliser les critéres classiques & ces
nouveaux systémes, notamment pour la stabilité [Mat96]. Dans ce domaine, les intéréts du calcul
fractionnaire peuvent étre de réduire la complexité et d’accroitre la robustesse de certains modéles.

Le groupe CRONE, fondé par Oustaloup dans les années 70, applique ces méthodes & de nombreux
systémes industriels : spectroscope, suspensions de voitures [OMN96], robot-cueilleur, charrue électro-
hydraulique, batteries pour voitures [SCLT10], etc.



1. PRESENTATION DU CALCUL FRACTIONNAIRE 21

Analyse numérique

L’utilisation concréte d’équations différentielles fractionnaires nécessite de les implémenter numé-
riquement et donc de discrétiser les opérateurs fractionnaires. La définition de Griinwald-Letnikov
fournit directement une approximation, mais d’autres méthodes plus efficaces ont depuis été propo-
sées. Le premier & s’y intéresser d’un point de vue théorique est Lubich qui, dans [Lub86], utilise la
structure convolutive de I'intégrale fractionnaire pour la discrétiser. Des algorithmes ont ensuite été
proposés, notamment dans [GDMDO06].

Systémes hamiltoniens chaotiques

De nombreux systémes chaotiques présentent des phénoménes de diffusions anormales du type
(1.17). Zaslavsky a étudié en détail ces systémes et a contribué a I’élaboration d’équations de diffusions
fractionnaires afin de modéliser ces phénomeénes [Zas94b, Zas94a, SZ97, ZEN97|. Il montre que les
ordres de dérivations fractionnaires sont reliés aux structures fractales qui apparaissent dans 1’espace
des phases des sytémes. Un article de revue conséquent [Zas02] puis un livre [Zas05] regroupent ces
travaux.

Systémes lagrangiens et hamiltoniens fractionnaires

Dans [Rie96], Riewe souléve le probléme suivant : les outils mathématiques de mécanique classique
et particuliérement le principe de moindre action, ne sont vraiment adaptés que pour des systémes
conservatifs, alors qu’aucun systéme réel ne ’est vraiment. Il est par exemple impossible de prendre
en compte la friction linéaire dans un systéme lagrangien. Riewe propose alors d’intégrer le calcul
fractionnaire dans le principe de moindre action afin de modéliser les sytémes dissipatifs. Comme
application, il fournit un Lagrangien fractionnaire susceptible de fournir un terme de friction — sus-
ceptible seulement, car son raisonnement sur ce point est discutable (nous y reviendrons au chapitre
5).

Ce point de vue a été conforté avec le développement d’équations différentielles fractionnaires et
plusieurs auteurs s’intéressent a présent au principe de moindre action fractionnaire sous diverses
déclinaisons : lagrangienne [Agr02] (y compris pour les champs [BM05]), hamiltonienne [BA06], avec
prise en compte d’un temps intrinséque [ENT07, MBRO7], ainsi qu’avec diverses définitions de dérivées
fractionnaires. La notion de loi de conservation a aussi été étudiée dans ce cadre [FT07, FT08|. Dans
[Cre07], Cresson s’intéresse & la transition classique — fractionnaire dans les systémes lagrangiens et
hamiltoniens. Deux choix sont possibles : effectuer la transition directement sur I’équation classique,
ou bien sur le Lagrangien lui-méme pour ensuite obtenir une équation fractionnaire. Leur différence
est discutée et permet & Cresson de proposer des structures lagrangiennes pour certaines équations
n’en possédant pas a priori, telles que ’équation de diffusion (fractionnaire ou classique), I'équation
des ondes fractionnaire ou encore I’équation de Stokes incompressible (classique) [Cre09].

Dynamique fractionnaire

Stanislavsky et Hilfer se sont aussi intéressés a cette transition classique — fractionnaire, mais
dans un cadre plus général. La problématique pourrait étre formulée ainsi : comment, dans un systéme
dynamique classique (régi par la dérivée usuelle d/dt), la dérivée fractionnaire peut-elle apparaitre ?
La réponse que Stanislavsky apporte réside dans la structure du temps : si dans un systéme classique
la variable temporelle se comporte de maniére stochastique (& cause d’interactions avec 'extérieur
par exemple), alors la dérivée usuelle peut prendre la forme d’une dérivée fractionnaire [Sta04]. I
applique ensuite ce formalisme aux systémes hamiltoniens dans [Sta06] pour obtenir une forme de
systéme hamiltonien fractionnaire différente de celle étudiée par les auteurs du paragraphe précédent.
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Hilfer, quant & lui, réinterpréte la dérivée classique comme I’évolution infinitésimale d’un systéme.
Si l'on regarde le systéme sous un autre angle (aprés moyennisation et changement d’échelle tem-
porelle), cette évolution peut prendre la forme d’une dérivée fractionnaire [Hil95a, Hil95b, Hil00b].
Dans [Hil03], il va méme plus loin : & partir de considérations générales sur la structure du temps, il
montre que 1’évolution la plus générale d’un systéme s’effectue via une dérivée fractionnaire, la dérivée
classique ne devenant alors qu’un cas particulier.

Notons enfin que les travaux les plus récents de Zaslavsky ont aussi porté sur la dynamique
fractionnaire, avec ’étude — en collaboration avec Stanislavsky — d’un attracteur chaotique pour
Poscillateur fractionnaire [ZSE06], la construction de solutions pour ce type de systémes [TZ06] et
I'obtention de systémes dynamiques fractionnaires discrets [TZ08].
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Chapitre 2

Définitions et propriétés des opérateurs
fractionnaires

Maintenant que nous disposons d'un apercu général sur le calcul fractionnaire, nous allons entrer
dans les détails. La encore, ce chapitre est loin d’étre exhaustif; son but est plutét d’introduire
les outils et résultats utilisés pendant notre travail de recherche. Nous commencons par donner les
définitions d’intégrales fractionnaires les plus courantes ainsi que des résultats concernant leurs actions
sur certaines classes de fonctions. Nous procédons ensuite de méme pour les dérivées fractionnaires et
observons enfin que — seulement — certaines propriétés des dérivées classiques peuvent étre généralisées
au cas fractionnaire. Parmi les résultats énoncés, certains, fondamentaux, sont présentés méme s’ils
ne seront pas utilisés par la suite. Au contraire, d’autres, évidents mais utiles pour la suite, sont
démontrés car nous n’avons pu les trouver dans la littérature.

La majorité de ce chapitre est tirée de [SKM93] auquel nous renvoyons pour une analyse appro-
fondie du sujet.

Commencons par préciser plusieurs ensembles fonctionnels. Soit (a,b) € R? tels que a < b et soit
N € N*. Sauf mention du contraire, 'ensemble d’arrivée des fonctions est RY.

Soit p € N. On note CP([a, b]) 'ensemble des fonctions de classe C? sur [a, b], AC(]a, b]) ’ensemble
des fonctions absolument continues sur [a,b] et ACPT!([a,b]) ’'ensemble des fonctions f de classe CP
telles que f®) € AC([a,b)).

Soit m € N*. On introduit les ensembles suivants :

CY([a, b)) = {f € C°([a,b])| f(a) = 0},

C2([a,0]) = {f € C°([a,b]) | F(b) = 0},
C™([a,b]) = {f e O™ ([a, b)) VO <k <m—1, f®(q) = o} ,

c™([a,b]) = {f e C™([a,b]) V0 <k <m—1, fB ) = o} .

On note aussi C3*([a, b)) = CT*([a,b]) N C™([a, b]).
Soit A > 0. On dit qu'une fonction f : [a,b] — R est A-holdérienne si

3e>0, ¥ (2,y) € [a b, [If(2) — f)] < clz -yl

On remarque que seul le cas 0 < A < 1 est pertinent, car si A > 1, f est une fonction constante.
Si A =1, on dit que f est lipschitzienne. Pour 0 < A < 1, on note H*([a, b]) I'’ensemble des fonctions
A-héldériennes. Comme dans [SKM93, p.2|, on pose H([a,b]) = C%([a,b]).
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Si A>1,0onpose A\ =m+o,avecm € Net 0 < o < 1. On note dans ce cas H*([a, b]) I’ensemble
des fonctions f de classe C™ telles que f™ € H([a,b]).
Soit I un intervalle (éventuellement non borné) de R et soit ¢ € [1, +00[. On note L4(I) ’ensemble

des fonctions mesurables sur I au sens de Lebesgue telles que [ || f(¢)||? dt < oo et L*°(I) I’ensemble
I

des fonctions bornées sur I. On note enfin L?O .(I) I'ensemble des fonctions f telles que pour tout
compact K C I, f € LY(K).

2.1 Intégrales fractionnaires

Comme dans la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre
I’approche de Riemann pour proposer une premiére définition d’intégrale fractionnaire, I'intégrale de
Riemann-Liouville. D’autres versions seront ensuite abordées rapidement, car elles n’apparaitront plus
ensuite. Enfin, nous verrons que les définitions que aurons données possédent des versions symétriques,
“a droite”. Celles-ci sont rarement utilisées car anti-causales (elles dépendent du futur des fonctions),
mais apparaissent inévitablement dans les systémes lagrangiens fractionnaires, comme nous le verrons
dans la seconde partie.

2.1.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Fonctions définies sur |[a, b

Soit f : [a,b] — RY. Commencons par noter ,Z} la primitive de f qui s’annule en a :

Vtela,b], oIlf / F(r (2.1)

L’itération de ,Z} permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont la dérivée
s’annule en a. De plus, d’aprés le théoréme de Fubini,

oIl oI} f /(/ f(r dT> du-/ (/Ttdu>f(r)d7

:/G(t—f)f(T)dT.

. n N -, . P .
Soit n € N*. En notant (aItl) la n-iéme itération de ,Z} , une récurrence directe montre que

(uT2)" () = — ) / (t— )" f(r) . (22)

(n—1)!
Si on note g = (aItl )n f, g est donc 'unique fonction vérifiant
Vo<k<n-1, ¢®@)=0 ¢ =r. (2.3)

La formule (2.2) est donc exactement la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a g a
Pordre n — 1. L’égalité ¢ = f justifie la définition suivante.

Définition 2.1. Soit n € N*. L’intégrale a gauche d’ordre n de f, que l’on note ,I}' f, est définie
par

vielabl, oI f(t) = ﬁ/ (t — 7L () dr. (2.4)
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La dénomination “gauche” provient du fait que I'intégrale est évaluée a partir des valeurs a gauche
(T <t)def.

Nous voyons alors qu'’il est possible d’étendre directement (2.4) & n > 0, et ce grace a la fonction
Gamma d’Euler que nous avons déja rencontrée au chapitre 1. Celle-ci, notée I', est définie par

[o.¢]
Va>0, INa) = / tte tar. (2.5)
0
Rappelons quelques-unes de ses propriétés qui nous seront utiles :
i =1,
L(1/2) = V7,
Va>0, MNa+1) =al(a), (2.6)
VneN, I'(n+1)=nl,
T
Vo<a<l, T'1l—a)l = —. 2.8
0 <1, T —a)T(e) = 27 (2.8)

Gréace & (2.6), il est possible d’étendre le domaine de définition de I' 4 R\(—N) : pour —1 < 5 < 0,

r(
on pose I['(8) = M, puis on utilise cette relation pour étendre I' & tous les réels négatifs qui ne

sont pas entiers relatifs.

Remarque 2.1. L’expression (2.5) est en fait valable pour tout o € C tel que Re(a) > 0, ou Re(a)
désigne la partie réelle de . Avec l'extension précédente, il est alors possible de définir T'(a) pour tout
a € C tel que —Re(ar) ¢ N.

C’est la propriété (2.7) qui permet de généraliser la définition 2.1 de la maniére suivante.

Définition 2.2. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre o > 0 est définie
par

Vi€ [a,b], IO () = ﬁ / (t = 1)L f(7) dr.

Il convient maintenant de déterminer pour quelles classes de fonctions cette définition a un sens
et plus précisément quelles sont les images de ces ensembles par cet opérateur. Le théoréme suivant
y répond de maniére synthétique.

Théoréme 2.1. Soit f : [a,b] — RY, a > 0 et (p,q) € [1,+0cc[?. L'intégrale fractionnaire I
vérifie les propriétés suivantes :

f oL f conditions
1| L*([a,b]) Li([a,b]) |0<a<l, l<p<i 1<g< =
2. | L'([a,b]) L9([a, b]) O<a<l 1<g<it
3. | LY*([a,b]) | L%([a,b]) O<a<l, g¢g>1
4. | LP([a,b]) Ho‘*l/p([a, b)) D> é, o — % ¢ N*
5.0 L®([a,b]) | H*([a,b])
6. | LP([a,b]) LP([a, b]) p>1
7.1 C%a,b]) CY ([a, b))
8. | AC([a,b]) | AC(|a,b])

Le tableau suivant se lit ainsi : la premiére colonne désigne la classe de f, la seconde celle de
oLi* | et la troisiéme précise les conditions sous lesquelles le résultat est valide.
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Démonstration. Tous les résultats sont tirés de [SKM93].

1. C’est une partie du théoréme de Hardy-Littlewood, repris dans [SKM93, p.66]. Cet important
énoncé affirme en fait que ,Z7 est un opérateur borné de LP([a,b]) dans L9([a,b]), avec q =

. Comme Ly, ([a,b]) C Ly, ([a,b]) si 1 < p; < p2, on en déduit directement que le résultat

p
1—ap
2. Voir note 3.3 de [SKM93, p.91].

3. Ce résultat n’apparaissant qu’en filigrane dans [SKM93|, nous le montrons ici. D’aprés I'inégalité

de Minkowsky généralisée,
t q 1/q
/ (t—7) L f(r)dr dt} ,
a

rof [l sora} "= { [
;g/%{[b<t e (r \\w}ﬂzn
‘/Hf ([ =)o

a—l)g+1 4
q+1/\u o= et ar,

1—ap

est vrai pour 1 < ¢ <

C’est le théoréeme 3.6 de [SKM93, p.67].

Voir [SKM93, p.56].

C’est une partie du théoréme 2.6 de [SKM93, p.48].
C’est le théoreme 3.1 de [SKM93, p.53|, avec A = 0.
C’est le lemme 2.1 de [SKM93, p.32].

@ N o e

Concernant le point 4, remarquons que
Vu>0,vg>1, H"([a,b]) C C%a,b]) C L([a,b]),
et ajoutons que si « — 1/p € N (avec p > 1/a), on peut montrer [SKM93, p.67] que
oI (LP([a,0])) € C°([a,b]).

On peut ainsi résumer une partie des résultats précédents sous la forme suivante :

- Siap =1, Z7 (LP([a,b])) C L([a,b]), avec 1 < g,
1<¢<7

sip>1,

11—«

’%

- Siap <1, JZ¢ (LP([a,b])) C Li([a,b]), avec ! .
1<g< i sip=1L

Nous signalons enfin le lemme suivant, qui sera généralisé en section 2.3.
Lemme 2.1. Soit o >0 et p e N*. Si f € C ([a,b]), alors

dP

@OaftafZaIta f

dtp
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Démonstration. On procéde par récurrence sur p. Pour p =1 et f € C1([a,b]),

d « (t — a’)ail 1 ¢ a—1 g/
T2 10 = S5 @) + s [ =7 e,
~a taf/(t),

puisque f(a) = 0.
Soit maintenant p € N* et f € C_I;H([a, b]). Puisque f" € C¥ ([a,b]), on peut appliquer I'hypothese
de récurrence :

dp o £/ (0] dp /
ﬁ (¢] aIt f = G,It [¢] ﬁ . (29)
d
D’aprés le cas p=1, I f' = prie oI f. L’équation (2.9) devient ainsi
dr+1 qr+1
Woazf{f: oLy OWJC,

ce qui achéve la preuve.

L’intégrale de Riemann-Liouville sur [a,b] est la plus forme la plus répandue dans la littérature.
Nous présentons toutefois ses extensions aux intervalles non bornés.

Fonctions définies sur [a, +00]

Soit f : [a,+o0o[— R¥. La définition 2.2 s’¢tend naturellement au cas b = -+oo; par contre
les classes de fonctions seront différentes. Le théoréme 2.1 s’étend directement de maniére locale.
L’extension de AC([a,b]) et H*([a,b]) & [a, +oo[ nécessitant des conditions supplémentaires, nous
nous limiterons aux résultats suivants.

Lemme 2.2. Soit f : [a,+oo[— RN, a > 0 et (p,q) € [1,+00[2. L’intégrale fractionnaire I vérifie
les propriétés suivantes :

f oL f conditions
L | L (Ja,+00]) | Li.([a,+00]) |0 < <1, 1<p<l, 1<q< B
1
2. | L, ([a, +00]) | L ([a, +o0) 0O<a<l, g¢>1
3. | Li(la, +00) | Ly, ([a, +oo) p>1
4. C°([a,+oo]) | CY(la,+o0))

Démonstration. Les quatre preuves sont similaires. Par exemple, pour le point 1, soit f €

L} (la,+oo[). Montrons que Iy f € L (la,+oo[). Soit K un compact de [a,+oo[. On pose
b =supK : K C [a,b]. Comme f € LP([a,b]), I3 f € L%([a,b]) d’aprés le théoréme 2.1. En
particulier, ,Z; f € LY(K). O

Comme nous allons maintenant le voir, un résultat plus fort peut en fait étre obtenu, puisque le
théoreme de Hardy-Littlewood s’étend (avec certaines restrictions) aux fonctions définies sur R entier.
Il sera en particulier valide sur [a, +o0[.
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Fonctions définies sur R

Soit f : R — R¥. La définition 2.2 s’étend directement au cas | — oo, b] et méme a R entier.
Notons alors Z¢ cet opérateur :

1 t
VieR, TI%f(t :—/ t— 1) () dr.
+ ( ) F(Oé) 700( ) ( )
Si0 < a<1,dapres [SKMI3, p.94], Z¢ f est défini presque partout si f € L'(R). On dispose de
plus du résultat suivant, énoncé dans [SKM93, p.103].

Théoréme 2.2 (Hardy-Littlewood). Soit o > 0 et (p,q) € [1,+oc[?. On a I'équivalence suivante :
0<a<l,

I est un opérateur borné de LP(R) dans LI(R) si et seulement si ¢ 1 <p < 1

_ _p
q= l—ap*

Intégrales fractionnaires a droite

Revenons pour linstant & une fonction f : [a,b] — RY. Si I'on remonte & la relation de départ
(2.1), on peut remarquer que l'intégrale

bﬁﬂwa[ﬂﬂw:—lWhmT

est aussi une primitive de f, qui cette fois s’annule en b et fait intervenir les valeurs a droite de f. A
partir de la relation

t b
— )" () dr = (-1)” =t f(r)dr
A@ el p(r) dr = (<1) 1( O™ (7) dr,

on pourrait définir de la méme maniére que précédemment l'intégrale a droite d’ordre n de f par

1" b
vVt e la,b], vI;' f(t) = u/ (1 — )" Lf(r) dr. (2.10)
(n—1!J;

En notant h = pZ}* f, h serait cette fois 'unique fonction vérifiant

VO<k<n-1, m®®) =0, n™ =7 (2.11)

Dans la littérature, toutefois, afin de mettre en valeur la différence entre droite et gauche, c’est
lopérateur —d/dt qui est utilisé pour le coté droit, plutot que d/dt. On définit donc intégrale a
droite de la maniére suivante.

Définition 2.3. Soit n € N*. L’intégrale a droite d’ordre n de f, que l'on note (I;' f, est définie par

b
Vtelab], I f(t)= 11)!/t (r — )"\ f(7) dr. (2.12)

F
Elle vérifie ainsi la relation "

(-5) @ s =10,
La encore, 'extension & tout ordre réel positif est immédiat.

Définition 2.4. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville o droite d’ordre o > 0 est définie par

b
vt € [a,b], tZﬁ‘f(t):ﬁ/t (r — 021 f(r) dr.
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L’extension sur [a, +oo[ et R est noté Z¢ :

1

+o0
VEeR, I°f(t) = m/t (r — )L f(r) dr.

Tous les résultats obtenus précédemment sont aussi valables pour ces intégrales a droite.

Comme on I’a vu dans I’historique, d’autres définitions d’intégrales fractionnaires ont été proposées
par des mathématiciens depuis le XIX® siécle. A titre informatif, nous introduisons succintement celles
qui semblent étre les plus utilisées aprés I'intégrale de Riemann-Liouville.

2.1.2 Autres définitions
Intégrale de Weyl

Si les définitions précédentes sont adaptées pour des fonctions quelconques, elles le sont par contre
moins pour les fonctions périodiques. Effectivement, si f est périodique, a priori aucune des intégrales
de Riemann-Liouville ne le sera, ce que I’on pourrait pourtant souhaiter. Weyl a proposé une définition
qui préserve cette propriété. Reprenons son cheminement, exposé dans [SKM93, p.347].

Soit f une fonction 27-périodique sur R suffisamment réguliére, que I’on décompose en série de
Fourier :

= ikt I ikt
t) = e’ = — t)e "t dt.
fFO = > fue™  fi 5 /0 f(@)
k=—o00
Pour des raisons techniques on suppose que fog = 0. Pour n € N, on a :

[e.e]

f(n)(t) _ Z (_ik)nfkefikt’

k=—o00

ce qui conduit Weyl & définir I'intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 par

o0

T ft) =3 (k) fre'™. (2.13)

k=—o00
Si g est un fonction 2w-périodique, alors le produit de convolution

1 2m
(fx9)t) == | f)glz—t)dt

_27T0

admet la série de Fourier suivante :

(fxa) &)= > fegre ™,

k=—o00

ou les gy sont les coefficients de Fourier de g. Ainsi, en introduisant la fonction ¢ définie par

0 etkt
o= 2. G
k=—o00
k#£0

on peut réécrire (2.13) sous forme intégrale pour obtenir la définition suivante.

2

Définition 2.5. Soit f une fonction 2w-périodique telle que f(t)dt = 0. L’intégrale fractionnaire
0
de Weyl o gauche d’ordre o > 0 est définie par

1 21

vieR T = oo | wte) S -ndr
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Comme pour l'intégrale de Riemann-Liouville, cette définition admet une approche similaire &
droite (associée la aussi & —d/dt).

2m
Définition 2.6. Soit f une fonction 2w-périodique telle que f(t)dt =0. Lintégrale fractionnaire

0
de Weyl o droite d’ordre o > 0 est définie par
(@) 1 27
VteR, IV f(t)=o [ ¢%(r)f(t—1)dr,
2T 0

oo oikt
avec P (t) = k_zoo iR

k#0

Nous nous contentons ici de mentionner le lemme suivant.

2
Lemme 2.3. Soit f une fonction 2w-périodique telle que ft)dt =0. Soit >0 et p € [1,400].

0
Les intégrale fractionnaires IE_L&) vérifient les propriétés suivantes :

f 7 f
1. | C°([o,27]) | C°([0,27))
2. | LP([0,27x]) | L*(]0,27])

Démonstration. Dans [SKM93, p.351], il est montré que
92 (1)] < cltlo. 2.14)

Par conséquent, 9§ € L([0, 27]).
1. Résultat classique de continuité sous l'intégrale.

2. On utilise I'inégalité de Minkowsky généralisée :

i AL

21T
< /0 w2 (7| dr - [l
AN

2w

p /P
v3) St ) dr v fe-nffal o

0

Intégrale de Riesz

Afin de s’affranchir du choix entre droite et gauche qui apparait pour les définitions de Riemann-
Liouville et de Weyl, Riesz propose une version symétrique d’intégrale fractionnaire [SKM93, p.214].

Définition 2.7. Soit f : R — RY. L’intégrale fractionnaire de Riesz d’ordre o > 0 (appelée aussi
potentiel de Riesz) est définie par

VteR, I°f(t) I¢+1%) f(1),

- 2 cos(am/2) (
= 1 - — 7l Y () dr
B 2F(a)cos(a7r/2)/ [t =" f(r)dr

—00




2. DEFINITIONS ET PROPRIETES DES OPERATEURS FRACTIONNAIRES 31

Un des avantages de cette définition est qu’elle est généralisable aux fonctions de plusieurs variables
(voir [SKM93, p.483]). Dans R™, si o > 0 est tel que 25" ¢ N, I'intégrale fractionnaire de Riesz d’ordre
« est définie par

1

VEER", T°f()=——

/ e — e f(r) dr,
R’VL

oll ¥, () est une constante de renormalisation.
Les résultats sur les classes de fonctions sont bien sir exactement ceux obtenus pour Z¢.

2.2 Dérivées fractionnaires

Comme pour les intégrales fractionnaires, il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires.
Une maniére simple d’en obtenir est de composer les intégrales fractionnaires avec la dérivée classique.
On obtient alors les dérivées de Riemann-Liouville, Liouville, Caputo et Weyl. Nous présentons de
plus les dérivées de Marchaud et de Griinwald-Letnikov, qui apparaitront par la suite.

2.2.1 Dérivées de Riemann-Liouville, Liouville et Caputo

Si a > 0, on note [] la partie entiére de « : [ est 'unique entier vérifiant [a] < o < [@] +1. On
note aussi {a} = a — [a]. Ainsi, 0 < {a} < 1.

d2
Soit f : [a,b] — RY. En s’inspirant de la relation classique Pl oI} , on peut définir une
dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par

d® d 1

— = —o I ¢.

dtedt "t
Plus généralement, si « > 0 et si n = [a] + 1, on peut poser

d“ d" _

dt_a = dt_n e} aIf Cv. (215)

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville & gauche.

Définition 2.8. Soit « > 0 et n = [o] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville 4 gauche
d’ordre o est définie par

Vtela,b], Dff(t)= (%) o I f(t),

1 ar

= mﬁ /a (t— T)"ilfaf(T) dr.

De plus, on a vu qu’a la définition 2.4 d’intégrale a droite était associée —d/dt. Le raisonnement
précédent conduit donc a la définiton suivante.

Définition 2.9. Soit @ > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite
d’ordre « est définie par

viclatl 250 =(~5) o B0,

_1\n mn b
= %%/’f (r — )" 17 f (1) dr.
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Remarque 2.2. Si l'on avait généralisé Uintégrale I avec (2.10) a laquelle est associée d/dt, on
aurait aussi retrouvé la définition 2.9.

Si maintenant f : R — RY, les définitions précédentes se généralisent directement et sont appelées
dérivées de Liouville.

Définition 2.10. Soit @ > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Liouville o gauche d’ordre o

est définie par
t

/

Définition 2.11. Soit & > 0 et n = [o] + 1. La dérivée fractionnaire de Liouville a droite d’ordre o
est définie par

I(n — a)dt®

1 ar

VteR -
€% I'(n— «)dtm

(t— T)"flfaf(T) dr.

e}

DL f(t) =

VteR, D f(t)= (2.16)

“+o0o
/ (r —t)" 1= f(7) dr.
t
On retrouve ici les différences historiques de points de vues entre Euler et Liouville.
D’aprés (2.3) et (2.11), toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres
entiers :

dn
oD f=Dyf=—+f
Vn e N*, ! " dtr dan

Par ailleurs, si 'on se replace sur [a, b], 'interversion des compositions dans le membre de droite
de (2.15) semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire :
da
die

dn

—. 2.17
° (2.17)

n—
= aly

On notera toutefois que cette définition est moins naturelle que la précédente, puisque 7 °

d
JIL f(t) = f(t), alors que T} o Ef(t) = f(t) — f(a). Ce probléme de termes de bords (ici f(a)) se
retrouve en fait trés souvent dans le calcul fractionnaire.
La définition donnée par (2.17) est souvent appelée dérivée de Caputo.

Définition 2.12. Soit « > 0 et n = [a| + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre «

est définie par
) 7.

; ! _Tnflfa (n)T -
e | = ar

d

Vielabl, SDFF() = oI o (a

Définissons aussi son analogue a droite.

Définition 2.13. Soit a > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre o
est définie par

vVt € la, b,

DY () = (I o (

(="

I'n—«a

d

) s

b
) /t (r — ") () dr.
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Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivées classiques :

Yne N, { SD7 £ (1)
0

FE) = F) (),
(=)™ (f(t) = f™(b) .-

Heureusement, le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par limite
inférieure.

(2.18)

Lemme 2.4. Soit « € RT\N et n = [a] + 1. Si f € AC"([a,b]), alors presque partout,

lim $D) f(t) = f(1),

a—n-—

i D f(1) = (=1)" ().

Démonstration. Comme f € LY([a,b]), d’aprés [SKM93, p.51], en posant § = n — a,
61im+ al'f f (n) = f (n) presque partout. Le méme raisonnement s’applique pour {Dy'. ]
—0

Pour les dérivées de Caputo, le théoréme 2.1 s’applique directement en appliquant cette fois les
conditions & f™. Donnons par exemple le lemme suivant.

Lemme 2.5. Soit « € RT\N et n=[a] + 1.
Si € AC™([a,b), alors D7 € (. b)), avee 1< q < 71

Démonstration. Comme f € AC™([a,b]), f™ € L'([a,b]). D’aprés le théoréme 2.1, ,I; *f €

Li([a,b]), avec 1 < ¢ < 17(570[). 0

Le résultat suivant est exactement le théoréme 2.2 de [SKM93, p.39] et donne une condition
suffisante d’existence pour les dérivées de Riemann-Liouville et les relie dans le méme temps avec les
dérivées de Caputo.

Théoréme 2.3. Soit « >0, n = [a] +1 et f € AC"([a,b]). Alors Dt f et Dy’ f existent presque
partout et vérifient :

n—1 (t _ a/)kfa

DEIO = DRI+ Y Y
n—1 bh— t)k—

DRI = DEIO+ Y g/ 0)
k=0

Donnons enfin quelques résultats élémentaires qui nous seront utiles pour la suite.

Lemme 2.6. Soita>0,n=[a]+1 et peN.
1. Si f € C™([a,b]), alors DY f € CY([a,b)).
2. Si f € C%([a,b]), alors ;DY f = ¢DY f. En particulier, ;D f € C9([a,b]).
3. Soitm € N tel que m —1 < a <m. Si f € C7"([a,b]), alors D f € C% ([a, b]).

Démonstration. 1. Puisque f™ € C%[a,b)), ¢ f™ € C9([a,b]) d’aprés le théoréme 2.1.

2. On utilise le résultat précédent et le théoréme 2.3.
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3. Sia €N, ¢DY f(t) = f(t) — f(@(a) et ¢DY f € C([a,b]). Sinon, soit 1 < k < p. Puisque
fm € Ck([a,b]), d’aprés le lemme 2.1,

dk dk
Z_Ccpa g —
t f dtk

dik @ A e,
= o flmtk),

Etant donné que f(m*%) e C%([a,b]), Z;"* f(m*H) € CY([a,b]) d’apreés le théoréme 2.1. Par
k

conséquent, DY f € CF([a,b]) et % °Dg f(a) = 0. De plus, ¢Df* f(a) = 0 d’aprés le premier
point. Finalement, {Df f € C% ([a,b]).

O

Ces résultats se transposent directement aux dérivées & droite.

Bien que les lemmes 2.1 et 2.6 soient évidents, nous n’en avons pas trouvé mention dans la
littérature. Dans [SKM93| les conditions sur les fonctions sont parfois implicites, comme par exemple
f € JIf (L) (autrement dit, il faut trouver g € L! tel que f = ,Z¢ g) et 'ouvrage n’est pas orienté
sur le caractére dérivable des opérateurs. Or ce sont justement ces critéres qui nous intéressent ici;
nous allons considérer par la suite des expressions du type

A(L)(z) = /abL (x(t), j%x(t), o (%)Z(t)) dt,

ou L (le Lagrangien) est une fonction assez réguliére (au moins continue), d*/dt® est une des
dérivées fractionnaires présentée au-dessus et k € N*. La question est donc : comment choisir = et
d®/dt® pour que A(L)(x) existe ? Bien siir, la réponse varie en fonction de la forme de L, mais comme
nous nous sommes intéressés a la structure générale des systémes lagrangiens, nous avons gardé L
quelconque. La réponse simple que nous avons choisie est d’imposer

<%>kﬂ: € C%([a, b]). (2.19)

Les quelques lemmes fournis en section 2.3 nous permettront de trouver des conditions suffisantes
pour que (2.19) soit vérifiée. Il va sans dire que pour ’étude de Lagrangiens L particuliers, (2.19) est
loin d’étre optimale.

Nous ne nous attardons pas sur la dérivée de Liouville, puisqu’il existe en fait une forme moins
restrictive, la dérivée de Marchaud.

2.2.2 Dérivée de Marchaud

Nous reprenons ici la présentation de [SKM93, p.109]. Réécrivons tout d’abord la dérivée de
Liouville sous la forme

DY f(t) = (nl_ = <%>n /0 T a4 ryar

Soit maintenant 0 < o < 1.
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Si f € CY(R) et 'l existe ¢ > 0 tel que | f/(7)| ~ |7|* 1%, alors par théoréme de dérivation sous
—00

I'intégrale,

DI = s [ 7=

(1 —a)dt
1 too
— m/o T f(t — 7)dT,
+o00 +o00
_ o« w1 qul it — 2 dr
“riea ) U ] 7107
= Fiw / ) () — ()] dr (2.20)
I'(l—a) . |

Cette derniére expression fournit la définition suivante.

Définition 2.14. Soit 0 < a < 1. La dérivée fractionnaire de Marchaud & gauche d’ordre o est
définie par

VEER. DY) = [ TS0 - )]

0

Notons tout d’abord que si f est assez réguliére, alors les deux définitions coincident. Mais la
dérivée de Marchaud existe en fait sous des conditions plus générales. Par exemple, si f est une
fonction constante, DY f = 0, alors que DY f n’est pas définie.

Afin de donner une condition suffisante simple d’existence pour DY f, nous introduisons la notion
suivante. Soit A > 0. On dit qu’une fonction f : R — R est localement A-holdérienne si

VzeR,3n>0,3c>0,VyeR, |z—yl<n=|f=)—-f)|<cz -y

Ainsi, il est clair que si f est bornée et localement A-héldérienne avec A > «, alors D¢ f est bien
définie. Cette dérivée interviendra au chapitre 8.
Ces résultats restent valables pour la dérivée de Marchaud a droite, définie de la maniére suivante.

Définition 2.15. Soit 0 < o < 1. La dérivée fractionnaire de Marchaud & droite d’ordre o est définie
par

VEER DY) = s [ f0) = 4 )]

Pour o > 1, on utilise des différences finies d’ordres supérieurs pour approcher les dérivées de f.
Par exemple, pour 1 < a < 2, la dérivée seconde de f vérifie

f@) —2f(t—7)+ f(t = 27)

3 .

() = lim

T—0 T

(2.21)

En suivant le méme cheminement que dans (2.20), on peut poser, pour 1 < a < 2,

1

Dif(t) = F(—Oé)

+oo
/0 7050 [£(1) — 2f(t — 7) + f(y — 27)] dr.

Voir [SKM93, p.116]| pour plus de détails.
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2.2.3 Dérivée de Griinwald-Letnikov

Cette définition se base aussi sur 'obtention de dérivées par différences finies. Nous reprenons ici
la présentation de [DGP10].
Soit f : R — RN, Pour tout h > 0, notons 75, I'opérateur de translation a gauche :

On a ainsi

En notant 77 = 75, 0 75,, on a : 77 f(t) = f(t — 2h).
Concernant la dérivée seconde,

= }111310% (id — 27, + 73,) f(2),
1
:}{%ﬁ(f( )—2f(t—h)+f(t—2h))

et 'on trouve bien (2.21).
Plus généralement, la dérivée n-iéme de f est donnée par

FOE) = lim — (id = 7)" (1),

h—0
R R A k
=t Y ()it entr,
~ lim — Zn:(—n’f ") £t — kn) (2.22)
~ h—0 h" k ’ .
k=0
! D). (n—k+1
ol <Z> _ k!(nn— o _nn—1) k:'(n + ) Il est possible d’étendre <Z> ak > n, en posant
<Z> = 0. La formule (2.22) devient alors

o
(” = lim — ft—kh
f h—0 h™ Z )
La encore, on peut généraliser le terme de droite grace a la fonction Gamma, en posant pour

a€RT\Net k €N,
a\ MNa+1)
(k) S Tk+DT(a—k+1)

Z)#Omémesikz>a.

Notons cette fois que (

Définition 2.16. Soit a > 0. La dérivée de Grinwald-Letnikov a gauche d’ordre o est définie par

[e o]

VteR, Df(t)= lim iZ(_nk(Z‘)f(t—kh).
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1
En remarquant que hlim+ E(id — 7)) f(t) = —f(t), dérivée associée au coté droit, on obtient la
—0

dérivée de Griinwald-Letnikov & droite.

Définition 2.17. Soit « > 0. La dérivée de Griinwald-Letnikov a droite d’ordre o est définie par
Dt = tim S (1) () £t + ki)
B e k=0 K .

Dans [SKM93, p.382], il est prouvé que les dérivées de Griinwald-Letnikov et Marchaud coincident.

La dérivée de Griinwald-Letnikov présente donc un intérét numérique évident. Si h est assez petit,
o

1
I’évaluation discrete de ma Z(—l)k (Z) f(t — kh) permet d’approximer la dérivée fractionnaire sur
k=0

R (de Marchaud, voire de Liouville). Nous y reviendrons au chapitre 10.

I:(tl—oz)
dans le cas 0 < a < 1. Les intégrales de Riesz permettent elles aussi de définir les différentielles
fractionnaires de Riesz (dans R™). Voir [SKM93, p.498] pour plus de détails. Signalons enfin que
le calcul fractionnaire s’étend aux distributions. Schwartz lui-méme, dans son ouvrage de référence

[Sch66], aborde ce point. Voir [SKM93, p.145] et [Hil08] pour une présentation de ce sujet.

d
Par ailleurs, mentionnons qu’il est aussi possible de définir les dérivées de Weyl comme +—

2.3 Propriétés des opérateurs fractionnaires

Un des intéréts du calcul fractionnaire est qu’il généralise aussi certaines propriétés des dérivées et
intégrales classiques : la dérivée fractionnaire de I'intégrale du méme ordre redonne I’identité, la dérivée
d’une dérivée redonne sous certaines conditions une dérivée, I'intégration par parties reste valable et
les opérateurs fractionnaires se conjuguent trés bien avec les transformées de Fourier et Laplace. Cette
derniére propriété est omniprésente dans de nombreux domaines d’applications présentés au chapitre
précédent.

2.3.1 Compositions entre opérateurs

Fonctions définies sur [a, D]

Nous donnons ici toute une série de résultats sur la composition entre opérateurs fractionnaires.
On notera 'importance de 'ordre de composition, du choix de la dérivée et des classes de fonctions.
En particulier, la propriété de composition des dérivées usuelles

dm dr_dam
dtm dgr - dgmtn

ne s’étend au cas fractionnaire que pour des fonctions dont les dérivées successives sont nulles au bord
(sauf sim+n <1).

Lemme 2.7. Soit a >0, 3> 0 et f € L'([a,b]). Alors

aIta aIth = aIf{Jrﬁf-

Démonstration. Voir [SKM93, p.34]. O

Théoréme 2.4. Soit o > 0 et f € L'([a,b]). Alors

GD? aIf{f:f-
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Démonstration. Voir [SKM93, p.45]. O

Lemme 2.8. Soita« >0, n=[a]+1 et f € AC"([a,b]). Alors

—

N S (AT
aIt aDt f(t) f(t) k?' f (a’)
k=0 ’

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
aZta CCLDtaf = aI? aItn_a f(n)a
= I f,
d’aprés le lemme 2.7 et d’utiliser la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n — 1. O

Remarquons que des formules pour ,Zp* ,Df f et Dy ,I;* f existent, mais elles font apparaitre
des termes de bords plus complexes et les conditions sur f sont plus délicates (voir [SKM93, p.45]
pour le premier cas).

Lemme 2.9. Soit 0 < o <1 et f € AC([a,b]). Alors

‘aIgan‘f:an‘aZf‘f:f_‘

Démonstration. 11 suffit de prouver que Zf* ,Df f = f, 'autre égalité relevant du théoréme pré-
cédent. D’aprés le theoreme 2.4 de [SKM93, p.45], il suffit de montrer que ,Z}~* f € AC([a,b]) et
aItl*a f(a) = 0. Cela est immeédiat d’apres les points 7 et 8 du théoréme 2.1. O

Théoréme 2.5. Soit 0 < a < 3 et f € L'([a,b]). Alors
a’D? az—ff = aItﬁ_a I
Démonstration. Voir [SKM93, p.46]. O

Concernant la composition entre dérivées, commencons par remarquer que si p € N, a > 0 et
n=la] +1,

LS
dee 7t gt E 0
= " (ptn)—(pta)
dtptn ’
= DIt
De méme,
dr N
D oy =aDi "

Dans [SKM93, p.46] on trouve un théoréme sur la composition de dérivées qui fait intervenir
des conditions implicites sur f. Nous proposons ici un résultat moins général, mais qui fournit une
condition suffisante explicite sur f.

Lemme 2.10. Soita >0, 3>0,m=[a]+1,n=[f]+1etp=[a+ 3] +1.
Si f € C%([a,b]), alors

a’D? a’fo: aDtaJrﬁf-

Le résultat reste valable si l’on remplace un nombre quelconque de dérivées de Riemann par des dérivées
de Caputo. Par exemple,
2Df oDf f = Dy
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Démonstration. Tout d’abord, anf = thﬁf d’apres le point 2 du lemme 2.6, car f € C7([a,b]).
Par conséquent,

oI D) f = JI I F,
= (IO po), (2.23)

d’apres le lemme 2.7, utilisé avec (™ € L!([a,b]). Comme f € C7([a,b]), d’aprés le lemme 2.1,

dgn 7t

az—tm-‘rn—(a—i—ﬁ) f(n) _ d Im+n_(a+ﬁ) f. (2.24)

Etant donné que m+n -2 < a+pB<m+n,p=m+noup=m-+n— 1. Comme de plus
feCh(lab)), D f = EDP f

- Sip=m+n,
atf o _ & _p(atp)
Dy = s
dm [(d" _min—(atp)
= o (=T :
dtm <dt" t /
- jt_m JIY D f o dapres (2.23) et (2.24),
= D D/ f.
- Sip=m+n-—1,
m—ao d" +1—(a+
aZt aDtﬁ f = % az-f (o) f7
-t (d p+1—(a+p)
T <a % / > |
" (atp)
- dtn_l aZt f?

d’apreés le théoréme 2.5. On a donc :

p a7t

ar [ dvt _

— aIp (a+B)
dtm <dtn—1 ¢ )
dm m—a

- dt—m aZt aDtB fa

= D¢ DI f.

(6% dp —(Qx
D= T,

Finalement, comme f € C7([a,b]), an f € C([a,b]) (d’apres les points 2 et 3 du lemme 2.6) et

f € C%([a,b]), on peut remplacer respectivement P D et DX par DY eDe et cDOT . O

L’extension suivante nous sera utile par la suite.

Corollaire 2.1. Soit 0 < a <1, k € N* et f € C¥([a,b]). Alors
(5D ) f = 5Dp* f.

Démonstration. On procéde par récurrence en utilisant le lemme précédent. O
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Nous aurons enfin besoin d’un résultat plus fin pour £ = 2, ol I'on n’impose plus de conditions
initiales nulles.

Lemme 2.11. Soit0 < a <1 et f € AC?*([a,b]). Alors :
~si0<a<1/2 DP DI f = cD f,
Ssia=1/2, 00,7507 f =1,

(t _ a)l—Za

S sil)2 <a <1, D DY f(t) = SDF f(t) + T(2-2a)

f'(a).

Démonstration. Comme f' € AC([a,b]), DY f = I %f € AC([a,b]) et DY f(a) = 0. Par
conséquent, d’aprés le théoréme 2.3,

oD oD f = D7 GDi T

Ainsi,
c Ty cyo d 11—« 1—a p/
aDt aDt f = %azt aIt f7
d —2a
== %QIIE 2 fl.
-Si0<a<1/2,
d oo d 1o
ST ) = 2T () - f(0)
= D7 h(t),

ot h(t) = f(t)— f(a). Puisque h € CL([a,b]), «D7*h = D h. Finalement, D7 h = D f,
puisque b’ = f'.

-~ Sia=1/2 4 722 f(t) = 4

Tdt T dt
-Sil/2<a<],

d

513_7201 f/(t) _ aDt2a71 f/(t)

(t o a)172a

= 5D 1)+ p 2y @),

d’apres le théoréme 2.3 appliqué a f' € AC([a, b]). Finalement,

(t _ a)l—Qa

oDf oD f(t) = §DP* f(t) + T@=20)

f'(a).

La encore, tous ces résultats s’étendent directement pour les opérateurs a droite.

Fonctions définies sur R

Ces dérivées n’étant presque pas intervenues dans notre travail, nous nous contentons ici de re-
produire certains résultats tirés de [SKM93].
Soit >0, 8> 0et p € [1,+00].

Lemme 2.12. Si f € LP(R), avec o+ 3 < 1/p, alors

VA A B el
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Démonstration. Voir [SKM93, p.96]. O

Lemme 2.13. Si f € LP(R), alors :
~ Pour la dérivée de Marchaud, DY I f = f si1 <p<1/a,
— Pour celle de Liouville, DY I¢ f = f sip=1.

Démonstration. Voir [SKM93, p.110]. O

La encore, la dérivée de Marchaud s’avére étre plus adaptée que celle de Liouville.

2.3.2 Formules d’intégration par parties

La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensible aux opérateurs fractionnaires,
mais 1 encore sous certaines restrictions. C’est ici qu’apparaissent inévitablement les opérateurs a
droite.

Fonctions définies sur [a, D]

Comme dans le paragraphe précédent, l'intégration ne pose pas de probléme, c’est la dérivation
qui nécessite certaines restrictions. Notons “-” le produit scalaire usuel sur RY.

Lemme 2.14. Soit o >0, f € LP([a,b]) et g € L([a,b]) telles que % + % <1+ . Alors

b
/ £O)- oI gyt = [ g £(0)- ).
Démonstration. Voir [SKM93, p.34]. O

Dans [SKM93, p.46| apparait une formule analogue pour les dérivées, mais comme elle requiert
) )
plusieurs conditions sur f, nous préférons donner ici une version simplifiée avec des conditions expli-
cites.

Corollaire 2.2. Soit « > 0 et n € N tels que n — 1 < a < n. Soit f € AC™([a,b]) et g € C{([a,b]).
Alors

b
/f Dfg(tydi = /tDé“f(t)-g(t)dt,

/f )- Dgg(tydt = /:bal)f‘f(t)-g(t)dt.

Démonstration. Si a € N*) on retrouve la formule d’intégration par parties classique itérée « fois.
Sinon, comme g € Cg([a,b]), ¢ € LP([a,b]) avec p > 1/a et ,Dfg = SDg. De plus, f €
AC™([a,b]), donc £ € L'([a,b]) et le lemme 2.14 s’applique :

/abf( DS g(t) dt = /f TP g (1) db,

:/ T () - g™ () d.

De plus, pour tout 0 < k < n—1, ¢®)(a) = ¢®(b) = 0. Ainsi, en itérant n fois la formule
d’intégration par parties classique, aucun terme de bords n’apparait et

b n
[ 10 prga= o [ me o g0
b
= [ o) g0
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On procéde de méme pour ’autre relation. [l

Remarque 2.3. L’asymétrie entre f et g est volontaire : par la suite, f sera une trajectoire et g
une variation. S’il semble raisonnable d’imposer des conditions nulles auz bords pour la seconde, il ne
serait physiquement pas acceptable de le faire pour la premiére.

Fonctions définies sur R

Lemme 2.15. Soit « >0, f € LP(R) et g € LY(R) telles que p>1, g > 1 et % + % =1+ a. Alors

[ 10 mgwde= [ 1250 0 at.
R R
Démonstration. Voir [SKM93, p.96]. O

2.3.3 Transformations intégrales

Les propriétés suivantes sont largement utilisées dans la résolution d’équations différentielles frac-
tionnaires, en acoustique, contrdle des systémes, traitement d’images, etc. En fait, dans ces cas, les
opérateurs fractionnaires apparaissent d’abord dans les domaines fréquentiels et ce n’est que dans
un deuxiéme temps qu’ils sont réinterprétés dans le domaine temporel a l'aide des définitions de ce
chapitre.

Transformée de Fourier
La transformée de Fourier d'une fonction f € L!(R) peut-étre définie par

VweR, Flf](w) = / e F (1) dt.

R

Soit n € N. Si f ainsi que toutes ces dérivées jusqu’a l'ordre n sont intégrables, alors
FIFMw) = (iw)"F[f]w). (2.25)
Ce résultat se généralise aux opérateurs fractionnaires définis sur R.

Lemme 2.16. Soit0 < a <1 et f € L'(R). Alors

FIIE fl(w) = (Fiw) *Flf](w).

Démonstration. Voir [SKM93, p.138|. O

Corollaire 2.3. Soit a > 0 et n = [a] +1. Soit f € L'(R) telle que pour tout 1 < k < n, D:kja*" fe
LY(R). Alors
FIDE fl(w) = (Fiw)* F[f](w).

Démonstration. D’aprés le lemme 2.16,

FIZE flw) = (Fiw)* " Ff](w).

dk:
Comme pour tout 1 < k < n, T IV f= Df‘o‘_" f € LY(R), on peut utiliser (2.25) :
FID§ flw) = (iw)" F[ZE* fl(w),

(iw)* F[f)(w)-
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k
 dtk
FIDP2 fl(w) = (=1)"(iw)" F[Z27% fl(w),
= (—iw)* F[f](w)-

De méme, pour tout 1 <k <n IV f = (1) Dkt £ e LY(R), donc

Transformée de Laplace

On dit qu’une fonction réelle f : RT — R est a croissance sous-exponentielle si
JA>0, Isg €R, Ttg >0, Vt >, |f(t)] < Ae*r.

Sife L}OC(R+) est & croissance sous-exponentielle, rappelons que sa transformée de Laplace est

définie par

Vs> s, L[f](s) = /OO et £(t) dt.

0
Pour n € N, si f € C*(R™) est a croissance sous-exponentielle, alors

n—1

Vs> s0,  L[FM)(s) = s"LIf)(s) =Y s" 1 H0). (2.26)

k=0
L’extension au cas fractionnaire s’effectue cette fois avec les opérateurs fractionnaires a supports
minorés par 0.

Lemme 2.17. Soit « >0 et f € L}, (RT) a croissance sous-ezponentielle. Alors
Vs >so,  LIoI{ fl(s) = s7*LIf](s).

Démonstration. Voir [SKM93, p.140]. O

Lemme 2.18. Soit a > 0 et n = [o] + 1. Soit f € CT(RT) @& croissance sous-exponentielle. Alors
Vs >s0, L[oDf fl(s) = s"LIf](s)-

Démonstration. Voir [SKM93, p.141]. O

On remarque qu’ici f doit avoir des conditions nulles au bord, ce qui peut paraitre assez restrictif
pour les applications. C’est en fait la dérivée de Caputo qui est la plus adaptée pour la transformée
de Laplace.

Lemme 2.19. Soit « >0 et n = [a] + 1. Soit f € C"(RT") a croissance sous-exponentielle. Alors

n—1

Vs >s0, LIGDF f1(s) = s“LIf](s) = Y s* 1 F(0). (2.27)
k=0

Démonstration. On applique le lemme 2.17 & £, puis on utilise (2.26) :
LIGDF f1(s) = LLoZy™ F™](s),
= s L[f"](s),

n—1
= 57 LI f](s) = D05 (0)
k=0
n—1
= s*L[f)(s) = Y s> E 1 F(0).
k=0
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Nous venons de voir les principales propriétés des opérateurs fractionnaires. Plusieurs des résultats
prouveés ici peuvent étre retrouvés dans [CI10]. On remarquera l'absence de généralisation pour la
dérivée du produit et de la composition de deux fonctions. Ces caractéristiques de la dérivée classique
passent effectivement mal au fractionnaire. Quelle que soit la définition utilisée et méme avec des
restrictions sur les fonctions,

d“ d“ d“ d“

el UK e O DR o vl €)M

d“ ,

dte

La dérivée fractionnaire n’est donc pas une dérivation au sens strict du terme (il faudrait qu’elle vérifie
la premiére propriété)! Des formules ont été proposées dans les deux cas, mais leur complexité les
rend difficilement utilisables en pratique.

Par ailleurs, face aux différentes définitions d’opérateurs, une question semble inévitable : laquelle
choisir 7 A I’heure actuelle, aucune ne semble prédominer. Il semblerait que chaque définiton présente
son avantage et que le choix dépende finalement du systéme étudié. Gageons que lorsque les connexions
de ce formalisme avec des systémes concrets gagneront en intensité et en précision, un consensus
arrivera peut-étre a se dégager.

A travers les différentes définitions présentées dans ce chapitre, on peut remarquer que contraire-
ment & la dérivée usuelle, les dérivées fractionnaires ne sont jamais locales, c’est-a-dire que pour une
fonction f, leurs évaluations en ¢ ne dépendent pas seulement de f(7), pour 7 au voisinage de t. Les
dérivées — ainsi que d’ailleurs les intégrales — & gauche dépendent au contraire de tout le “passé” de
la fonction (f(7) pour T < t), alors que leurs contreparties a droite font intervenir le “futur” (f(7)
pour 7 > t). C’est justement grace & cette propriété de non-localité que des phénoménes & mémoires
longues peuvent étre modélisés.

D’un point de vue physique, seuls les opérateurs & gauche semblent pertinents. Effectivement, s’il
semble naturel que le présent résulte du passé, le fait que le futur détermine le présent reléve plutot
de la science-fiction! En pratique, ce sont effectivement ces opérateurs “passé” qui sont utilisés. Nous
verrons toutefois que les opérateurs a droite apparaissent inévitablement dans le principe de moindre
action, pourtant & la base de toute la physique fondamentale. La résolution de ce paradoxe a constitué
une partie importante de notre recherche et fera I'objet de la section 5.1.
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Deuxiéme partie

Plongements fractionnaires des systémes
lagrangiens
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Chapitre 3

Systémes lagrangiens et hamiltoniens

Avec le calcul fractionnaire, c’est le principe de moindre action qui a constitué 'un des deux
principaux outils de notre recherche. Plus précisément, une grande part de celle-ci a consisté a inclure
le premier dans le second. Dés sa naissance, ce principe a soulevé des questions qui dépassent le
cadre scientifique et qui se manifestent de maniére peut-étre encore plus frappante avec l'introduction
de dérivées fractionnaires. Il nous a donc semblé opportun de commencer par donner un rapide
historique et quelques considérations générales sur cet énoncé. Nous présentons ensuite sa formulation
mathématique, a travers les systémes lagrangiens puis les systémes hamiltoniens.

3.1 A propos du principe de moindre action

Nous nous appuyons ici sur 'ouvrage de Martin-Robine [MR06], notamment pour les citations.
Toutes les théories physiques du Xx°® siécle s’appuient sur le principe de moindre action, que
Maupertuis énonga ainsi en 1744 :

La Nature agit toujours par les voies les plus simples et les plus courtes.

Cet énoncé universel et déroutant posséde une histoire riche en tumultes et questionnements qui,
d’apres [MRO6], semble débuter au 1°" siécle aprés J.-C. & Alexandrie avec Héron. Cet ingénieur et
mathématicien, en s’intéressant & la réflexion de rayons lumineux sur des miroirs, affirme que ceux-
ci “cherchent a se déplacer sur la ligne la plus courte”. Pour la premiére fois apparait un principe
d’économie et de simplicité de la nature. Bien plus tard, en 1638, on trouve chez Galilée la phrase
suivante :

Dans cette étude du mouvement naturellement accéléré, nous avons été conduit comme
par la main en observant la régle que suit habituellement la nature dans toutes ses autres
opérations ou elle a coutume d’agir en employant les moyens les plus ordinaires, les plus
simples, les plus faciles.

C’est d’abord & travers l'optique géométrique que ce principe d’économie va se développer. Tout
comme Galilée, Descartes souhaite rompre avec la vision métaphysique de la science, en cherchant &
s’appuyer sur les mathématiques pour déterminer les causes efficientes des phénomeénes physiques.

Arrétons-nous un instant sur ce terme. Aristote distinguait quatre sortes de causes : matérielle,
formelle, efficiente et finale. Nous nous contentons de donner un exemple illustratif simple, tiré de
[MRO6] : la chaise. La cause matérielle de celle-ci est le bois dont elle est faite, sa cause formelle est le
plan réalisé par le menuisier, sa cause efficiente le travail du menuisier ainsi que I'action de ses outils,
et la cause finale est d’étre un objet destiné a s’asseoir. Pour le philosophe grec, la cause finale est la
plus importante ; selon sa conception du monde, tous les corps terrestres, issus du mélange des quatre
élements fondamentaux (terre, eau, air, feu) qui se trouvaient & l'origine dans des sphéres séparées,
se déplacent afin de retrouver leurs sphéres originelles.
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Descartes publie en 1637 son Discours de la méthode, suivi notamment d’un volet intitulé La Diop-
trique. Dans ce dernier, il détermine les lois de la réflexion et de la réfraction de ’optique géométrique,
a partir de raisonnements par analogies. Toutefois, ce mode de pensée ne satisfait pas Fermat qui, a
partir de la méme année, cherche & déterminer ces deux lois d’'une autre maniére, en s’appuyant sur
le principe que “la nature agit toujours par les voies les plus simples et les plus courtes”. Commence
alors une virulente controverse entre Descartes puis ses continuateurs, et Fermat, dte au fait que le
principe de ce dernier invoque des causes finales pour le mouvement, desquelles Descartes cherche
justement & se détacher. Effectivement ce principe stipule qu’un objet se mouvra de telle maniére et
non d’une autre afin d*économiser la nature”. Tout comme Aristote, Fermat semble donc préter au
mouvement un dessein. En particulier, I’état présent d’un systéme semble déterminé par son futur!
Cette vision finaliste du monde peut nous sembler a ’heure actuelle bien surprenante. D’ailleurs, la
physique moderne suit Descartes et ne retient que les causes efficientes pour décrire les phénoménes
physiques. Toutefois, & cette époque, nombreux étaient ceux qui, tel Leibniz vers 1694, voyaient dans
les causes finales une justification de la puissance divine :

[...] Jai coutume de dire qu’il y a, pour parler ainsi, deuzx régnes dans la nature corporelle
méme qui se pénétrent sans se confondre et sans s’empécher : le régne de la puissance [di-
vine/, suwant lequel tout peut s’expliquer mécaniquement par les causes efficientes, lorsque
nous en pénétrons lintérieur; et aussi le régne de la sagesse [divine], swivant lequel tout
peut s’expliquer architectoniquement, pour ainsi dire, par les causes finales, lorsque nous
en connaissons assez les usages. Et c’est ainsi que 'on peut dire avec Lucréce, que les
animaux voient parce qu’ils ont des yeux : mais aussi que les yeux leur ont été donnés
pour voir [...].

Finalement, fin 1661, Fermat détermine ces deux lois & I'aide de son principe... et retombe & sa
grande surprise sur celles de Descartes! Les critiques ne se font pas attendre, avec notamment une
lettre du cartésien Clerselier de 1662 qui vise & démontrer I’absurdité du raisonnement de Fermat sur
la réfraction. En voici I'idée, illustrée par la figure 3.1.

Si l'on considére un rayon lumineux se propageant dans 'air (d’indice np) selon la ligne droite
AB, pourquoi, & la rencontre du verre (d’indice ny > ny), changerait-il brusquement de direction pour
aller atteindre un point C, tel que la durée totale de son trajet soit la plus courte possible 7 De plus,
une fois en B, pourquoi choisirait-il le point C plutdt que le point I, alors que les temps de trajets
sont identiques ? Il faudrait supposer que le trajet “se souvint qu’il est parti du point A avec ordre
d’aller chercher, & la rencontre de cet autre milieu, le chemin qu’il pit parcourir en moins de temps
pour de la arriver en C : ce qui, & vrai dire, est imaginaire et nullement fondé en physique”.

Remarque 3.1. Le cercle de la figure, sur lequel se trouvent les points C et I, indique qu’il faut le
méme temps pour aller de B a C que de B a L

Le point de vue de Clerselier, qui semble tout & fait justifié, s’appuie sur une vision locale de la
dynamique : le trajet se réalise petit & petit et le point C n’est donc pas fixé. Au contraire, Fermat
considére le trajet de maniére globale, comme s’il s’était déja réalisé et suppose fixé le point C. Le
mouvement ne peut donc plus étre décomposé en chemins plus courts et indépendants. Ces deux
visions ne sont donc pas vraiment contradictoires, mais plutdt disjointes. L’approche de Descartes
considére le phénomeéne a l'instant ¢, localement pourrait-on dire, alors que le principe de Fermat, en
considérant le probléme sur tout l'intervalle d’étude, globalement, se positionne a posteriori, comme
si I’évolution du systéme s’était déja produite. L’aspect finaliste du principe de moindre action réside
ainsi dans 'anticipation de I'état final pour définir le trajet.

Nous pouvons reformuler les différences de points de vues de la maniére suivante. Considérons le
trajet d’un rayon lumineux issu de A(0,y;), sur une longueur x¢. Soit y(x) 'ordonnée du rayon a
'abcisse @ ; y(0) = y;. Descartes et Fermat cherchent tous deux a connaitre y(x) pour tout x € [0, z].
L’approche de Descartes suppose connu #; et cherche & déterminer en particulier ’ordonnée finale
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F1a. 3.1 — Réfraction d’un rayon lumineux.

en z¢, y(ry) = yy, alors que la vision de Fermat suppose connu le point d’arrivée y; et cherche a
déterminer #;. De maniére synthétique, on pourrait dire que le premier cherche y7(6;), alors que le
second s’intéresse a 61 (yy).

Remarque 3.2. L’aspect finaliste du principe de Fermat pourrait étre nuancé en conférant a yr un
statut “virtuel” ; l’état futur y; existe certes, mais reste un parameétre libre, indéterminé. Tout se passe
comme si le principe de moinde action “testait” tous les futurs possibles yy, cette variable ne prenant
son statut “réel” qu’une fois le mouvement terminé.

Fermat finira par se retirer de ce débat entamé 25 ans auparavant. C’est ensuite Maupertuis qui
reprend et précise les travaux de Fermat en 1744, en affirmant que la lumiére ne suit ni le chemain
le plus court, ni celui pour lequel le temps est le plus court : “le chemin qu’elle tient est celui par
lequel la quantité d’action est la moindre”. Si cette quantité reste assez mal déterminée, elle fait de
Maupertuis le pére du principe de moindre action.

Remarque 3.3. Méme dans les théories modernes, il n’existe pas a notre connaissance de critére
systématique permettant de construire [’action. De ce que mous avons pu voir, la méthode consiste
souvent a en chercher la forme la plus simple (respectant certains critéres d’invariances) permettant
de rendre compte des phénomeénes observés. L’interprétation physique de 'action ne semble pas non
plus aisée, celle-ci n’est en particulier pas égale a [’énergie du systéme.

Si pour Maupertuis aussi la recherche de tels principes universels a pour but d’apporter les preuves
de l'existence de Dieu, il n’en demeure pas moins que ces énoncés doivent reposer sur des bases
mathématiques solides. C’est Euler qui, le premier, va y contribuer. En contact avec Maupertuis, il
étend notamment le principe de moindre action dés 1745 & la détermination des trajectoires de corps
soumis a des forces centrales.



52 3. SYSTEMES LAGRANGIENS ET HAMILTONIENS

Lagrange, ensuite, développe le calcul des variations en 1755, en s’appuyant sur les travaux d’Euler.
Il fournit ainsi un outil efficace pour résoudre les problémes de maxima et minima. D’abord fervent
partisan du principe de moindre action, il le considére comme la “clé universelle de tous les problémes”.
Cependant, en 1762, il propose un autre formalisme pour étudier le mouvement des corps, exempt de
toute vision finaliste et défend finalement cette nouvelle méthode, moins dérangeante, pour reléguer
le principe de moindre action au statut de corollaire.

Il faut ensuite attendre 1827 pour que le principe de moindre action réapparaisse, lorsque Hamilton
souhaite construire une nouvelle formulation synthétique de 'optique. Lui aussi le considére comme
une loi physique fondamentale, mais cette fois sans signification théologique. L’astronome développe
alors son propre formalisme basé sur celui de Lagrange et, aprés 'optique, I’étend a la dynamique des
systémes en général.

Le xx°® siécle sera enfin celui du couronnement du principe de moindre action. En 1924, De Bro-
glie pose les fondements de la mécanique ondulatoire (dualité onde/corpuscule) grace au principe de
moindre action. Ensuite, Feynman jette en 1942 les bases de I’électrodynamique quantique en s’ap-
puyant sur une formulation variationnelle de 1’électromagnétisme et réinterpréte l'action lagrangienne
comme associée a une densité de probabilité sur les trajectoires possibles : celle qui sera choisie sera
celle possédant 1’action minimale. Grace cette vision probabiliste, le contenu finaliste du principe de
moindre action disparait.

Toutefois, au moins en mécanique macroscopique, cet outil semble rester a I’heure actuelle toujours
aussi dérangeant!. En 1902, Poincaré écrivait :

L’énoncé du principe de moindre action a quelque chose de choquant pour ’esprit. Pour
se rendre d’un point a un autre, une molécule matérielle, soustraite a [’action donnée de
toute force, mais assujettie 4 se mouvoir sur une surface, prendra la ligne géodésique,
c’est-a-dire le chemin le plus court. Cette molécule semble connaitre le point o on veut la
mener, prévoir le temps qu’elle mettra a atteindre en swivant tel ou tel chemin, et choisir
ensuite le chemin le plus convenable. L’énoncé nous la présente pour ainsi dire comme
un étre animé et libre. Il est clair qu’il vaudrait mieux le remplacer par un énoncé moins
choquant, et o, comme diraient les philosophes, les causes finales ne sembleraient pas se
substituer auzr causes efficientes.

Il sous semble donc tout & fait saisissant que non seulement cet énoncé n’ait pas été remplacé,
mais qu’au contraire il se soit imposé comme outil fondamental de la physique moderne (mécanique
céleste, relativités restreinte et générale, électrodynamique quantique, chromodynamique quantique,
théorie des cordes, etc), elle dont 'objectif est paradoxalement de trouver les causes efficientes des
phénomeénes qui nous entourent.

Nous reviendrons sur ces questions au chapitre 5, oul les dérivées fractionnaires feront explicitement
apparaitre des problémes de causalité.

3.2 Systémes lagrangiens

Par définition, un systéme lagrangien est un systéme possédant une action dont les minima,
d’apreés le principe de moindre action, déterminent le mouvement. La méthode s’appuie sur le calcul
des variations, initié comme on 1’a vu par Lagrange, et maintenant tout a fait courant. La présentation

) )
que nous donnons ici difféere légérement dans les notations afin de se préter au mieux & 'utilisation
que nous en ferons ultérieurement. Nous pourrons ensuite déterminer les extrema de l'action, qui
fourniront finalement I’équation fondamentale d’Euler-Lagrange.

!Précisons toutefois que c’est uniquement l'aspect finaliste du principe de moindre action qui est déroutant, et
non le fait qu’il émette une hypothése sur la nature. Toute théorie physique s’appuie en effet sur des postulats, qui
restent valides jusqu’a ce qu’une expérience vienne éventuellement les infirmer; I’hypothése qu’il n’existe pas de vitesse
supérieure a celle de la lumiére en est un exemple.
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La présentation que nous donnons se base sur [Ave83] et [Cre07]. La différence avec ’approche
traditionnelle est que ’accent est mis ici sur I’espace des variations, car celui-ci a joué un réle important
dans notre travail. Nous nous sommes aussi appuyé sur l'ouvrage [Arn89] qui demeure la référence
sur la mécanique lagrangienne et hamiltonienne.

3.2.1 Calcul des variations

Soit A un espace vectoriel, B un sous-espace de Aet f : A — R.

Définition 3.1. Soit x € A. La fonction [ présente un B-minimum (respectivement un B-maximum,)
en x si pour tout h € B, f(z+ h) > f(x) (respectivement f(x + h) < f(x)).

La fonction f présente un B-extremum en x si elle posséde un B-minimum ou un B-mazximum
en x.

Définition 3.2. Soit x € A. La fonction f est B-différentiable en x s’il existe une fonction linéaire
h v df (z,h) telle que

Vhe B,Ve>0, f(x+ch)=f(x)+edf(z,h)+o(e).

Définition 3.3. Soit x € A. On suppose que f est B-différentiable en x. Le point x est une B-
extrémale de [ si pour tout h € B, df (x,h) = 0.

Avec ces définitions, la condition nécessaire classique pour un extremum reste valable.

Lemme 3.1. Soit x € A. On suppose que f est B-différentiable en x. Si f présente un B-extremum
en x € A, alors x est une B-extrémale de f.

Démonstration. Considérons le cas d’'un B-minimum.

Soit h € B. Pour tout € > 0, eh € B, et f(x +eh) > f(x). Par conséquent, df (z,h) > 0.
De plus, pour tout € > 0, —eh € B, donc f(z + e(—h)) = f(x —eh) > f(z). Puis df(z,—h) > 0.
Comme df (x,—h) = —df(x,h), on en conclut que df (z,h) = 0. O

Remarque 3.4. L’hypothése que B soit un espace vectoriel prend son importance dans ce lemme,
afin que —ech € B.

Remarque 3.5. La réciproque de ce lemme est fausse. La dénomination "malheureuse” d’extrémale
dans la définition 3.3 peut étre expliquée par le fait que dans de nombreuz problemes d’optimisation,
la condition nécessaire df (x,h) = 0 constitue une premiére étape plus facilement réalisable que la
condition suffisante et fournit de maniére précise des extrema possibles. De plus, elle s’avére souvent
étre en pratique une condition suffisante.

3.2.2 Equation d’Euler-Lagrange

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir I’équation qui régit la dynamique des systémes
lagrangiens. Soit (a,b) € R? tels que a < b et N € N*. On s’intéresse ici & des sytémes évoluant au
cours du temps t € [a, b] et repérés par des coordonnées z(t) € RY.

Pour deux ensembles E et F', on note F(E, F') I’espace vectoriel des fonctions f : E — F. Soit
m1 € N*, mg € N*, p € N* et U un ouvert de R™!., L’espace vectoriel des fonctions f : U — R™2 de
classe CP est noté CP(U). On introduit enfin 'espace suivant :

CPU x [a,b]) = { FeFUx|a,b)| Vtelab], z— fz,t) € CPU),
Vo el, t— f(z,t) € CP([a,b]) }



54 3. SYSTEMES LAGRANGIENS ET HAMILTONIENS

Définition 3.4. Un Lagrangien L est une fonction

L: R x[a,b] — R
(:L‘,'U,t) I L(x?v’t)

telle que L € CH(R?N x [a, b]).

A partir de maintenant, on note 01 L(x,v,t) et 2 L(x,v,t) les différentielles de L respectivement
par rapport a x et v. En particulier, & L(x,v,t) et doL(z,v,t) sont des vecteurs de RY. Nous préférons
employer cette notation pour éviter par la suite toute confusion entre la dérivation par rapport a x
et I’évaluation en un x particulier.

Un Lagrangien induit une fonctionnelle sur C1([a, b]), appelée action (lagrangienne) et définie par

AL : CYal) — R
b 3.1
: /L<x(t),%x(t),t> dt. 3.1

Le principe de moindre action stipule donc que les fonctions = qui rendent A(L)(z) minimale
seront exactement les trajectoires du systéme physique caractérisé par son Lagrangien L. En fait, en
pratique, le Lagrangien est défini au signe pres, c’est-a-dire que L ou —L ont tous les deux la méme
importance. On est donc conduit & chercher les eztrema de laction, en se contentant (voir la remarque
3.5) de la condition nécessaire donnée par le lemme 3.1. Déterminons donc la différentielle de A(L)
qui nous intéresse.

Lemme 3.2. Soit L un Lagrangien et x € C*([a,b]).
On suppose que t — 0o L(z(t), %x(t),t) € AC(la,b)).
Alors A(L) est Ci([a, b])-différentiable en x et pour tout h € C&([a, b)),

dA(L)(z,h) = /b [alL <x(t), %m(t),t) - %@L <x(t), %x(t),t)] h(t) dt.

a

Démonstration. Soit h € Cg([a,b]) et € > 0. Pour tout ¢ € [a, b],

L <x(t) + eh(t), %x(t) + e%h(t),t) =L (m(t), %m(t),t)
+e [alL <x(t), Za(t) t) - h(t) + 0, L (x(t), Za(t) t) : Eh(t)] + o(e).

On obtient donc :

b d

ALz + 2h) = / L (m(t)+5h(t),%x(t)+5%h(t),t> dt

a

= A(L)(x) + /

a

’ [alL <x(t), %x(f), t) - h(t) + 0, L (x(t), %x(f), t) : %h(t)] dt + o(e).

De plus, puisque ¢ +— 9oL (ac(t), %x(t),t) € AC([a,b]), il est possible d’effectuer une intégration
par parties :

/ab Do L (x(t), %x(t),t> : %h(t) dt — — /ab %(%L <x(t), %x(t),t) h(t) dt.
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Aucun terme de bords n’apparait car h € C&([a, b]).
b
Finalement, h — / [(%L <x(t), %x(t),t) - %(%L (x(t), %x(t),t)] - h(t) dt est linéaire, ce qui
achéve la preuve. ¢
U

On obtient alors la caractérisation suivante pour les C3([a, b])-extrémales.

Théoréme 3.1. Soit L un Lagrangien et x € C*([a,b]).

On suppose que t — OsL(2(t), Lx(t),t) € AC([a,b]). L équivalence suivante a lieu :

x est une Cl([a,b])-extrémale de laction A(L) si et seulement si x vérifie l'équation d’Euler-
Lagrange définie par

(BL):  Vielab, oL (x(t), %x(t),t) - %@L (w(t),%w(t),t) 0. (3.2)

Démonstration. D’apreés le lemme 3.2, x est une C{ ([a, b])-extrémale de A(L) si et seulement si pour
tout h € C¢([a,b]),

/ab [alL (x(t), %w(t),t> - %BQL (x(t), %“(t)’tﬂ h(t)dt = 0.

On conclut en utilisant le lemme fondamental du calcul des variations [Arn89, p.57].
O

L’équation d’Euler-Lagrange est ainsi la traduction mathématique du principe de moindre action ;
le chemin x le plus “économique” (sous réserve d’unicité) est celui qui vérifie I'équation d’Euler-
Lagrange. On peut maintenant donner une définition formelle d’un systéme lagrangien.

Définition 3.5. On appelle systéeme lagrangien la donnée d’un Lagrangien L et de I’équation d’Euler-
Lagrange (EL) associée.

En physique, un systéme lagrangien est un systéme dont la dynamique (autrement dit, I’évolution
temporelle) peut étre complétement décrite par une équation d’Euler-Lagrange. En fait, en physique
fondamentale, on postule plutdt que tout systéme physique est lagrangien et on cherche un Lagrangien
qui permette de décrire convenablement son évolution.

Un systeme lagrangien peut ainsi étre résumé par le diagramme suivant :

L

'
(BL),

oil V est 'espace des variations, ici Cg([a,b]). La fleche < identique I’équivalence du théoréme 3.1,
entre V-extrémale et équation d’Euler-Lagrange. Ce schéma sera par la suite progressivement enrichi.

Exemple 3.1. Loscillateur harmonique est une illustration simple de systéme lagrangien ; une par-
ticule de masse m est attachée horizontalement a un ressort de raideur k (voir figure 3.2).
Son Lagrangien est défini par

1 1
L(z,v) = gmlol® — Shl]* (33)
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iﬂﬂﬂkﬂﬂﬂﬂ m

F1G. 3.2 — Oscillateur harmonique.

Dans ce cas, l’'équation d’FEuler-Lagrange devient :
d2
—kx— m@x(t) =0, (3.4)

qui est exactement l’équation du principe fondamental de la dynamique associée a ['oscillateur.
Plus généralement, un systéme d’énergie cinétique T (v), avec T'(v) une forme quadratique, et
d’énergie potentielle U(x), admet le lagrangien

L(z,v) =T(v) — U(x). (3.5)

On parle dans ce cas de systéme lagrangien naturel, car cette forme est trés courante en physique. Pour
de tels systemes, I’équation d’FEuler-Lagrange correspond au principe fondamental de la dynamique.

3.3 Systémes hamiltoniens

Le formalisme développé par Hamilton est aussi trés utilisé pour décrire la dynamique de systémes,
notamment en mécanique céleste. Il est en particulier mieux adapté pour les systémes conservatifs
(dont I'énergie est conservée au cours du temps). Tout comme les systémes lagrangiens, la donnée
d’une fonction, ici le Hamiltonien, permet de déterminer & elle seule la dynamique du systéme.

On s’intéresse toujours & des sytémes évoluant sur [a,b] et de coordonnées z(t) € RY. Notre
présentation s’appuie ici sur [Cre07].

3.3.1 Définition et premiéres propriétés
Définition 3.6. On appelle systéme hamiltonien la donnée d’une fonction

H: RVxRVN — R
(z,p) +—— H(z,p)

satisfaisant les équations suivantes :

%x(t) = OH (x(t),p(t)),
(EH) : Vi€ lab), (3.6)
%p(t) = —01H (2(t),p(t)).

Les fonctions H et p sont appelées respectivement Hamiltonien du sytéme et moment associé a x.
Les équations (3.6) sont dites équations canoniques.

Précisons que comme précédemment, Oy H et 0, H désignent respectivement les différentielles de
H par rapport a x et p.

Remarque 3.6. On pourrait aussi définir un Hamiltonien H(x,p,t) qui dépend explicitement du
temps, mais ce cas ne sera pas traité ici.
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Précisons tout de suite 'aspect particulier du Hamiltonien.

Lemme 3.3. Soit un systéme hamiltonien et H le Hamiltonien associé. Alors pour tout (x(t),p(t))
vérifiant (3.6),
d

%H(x(t),p(t)) =0.

Démonstration. La preuve est immeédiate en utilisant (3.6) :

SH (a(0) (1)) = 1 H(2(t),plt)) - (1) + DH(a(0), (1) - (1),
= O H(x(t),p(1)) - Qo H(2(0) p(1)) — o H((0), p(0)) - 04 H (x(0), (1)),
=0.

O

On dit que H est une intégrale premiére du mouvement ; pour chaque condition initale (xg, po),
la valeur de H ne varie pas le long de la trajectoire issue de (zq,po) :

vielabl,  H(a(t),p(t)) = Hlzo,po) = cste. (3.7)

Le moment p remplace donc dans ce formalisme la vitesse v des systémes lagrangiens. Sans étre

égaux, ils peuvent toutefois étre reliés, puisque nous allons maintenant voir qu’un systéme hamiltonien
peut découler d’un systéme lagrangien.

3.3.2 Lien avec les systémes lagrangiens

On se limite ici & un Lagrangien autonome L(x,v) (qui ne dépend pas explicitement du temps t).
Pour tout z € RV, on introduit la fonction g, définie par

Gz - RN — RN
v — OaL(x,v)

On dira que L vérifie la propriété de Legendre si L est autonome et g, est inversible pour tout
r e RV,

Lemme 3.4. Soit L un Lagrangien autonome. Si pour tout x € RN, v — L(z,v) est strictement
conveze, alors L vérifie la propriété de Legendre.

Démonstration. Le fait que v — L(x,v) soit strictement convexe implique que g, est strictement
croissante. Comme elle est de plus continue, on en conclut qu’elle est inversible. ]

Soit L un Lagrangien qui vérifie la propriété de Legendre. On introduit la transformée de Legendre
comme la fonction f; définie par

fr: RVNxRN — RN
(z.p)  — ¢;'(p)
Ainsi, si on note v = g5 '(p), alors p = & L(z,v) = 02 L(z, f(x,p)).

Définition 3.7. Soit L un Lagrangien qui vérifie la propriété de Legendre et soit x € C1([a,b]). Le
moment associé o x, noté p, est la fonction définie par

p: lab] — RN

t  +— 0oL (x(t),ix(t)>_ (3.8)
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Remarquons que la relation (3.8) implique

Ca(t) = fulat).p(1).

On peut maintenant constuire un systéme hamiltonien & partir d’un systéme lagrangien.

Définition 3.8. Soit L un Lagrangien qui vérifie la propriété de Legendre. On appelle Hamiltonien
associé o L la fonction notée H et définie par

H(z,p) = p- fr(e.p) - L(x, fu(z,p)).

Cette dénomination est justifiée par le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Soit un systéme lagrangien dont le Lagrangien L vérifie la propriété de Legendre et
soit H le Hamiltonien associé a L. Soit x une solution de (EL) et p le moment associé a x. Alors
(x,p) est solution de (EH).

Démonstration. D’une part,
81H(.%'7p) = 81fL($,p)p - alL(I', fL(wap)) - alfL(map) 82[1(1’, fL(wap))

Comme p = 0o L(z, fr.(z,p)) et %x(t) = fr(z(t),p(t)), on obtient

OLH (2(8), p(t)) = — O L (x(t), %x(t)) .

En utilisant (3.2), on trouve que

0L (a(0).p(0) = —ouL (w(0), ) ) =~ (0.
D’autre part,

82H(x7p) = fL(l',p) + 32fL(x,p)p - 82fL(xap) 82L(.%’,fL(1',p)),
= fL(l',p)-

On en déduit finalement que

OuFH (a(0), p(t)) = ().

0

Le Hamlitonien associé & L constitue donc bien un systéme Hamiltonien. Ce résultat peut étre
illustré par le diagramme ci-dessous :

H (3.9)

(EL) - - (EH)

L’accent n’est plus mis ici sur I’équivalence entre extrémale et solution de (E'L), mais plutot sur
le lien entre systéme lagrangien et systéme hamiltonien associé. Les fléches en pointillés signifient que
I'obtention de (E'H) nécessite non seulement la donnée de H, mais aussi ’équation (EL).
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Exemple 3.2. Reprenons ['exemple 3.1 et déterminons le Hamiltonien associé a un systéme la-
grangien naturel, de Lagrangien L(z,v) = T(v) — U(x), avec T quadratique. Il existe une matrice

M € My (R) symétrique et inversible telle que T'(v) = §tva. On trouve alors que
p = 0o L(z,v) = M. (3.10)
En allégeant Uécriture (v = f(x,p)), le Hamiltonien associé a L vérifie :
H(z,p) = pv — L(z,v) = "vMuv — <%t’UMU - U(m)) ,
= %tva—i—U(w) =T(v)+ Ul(x), (3.11)
ce qui correspond a l'énergie totale du systéme. D’aprés le lemme 3.3, cette énergie est donc

constante. Cela justifie que le formalisme hamiltonien soit mieur adapté auz systémes conservatifs.
Plus rigoureusement, H sécrit, d’aprés (3.10) et (3.11), sous la forme

1 _
H@nﬁzi%M]p+U@)

Les équations canoniques (EH) sont ainsi données par

Sal)) = M),
vVt € la, b,

d

E(ﬂ = —VU(x(t)),

ot VU est le gradient de U.

Nous en resterons la pour 'instant sur les systémes hamiltoniens. Nous y reviendrons au chapitre
6 ol nous utiliserons quelques propriétés supplémentaires pour décrire certains aspects de systémes
chaotiques, objets centraux dans l’orientation de notre recherche.

Grace au diagramme (3.9), le socle de notre cube initial (figure 1) est & présent posé. Dans les
deux chapitres suivants, nous allons nous atteler a la construction du toit.
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Chapitre 4

Plongement fractionnaire initial

Au chapitre 1, nous avons vu que le calcul fractionnaire s’avére étre un outil efficace pour de
nombreuses applications. Il est toutefois bien souvent considéré comme un outil purement pratique
permettant de décrire de maniére condensée un systéme, mais sans autre signification. L’ordre de
la dérivation peut alors étre vu comme un paramétre libre, que 'on ajuste ensuite aux données. La
justification du calcul fractionnaire est dans ce cas entiérement heuristique.

La facon la plus courante de construire une équation fractionnaire peut-étre résumée de la maniére
suivante : partant d’un opérateur différentiel O qui dépend de la dérivée classique d/dt et de ses itérées,
on définit I’équation différentielle O(x) = 0 (les deux procédures sont en pratique simultanées); on
remplace ensuite la dérivée usuelle par une dérivée fractionnaire d/dt® (trés souvent avec 0 < o < 1),
afin d’obtenir un nouvel opérateur, &,(O) ; la nouvelle équation différentielle devient alors £,(O)(z) =
0. Cette procédure peut étre schématisée ainsi :

(9(3:1 ~0 5a(0)%x) =0 (4.1)
O L £.(0)

L’opération &, qui transforme un opérateur (ou une équation) en sa contrepartie fractionnaire est
nommeée plongement fractionnaire dans [Cre07]. Cette procédure de plongement est en fait considérée
de maniére plus globale par Cresson, puisqu’il 'utilise aussi pour des opérateurs stochastiques avec
Darses dans [CDO07| et non-différentiables (travaux en cours avec Greff). Dans chacun de ces cas, la
dérivée classique est remplacée par un nouveau type de dérivée. Des exemples motivant cette démarche
sont présentés dans U'introdution de [Cre07].

Concernant la construction d’équations fractionnaires, on pourrait penser que si le calcul fraction-
naire s’adapte aussi bien & certains systémes, c’est qu’il existe des raisons profondes pour qu’il en soit
ainsi. En particulier, 'ordre de dérivation devrait étre relié intrinséquement au systéme et donc s’ex-
primer en fonction de coefficients caractéristiques de celui-ci. Nous pensons ici plus particuliérement
a l'analyse de Zaslavsky sur les systémes hamiltoniens chaotiques (classiques). Il propose de modéli-
ser les phénoménes de diffusion anormale induits par ces sytémes & 'aide d’équations fractionnaires.
Si l'introduction de dérivées fractionnaires se fait de maniére plus ou moins ad hoc, Zaslavsky relie
toutefois les ordres de dérivations aux paramétres caractéristiques du systéme. Cette thématique sera
I’objet de la partie III.

Revenons au diagramme général 4.1. Avant méme de s’intéresser aux coefficients fractionnaires, il
faudrait s’assurer que I’équation fractionnaire £,(Q)(x) = 0 a bien un sens physique. Effectivement,
cette construction est tout & fait formelle et rien ne garantit que le contenu physique présent dans
I’équation O(x) = 0 se transpose dans &,(O)(z) = 0. On pourrait objecter que le fait qu'une équation
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fractionnaire empirique, par exemple du type

3634 427 ql21
co —dt3-634x(t) +c1 —dt2_7x(t) + ¢ —dtmlm(t) + csx(t) =0, (4.2)

modélise efficacement le comportement d’un systéme constitue un argument suffisant pour lui conférer
un sens physique, mais méme dans ce cas au moins deux questions demeurent. Tout d’abord, pour-
quoi les exposants fractionnaires valent-ils (3.634,2.7,1.21) 7 D’ailleurs, comment étre sir que ces
valeurs sont optimales ? Il pourrait exister plusieurs jeux de valeurs qui conviennent tout aussi bien.
Deuxiéme point, la forme méme de I'équation est-elle optimale (d’ailleurs, comment définir 'opti-
malité) ? Peut-étre qu'un terme supplémentaire c4d"%7 /dt'%7 permettrait un meilleur ajustement, ou
peut-étre qu’au contraire un modéle avec seulement deux dérivées fractionnaires, mais avec d’autres
ordres de dérivations, serait plus économique et tout aussi efficace.

Avec cet exemple simpliste (certains contraintes existent assurément pour réduire les possibilités),
on voit qu’il est nécessaire de trouver des critéres permettant de déterminer les “bonnes” équations
fractionnaires. Influencés que nous sommes & présent par la lecture du chapitre 3, nous songeons
naturellement au principe de moindre action comme critére possible ; c’est en fait la piste qu’a proposée
Cresson dans [Cre07], en s’appuyant notamment sur [Rie96, Agr02|. Puisque la majorité des équations
classiques de la dynamique sont issues d’un principe de moindre action, il est naturel d’exiger la méme
chose pour les équations fractionnaires. Ainsi, si une équation du type (4.2) posséde une formulation
lagrangienne (fractionnaire), on pourra alors espérer qu’elle soit pertinente physiquement, tout au
moins plus qu'une autre ne reposant pas sur une telle structure.

Remarque 4.1. En fait, comme le propose Riewe [Rie96] et comme nous le verrons au chapitre 9, on
peut méme aller plus loin et chercher des structures lagrangiennes fractionnaires pour des équations
classiques qui n’en admettent pas avec d/dt (par exemple l’équation de friction linéaire).

Nous allons donc étudier comment se traduit la transition d/dt — d*/dt®, avec 0 < a < 1, sur les
équations différentielles. Plus précisément, nous résumons le travail de Cresson sur les plongements
fractionnaires présenté dans [Cre07], qui a servi de point de départ a notre thése. Nous commencons
par définir cette transition de maniére générale, sur les opérateurs différentiels O et les équations
associées O(z) = 0. Elle nous servira ensuite pour étudier les systémes lagrangiens puis hamiltoniens
dans le cadre fractionnaire. Dans ces deux cas, nous verrons qu'’il existe deux procédures non équiva-
lentes pour définir ces systémes. La résolution de cette difficulté fera ensuite I'objet de la section 5.1.
On pourra noter que cette présentation différe légerement de [Cre07]|, certains points ayant été mis
en avant au fil de notre travail, comme en témoigne notamment ’article [CI09] que nous reprenons
en partie ici.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, deux remarques s’imposent.

— Le plongement fractionnaire aborde la transition d/dt — d®/dt® de maniére théorique; il n’a
pas pour but de la justifier physiquement mais, & partir d’elle, confére une structure a certaines
équations fractionnaires. C’est cette ossature mathématique qui a vocation ici & donner un sens
plus profond & d*/dt®. L’étude de la transition elle-méme se fera dans la partie IIL.

— L’analyse de Zaslavsky des systémes chaotiques se base sur deux approches, I'une “dynamique”
et l'autre “cinétique”. La premiére se base sur les équations du mouvement, hamiltoniennes,
qui déterminent les trajectoires et modélent 1’espace des phases. La seconde se base sur une
description probabiliste, qui rend compte des évolutions moyennes de ces systémes. La seconde
s’appuie évidemment sur la premiére. C’est dans "approche cinétique que Zaslavsky introduit
des dérivées fractionnaires, alors que le plongement fractionnaire présenté ici porte sur la dyna-
mique. Il faut donc supposer que si le fractionnaire émerge dans la description probabiliste, c’est
qu’il apparait déja au niveau de la dynamique'. Au cours de notre travail, nous avons cherché

!Comme on I’a mentionné au chapitre 1, ce point de vue semble avoir été partagé par Zaslavsky qui, dans ses derniers
travaux [ZSE06, TZ06, TZ08], s’était intéressé a la dynamique fractionnaire.
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a justifier cette hypothése forte, mais le probléme reste toutefois ouvert.

4.1 Définition du plongement fractionnaire

4.1.1 Opérateurs différentiels
Soit M, N € N*. Si f €¢ F(RM+L RN) et y € F([a,b],RM), on note f(y(e),e) la fonction définie

par
f(y(.)’ .) : [a’ b] - RN
t — fly@),0).
Soit p, k € N. Sif= {fi}OgiSp et g = {gj}lgjgp sont deux familles de f(RN(k+1)+1,RM) (g = @
si p=0), on introduit opérateur différentiel (’)? défini par

Of . U(OF) c F([a,b],RY) —  F([a,b],RM)
p i k
d d (4.3)
Jo+ ZZ; Jix ﬁgi] (33('), e ﬁﬂ'), °> ;
ou, pour deux opérateurs A = (Ay,...,Ay) et B=(By,...,By), A% B est défini par

(AxB)(y) = (A1(y)B1(y),-- -, An(y) Bm(y)) -

L’ensemble U(OF) est 'ensemble de définition de Of. Par exemple, si pour tout 0 < i < p,
fi € CORNAHDHLY ot si pour tout 1 < j < p, g; € CF(RNE+DHL) "alors CPHE([a,b]) € U(OF).

Précisons que les dérivées sont aussi présentes a l'extérieur des g; car, lorsque la dérivée sera
généralisée au cas fractionnaire, il n’existera plus de formule pour dériver une fonction composée.

Le plongement fractionnaire de Ofg est défini en remplacant d/dt par une dérivée fractionnaire
d’ordre «, avec 0 < a < 1. Cette procédure peut donc étre effectuée de plusieurs maniéres, suivant
les types de dérivées choisies. Celle que nous retiendrons est la suivante.

X >

Définition 4.1. Avec les notations précédentes, le plongement fractionnaire de O, noté EQ(O}?), est
défini par

Sa((’)]"f) : U C F[a,b],RY) —  F([a,b],RM)

fo+ Zfi * oD gl-] (x(o), e (;Df‘)’“x(.),.) , (44)
=1

T —

ol UY est le domaine de définition de Sa((’)}]) (sa dépendance avec f et g n’apparait pas explicitement
par souci de lisibilité).

Remarque 4.2. Le plongement fractionnaire d’un opérateur différentiel n’est en général pas unique.
Par ezemple, 7 peut étre plongé de deur maniéres.

~ Si on considére Uapplication Iy : (z,y) € R*V s gy, le choiz k=1,p=0, f={IIs} et g=0
conduit au plongement
d
Ea <£> = °Dy.

— En prenant k=0, p=1, f={0, id} et g={id}, le plongement devient

d 8]
ga <a> — (lDt .



64 4. PLONGEMENT FRACTIONNAIRE INITIAL

Si cette indétermination peut apparaitre comme un défaut indéniable, elle laisse aussi une certaine
liberté dans le choix du modéle fractionnaire. Par contre, quel que soit le plongement adopté, un seul
exposant fractionnaire intervient, a. Par conséquent seuls les exposants du type ka avec k € N,
pourront apparaitre dans les équations fractionnaires issues d’un plongement.

La définition 4.1 différe de [Cre07]| par trois aspects.
— L’opérateur fractionnaire utilisé dans [Cre07] est

Dauﬁ —

1
i =5 [aDf — D] +ing [oDF + Dy ], (4.5)

N |

ot >0,0>0cet u e C. Cet opérateur traite simultanément le passé et le futur, afin de
prendre en compte le caractére irréversible de certains systémes. Dans notre travail, nous avons
plutot privilégié les opérateurs “passé” afin de respecter la causalité, c’est-a-dire le fait que ’état
d’un systéme & 'instant ¢ soit entiérement déterminé par ses états antérieurs 7 < ¢t. En langage
courant, le principe de causalité stipule que seul le passé détermine le présent. Nous verrons
toutefois en section 5.1 que nous serons conduit & introduire un opérateur inspiré de (4.5), afin
de justement respecter cette causalité dans les sytémes lagrangiens.

Nous avons de plus préférer garder un opérateur réel afin que les notions de minimum et de
maximum gardent un sens pour l’action lagrangienne dans le cas fractionnaire (on est obligé
sinon de se contenter des points o la différentielle s’annule). On peut ainsi rester dans Pesprit
initial du principe de moindre action (minimiser I’action).

— Dans [Cre07], le plongement fractionnaire est défini exclusivement sur les opérateurs; seule la
dérivée extérieure est remplacée par une dérivée fractionnaire. Nous avons ici choisi de plon-
ger aussi I'évaluation en x (les dérivées a l'intérieur des parenthéses) car dans notre travail,
ces deux substitutions sont toujours effectuées simultanément ; nous n’avons jamais rencontré

d
d’expression du type Dy f <w(t), ax(t))

— La dérivée de Caputo a l'intérieur permet de définir correctement 1’action, notamment dans
le cas des systémes lagrangiens naturels. Nous avons aussi choisi D plutot que (aDl?‘)i
(option retenue dans [Cre07]) car cela permet d’obtenir des solutions pertinentes (sans conditions
initiales nulles) pour les équations étudiées au chapitre 9.

Donnons & présent quelques précisions sur L.

Lemme 4.1. On suppose que pour tout 0 < i < p, f; € CO(IR{N(’““)H) et que pour tout 1 < 5 < p,
gj € Cj(RN(k+1)+1).

- Si % =0 pour tout 1 < i < p, alors

CVH ([ b)) U™ et Eo(OF)(CE((a,b])) € C([a,b]).
- Sip=0(g=0) et k=1, alors

C'([a,b]) CU™ et Ea(OF)(C([a,b])) € C°([a,b]).

Démonstration.
— Soit x € C’ka([a, b]). Pour tout 1 < j < Kk, (ED,?‘)]x = <D™ g daprés le corollaire 2.1, et
¢DyY x € C¥([a,b]) d’apres le point 3 du lemme 2.6.
Soit 1 < i < p. Puisque g; est de classe C%, g;(z) : t — g;(z(t),..., SDf* z(t),t) € C'([a,b]).
De plus,

/ . j 8gi(w)
5i(a) () = 3 Djgi()(a) (@) + o ()
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0aq; .
Comme <9 = ( et 2U)(a) = 0 pour tout 1 < j < k, on obtient g;(z)'(a) = 0. Par récurrence,

9i(x)V(a) = 0 pour tout 1 <1 <. Ainsi g;(z) € C%([a,b]) et d’aprés le point 2 du lemme 2.6,
oD gi(z) € C%[a, b]).
— Soit @ € C*([a,b]). D’apreés le point 1 du lemme 2.6,

Ea(OF)(z) = fol(e), GDf w(s), @) € C*([a,b]).
O

Remarque 4.3. A cause des dérivées de Caputo (voir (2.18)), on n'a pas 51((’)}7) = (’)?, sauf si
T € Cﬁ([a, b]). Par contre, on montre facilement & l’aide du lemme 2.4 et du théoréme 2.3 que pour

B>0,m=[B8]+1cetfeAC™([a,b]),

m
lim D] f=——F.
ﬁ—lfrg* oDr f dtmf

Par conséquent, si les fonctions f; et les g; sont assez réqulieres et si x € Cﬁlﬁ([a, b)),

lim Sa((’)jl)(w) = (’)?(x).

a—1—

4.1.2 Equations différentielles

Comme cela est fait dans [Cre07], les équations différentielles ordinaires peuvent s’écrire a ’aide
d’un opérateur Ofg :
Of(z) =0, zeU(OF). (4.6)

Définition 4.2. Avec les notations précédentes, le plongement asymétrigue de ’équation différentielle
(4.6) est défini par
Sa((’)?)(w) =0, zelU". (4.7)

A T’aide de ces définitions, nous allons maintenant étudier les systémes lagrangiens fractionnaires.

4.2 Systémes lagrangiens

Une premiére idée pour obtenir un systéme lagrangien fractionnaire est de plonger directement
I’équation d’Euler-Lagrange. Toutefois, dans ce cas, seule I’équation classique est vraiment issue du
principe de moindre action. Une autre maniére de faire est alors de plonger le Lagrangien, et ensuite
de lui appliquer le principe de moindre action. Dans ce cas, ’équation fractionnaire repose bien sur
ce principe, mais n’est par contre plus causale...

Considérons donc un systeme lagrangien, de Lagrangien L.

4.2.1 Plongement de I’équation d’Euler-Lagrange

Redonnons I'expression de ’équation d’Euler-Lagrange, notée (EL) :

vtelab, oL (w(t), %w(t),t) _ %BQL (x(t), %x(t),t) 0.

Cette équation peut s’écrire sous la forme Of(z) = 0, avec k = 1, p = 1, £ = {&L,1} et
g = {—02L}. Dans ce cas, le plongement fractionnaire de (EL), noté £,(EL) vérifie
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EEL) : Vit €a, b, 81L<x(t), 2D§‘m(t),t> _ Do 82L<x(t), 2D§‘m(t),t> —0.

Cependant, on peut appliquer & cette équation les remarques faites dans I'introdution de ce cha-
pitre sur les équations fractionnaires; rien ne garantit que £,(EL) soit une “bonne” équation, puis-
qu’elle n’est pas directement issue d’un principe de moindre action.

4.2.2 Plongement du Lagrangien

Plongeons donc plutét le Lagrangien L, pour lui appliquer ensuite le principe de moindre action.
Cette fonction, que 1’on notera toujours L, peut en fait étre vue comme un opérateur (’)?(w), avec
k=1,p=0,f={L}etg=10":

L: UL)c F(a,b],RY) —  F([a,b],R)
d
x — L (m(o), %x(O), 0> .

Le plongement fractionnaire de L, que ’on notera L, plutot que &, (L) par souci de lisibilité, est
alors défini par
Ly : U — F ([a,b],R)
o 1o 500 08)

Comme L € CO(R?N x [a,b]), C*([a,b]) C U™ et Lo(Ct([a,b])) € C°[a,b]) d’aprés le point 2
du lemme 4.1. Dans le chapitre, nous avons défini les sytémes lagrangiens pour des fonctions x €
C1([a, b]). Nous prenons donc & partir de maintenant U® = C*([a,b]) comme espace de définition de
Ly,.

Grace a ce nouveau Lagrangien, on peut reprendre le cheminement du chapitre 3. L’action associée
vérifie :

A(Ly) : CY[a,b]) —

R
r /bL<x(t), cpo x(t),t) dt.

On voit ici I'importance de choisir la dérivée de Caputo pour la définition. Effectivement, consi-
dérons le cas élementaire d’un systéme Lagrangien naturel avec N =1 :

Si 2z € CY([a,b]) et z(a) # 0, alors D2 x(a) = 0, et d’aprés le théoréme 2.3,

a— a

D () ~ LT

- mx(a). (4.8)

Par conséquent, )
Lo, oD 0.0) ¢ g () (- a

a 1l -«

et n’est pas intégrable en a pour a > 1/2; 'action n’est dans ce cas pas définie!

Comme dans le cas classique, le principe de moindre action garde un sens; on peut chercher les
minima et maxima de A(L,) pour déterminer la dynamique, cette fois fractionnaire, du systéme.
Déterminons pour cela 'expression de la différentielle de I'action. La tache est aisée puisque le calcul
des variations reste en lui-méme inchangg.
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Lemme 4.2. Soit x € C([a,b]). On suppose que (92L<x(o), °Dy x(o),o) € AC(la,b)).
Alors A(Ly) est Ci([a,b))-différentiable en x et pour tout h € Ci([a,b]),

b

dA(Le)(z, h) = / [61L<x(t), 2D§‘x(t),t> + bpfaQL(x(t), gp,?x(t),t)} h(t) dt.

a

Démonstration. Soit h € C}([a,b]) et € > 0. Pour tout ¢ € [a, b],
Loz +eh)(t) = L(m(t) + eh(t), °D2 z(t) + £ °D2 h(t), t),
= Lo(2)(t) + ¢ [61L<x(t), DX 1(t), t) h(t) + agL(x(t), DY (), t) .epo h(t)] +o(e).
(4.9)

On intégre cette relation sur [a, b] :

b

A(Lo)(@ + eh) = A(Lo)(2) + / oL (w(t), 5DF @ (b),t) - h(t)dt

a

te / ’ 82L(x(t), DY (), t) - CD h(t) dt + o(e).

b
Effectivement, / o(g)dt = o(e), c’est en fait pour cette raison que la définition 3.2 utilise les €
a

et non les fonctions directement ( ff o(h)dt # o(h) en général, quelle que soit la norme utilisée).
Comme 82L<m(o), °Dg x(e), o> € AC([a,b]) et h € C}([a,b]), on peut effectuer l'intégration par

parties du corollaire 2.2 (avec (D h = D h) :
b b
/ 82L<x(o), DX z(e), .) L CDh(t) dt = / DY 62L<x(o), D 1(e), .) h(t) dt.

b
Finalement, h — / [81L<x(t), Dy x(t),t) + Dy 0oL (m(t), Dy x(t),t)} - h(t)dt est linéaire,

ce qui achéve la preuve. O

On obtient alors ’analogue du théoréme 3.1 dans le cas fractionnaire.

Théoréme 4.1. Soit x € C*([a,b]). On suppose que (92L(3:(o), °Dy x(e), o) € AC(la,b)).
L’équivalence suivante a lieu :

z est une Ci([a,b])-extrémale de laction A(Ly) si et seulement si x vérifie 'équation (EL,),
donnée par

(EL)o : Vte€ |a,b], (91L(x(t), ZDf‘x(t),t) + DY 82L<x(t), gpfx(t),t) = 0. (4.10)

Démonstration. La preuve est similaire & celle du théoréme 3.1. La seule différence est que ¢t —
v Dy (92L(x(t), D x(t), t) peut ne pas étre continue en b. O

Pour résumer, la dynamique d'un systéme lagrangien (fractionnaire), de Lagrangien L, devrait
donc étre déterminée par 1’équation (EL),, via le principe de moindre action. Mais & cause de la
présence de la dérivée & droite ,Df* dans (EL),, cette conclusion est problématique pour deux
raisons.
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La premiére est que les équations £, (FEL) et (EL),, sont différentes ; le plongement fractionnaire et
le principe de moindre action ne sont donc pas des procédures commutatives. Quelle équation faut-il
alors privilégier ? Avec les considérations du début du chapitre, on serait tenter de choisir (EL)q.
Toutefois, et c’est ici la seconde difficulté, la dérivée Dy dépend du futur du systéme; ’équation
(EL), montre ainsi que 1’état a l'instant ¢ est déterminé par ’ensemble de I'histoire du systéme.
L’aspect finaliste du principe de moindre action apparait donc ici explicitement dans les équations !
Dans le cas classique, cet aspect est occulté car I’équation d’Euler-Lagrange est locale.

Remarque 4.4. En fait, méme dans le cas classique, 'aspect finaliste apparait en filigranne dans
(EL). Effectivement, notons dy et d_ les dérivées usuelles a gauche et a droite :

. ox(t) —z(t—e) . x(t+e)—x(t)
dyz(t) = lim ————, d_z(t) = lim ———=. 4.11
)= = el =g (41D
Si x est dérivable en t, dyx(t) = d_x(t) = Em(t) Tout comme les dérivées fractionnaires, d; se

transforme en d_ en intégrant par parties.

Physiquement, c’est d4 qui a un sens, puisque la vitesse d’un objet a l'instant est déterminée par
le passé du systéme — elle ne doit pas dépendre de la position future x(t+¢€). Si on considére & présent
le Lagrangien L (z(t),d4x(t),t), 'équation (EL) associée sera alors

L (z(t), dsa(t),t) — d_8sL (x(t), dya(t),t) = 0.

Le futur intervient alors via d— ! C’est uniquement parce que l’on suppose x(t) assez réquliére que cet
aspect disparait.

En cherchant & respecter le principe de moindre action, on en perd alors un autre tout aussi
fondamental, celui de causalité. Nous nous retrouvons donc devant un dilemne cornélien, que fort
heureusement nous arriverons a dénouer en section 5.1.

Nous pouvons résumer la situation actuelle & ’aide du diagramme suivant :

L Lo Ea(L) (4.12)

C&([mbl)l 103([(1#])
(EL) 2> €,(EL)# (EL)a

Sans pour 'instant chercher & trancher, on dira d’un systéme lagrangien qu’il est “fractionnaire”
s'il est régi par E,(EL) ou (EL),.
4.3 Systémes hamiltoniens

Comme pour les sytémes lagrangiens, plusieurs plongements existent pour les sytémes hamilto-
niens.

4.3.1 Plongement des équations canoniques

Tout d’abord, les équations canoniques (EF'H) peuvent étre plongées directement. Effectivement,

si on pose z = , (FH) s’écrit sous la forme

p
—OoH d
( ouf ) (2(t)) + Ez(t) =0.
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—0H

Ainsi, en choisissant k=0, p=1, f=
OH

) , id} et g = {id}, le plongement fractionnaire
de (EH), noté &,(FH), vérifie

aDz?{x(t) = BQH(x(t),p(t)),
Eo(EH) : Vt€la,b, (4.13)

oD p(t) = —01H (a(t),p(t)).

Comme on va le voir, ce choix est motivé par le fait que 'on peut retrouver &,(EH) a partir de
Ea(EL).

4.3.2 Plongements a partir du Lagrangien

On considére ici un systéme lagrangien dont le lagrangien L vérifie la propriété de Legendre. Afin
d’obtenir un systéme hamiltonien fractionnaire & partir d’un systéme lagrangien fractionnaire, il faut
tout d’abord plonger le lien entre ces deux formalismes, c¢’est-a-dire le moment p associé a x.

Définition 4.3. Soit x € C1([a,b]). Le moment fractionnaire associé a x, noté p,, est la fonction
définie par
Do : la,b] — RY
t > 0oL(z(t), Df x(t)).

Autrement dit, po = E4(02L)(z) (00t DoL est identifié a O?agL})’ soit moralement “p, = E,(p)”.
La relation avec la transformée de Legendre est cette fois

oD x(t) = fr(z(t), pa(t)). (4.14)
Nous obtenons alors un premier lien avec les systémes lagrangiens fractionnaires.

Lemme 4.3. Soit un systéme lagrangien dont le Lagrangien L vérifie la propriété de Legendre et soit
H le Hamiltonien associé a L. Soit © une solution de E,(EL) telle que x(a) = 0, et soit p,, le moment
associé a x. Alors (x,pa) est solution de E,(EH).

Démonstration. Les relations suivantes ne dépendent pas du choix de la dérivée, donc restent valides
ici :

81H($,p) = _alL(x,fL(x?p))’
82H($,p) = fL(x’p)'

Comme z(a) = 0, DY x(t) = D x(t) = fr(x(t),pa(t)), et la premiére équation de E,(EH) est
prouvée. Comme x est solution de &,(EL),

AL (a(t), SDF a(t) = o DF L (a(t), 5DF a(),
= aDtapa(t)7

ce qui prouve la seconde équation. O

Remarque 4.5. L’hypothése x(a) = 0 semble bien inopportune. Elle est toutefois nécessaire s’il on
veut retrouver une dérivée de Riemann-Liouville et non de Caputo. Cette difficulté n’apparaitrait pas
st l'on choisissait ,Df a l'intérieur des fonctions. Mais il faudrait dans ce cas étre trés vigilant quant
a lexistence de laction lagrangienne...
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Comme précédemment, il faudrait mieux obtenir les équations canoniques & 1’aide d’un principe
de moindre action fractionnaire, donc de (EL),.

Corollaire 4.1. Soit un systéme lagrangien dont le Lagrangien L vérifie la propriété de Legendre et
soit H le Hamiltonien associé a L. Soit x une solution de (EL), telle que x(a) = 0, et soit p, le
moment associé o x. Alors (x,p,) est solution de l’équation (EH ), définie par

Dfalt) = 0H(@(t)pall)),
(EH), @ Vt€la,bl, (4.15)
— 1Dy pa(t) = —O1H(x(t),pa(t)).
Démonstration. Similaire & celle du lemme 4.3, en utilisant cette fois (EL),. O

On est donc de nouveau confronté au méme dilemne E,(EFH) # (EH),, illustré par le schéma
suivant :

H Nga(H)

| |

(EH) £~ ¢,(EH)# (EH).

La notation ~ &,(H) est dte au fait que le plongement fractionnaire ne s’effectue pas directement
sur H mais sur le moment p. Les fleches « indiquent quant & elles la présence d’un principe de
moindre action sous-jacent.

Mentionnons pour finir qu’une formulation plus synthétique est exposée dans [CI09]. Plus rigou-
reuse, elle est aussi plus formelle, c¢’est pourquoi nous ne ’avons finalement pas suivie ici. Par ailleurs,
on peut noter que les travaux portant sur le principe de moindre action fractionnaire, notamment
[Agr02, BA06, BM05, ENT07, MBR07, FT07, FT08|, font apparaitre de méme des opérateurs a
droite.
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Chapitre 5
Respect des principes physiques

Dans le chapitre précédent, nous avons tenté de respecter le principe de moindre action, malheureu-
sement au détriment de celui de causalité. Pourtant, si I’on suppose que les équations fractionnaires
ont une réelle signification physique, elles doivent respecter les principes fondamentaux de la phy-
sique, au méme titre que les équations classiques. En regardant quels autres principes devaient étre
vérifiés, nous avons remarqué que ’homogénéité dimensionnelle n’était pas respectée dans de nom-
breuses équations fractionnaires, notamment dans celles issues du plongement fractionnaire. Dans ce
chapitre, nous allons nous efforcer de construire un plongement fractionnaire qui respecte les prin-
cipes de moindre action, de causalité et d’homogénéité dimensionnelle. Nous allons notamment voir
qu’en cherchant & réunifier les deux premiers points, nous obtenons en fait une approche formelle de
Iirréversibilité.

5.1 Causalité et irréversibilité

Comme on l’a signalé au chapitre 1, Riewe a introduit les sytémes lagrangiens fractionnaires afin
de fournir un principe de moindre action pour les sytémes non-conservatifs. Son article [Rie96] débute
ainsi :

It is a strange paradoz that the most advanced methods of classical mechanics deal only

with conservative systems, while almost all classical processes observed in the physical
world are nonconservative. Conservative systems are time reversible by definition, while
nonconservative systems exhibit the familiar arrow of time due to irreversible dissipative
effects such as friction.

En termes imagés, si on filme I’évolution d'un systéme, un systéme conservatif sera tel que 1’on
ne fera pas de différence entre la vidéo passée a I’endroit et celle passée a I’envers. Par exemple, en
premiére approximation, le balancier d’une pendule, une balle de billard, un palet de hockey sur la
glace sont des syteémes réversibles. Dans le cas contraire, on parle de systéme irréversible ; un verre qui
se brise, une balle en mousse qui rebondit de moins en moins haut en sont quelques exemples. La fléche
du temps indique le sens de lecture de la vidéo (et n’a donc de sens que pour les systémes irréversibles).
Elle nous est familiére puisque c’est elle qui différencie le passé du futur ; nous ’observons tous dans
le vieillissment de I’étre humain, phénomeéne la-aussi irréversible !

Remarque 5.1. Nous avons précisé que les sytémes conservatifs que mous avons cité ne l’étaient
qu’en premiére approximation puisque comme le signale Riewe, les systémes réels présentent tous
des phénomenes de dissipation : une pendule doit étre remontée, il est impossible de faire diz bandes
au billard et un palet de hockey ne traversera jamais [’arctique d’un seul coup de crosse! Partant
de ce constat, Hilfer propose dans [Hil03] d’inverser la vision classique de la physique (qui considére
magjoritairement des systémes conservatifs), en supposant que les systémes sont dans le cas général non
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conservatifs, le cas conservatif devenant un cas dégénéré. Cela se traduit au niveau des dérivées par le
fait que les plus générales sont les dérivées fractionnaires, d/dt devenant lui aussi un cas particulier.

Dans [Rie96] Riewe cherche une structure lagrangienne pour l’équation de friction linéaire sui-

vante :
2

d d
mwx(t) + ’yax(t) —VU(z(t)) =0, (5.1)
et trouve un Lagrangien permettant d’obtenir I’équation suivante :

2

d
mome(t) + 70D oD a(t) - VU (1) = 0.

Le probléme est que tD;/ 2 aDtl /2 # d/dt (méme lorsque a — b, comme le propose Riewe). A cause

une nouvelle fois de la présence de la dérivée & droite tD;/ 2 ot donc du non-respect de la causalité,
il est impossible de retrouver (5.1). En généralisant le plongement asymétrique présenté ici, nous
résoudrons ce probléme au chapitre 9. Le travail de Riewe relie ainsi moindre action, irréversiblité et
implicitement causalité. Il va en étre de méme dans cette partie.

Notre premiére priorité étant de réconcilier moindre action et causalité dans les systémes lagran-
giens fractionnaires, nous nous sommes d’abord inspiré de [Cre07| en restreignant les variations, mais
finalement sans succés. Nous avons ensuite proposé de dédoubler la dynamique, ce qui a conduit &
une approche formelle de l'irréversiblité. Nous avons ensuite défini un plongement asymétrique que
nous présentons ici dans le cas fractionnaire et qui permet de respecter la causalité dans les systémes
lagrangiens et hamiltoniens. Ce formalisme n’est en fait pas tributaire du cas fractionnaire et peut
étre appliqué a d’autres types de dérivées.

5.1.1 Restriction des variations ?

Afin d’éliminer ,D;* dans (EL),, on peut tenter de restreindre l'espace des variations V), en
espérant ainsi ne garder que les fonctions tests pertinentes. C’est ce qui est proposé dans [Cre(7],
avec un choix du type

V={heCj(a,b)) | SDFh = — Dy h}. (5.2)

Dans ce cas, si = est une solution de £,(FL), alors = est une V-extrémale de A(L,,).

Afin d’établir une équivalence comme dans le cas classique, nous avons alors tenté de trouver une
réciproque a ce résultat, d’abord dans [Ini07] puis dans [CI09]. Pourtant, des interrogations quant a
la taille de V nous ont conduit a proposer en paralléle une alternative, le plongement asymétrique,
que nous exposons ensuite. Cette seconde piste semble finalement plus fructueuse que la premiére, au
vu du lemme suivant que nous avons trouvé sur le tard.

Lemme 5.1. Soit h € C}([a,b]). Si DY h = —$DE h, alors h = 0.

Démonstration. On commence par prolonger h sur R en posant h(t) = 0 pour tout ¢ € R\[a, b]. Ainsi
prolongée, h' € L*(R) et vérifie
/ /
ITh = 1IN,

D’aprés le lemme 2.16, la transformée de Fourier de cette équation vérifie
(i) FR ) (w) = (—iw)* T FIR](w),
— 6i7r(a71) (,L-w)afl}-[h/] (w)
Par conséquent, pour tout w € R*, F[h'|(w) = 0, puis, par continuité de F[h'], F[h'] = 0. En

prenant la transformée de Fourier inverse, on trouve que h’ = 0. Ainsi h est une fonction constante.
Comme h(a) = 0, on en conclut que h = 0. O
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5.1.2 Une approche formelle de l’irréversibilité

Gardons toutefois de la, démarche précédente I'idée que dans le calcul des variations de 1’action, il
faut faire apparaitre le terme — {D;* h plutot que ¢Dg* h. Il faut donc que h ait un “statut dynamique”
différent de x ; les trajectoires doivent évoluer selon {Df*, alors que les variations devraient étre régies
par —¢D;*. Cela pourrait alors signifier que la fleche du temps est inversée pour les variations.

Ce dédoublement de la dynamique permet alors de prendre en compte simultanément les deux
sens de lecture de la vidéo : passé — futur et futur — passé. La différence entre ces deux dynamiques
donnera alors une caractérisation de 'irréversibilité. Précisons ici qu’au départ nous ne voyions dans ce
découplage qu’un moyen efficace mais formel d’obtenir des équations causales. C’est Cresson qui non
seulement nous a soutenu dans cette démarche, mais qui y a ajouté du contenu en voyant I'occasion
de prendre en compte l'irréversibilité. Nous I’en remercions ici.

Ce point de vue montre que c’est plutot le caractére gauche/droite des dérivées fractionnaires qui
importe ici, plutot que leurs définitions mémes. Comme nous ’avons noté dans la remarque 4.4, méme
dans le cas classique, c’est en fait la dérivée a gauche d., définie par (4.11), qui régit ’évolution des
trajectoires x(t) d’un systéme. Nous nous extrayons donc temporairement du formalisme fractionnaire
pour considérer des opérateurs généraux DT et D~.

Commencons par formaliser ce découplage avec les définitions suivantes.

Définition 5.1. L’évolution d’un systéme est dite causale dans le sens passé — futur si elle peut
s’écrire sous la forme

fi <x(t),D+x(t), . ,(Dﬂ%(t),t) —0. (5.3)

Définition 5.2. L’évolution d’un systéme est dite causale dans le sens futur — passé si elle peut
s’écrire sous la forme

2 <m(t),D’x(t), . ,(D’)lx(t),t) ~0. (5.4)

Définition 5.3. Un systeme sera dit réversible si (5.3) et (5.4) possédent les mémes solutions. Sinon,
il sera qualifié d’irréversible.

Remarque 5.2. Précisons que nous ne cherchons pas a comprendre ict ’origine physique de l’irréver-
sibilité. Ce probleme, qui remonte auz travaux de Boltzmann dans les années 1870 autour de la notion
d’entropie, reste encore d’actualité dans la communauté des physiciens. Mentionnons simplement que
de nouvelles réponses ont récemment été apportées a travers les systémes chaotiques [Pri99, Zas99].
L’approche envisagée ici est formelle, mais va permettre de mieuz comprendre le principe de moindre
action, plus précisément la relation qu’il entretient avec la causalité.

La dynamique d’un systéme est dans cette section considérée dans le sens suivant.

Définition 5.4. La représentation asymétrique de la dynamique d’un systéme dans RY est la don-
née de (r4,x_) € RN x RN et de leurs évolutions temporelles respectives, régies par les équations
différentielles suivantes :

fi (240, D2y (1), (P o ()t) = 0,
S (o@D (), (D)2 ()t) = 0,
ol x4 représente ’évolution dans le sens passé — futur et x_ [’évolution dans le sens futur — passé.

Deux choses caractérisent ainsi la fleche du temps : la structure globale de 1’équation différentielle,
via fi, et opérateur d’évolution temporelle, c’est-a-dire la dérivée D*. Si le sens d’évolution apparait
explicitement dans ce dernier, il n’en va pas de méme pour la premiére. Par souci de simplicité, nous
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supposerons donc que fi = f_ = f. Le sens de la fleche du temps devient ainsi exclusivement
déterminé par le choix de la dérivée. Les équations de la dynamique sont alors
f (x+(t),D+x+(t),--- ,(D+)kx+(t),t) = 0, (5.5)
f (2@, D72 @), (D )x_(1)t) = 0. (5.6)

Remarque 5.3. Lorsque D* = di, on suppose souvent que la trajectoire est dérivable, ¢’est-a-dire
que dyx(t) = d_x(t) = %w(t). On perd alors toute trace de la fleche du temps.

Par souci de clarté, nous allons maintenant nous restreindre au cas fractionnaire et étendre le
plongement fractionnaire défini précédemment afin d’obtenir des équations du type (5.5) et (5.6). Nous
verrons toutefois dans la partie 5.1.5 que ce formalisme n’est pas tributaire du calcul fractionnaire et
peut étre considéré pour des dérivées générales D, Larticle [CI08] adopte ce point de vue.

5.1.3 Définition du plongement fractionnaire asymétrique

Nous reprenons ici la présentation faite dans [CI10]. Considérons un systéme S, évoluant dans
R pendant un intervalle de temps [a,b]. Soit 0 < o < 1. Pour X = (x4,2_) € C'([a,b])? (en fait
AC([a,b])? serait suffisant), nous définissons 1'opérateur différentiel “D* par

DX = ((Df vy, —{Dj o),

afin de traiter simultanément les deux sens d’évolution.
Par conséquent, pour k € N* et X une fonction “assez réguliére”,

(‘DY X = ((2DF)*ay, (—(Df ) Fa-).

D’aprés le corollaire 2.1, (“D*)* X est bien défini pour X € C¥([a,b]) x C*([a,b]) et vérifie dans

ce cas
(*D)X = (5D* oy (-1 D" ).
On a alors (“D*)*X € C9([a,b]) x C°([a, b]).

A Tlaide de cet opérateur, nous allons définir un nouveau type de plongement, inspiré du plonge-
ment fractionnaire ; nous plongeons d’abord les opérateurs (’)fg puis les équations différentielles asso-
ciées. La définition suivante constitue le socle du dédoublement dynamique que nous allons ensuite
effectuer.

Définition 5.5. Soit k € N, M, N e N* et f € FRNEHDHL RM) Lo représentation asymétrique de
f, notée f, est définie par
f . RQN(k;—}—l)—i—l SN RM
(anyOa"'akayk‘?t) — f($0+y0a---,$k+yk,t)-
Précisons de suite que les fonctions pertinentes seront dans F([a,b],R™) x {0} ou {0} x
F([a,b],RY). C’est pourquoi nous introduisons la matrice de “sélection” suivante.
Notons M2 (R) I'ensemble des matrices réelles & M lignes et 20 colonnes et Ij; la matrice
identité de taille M. On définit 'opérateur o par
o F(la,b,RY)? —  Maou(R)
— (Ipy 0) si X € F(la,b],RY) x {0} et X #0,
(0 In) siX €{0}xF(a,b,RN) et X #0,
(Ing Ipn;) sinon.

Nous pouvons & présent définir le plongement asymétrique d’un opérateur Ofg défini par (4.3).
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Définition 5.6. Le plongement fractionnaire asymétrique de 'opérateur OF, noté éa((’)]?), est défini
par

£aOf) : U* —  F([a,b],RM)
; (0 fix aDR 0 g
X . AN
foto(X)> (fz* (—1)i Do

i=1

(5.7)

X —

>](X(o), o (FDYYEX (), o) )

ot U™ C F([a,b],RN)? est I’ensemble de définition de 5((9}?)
On introduit aussi les espaces suivants :
I;Ii =U*n (.7:([@, b],RY) x {0}), U* =uU*n ({0} x F([a, b],RN)) .

En particulier, pour (z4,0) € L?i‘, (5.7) redonne le plongement fractionnaire du chapitre 4 :

Ea(OF) (24, 0)(t) =

p
fo + Zfz* aDtOéi ng] <,I+(t), ey (zpta )k$+(t),t) 5
=1

Ea(OF)(z4)(1).

Pour (0,2_) € U%, on a

Ea(OF)(0,2-)(t) =

fot+ D fix (1) Dy ofi] <x_(t),...,(-ng)%_(t),t).
=1

Des précisions sur U analogues au lemme 4.1 peuvent étre données.

Lemme 5.2. On suppose que pour tout 0 < i < p, f; € CO(RN(k+1)+1) et que pour tout 1 < 5 < p,
g € C’j(RN(kH)H).

- S % =0 pour tout 1 < i < p, alors

CP ([, b)) x CPFF((a, b)) C U,

et de plus, .
Ea(OD(CT([a,B]) x CPT([a,b])) € CO([a,b]).

- Sip=0(g=0) et k=1, alors )
C'([a, b)* U,

et de plus, )
£a(O)(C([a,b])*) € C°([a, b]).

Démonstration. Analogue & celle du lemme 4.1. O
Afin de clarifier les notations, nous donnons ici un exemple simple.

Exemple 5.1. On prend N = M =p =1, k = 2 et on suppose que 0 < a < 1/2. Soit fo, f1, g1 :
R* — R les fonctions définies par

fola,b,c,t) = c+e tcosh,

fila,b,c,t) = 1,

g1(a,b,c,t) = cosa.
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L’opérateur (’)}7 associé vérifie, pour tout v € C?([a,b]) et t € [a,b],

2
O}](x)(t) = %x(t) + e ' cos <%x(t)) + %Cos(x(t)).

D’apres le lemme 2.11, si (x4, 2_) € AC?*([a,b])?, alors
(‘D) (24, 2-) = (4D 2, {D; x-).

Le plongement asymétrique g((’)}]) est donc défini sur AC?([a,b])?, et pour tout (vy,z_) €
AC?([a,b])?,

EalOD) (s, 2 )(t) = SDI 2 () + §D3 2 () + ¢ cos (D (1) — §DF 2 (1))

aDf cos(wy(t) +z_(1))
t+o(z4,2-) <_ /DY cos(x4 (1) +x(t))> |

Pour (z4,0) € AC?([a,b]) x {0}, le plongement asymétrique devient
g’a((’)?)(m, 0)(t) = D w4 (t) + e ' cos(EDf w4 (t)) + oDf cos(z4(t)),
et pour (0,z_) € {0} x AC?([a, b)),
ga((’)]?)(O, z_)(t) = {Dp*a_(t) + e 'cos(— Dy a_(t)) — +Df cos(z_(1)).
On étend de méme que précédemment les équations différentielles écrites sous la forme
Of(z) = 0. (5.8)

Définition 5.7. Awvec les notations précédentes, le plongement asymétrique de I’équation différentielle
(5.8) est défini par

Ea(OD(X) =0, X el. (5.9)

Ainsi, si (z4,0) € U?, (5.9) devient

p
fo+ > fix oDy ogi] (x+(t),...,(gpg)kx+(t),t> —0,

i=1

et joue le role de (5.5).
De méme, pour (0,2_) € U%, on obtient ’équation

fo+ D fix (=1)"Dp o gi] (x_(t), . (—{Dy )kx_(t)7t> =0,
i=1

qui s’apparente a (5.6).

Remarquons que ces deux équations respectent bien la causalité. Le plongement asymétrique
permet donc de dédoubler la dynamique d’un systéme et de traiter les deux composantes de maniére
unifiée. C’est en fait ce dernier aspect qui importera pour les sytémes lagrangiens, et donc pour les
systémes hamiltoniens.
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5.1.4 Application aux systémes lagrangiens et hamiltoniens
Systémes lagrangiens

Considérons a présent le méme systéme S que précédemment, mais supposons de plus qu’il soit
lagrangien, de Lagrangien L. La représentation aymétrique L, notée L, vérifie pour tout X = (z1,x3) €
RNV Y = (y1,92) € RN et t € [a, b],

L(X,Y,t) = L(z1 + z2,y1 + Yo, 1).
Etant donné que
oL oL
— (X, Y, t) = —
(93:1( D] ) ax2

on note &1 L(X,Y,t) = 5;2(X, Y,t) = 01 L(x1 + x2,y1 + y2,t). De méme, on note Oy L(X,Y,t) =
02 L(x1 + 2,91 + Y2, 1)

Commencons par plonger (EL). Avec le méme choix pour f et g que dans le chapitre précédent,
le plongement fractionnaire asymétrique de (EL), noté E,(EL), vérifie

(X,Y,t) = 01 L(x1 + z2,y1 + Y2, 1),

5 = D§ 0L (X (1), “DX (t
Ea(EL) :  OL(X(t), DX(t),t) —o(X) | “ ! BLX(), £):1) (5.10)
— Dy O L(X (t), DX (t),1)
En particulier, pour X = (z4,0), (5.10) devient
ENEL) : O L(v4(t), SDF 24 (1), t) — oDf OoL (4 (t), SDF w4 (t),) = 0, (5.11)
et pour X = (0,z_), on a :
E,(EL) : NL(z_(t),— Dy x_(t),t) + Dy O L(x_(t), — {Dyf w_(t),t) = 0. (5.12)

Ces deux équations peuvent jouer le role de (5.5) et (5.6) pour le systéme S et fournissent ainsi
une possible représentation asymétrique de sa dynamique.

Plongeons & présent le Lagrangien L, pour ensuite lui appliquer le principe de moindre action. On
notera encore L ’opérateur O?L}.

Le plongement fractionnaire asymétrique de L, noté L., vérifie
La(X)(t) = L+ (t) + 2— (1), D0 a4 () — §D o— (), 1),

pour tout (z4,z_) € C([a,b])? et t € [a,b].
L’action associée devient & présent

A(Ly) : CYa,b])? —
X — / ), ‘DX (t),t) dt.

Autrement dit,

b
A(Lo) @y 2_) = / L(x+(t)+x,(t), DY g (1) — gpgfx,(t),t) dt. (5.13)

La détermination de la différentielle de A(Lgy) ne pose pas probléme.



78 5. RESPECT DES PRINCIPES PHYSIQUES

Lemme 5.3. Soit X € C'([a,b])*. On suppose que Do L(X (e), “D*X (o), 8) € AC([a,]).
Alors A(Ly) est Ci([a, b))2-différentiable en X et pour tout H = (hy,h_) € C¢(|a,b])?,

b

dA(Ly) (X, H) = / [81ﬂ(X(t), ‘DX (t),t) + Dy o L(X(t), CDO‘X(t),t)] hy(t)dt (5.14)

a
b
+/ [alL(X(t), ‘DX (t),t) — oD 2 L(X(t), CDO‘X(t),t)} ~h_(t)dt.  (5.15)
a
Démonstration. Analogue & celle du lemme 4.2, en traitant cette fois hy et h_. O

On obtient ainsi une premiére généralisation de (EL),.

Lemme 5.4. Soit X € C'([a,b]). On suppose que OyL(X (o), “D*X (o), o) € AC([a,b]).
L’équivalence sutvante a liew : -
X est une C}([a, b])?-extrémale de Uaction A(Ly) si et seulement si X vérifie l'équation (EL)q,
donnée par

__ NL(X(t), DX (t),t) + DX L(X(t), “D*X(t),t) = 0,
(BL)., - vt la.b, ~( (t) (t),t) + ¢Dj N( (t) (t),t) (5.16)
NL(X(t), “D*X(t),t) — oDf 2L(X (1), ‘DX (t),t) =
Démonstration. Similaire & celle du théoréme 3.1. O

En fait cette équation est complétement dégénérée. Elle implique que
(+Dff + oD )0L(X (1), “D*X(t),t) = 0.

En s’inspirant du lemme 5.1, on peut montrer que dans ce cas Do L(X(t), °D*X(t),t) = 0, et donc
M L(X(t), “D*X(t),t) = 0. C’est en fait en restreignant les variations (mais autrement que dans le
paragraphe 5.1.1) que nous allons obtenir des équations intéressantes.

Causalité et cohérence

Comme on I’a déja noté, seuls (z4+,0) et (0,z_) sont réellement pertinents. Effectivement, addi-
tionner ces deux quantités dans les représentations asymétriques mélangerait dans ce cas les deux
dynamiques. En ne considérant que la dynamique passé — futur en x,, il semble légitime de res-
treindre de méme les variations. La premiére idée consiste a regarder les variations (h4,0).

Lemme 5.5. Soit x. € C([a,b]). On suppose que OoL (x4 (o), Dz, (o), e) € AC([a,b]).
L’équivalence suivante a lieu : )
(74,0) est une Ci([a,b]) x {0}-extrémale de l’action A(Ly) si et seulement si x4 vérifie l’équation
Vte [a,b], O1L(zy(t), iDf x4 (t),t) + Dy oL (x4 (t), SDf 24 (t),t) = 0. (5.17)
Démonstration. On prend h_ = 0 dans (5.14). O

On retrouve exactement I’équation (EL), problématique. Par contre, si I'on considére des varia-
tions (0, h_), le probléme est résolu, et c’est 1a tout l'intérét du plongement asymeétrique.

Théoréme 5.1. Soit v, € C'([a,b]). On suppose que OoL(z4 (), D x4 (o), 0) € AC([a,b]).
L’équivalence suivante a liew :
(z4,0) est une {0} x C([a, b])-extrémale de Uaction A(Ly) si et seulement si x vérifie équation
(EL)}, donnée par

(EL) : Vt€la,b], OWL(z4(t), DY w4 (t),t) — oDf QoL (x4 (t), sDfF x4 (t),t) =0.| (5.18)
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Un résultat similaire existe pour z_.

Corollaire 5.1. Soit x_ € C1([a,b]). On suppose que OyL(z_(e), — D x_(o), o) € AC([a,b]).
L’équivalence suivante a lieu :
(0,2_) est une C}([a, b]) x {0}-extrémale de Uaction A(Ly) si et seulement si x_ vérifie I'équation
(EL),, donnée par

(EL), : Vtela,b], O1L(z_(t),—{Dya_(t),t) + Dy doL(x_(t),— Dy x_(t),t) = 0.

(5.19)

Les équations (5.18) et (5.19), toutes deux issues d’un principe de moindre action, respectent enfin
la causalité (au sens des définitions 5.1 et 5.2). De plus, aucune restriction majeure n’est faite sur les
composantes non nulles des variations. Nous obtenons ainsi un principe de moindre action analogue
a la formulation classique, si ce n’est que les trajectoires et les variations ne sont pas soumises & la
méme dynamique. Ce résultat peut sembler surprenant : il montre que pour obtenir des équations
causales de la dynamique dans un sens donné, il faut faire intervenir des variations évoluant dans
I’autre direction temporelle, comme le résume le tableau 5.1.

traj. \ var. (h+,0) (0,h-)
(x4+,0) non causal causal passé — futur
(0,2_) causal futur — passé non causal

F1G. 5.1 — Critéres de causalité.

Tentons de mieux comprendre ce paradoxe. Comme on I’a vu au chapitre 3, le principe de moindre
action est une vision globale de la dynamique au niveau temporel : la trajectoire est déterminée sur
’ensemble de son parcours (c’est-a-dire sur 'intervalle [a, b]). L’équation (EL),, en faisant intervenir
passé et futur, est en fait en accord avec ce point de vue global. Pourtant, ce principe a pour but
de décrire des systémes causaux. Le théoréme 5.1 (et son corollaire 5.1) montre que c’est grace aux
variations que cette apparente incompatibilité peut étre levée. En obéissant & la dynamique en sens
inverse, ces derniéres “captent” la partie non causale (et donc finaliste) du principe de moindre action ;
les équations de la dynamique peuvent alors respecter la causalité. Dans l'addition =z, + €h_, on
ajoute bien deux fonctions comparables, mais leurs natures dynamiques et physiques sont différentes.
La trajectoire x4 peut étre qualifiée de réelle alors que les variations h_ sont virtuelles. Ce point de
vue est illustré avec la figure 5.2. Pour résumer, le caractére finaliste du principe de moindre action
semble résider dans les variations; celles-ci n’ayant pas de réalisation concréte, cet aspect semble
devenir moins “choquant”.

Par ailleurs, . .
(EL)! =&H(EL) et (EL), =&, (EL).

Si on note £ et £, les plongements fractionnaires asymétriques évalués respectivement sur les
trajectoires (z4,0) et (0,z_), les schémas suivants sont commutatifs :

&4

L 841 L (1) (5.20)
C&([avb]))t i{O}XC(%([a,bD C&([a,b})l
(EL) — &+(EL) (EL) —2~ & (EL)
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T g e

trajectoire "réelle" variations "virtuelles"

FiG. 5.2 — Trajectoire et variations.

Autrement dit, principe de moindre action et plongement fractionnaire asymétrique sont deux
procédures qui peuvent étre commutatives. En suivant [Cre07], le plongement asymétrique peut donc
étre qualifié de cohérent. Cela confére un poids supplémentaire & (C:’OT (EL) et 507 (EL), qui semblent
ainsi étre de bonnes candidates pour une représentation asymétrique de la dynamique du systéme S.

Avec les diagrammes (5.20), voici la partie gauche du toit de notre cube achevée.

Systémes hamiltoniens

On suppose maintenant que le systéme S est hamiltonien, de Hamiltonien H. La variable x
est remplacée cette fois par z = (z,p), et son dédoublement, noté Z, vérifie Z7 = (z4,2-) =
((m+, p4), (x—, p,)). En particulier, la représentation asymétrique de H est définie par

A(Z) = H(zs +3ps +p).
Comme pour le Lagrangien, on peut poser 8,1?(2) = ﬁI(Z) = 0;H (x4 +z_,p+ + p—) pour

1 <0 <2

Avec le choix précédemment fait pour écrire (EH) sous la forme (5.8), le plongement asymétrique
de (EH), noté &,(FH), est ainsi défini par

EL(EH) : (;az;) (Z(t)) +0(2) (_“%i) Z(t) = 0.
1 t&y

Pour Z = (z4,0), ce plongement devient

O H L
( OH > (2+(2)) + aDf" 24(t) = 0,

équation que on notera £ (EH) :

D (t) =  OH(xi(t),py(t)),
EF(EH) : Yt€la,b],

DEpi(t) = —0iH (w4 (), ps(1)).

On retrouve 1a encore le plongement &,(EFH) du chapitre 4.
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De méme, pour (0,z_), on note £, (EH) le plongement asymétrique de (EH) :

—Difx_(t) = 82H(x,(t),p,(t)),

E,(FH) : Vte]a,b,

~Dgp (1) = o H(x (t),p-(1).

Supposons maintenant que H soit associé & un Lagrangien L. Le lien avec les plongements fraction-
naires asymeétriques des systémes lagrangiens se fait & travers le moment. Rappelons que le moment
p(t) associé a x(t) vérifie

Vielab), p(t) =L (x(t), %x(t)) .

En identifiant p & (’)?p}, le plongement fractionnaire asymétrique de p, noté p,, vérifie
Vtelabl, palt) = BL(X (), DX(2).

Nous avons omis la dépendance en X par souci de cohérence avec les notations précédentes sur le
moment. Le lien avec la transformée de Legendre est maintenant

CDP 2 (1) — $D§ a (1) = fr (@4 (8) + 2 (1), Palt)). (5.21)

On remarque que contrairement & la variable X, le moment n’est pas dédoublé pour le plongement
asymétrique. En fait, le sens d’évolution de p, est implicitement déterminé par celui de X.
Le lien avec les équations d’Euler Lagrange fractionnaires causales est donné par le résultat suivant.

Théoréme 5.2. Soit un systéme lagrangien dont le Lagrangien L vérifie la propriété de Legendre et
soit H le Hamiltonien associé a L.
~ Si (x4,0) est solution de £} (EL) avec 2 (a) = 0 et si py est le moment associé o (x,0), alors
(24,Pa) est solution de EF (EH).
~ Si (0,z_) est solution de £, (EL) avec x_(b) = 0 et si p est le moment associé o (0,z_), alors
(z_,Pa) est solution de &, (EH).

Démonstration. Les deux cas sont similaires. Traitons par exemple le second. On a toujours

O H(z,p) = —01L(z, fr(z,p)),
82H($,p) = fL(x’p)'

De plus, comme z_(b) =0, (5.21) devient
— Dy a_(t) = =Dy o (t) = fr(z-(1), a(t)),

ce qui montre que
— Dy w_(t) = 02 H (z_(t), pa(t)).

Par ailleurs, comme (0,z_) est solution de &, (EL),

NL(z_(t),— (D x_(t),t) = — 4Dy O L(z_(t), — {Dj z_ (1), t),
— Dy Palt).

Par conséquent O H (z_(t), pa(t)) = ¢D§ Pa(t). O
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D’aprés la cohérence des équations d’FEuler-Lagrange fractionnaires obtenues dans ce chapitre, on
voit ainsi que pour les sytémes hamiltoniens fractionnaires, causalité et moindre action peuvent aussi
étre conciliées. Les schémas suivants sont donc commutatifs :

T_%Ng;(m T—g“méa(ff)
(EH) —5 &+(BH) (BH) —*~ & (BM)

Ils permettent de construire le c6té droit de notre toit.
Pour la dynamique dans le sens passé — futur (il en serait de méme pour le sens futur — passé),
on obtient ainsi le diagramme général suivant :

(L) ~ EX(H) (5.22)
R
\
L - H
I

Ce diagramme et son homologue dans le sens opposé constituent exactement le cube de la figure
1, les différences de notations témoignant du chemin que nous avons du parcourir depuis le chapitre
4.

Les fleches symbolisent les procédures suivantes :

— gauche — droite : transformée de Legendre,

— arriére — avant : principe de moindre action,

— bas — haut : transition classique — fractionnaire.

C’est cette derniére qui reste maintenant & explorer ; nous nous y attellerons dans la partie suivante.

Nous présentons maintenant un exemple simple qui illustre le plongement asymétrique et son lien
possible avec l'irréversiblité.

Exemple 5.2. Cette illustration n’est autre que 'oscillateur harmonique, que nous avons déja ren-
contré au chapitre précédent. Son lagrangien peut s’exprimer sous la forme

1 1
L(z,v) = 5 ol = 5%l (523)

En prenant w = \/%, on retrouve — 4 une constante multiplicative prés qui n’importe pas dans

le principe de moindre action — le Lagrangien (3.3). La constante w est homogéne a l'inverse d’un
temps, ce que ’on note [w] = 1/T. Nous y reviendrons. Pour X = (z,,z_) € C'([a,b])?, on a :

OL(X(1), DX(1) = —%w2(:g+(f)+x,(t>),

BL(X(1), DX(1)) = (5D ay(t) — sDF o (1)),

DO =
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Les équations (5.18) et (5.19) deviennent alors

JDf DYy (t) + Wi (t) = 0,
DY D x_(t) + wlr_(t) =

Pour a=1,

1 cpl d / / d2
oDy D wi(t) = — (2 () =2l (a)) = Z54(0),
2
DDy (1) = (@l (b) (1) = T (1)

On retrouve bien des équations identiques au cas classique (3.4) :

d2

@$+(t)+w2x+(t) = 0,
d2
ﬁx,(t)juw%,(t) = 0.

La dynamique est réversible au sens de la définition 5.3, ce qui s’accorde avec la notion habituelle
de réversibilité (invariance sous la transformation t — —t).
Si maintenant o = 1/2,

1/2 ¢onl/2 d _1/2 1/2
aDt/ aDt/ Ty (t) = (%a t/ > (aIt/ xﬁr(t))7

- %az-tl x;(t),
= L (o (t) — (o),
=/, (¢)

De méme,

—— Ty
d
E tIl} .%'L (t),
d
= S (e 0) (),
= —2' ().
Les équations deviennent donc
d 2
E$+(f) +wz(t) = 0O,
d
— (1) + Wi _(t) = 0.

Ces deux équations sont différentes : la dynamique est cette fois irréversible, au sens de la définition
5.8. La encore, ce résultat s’accorde avec la définition usuelle.

Pour finir, nous allons voir que tout comme notre approche formelle de l'irréversibilité, la structure
du plongement asymétrique peut en fait étre étendue & d’autres types de dérivées.
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5.1.5 Généralisation

Reprenons dans ce paragraphe les opérateurs généraux D+ introduits pour I’approche formelle de
I'irréversibilité. On pourrait en fait reprendre tout le cheminement précédent avec DF pour peu que
ces dérivées veérifient quelques propriétés. C’est ce qui a été fait dans [CI08] afin de mettre en valeur
les notions d’irréversibilité et de causalité, hors du cadre fractionnaire.

Pour les sytémes lagrangiens il faut faire les trois hypothéses suivantes.

— L’ensemble

U= {x € 0%a, b)) | D*z € C°([a, b])}

est non vide. Il remplace C'([a, b]) pour I'espace des trajectoires.
— Il existe Uy C U tel que pour tout f € U et g € Uy,

/f ) - DEg(t)dt = /Dij g(t) dt

Co°(la,0]) C Uo

— L’inclusion

est vérifiée afin que le lemme fondamental du calcul des variations reste valable (voir par exemple
[Hor83, théoréme 1.2.4]).
On peut dans ce cas définir le plongement asymétrique pour des trajectoires dédoublées X =
(x4, 2_) régies par la dérivée
DX = (D'wy, D z_).

Il est encore possible d’obtenir des équations d’Euler-Lagrange causales. Celles-ci sont données
par

ML (zy(t), DT xy(t),t) — D O L(x4(t), DT 2y (t),t) = O,
NL(z_(t),D"x_(t),t) — D 0 L(z_(t), D" z_(t),t) =

On peut par exemple considérer comme dérivées D les différences finies données, pour € > 0, par

df f(t) = w (5.24)
gty - 20910

On vérifie que d prend en compte le passé de f et d_ le futur.
On prend U = Uy = C°([a, b]), en posant de plus f(t) = 0 pour tout t € [a — ¢, a[U]b, b + €], afin
que dZ soit bien défini sur [a,b]. On a bien C§°([a,b]) C Up. Dans ce cas, pour tout f, g € C%([a,d]),

b b
| s dtgwde= - [ oz gt an
a a
Les équations d’Euler-Lagrange vérifient ainsi

ML (zy(t),dr i (t),t) —dF 0L (x4 (t),dfwy(t),t) = 0,
NL(z_(t),d-x_(t),t) — d- 0o L(z_(t),d; z_(t),1)

Lorsque I'on observe (ou simule) I’évolution d’un systéme lagrangien classique (régi par 'opérateur
d/dt), on ne mesure son état qu’a certains instants. Les observations restent toujours ponctuelles,
jamais continues. La vitesse est calculée & partir de ces points mesurés par une formule du type
(5.24). Expérimentalement, on ne peut faire ¢ — 0 pour tenter de retrouver d/dt. D’ailleurs, quand
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bien méme on supposerait le pas de temps trés petit, on s’approcherait de dy défini par (4.11) et
non de d/dt. La dynamique que ’on observe concrétement n’est donc pas vraiment celle en d/dt
(théorique), mais plutot celle en df. Ce changement de point de vue sur le systéme illustre bien la
notion de plongement.

Maintenant que nous avons réunifié moindre action et causalité, il faut encore peaufiner le plon-
gement fractionnaire asymétrique en rendant ses équations dimensionnellement homogeénes.

5.2 Homogénéité dimensionnelle

Nous reprenons ici larticle [Ini08]. Commengons d’abord par préciser ce que nous entendons par
homogénéité dimensionnelle. En physique, chaque objet (coefficient, variable, dérivée, etc) posséde une
“unité” U, exprimable en fonction d’unités fondamentales telles que la longueur, notée génériquement
L, la masse M ou encore le temps T'; on dit que cette entité est homogéne & U, ou bien encore que
sa dimension est égale & U. Par exemple, une vitesse v est homogéne a une longueur divisée par un
temps : [v] = LT, La dimension d’une force F est [F] = M L?T~2, la constante w intervenant
dans D'oscillateur harmonique (5.23) est homogéne a T~! et la dérivée classique a pour dimension
T—!. Nous avons précisé que "homogénéité était dimensionnelle afin d’éviter toute confusion avec les
fonctions homogeénes des mathématiques (méme si les deux notions ne sont pas sans rapport) ; nous
regardons ici des équations physiques.

Dans de telles équations, les termes comparés (additionnés) doivent avoir la méme dimension.
Additionner un métre et un kilogramme n’aurait en effet aucun sens! Respecter ’homogénéité dimen-
sionnelle, c’est donc simplement s’assurer que 1’on manipule des objets physiques commensurables.
On peut y voir un autre principe fondamental de la physique.

Si I’on suppose toujours que les équations fractionnaires ont une réelle signification physique, alors
elles doivent elles aussi respecter ce principe. Or il se trouve que ce n’est souvent pas le cas dans la
littérature. Pire encore, les équations fractionnaires que nous avons obtenues jusqu’ici & ’aide des
plongements fractionnaires ne sont pas non plus homogénes. Notons toutefois que ce probléme ne se
pose pas toujours ainsi concrétement, puisque lors de modélisations a 1’aide de modéles fractionnaires,
les constantes peuvent apparaitre comme des paramétres a ajuster. Précisons aussi que du point de
vue mathématique, ce souci d’homogénéité n’a absolument pas lieu d’étre; c’est uniquement lorsque
I’on veut donner un sens physique aux équations que le probléme se pose.

Comme on I’a déja mentionné, une démarche courante pour obtenir des équations fractionnaires
consiste & remplacer dans une équation classique la dérivée d/dt, homogene a4 T—! par une dérivée
fractionnaire d®/dt®, homogene a T—%, avec 0 < a < 1 (transition Of(z) = 0 — &, (OF)(z) = 0).
Comme on le voit, cette transformation ne conserve pas I’homogénéité temporelle de I'objet. Cette
remarque s’appliquerait bien entendu a I’aspect fractionnaire en espace (voir le chapitre 9), mais nous
nous limitons ici & la composante temporelle.

Afin de résoudre ce probléme, nous montrons d’abord la nécessité d’introduire une constante
de temps supplémentaire. Celle-ci nous permet ensuite de proposer deux méthodes équivalentes qui
permettent au plongement fractionnaire de conserver I’homogénéité des équations. Apreés avoir abordé
une troisiéme option, nous illustrons enfin ces procédures avec ’exemple de 'oscillateur harmonique.

5.2.1 Constante de temps extrinséque

Comme on I'a vu, le caractére fractionnaire intervient via les opérateurs de dérivation qui sont
généralisés aux ordres non-entiers. Si ’on effectue cette substitution dans un des termes d’une équa-
tion, il faut que les autres termes soient aussi modifiés pour conserver I’homogénéité. Considérons par
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exemple ’équation de l'oscillateur amorti :

2
%x(t) + )\%x(t) +w?z(t) = 0. (5.25)

Les constantes A et w ont pour dimension I'inverse d’un temps : [\] = [w] = T~!. En remplacant

d/dt par une dérivée fractionnaire d®/dt® (sans se préoccuper ici des régles de composition), on obtient

une équation du type

d20¢ 4o 9
équation manifestement inhomogeéne : les trois termes ont tous des dimensions temporelles différentes
(respectivement T2, T—1=% et T2 si x n’a pas de dimension temporelle).

Une équation frationnaire conservant naturellement ’homogénéité serait par exemple :

d20¢ o

d

Les choses se compliquent pour ’équation de diffusion 1.16 :

0” L?
@P(x,t) =0, avec [K] = —. (5.26)

gP(a:,t) - K T

ot
Si 'on remplace directement le terme %P(x,t) par %P(m,t), la seule maniére de conserver
I’homogénéité temporelle est de transformer K en K. On obtient alors I’équation

leY 2

0
—P —K—P =0.
P t) = KOS Pl t) = 0

Cependant, cette équation devient inhomogene en espace : si la dimension spatiale de P(x,t) est L™,
la dimension spatiale du terme de gauche est L™ alors qu’a droite elle vaut L™12*~2_ Pour changer

. . . . . 2 2 ) . o -
aussi la dimension spatiale, il faut alors remplacer % par gp . La seule équation de diffusion

fractionnaire homogéne possible serait alors :

le' 2a

9 o
%P(IE, t) - K ax2a

Au vu des nombreux articles utilisant une équation de diffusion fractionnaire (par exemple [MS04,
Zas05]), 'une des plus utilisées dans le calcul fractionnaire, ce cas semble trop restrictif. Qui plus est,
d’apres [Zas05], cette équation ne permet pas de traiter les phénomeénes de transports anormaux dans
les systémes chaotiques (car le coefficient de transport reste classique).

Considérons enfin ’équation de chute libre :

P(z,t) =0

d2
@w(t) +g=0. (5.27)

La dimension de 'accélération du champ de pesanteur terrestre g est [g] = % Sil'on transforme

d2a
dt2a Y
Une premiére conclusion consisterait & interpréter cette possibilité d’obtenir une équation frac-

tionnaire comme un principe garde-fou ; une équation fractionnaire ne pourrait avoir de sens physique
que 8’1l était possible de la rendre homogeéne, via des transformations sur les coefficients et /ou sur les
opérateurs. Toutefois, il se peut trés bien que les constantes apparaissant dans les équations soient
construites elles-mémes & partir d’autres constantes. Par exemple, I'accélération du champ de pesan-
teur terrestre est en fait définie par g = G %—;, ou G est la constante universelle de gravitation, My

directement ;? en il est impossible d’obtenir une équation fractionnaire homogeéne.
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et R la masse et le rayon de la Terre. I’équation (5.27) peut alors étre transformée en une équation

fractionnaire homogeéne :
200

dt—ZafL'(t) + gaRé—‘_a =0.

L’équation initiale & elle seule ne permet donc pas de savoir s’il est possible ou non de la transformer
en une équation fractionnaire homogeéne. Cette transformation est par ailleurs équivoque. Par exemple,
I'équation (5.25) peut aussi se transformer de maniére homogéne en :

2 o

T

voire en :
2o 2a—p3 dﬁ 2c _
dt—mx(t) + A Wx(t) +wz(t) =0, 0<p@B<L. (5.28)

Face & ce probléme de sous-détermination, il convient de contraindre les équations afin d’obtenir
une équation fractionnaire unique. Comme nous I'avons déja dit, dans le cas des systémes lagrangiens,
le plongement fractionnaire joue ce role. Il implique notamment que # € aN dans I’équation (5.28).
Mais le plus important est qu’il ne modifie pas les constantes apparaissant dans les équations; une
fois le lagrangien fixé, la structure est complétement déterminée et seul Popérateur d/dt est modifié
en un opérateur fractionnaire d/dt®. Cette transition ne doit donc pas modifier ’homogénéité de
I’équation initiale.

Deux méthodes sont envisageables. La premiére consiste & adimensionner le systéme. Les dérivées
classiques et fractionnaires deviennent toutes deux sans dimension et 'homogénité des équations est
alors préservée. La seconde consiste a choisir un opérateur fractionnaire dont la dimension est identique
a la dérivée classique, autrement dit 7. Toutes deux requiérent I'introduction d’une constante de
temps 7. Les exemples ci-dessus montrent que celle-ci n’est pas forcément déterminée par 1’équation ;
elle peut étre masquée comme dans ’équation (5.27), ou plusieurs choix peuvent étre possibles comme
dans I'équation (5.25). Nous sommes donc conduits & postuler I'existence d’une constante de temps,
que 'on notera 7, définie a priori, c’est-a-dire indépendamment de 1’équation classique. Autrement
dit, 7 est une constante de temps extrinséque a ’équation initiale. L’introduction d’une telle constante
va nous permettre de résoudre ce probléme d’homogénéité dimensionnelle tout en restant dans le cadre
du plongement fractionnaire.

5.2.2 Plongements fractionnaires homogénes

Apreés avoir présenté ces deux méthodes d’homogénéisation, nous montrons qu’elles sont en fait
équivalentes. Nous mentionnons ensuite une troisiéme voie, moins pertinente a notre sens, qui reprend
la notion de “constante fractionnaire” parfois trouvée dans la littérature.

On considére un systéme lagrangien, de Lagrangien L(x,v,t) et évoluant dans RY pendant 'in-
tervalle temporel [a,b]. Soit 7 la constante de temps introduite précédemment. Les dimensions tem-
porelles des variables z, v et ¢ sont respectivement 7°, 71 et T.

Afin de préciser la dimension de la dérivée utilisée pour le plongement fractionnaire asymétrique,
on le note dans cette partie £,(-,d*/dt®) a la place de Eq(-).

Par exemple, le plongement fractionnaire asymétrique du Lagrangien L vérifie

La(X)(t) = Ea(L,d* /di®)(X)(t),

=&
= L(z4(t) + x_(t), eDf x4 (t) — (D z_(1),t).
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Adimensionnement temporel

[’adimensionnement est une méthode trés utilisée en physique, notamment en mécanique des
fluides, o elle permet de simplifier les équations et d’exhiber les paramétres pertinents. La constante
de temps 7 va nous permettre de supprimer la dimension temporelle, seule & étre problématique.

On note @ = a/7 et b = b/7. Afin d’adimensionner temporellement les variables, on doit considérer
un nouveau lagrangien.

Définition 5.8. Le Lagrangien adimensionné temporellement, noté L°, est défini par

Ve eRY, Vo eRY, vuelab], L°z,yu)=L (x,g,Tu) i
T

Par construction de L, la dimension temporelle de y/7 est T~!, donc celle de y est T°. De méme,
u est sans dimension. Ainsi, aucune des variables de L° ne posséde de dimension temporelle, ce qui
justifie la dénomination de ce Lagrangien.

Comme la variable d’évolution temporelle v est adimensionnée, la dérivation par rapport & ce
nouveau temps est donc aussi sans dimension. Par conséquent, le passage de d/du a d*/du® ne pose
plus de probléme d’homogénéité; ces deux opérateurs sont sans dimension.

Le plongement fractionnaire asymétrique de LY, noté f/g vérifie ainsi

LX) (u) = Ea(L,d* [du®)(X)(w),
=71° (z4(w) + 2-(v), iDG x4 (u) — §DF x_(u),u).

Par conséquent,

LE(X)(w) = L4 () + 2 (), 7 DG @y (u) = 771 5DF 2 (u), 7u)

L’action associée est alors définie sur [a,d] :
B b
M) = [ 2°(40) + 2 (0), 5D 4 ) = §DF - () ) du

a

Les équations d’Euler-Lagrange causales (€1 (FEL) et £ (FL)) sont alors données par
o L° <x+(u), DGy (u), u) — aD2 9, L0 (x+ (u), £D; x4 (u), u) = 0, (5.29)
o L° <x_(u), —uDy x_(u),u> + Dy’ Do L0 (x_(u), —uDy x_(u),u) = 0, (5.30)

pour tout u €]a, b[.

Les solutions x4 et z_ de ces équations dépendent de la variable adimensionnée u. Comme DS
et ,Df sont sans dimension, les équations (5.29) et (5.30) sont clairement homogenes.

Cette méthode peut étre résumée par la transformation suivante :

t — u=-,
By a "
I
du du®
Une telle procédure permet de ne pas se soucier du caractére fractionnaire de l'opérateur de

dérivation. Elle masque cependant la dynamique réelle, basée sur un temps réel, dimensionné. Pour
retrouver celle-ci, nous allons redimensionner les équations (5.29) et (5.30).
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Dérivation fractionnaire homogéne

La constante de temps 7 peut aussi étre utilisée pour constuire un opérateur dont la dimension
temporelle reste 77 :

a
a—1 d

: 5.31
e (5.31)

T

Celui-ci va donc préserver 'homogénéité du plongement. Contrairement au cas précédent, nous n’avons
. , . . L., _ [e . . 4

pas besoin de définir un nouveau Lagrangien et la dérivée 7¢ 151115_& agit sur des fonctions dépendant

du temps réel t.

Le plongement fractionnaire asymétrique de L, noté E;, devient maintenant
LE(X)(t) = Ea(L, 707 1d" /dt*)(X)(1),

soit

LT(X)(t) = L(x+(t) Fa(8), 707 Dz () — 1oL DRz (1), t) .

L’action vérifie
~ b
A(EZ)(X) = / L (6) + o (1), 7 5DF () — 7 §DR (), ¢) di,
a
et les équations d’Euler-Lagrange causales s’écrivent de la maniére suivante :

81L<x+(t), relepa g (4), t) _ ol pe 82L(x+(t), relepag . (4), t) — 0, (532

alL<x,(t), —roslepo g (1), t) + o1, po 62L<x,(t), —romlepey (p), t) = 0, (5.33)

pour tout ¢ €]a, b[.

On vérifie bien que ces équations sont homogeénes. Qui plus est, elles dépendent du vrai temps ¢
tout comme leurs solutions x4, et tous les objets fractionnaires (variables, dérivées, plongement du
Lagangien, équations) conservent les mémes dimensions que dans le cas classique. De ce point de vue
cette seconde méthode semble plus proche de la physique que la premiére.

La méthode exposée ici peut étre cette fois résumée a ’aide de la transformation suivante :

d a1 A%

FQZ——>T

dt dte

Equivalence entre les deux méthodes

Fort heureusement, nous n’aurons pas réellement a choisir entre ces deux approches puisque I’on va
voir qu’elles sont en fait équivalentes. Cela est di au fait que les dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville et Caputo vérifient la propriété suivante.

Lemme 5.6. Soit f € C'([a,b]). On note f : u € [a,b] — f(Tu). Alors

o a d* -
T (U)|U:t = duc f(u)|u:t/T,

dv®

ou d*/dt* désigne Dy, (Dit, D ou (Dj .
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Démonstration. Montrons-le par exemple pour {Df*, les autres cas étant semblables.

D8 ) = ey | (W) )

St [ () T =

’
a—1

= Ti—a) /a (ur — 8)~*(7f(s)) ds

TCV

:m/G(t—s)_o‘f'(s)ds, t=ur

=7 aDta f(t)

On obtient alors le lien suivant.

Théoréme 5.3. Les deur méthodes sont équivalentes :
La fonction (zy,x_) : t € [a,b] — (z4(t),z_(t)) est solution de (5.32)-(5.33) si et seulement si
(Z4,2-) : we [@,b — (wq(Tu),z_(Tu)) est solution de (5.29)-(5.30).

Démonstration. On traite le cas z, celui pour z_ étant identique. Les dérivées partielles de L et L°
vérifient

Lo (z,y,u) = 31L<$7£7U7')7
T

1
DL (z,y,u) = =L <x, g,m-) )
T T
Par conséquent, d’apreés le lemme 5.6, si t = Tu,
9, L° <gz+(u), DYz (u), u) - 81L<x+(t), relepag . (4), t),
1
9y L0 <gz+(u), DYz, (u), u) = = 82L(90+(t), relepa g (4), t) . (5.34)

On déduit de (5.34) que
ELIDS aQLO ('i'-i-(u)v ng ‘i'-f-(u)? u) = Ta_l aDta 0oL ((L‘+(t), Ta_l ch,Dta ‘T-f-(t)v t) ’
ce qui permet d’achever la preuve. O

Par conséquent, une solution u € [a,b] — (T4 (u),Z_(u)) de (5.29)-(5.30) peut étre redimensionnée
ent € [a,b] — (Z(t/7),Z—(t/7)), qui sera solution de (5.32)-(5.33).

Constantes fractionnaires

Parmi les travaux sur le calcul fractionnaire que nous avons pu consultés, certains proposent de
conserver I’homogénéité des équations fractionnaires en introduisant des constantes fractionnaires
(voir par exemple [MKO00]). Nous allons maintenant voir qu'il est possible de définir un plongement
fractionnaire homogéne & I'aide d’un opérateur homogéne a T'~¢, & condition de modifier le Lagrangien
initial.

Afin d’exhiber les constantes intervenant dans les équations, nous introduisons une hypothése
supplémentaire ; on suppose que le lagrangien L initial s’écrit sous la forme

L(z,v,t) = Z a; fj(z,t) v (5.35)

JEZ.
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avec a; temporellement homogene & T7+" ou ny, est la dimension temporelle de L (on a souvent
nr = —2). Les fonctions f; n’ont donc pas de dimension temporelle.

Le plongement fractionnaire asymétrique Eq(-, 7% 1d®/dt®) de L, appliqué en (x,0) pour sim-
plifier, conduit & la relation

Ly (), 776D o (), 1) = D a fi(wa(1),0) (77 6Dy (1))

JEZ

=" a; f(wy (8, DD (DR (1)
JEZ

- Zdj fj($+(7f),7f)(2’D? $+(t))j, avec &j =aj Tj(afl)‘
JEZ

La dimension de a; est [a;] = T9*™™L. Du fait de ces dimensions non entiéres, ces coefficients
peuvent étre considérés comme constantes fractionnaires. On peut ainsi former un nouveau Lagran-
gien.

Définition 5.9. Le Lagrangien fractionnaire, noté LY, est défini par

L (w,0,t) =Y a; fi(w,t)v7,  avec a; = a; 7771,
jez

Le plongement fractionnaire asymétrique de L7, noté E£ vérifie ainsi
LI(X)(t) = Ea(L7,d*/dt™)(X)(t),
Ea(L, 771 /dt™)(X)(t).

Autrement dit,

LI=1T. (5.36)

« e}

Les équations d’Euler-Lagrange causales sont dans ce cas

. P i—1
> ;005w (0,0 (0DF 2 (D) = ja oD [ S (8),0) (SPFas®) '] = 0, (5.37)
JEZ
. P i—1
> a0 fy (e (0),0)(=eDF e (1) +ja; Df a0 (~5Dpe- )] = 0, (538)
JEZL
pour tout t €]a, bl.
On vérifie que ces équations sont homogeénes; 'inhomogénéité de d*/dt® est contrebalancée par
les constantes fractionnaires a;. D’apres (5.36), les équations (5.37)-(5.38) sont équivalentes a (5.32)-
(5.33). On en conclut que ces trois méthodes sont équivalentes.
Cette troisieme méthode peut étre résumée a 1’aide de la transformation suivante :

oy = g ila=])
a; a; = a; 7’ ,
F3: d de
Bl
dt dte

Avec cette procédure, on retrouve notamment la constante K, utilisée dans [MKO00]. Toutefois,
le probléme d’homogénéité est en fait ici seulement déplacé : ce sont maintenant Lf et I’équation
(EL) classique associée qui deviennent inhomogenes. De plus, la pertinence physique de Lf semble
discutable et ce Lagrangien peut apparaitre comme une construction ad hoc pour obtenir des équations
fractionnaires homogénes. Cette derniére méthode ne s’accorde donc pas avec 'idée de plongement ;
celle-ci suppose que le Lagrangien soit indépendant de la dynamique et que seul le choix de 'opérateur
d’évolution temporelle (c’est-a-dire la dérivée temporelle) conditionne la dynamique.

Illustrons pour finir ces trois procédures avec un exemple simple.
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5.2.3 Exemple de ’oscillateur harmonique

Nous avons déja rencontré a plusieurs reprises ce systéme. C’est un cas particulier de systéme
lagrangien naturel (de Lagrangien donné par (3.5)). Nous choisissons ici de partir de la forme (3.3) :

1 1
L(z,v) = 3mlol® - Shl]? (539)

olt m est la masse du systéme, k la constante de raideur, 1m||v||? est énergie cinétique et 3k||z|>
I’énergie potentielle. Les dimensions temporelles de x, v, m et k sont respectivement 79, 71 T0 et
T—2. On se place sur l'intervalle temporel [a, b]. On introduit aussi la constante de temps extrinséque
7, qui n'est a priori pas égale & la période de P'oscillateur w™! = /m/k. Par souci de clarté on se

limite & la dynamique dans le sens passé — futur.

Adimensionnement temporel

Le nouveau Lagrangien L° s’écrit
Y 1 2 1, o
r =L ( —) = — —ka?,

et son plongement, appliqué en x, € C2([a,b]), vérifie

vue B, Edry,0)(u) = srgmll D5 w ()] — Sl (u)]”

272

L’action est dans ce cas

5 b
AL (w2,0) = [ L(a(u). 505 o (w) du

b
— 1 cpPY 4 2 _1 2
- [ (Gramlapas @ = Ghlle )7 ) du

et I’équation d’Euler-Lagrange causale est donnée par

Vue (@b, DS D%, (u) + kg (u) =0,
soit
Vu € [a,0], D2 D%z (u)+ (wr)?zy (u) = 0. (5.40)

Aucun terme ne posséde de dimension temporelle.
Par exemple, si 0 < a < 1/2, D DY 2y (u) = SD>* 2, (u), et la solution de (5.40), notée zY,
est donnée par
Vu € [a,b], 2°(u) = 2°a)Fsq (—(wT)Q(u - (z)QO‘) ,

ou, pour A > 0, E) est la fonction de Mittag-Leffler définie sur C par

Vz € (C E)\ io:
k=0

A1
F)\k+1 (541)

Voir par exemple [GM97] pour plus de détails.
La solution redimensionnée, notée =%, est par conséquent

Vte [a,b), z4(t) =2%(2) = 29(a) Boa <—w272(1_°‘) (t — a)2a) .

On vérifie que 'argument de la fonction de Mittag-LefHler est sans dimension.
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Dérivation fractionnaire homogéne

Le plongement fl; de L, donné par
. 1 B
La(x4,0)(t) = §m72(°‘ DNeDf ey ()P — k()]
fournit ’équation causale
Ve, mre ) D CD (1) + ka(t) = O, (5.42)

soit, si 0 < a < 1/2,
Vi€ [a,b], D>z, (t) + w21z (1) = 0.

La dimension temporelle de chacun des membres de I’addition est 72,

La solution de cette équation, notée z7, est
27 (t) = 2" (a)Eaqy (—w272(17°‘) (t— a)2a> .

On vérifie que 27 = 2V.

Constantes fractionnaires

Le Lagrangien (5.39) peut étre écrit comme (5.35), avec
- ag =k, folz,t) = %x2,

— ay = 0,

- Q2 =M, f2($,t) = %7

— a; =0 pour 7 > 3.

Les constantes fractionnaires vérifient

- &0 = ka

— Gg = ag 2@ = pp p2a—D),

Le Lagrangien associé Lf est

1 1
LI (w,0) = Sm7® D |o|* = Sk |z,
2 2

et n’est pas homogeéne.
On obtient enfin ’équation d’Euler-Lagrange causale

vt e la,b], mreY D DY xy (t) + kxi(t) = 0,

qui est similaire a (5.42).

Afin d’homogénéiser les équations fractionnaires, nous venons de voir qu'il fallait introduire une
nouvelle constante de temps, définie hors de I'équation classique (tout comme d’ailleurs le paramétre
«). Contrairement & l’adimensionnement des équations classiques, la solution de ’équation dépend
de cette constante (voir ’exemple de 1'oscillateur harmonique). Elle ne constitue donc pas un simple
intermédiaire de calcul mais conditionne la dynamique. Sa signification physique est aussi importante
que les constantes intervenant dans I’équation. Une équation fractionnaire sera donc caractérisée par
deux parameétres : « et 7.

Pour comprendre la signification de ce temps caractéristique 7, peut-étre faut-il regarder dans quel
cadre sont utilisées les dérivées fractionnaires. Dans [Hil95a| et [Zas05] 'aspect fractionnaire de la dy-
namique apparait sur les temps longs. Au niveau microscopique, la dynamique est classique et évolue
selon un temps microscopique. Mais lorsque 1’on passe au niveau macroscopique, régi par un nouveau
temps, macroscopique, l’aspect fractionnaire intervient (induisant notamment des dissipations). Dans
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[Sta06] aussi, le caractére fractionnaire repose sur la transition entre deux variables temporelles dis-
tinctes. C’est peut-étre dans la relation entre ces deux échelles de temps que la constante de temps
T pourrait intervenir. Dans la partie suivante nous allons nous intéresser & la transition classique
— fractionnaire, & travers deux approches différentes. Pour chacune d’elle, cette constante de temps
apparaitra (sans toutefois pouvoir étre déterminée explicitement).

Finalement, il semble que le plongement fractionnaire asymétrique effectué avec des dérivées ho-
mogenes soit la procédure optimale pour obtenir des équations fractionnaires. Les équations d’Fuler-
Lagrange

81L(x+(t),7'0‘_1 ¢ Dy x+(t),t) — o1, pe 82L($+(t),7’a_1 c Dy x+(t),t> =0,

81L(x_(t), —ro=lepa g (1), t) +ro-1,pe BQL(x_(t), —ro=leDo (1), t) —0,

constituent ainsi non seulement une représentation asymétrique des systémes lagrangiens fraction-
naires, mais elles respectent de plus les principes de moindre action, de causalité et d’homogénéité
dimensionnelle.
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Troisiéme partie

Modéles fractionnaires pour les systémes
hamiltoniens chaotiques
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Chapitre 6

Description de systémes hamiltoniens
chaotiques

L’idée directrice de la partie II peut étre résumée ainsi : en supposant que la transition
d/dt — d*/dt* se produise dans un systéme lagrangien ou hamiltonien, comment les équations se
transforment-elles 7 Dans cette troisiéme partie, on va au contraire tenter de voir comment cette tran-
sition peut s’effectuer. Plus précisément, la motivation initiale de cette thése était d’étudier ce passage
dans les systémes hamiltoniens chaotiques, en se basant sur les travaux de Zaslavsky. Comme on I’a
déja mentionné, celui-ci propose dans son livre Hamiltonian Chaos & Fractional Dynamics [Zas05] de
modéliser les phénomeénes de transport anormal dans de tels systémes & 1’aide d’équations fraction-
naires. Dans ce chapitre, nous allons donc présenter certains résultats de [Zas05] qui nous ont guidé
pour notre recherche. Effectivement, ils nous serviront ensuite pour explorer deux pistes possibles
pour la transition d/dt — d*/dt®, mais plus proches de la dynamique que Zaslavsky. Chacune d’elle
fera 1’objet d’un chapitre (chapitres 7 et 8). Précisons toutefois que dans les deux cas, nous n’avons
pu relier directement ces modéles au cadre fixé par le plongement fractionnaire asymétrique. Si les
parties IT et IIT poursuivent un objectif commun — proposer une nouvelle modélisation de systémes
hamiltoniens chaotiques — elles restent ainsi & ’heure actuelle encore déconnectées.

Ce chapitre n’est pas une présentation générale des systémes hamiltoniens chaotiques, il a juste
pour but d’introduire quelques outils et résultats. Ces derniers étant souvent semi-empiriques, nous les
voyons plutot comme des pistes de recherche. Pour une analyse détaillée de ces systémes, on pourra
consulter les ouvrages généraux [Arn89] et [Wig03], ainsi que [Mor02], orienté quant & lui vers la
mécanique céleste.

La physique des systémes chaotiques, dite aussi physique non-linéaire, s’est développée a partir
des années 1970, grace notamment & l'informatique. Effectivement, les simulations numériques ont
permis de découvrir certaines propriétés de ces systémes trés complexes. Les sytémes chaotiques
sont en fait trés présents en physique, par exemple dans la turbulence hydrodynamique, la cinétique
chimique, 1’étude de circuits électriques ainsi que le mouvement des astres. C’est d’ailleurs avec la
mécanique céleste que la théorie du chaos trouve son origine, plus précisément avec le "probléme des
trois corps", qui consiste a étudier le mouvement de trois corps en interaction gravitationnelle. Ce
probléme conduit Henri Poincaré, & la fin du XiX® siécle, a concevoir une approche plus globale des
systémes dynamiques ; le but n’est plus de trouver des solutions exactes, mais d’étudier leur stabilité.
La question sous-jacente est alors de savoir si le systéme solaire est “stable” sur le long terme. En
1989, Jacques Laskar [Las89], a I'aide de simulations numériques, montre que le systéme solaire est
en fait chaotique.

Les sytémes chaotiques se caractérisent par leur sensiblité aux conditions initiales ; au contraire
des sytémes ‘“réguliers”, un changement infime dans les conditions initiales peut changer compléte-
ment le comportement du systéme, qui plus est & une vitesse exponentielle. Une illustration de ce
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comportement est donnée en figure 6.1 ; si on note d(7) = ||z2(7) — 21(7)||, on aura d(0) ~ d(t) pour
un systéme régulier, alors que pour un systéme chaotique, la relation sera plutot

d(t) ~ d(0)eM, avec A > 0. (6.1)

L’exposant A, appelé exposant de Lyapunov, caractérise (localement) cette sensibilité et constitue un
outil numérique pour détecter le chaos lors de simulations (voir par exemple [Mor(02, chap. 5| pour
plus de détails).

Zz(t)

2,(t) z(t)

F1a. 6.1 — Sensibilité aux conditions initiales : systéme “régulier” (g.) et systéme “chaotique” (d.).

Il n’existe toutefois pas de définition rigoureuse du chaos. En mathématiques plusieurs définitions
non équivalentes coexistent, alors qu’en physique un systéme sera souvent qualifié de chaotique a
partir de critéres essentiellement graphiques issus de simulations. Il existe en fait un véritable fossé
entre les mathématiques et la physique dans ce domaine. Comme on I’a dit, les systémes chaotiques
sont trés étudiés en physique et les “expériences numériques” jouent un réle majeur dans ’analyse de
ces systémes. Si de nombreuses caractéristiques sont ainsi exhibées, trés peu sont encore comprises du
point de vue mathématique. La théorie ergodique fournit des résultats trés puissants sur les systémes
“complétement” chaotiques, mais de tels systémes ne se rencontrent malheureusement pas en physique.
Effectivement, les sytémes concrets sont souvent “partiellement” chaotiques, avec des zones stables
et d’autres complétement instables. Dans certains cas, la théorie KAM peut fournir des résultats
trés puissants. Elle ne donne toutefois des informations que sur une partie de la dynamique. Aucun
résultat rigoureux n’existe quant au comportement global de ces systémes et de nombreuses questions
restent ouvertes a ’heure actuelle.

Zaslavsky cherche justement & comprendre cette dynamique globale, en s’appuyant lui aussi sur
des expériences numériques. Il montre que certaines zones, qu’il appelle piéges dynamiques, ont une
influence globale sur la dynamique et sont responsables de phénomeénes de diffusion anormale. Ceux-ci,
décrits de maniére probabiliste, peuvent faire intervenir des dérivées fractionnaires dont les exposants
sont reliés & la structure de ces piéges.

Aprés avoir donné quelques outils généraux du formalisme hamiltonien, nous présenterons quelques
caractéristiques des systémes chaotiques, dont les piéges dynamiques et finirons avec la description
probabiliste de Zaslavsky. N’ayant pas réalisé de simulations pendant notre travail (& part la figure
6.7), nous nous contenterons ici de donner quelques schémas simples inspirés des figures de [Zas05].

6.1 Outils pour la dynamique hamiltonienne

Soit I un intervalle de R (si I est un intervalle non borneé, les résultats du chapitre 3 s’étendent
sans probléme). On considére un systéme hamiltonien de Hamiltonien H et repéré par ses coordonnées
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(z(t),p(t)) € RN avec t € I. Celles-ci sont régies par les équations (EH) que nous redonnons ici :

d

Ex(t) = azH(x(t)ap(t))’
(EH) : Vtel,
% (t) = —(91H($(t)’p(t))'

Définition 6.1. L’espace des phases, noté ', est [’ensemble des valeurs prises par toutes les solutions
(z(t),p(t)) de (EH). En particulier T C R*,

On suppose dorénavant que I' est mesurable. Les équations (FH) forment un systéme d’équations
différentielles ordinaires, les théorémes classiques de type Cauchy-Lipschitz sur I'existence et I'unicité
des solutions s’appliquent donc. En particulier, a to fixé, il passe au plus une trajectoire en (xg,pg) € I'.
La définition suivante a donc un sens.

Définition 6.2. Soit t € I. Le flot de H a l'instant t, noté ¢', est défini par
ot r — T
(0, p0) ¥ (x(t),p(t)),
ot (x(t),p(t)) est la solution de (EH) issue de (xo,po) ent = 0.

En particulier, t — ¢'(z0,po) est la solution de (EH) ayant pour condition initiale (xg, po). Notons
que c’est une application continue. Comme on va le voir, le flot permet de décrire le comportement
global d’un systéme hamiltonien, en considérant I’ensemble des trajectoires et non plus une seule.

Notons g la mesure de Lebesgue sur R2Y. Intuitivement, si A est un ensemble (mesurable) de
R2N | 1i(A) représente le volume de A.

Théoréme 6.1 (Liouville). Le flot d’un systéme hamiltonien préserve le volume : pour tout ensemble
A C T mesurable,

n(e'(4)) = u(A).
Démonstration. Voir par exemple [Arn89, p.69]. O

F1G. 6.2 — Conservation du flot.

La figure 6.2 illustre ce résultat important. Cette propriété permet d’introduire le temps de premier
retour de Poincaré, outil central de cette partie III.
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Théoréme 6.2 (Poincaré). On suppose que I' est compact. Soit A C T tel que u(A) > 0. Alors pour
presque tout z € A, il existe k(z) € N* tel que ¢**)z € A.

Démonstration. Voir [Arn89, p.71]. O

Autrement dit, pour presque tout point zy d’une trajectoire, on peut trouver un point z; de la
méme trajectoire aussi prés que 'on veut de zp.

Zaslavsky utilise une version continue de ce théoréme sans entrer dans les détails. Comme nous
aurons besoin d’un résultat analogue au chapitre 8, nous tentons de préciser ici sa démarche. Les
deéfinitions suivantes sont tirées de [Inil0]. Considérons un ensemble mesurable G C I' compact tel
que u(G) > 0. Notons Gj,,; ’ensemble des trajectoires qui restent dans G a partir d’un certain temps :

Gint = {2 € G |3ty > 0,Vt > ty, ¢'z € G}.

L’ensemble Gj,; contient essentiellement les trajectoires périodiques et les points fixes.

Notons Gy = G\Gint; c’est plutot cet ensemble qui nous intéressera par la suite (il semble rai-
sonnable de penser que si G devient assez petit, G;,; deviendra négligeable). Introduisons ensuite le
temps caractéristique suivant.

Définition 6.3. Soit z € Gy. Le temps de premier retour (ou temps de récurrence) de z, noté
Trec(2; G), est défini par

Trec(2;G) = inf {t > 0] ¢’z € G, 3ty €]0,t[, ¢z ¢ G}.

A priori, Tree(2; G) €]0, 4+00]. Notons Gy ’ensemble des points tels que 7pe.(2; G) = +00. Autre-
ment dit,
Gext = {ZG G|E|7f0 >0, Vit > t, ¢tZ ¢G}

On peut alors définir I’ensemble G,... des conditions initiales des trajectoires qui quittent G pour
ensuite y revenir (temporairement). Il vérifie :

Grec = GO \Gemt .

Les ensembles Gec, Gegt €6 Giny forment ainsi une partition de G. Le théoréme 6.2 se traduit ici
de la maniére suivante.

Corollaire 6.1. Si ' est compact, alors Gyt est négligeable : (Geyt) = 0.

Ainsi, presque toutes les trajectoires qui quittent G y repasse au bout d’un certain temps. Faisons
la remarque suivante.

Lemme 6.1. Si G est fermé et si z € Gyee, alors 775G z € 9Go N Gree, 0t OGy est la frontiere de
Gy.

Démonstration. Comme G est ferme, ¢7e(*G) 2 € G. De plus, ¢7(%%) 2 € Gy car sinon, ¢7ee(#G) ;2 ¢
Gint, ce qui impliquerait z € Gyne. Le fait que ¢™<<(5G) 2 ¢ Gy est une conséquence de la continuité
du flot ¢'. Enfin, si gb”ec(z%G)z ¢ Grec, alors QW“(Z;G)Z € Gegzt et dans ce cas, 2 € Gegy. O

Introduisons aussi les temps caractéristiques suivants, utilisés par Zaslavsky [Zas05, p.182] :
V2 € Greer Timt(5G) =inf {t > 0[¢'2 ¢ G}, Tomt(2;G) = inf {t > 0] grimt (O, ¢ G} .

Le temps 7int(2; G) est le temps que la trajectoire issue de z passe dans G avant de repartir, alors
que Tezt(2; G) est le temps que la trajectoire passe hors de G (voir 6.3). Ces temps vérifient

Trec(z; G) = Tint(z; G) + Tea:t(z; G)
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Fi1c. 6.3 — Temps caractéristiques.

Comme ¢™¢(#G) 2 € G, il est possible de considérer le temps de premier retour de ¢mree(#G) 2,

En itérant cette procédure, on obtient alors une suite de temps caracéristiques de la trajectoire issue
de z.

Par ailleurs, le temps de premier retour 7,..(z; G) permet de simplifier 'étude de la dynamique
en construisant des sections de Poincaré. Celles-ci sont intuitivement définies de la maniére suivante.
On considére un hyperplan P de R?Y partiellement transverse au flot : on suppose qu’il existe ¥ C P
tel qu’en tout point zg = (x0,po) de X, la trajectoire passant par zy coupe X. D’apres le théoréme
de récurrence de Poincaré, cette trajectoire repassera prés de zg; si elle ne bifurque pas brutalement,
elle pourra alors recouper ¥ en un point 21, au bout d’un temps proche de Te.(2; G), noté Tj :
21 = ¢'1(z). En réitérant cette procédure, on obtient alors une suite de points z; € ¥ et de temps
T; caractéristiques de la trajectoire issue de zy (voir figure 6.4). L’ensemble ¥ est appelé section de
Poincaré.

N

/Ti+1

rr

e

-1

F1G. 6.4 — Section de Poincaré.

L’intérét d’une telle procédure est que I’étude de la dynamique restreinte & X permet en fait
de comprendre la dynamique globale dans I'. On réduit donc le probléme d’une dimension puisque
la dimension de ¥ est 2IN — 1. De plus, la dynamique initialement continue devient discréte ce qui
simplifie aussi le probléme. Enfin, ’étude de sections de Poincaré permet de visualiser facilement de
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nombreux concepts dynamiques qui autrement resteraient difficiles & percevoir.

D’apres [Wig03, p.122], tout n’est en fait pas si simple et la construction de sections de Poincaré
est souvent délicate. Il n’existe pas de méthode générale pour les obtenir, sauf pour quelques systémes
particuliers. Le cas N = 2 est est un; détaillons-le en nous basant sur [Wig03, p.144].

On sait d’aprés le lemme 3.3 que H reste constant lors du mouvement. Autrement dit, une tra-
jectoire issue de zg = (xg, pg) évoluera sur la variété h(zg,po) = {(x,p) € T'| H(z,p) = H(z0,po)}, ici
de dimension 3. Si on suppose que

aisz(fﬂl,xQ,pl,pz) # 0,

alors ’hyperplan 22 = cste est transverse a h(zg, po). L’intersection de ces deux variétés constitue
donc une variété V' de dimension 2. Soit X I’ensemble des points de V' qui reviennent en V' ; X constitue
alors une section de Poincaré. C’est aussi une variété de dimension 2 et les points de X peuvent par
exemple étre repérés par (z',p'). La dynamique peut ainsi étre étudiée dans un plan et devient
aisément visualisable.

Exemple 6.1. Illustrons le cas N = 2 a l'aide du billard de Sinai, étudié notamment dans [Zas05,
p.148]. L’allure de ce systéme est donnée en figure 6.5 a gauche; on considére une particule placée
dans une cavité carrée, possédant au centre un cercle. Cette particule évolue en ligne droite jusqu’a
rencontrer un bord. A ce moment, elle rebondit de maniére élastique : Uangle d’incidence est égal a
Uangle de réflexion (ig sur la figure pour le premier rebond). Elle repart ensuite en ligne droite jusqu’a
rencontrer un nouveau bord et ainsi de suite.

io io

F1G. 6.5 — Billard de Sinai ; représentation spatiale du billard & gauche, section de Poincaré & droite.

On peut montrer qu’un tel systéme est hamiltonien. La particule peut étre repérée par ses coordon-
nées (z(t),y(t)) et son moment p(t) = (z(t),y(t)), ot &(t) = %x(t). Le plan o : y = 0 constitue une
section de Poincaré pour ce systéme et peut étre repéré par les coordonnées (x,x). Autrement dit, on
place un point dans 3 a chaque fois que la particule rebondit contre la bande inférieure du billard. Les
coordonnées du point sont l’abscisse et la vitesse horizontale de la particule lors de ce rebond.

La figure 6.5 o droite donne une allure partielle de cette section. La trajectoire de gauche commence
par rebondir avec un angle iy ; ce rebond est signalé par le gros point dans le haut de la figure de droite.
Ensuite, si l’on attend assez longtemps, on peut s’attendre a ce que la particule rebondisse presque
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partout dans le billard, ce qui se traduit par la multitude des points dans la figure de droite; elle
“semble” ainsi avoir un comportement aléatoire. Intuitivement, on sent bien ici la notion de sensibilité
aur conditions initales; si on change iy en ig + €, cette différence va perdurer par la suite et a4 un
moment, la nouvelle trajectoire peut par exemple ne pas rebondir sur le cercle, changeant dans ce cas
complétement la suite du mouvement.

La tragectoire de droite, quant a elle, reste “bloquée” (pendant un temps long voire infini) a droite
du cercle. Du fait de ’angle d’incidence trés faible, & est presque nul o chaque rebond. Ce mouvement
se traduit dans la section par le segment horizontal o droite de la figure.

Nous reviendrons bientot sur ces deux comportements completement différents.

Dans [Zas05, p.174], 'ensemble des temps de premiers retours dans G induit une densité de
probabilité P.e.(-;G) : pour tout t > 0, P,..(t;G) est la probabilité que le temps de premier retour
soit égal a t.

1
On suppose que (IGI’I)II @Prec(t; GG) a un sens et existe (cela implique notamment que cette
wG)—=0 p
“limite” soit indépendante de I’ensemble GG). On la note P,..(t). Cette quantité définit une densité de
probabilité associée & la dynamique globale, en caractérisant I’ensemble des temps de premiers retours
dans I'. Le lemme de Kac permet alors de définir un temps moyen de premier retour.

Théoréme 6.3 (Lemme de Kac). SiI' est compact, alors Pre.(t) admet un moment (fini) d’ordre 1.
Démonstration. Une preuve simplifiée est donnée dans [Mei97]. O
La définition suivante a donc un sens.

Définition 6.4. On appelle temps moyen de premier retour la quantité notée (Tre.) et définie par

<Trec> = /OOO tPrec(t)dt.

Dans la suite, on verra que P,..(t) peut suivre une loi polynomiale. Le théoréme 6.3 se traduit
alors de la facon suivante.
K

Corollaire 6.2. On suppose que I' est compact. S’il existe v € R et k > 0 tels que Pre.(t) fodiet
o

alors v > 2.

Nous allons maintenant voir que cette densité de probabilité joue un réle important dans la
caractérisation des dynamiques chaotiques.

6.2 Quelques aspects du chaos hamiltonien

Nous présentons d’abord les différents degrés de chaoticité dans les systémes hamiltoniens. Nous
verrons ensuite que dans de nombreux cas il existe des zones singuliéres qui “piégent” les trajectoires
pendant des temps longs. Méme si ces ensembles restent trés localisés, ils ont néanmoins une influence
déterminante sur la dynamique globale du systéme.

Précisons ici que nous nous intéressons dans cette section a la dynamique du systéme, c’est-a-dire
au comportement (déterministe) des trajectoires. Nous verrons ensuite une approche probabiliste,
complémentaire a la premiére.

6.2.1 Diversité dans le chaos

Comme on I’a dit, il n’existe pas de définition précise du chaos car cette notion regroupe en fait des
comportements différents, encore mal compris pour la plupart. Mentionnons [Pes07| pour un survol
de ces différents systémes d’un point de vue mathématique.
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Systémes intégrables

A une extrémité des systémes chaotiques se trouvent les systémes... non chaotiques. Leur com-
portement est régulier et il est possible de déterminer explicitement leurs solutions; on dit dans ce
cas que ces systémes sont “intégrables”. Dans la figure 6.1, ils se trouvent & gauche. Par exemple, si le
Hamiltonien H ne dépend que de p, les équations (EH) deviennent

Calt) = VHp(),
Vtel,
%p(t) = 0.

Ainsi, p reste constant au cours du mouvement ; il en va donc de méme pour VH (p(t)). En notant
alors w(pg) = VH(po) (indépendant de t), on trouve que

z(t) = 2(0) + w(po)t, p(t) = po.

Ce systéme est donc intégrable.

Plus généralement, la connaissance d’intégrales premiéres (on a vu avec (3.7) que H en était une)
fournit le théoreme fondamental de Liouville. On dira que deux fonctions fi(z,p) et fa(x,p) sont en
involution si

O1f1-0afs =01 f2- 02 f1 = 0.

On notera aussi TV le tore de dimension N. Par exemple, un tore de dimension 1 peut étre assimilé
a un cercle et un tore de dimension 2 a une chambre & air. Nous nous contentons ici de donner 1'idée
générale de ce théoréeme; on pourra consulter [Arn89, p.272] pour un énoncé précis.

Théoréme 6.4 (Liouville). Soit un systéme hamiltonien de Hamiltonien H(x,p), avec (z,p) € R?V.
S’il existe N intégrales premiéres de H indépendantes et en involution, alors il existe un changement
de variable (z,p) — (I,0) € RN x TV tel que dans les nouvelles variables, la dynamique du systéme
est donnée par

d

Z0() = w(D),
Vtel,

d

—I(t) = 0

1)

En particulier, le systéme est intégrable.

Remarque 6.1. Comme H est une intégrale premiére, tous les sytémes hamiltoniens avec N = 1
sont intégrables.

Le vecteur w(I) contient les fréquences du systéme : les actions I; restent constantes alors que les
angles 0; évoluent & vitesses constantes w([);. Les trajectoires évoluent donc sur des tores dont les
dimensions sont fixées par les actions I;. La figure 6.6 illustre cette dynamique pour N = 2.

Toujours dans le cas N = 2, la section de Poincaré d’une telle dynamique fait alors apparaitre des
cercles. Si ’on revient aux variables (x,p), ces cercles deviennent déformés (i cause du changement
de variable) mais la structure reste globalement identique.

Nous retiendrons qu’a un mouvement intégrable (donc régulier) est associé un tore. Si N = 2,
celui-ci est représenté dans une section de Poincaré par une courbe fermée (un cercle déformé). Ce
résumé n’est pas tout a fait exact (il faudrait prendre en compte les résonances) mais nous suffira pas
la suite. L’ouvrage [Mor02] fournit une présentation trés accessible de ces systémes.
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F1G. 6.6 — Dynamique d’un systéme intégrable pour N = 2.

Systémes uniformément hyperboliques

A lautre extremité des systémes chaotiques se trouvent les systémes uniformément hyperboliques
pour lesquels, en tout point de I', les trajectoires divergent exponentiellement (figure 6.1 & droite).
Les trajectoires de ces systémes semblent complétement aléatoires. Précisons toutefois qu’elles restent
régies par (E'H) et sont donc en réalité déterministes. La trajectoire de droite du billard de Sinai
semblerait en étre un exemple. Si N = 2, les systémes hyperboliques forment dans les sections de
Poincaré une “mer chaotique”, caractérisée par un ensemble homogéne de points qui occupent tout le
domaine. Aucune autre structure n’apparait dans ces sections. Le billard de Sinai n’est donc finalement
pas un systéme uniformément hyperbolique, & cause du segment qui apparait dans la figure 6.5 a droite.

Des résultats globaux existent aussi pour les systémes uniformément hyperboliques, fournis no-
tamment pas la théorie ergodique. En particulier, la distribution des temps de premiers retours Py,
suit approximativement une loi exponentielle :

Prec(t) = he Mt (6.2)

Voir [Zas05, p.181] ainsi que [HSV99| pour plus de détails.

Systémes intermédiaires

L’immense majorité des systémes chaotiques physiques ne rentrent en fait dans aucune des deux
catégories exposées ci-dessus. La majorité d’entre eux présente des comportements intermédiaires, ot
zones singuliéres et mer chaotique se cotoient. C’est le cas notamment du billard de Sinai. D’aprés
les simulations numériques de [Zas05, p.189], la distribution de ses temps de récurrences vérifie (a des
constantes multiplicatives pres)

) e—ht, t < t*,
Prec(t ~ 1 "
G >t

Cette différence de comportement peut s’interpréter ainsi : a part les zones singuliéres (notam-
ment le segment de droite), la dynamique est “globalement” hyperbolique : en premiére approximation,



108 6. DESCRIPTION DE SYSTEMES HAMILTONIENS CHAOTIQUES

chaque trajectoire remplit de maniére dense 1’espace des phases, créant une mer chaotique. Par consé-
quent, Pr..(t) devrait suivre la loi (6.2). Les zones singuliéres correspondent aux trajectoires qui
restent “bloquées” longtemps, comme la trajectoire de droite. Ainsi, une trajectoire issue d’'un point
loin de telles zones singuliéres et bloquée par la suite mettra beaucoup de temps avant de revenir
proche de sa condition initiale. Autrement dit, si on regarde I’ensemble de tous les temps de premiers
retours, les plus longs (de valeurs ¢ > t*) sont das a un bloquage dans une zone singuliére. Celles-ci
provoquent une “surabondance” de temps de récurrences longs par rapport au cas hyperbolique. Ceci
est en accord avec la loi polynomiale, qui décroit beaucoup moins vite que la loi exponentielle.

Remarque 6.2. A cause de la conservation du flot hamiltonien, les trajectoires ne peuvent étre
bloquées éternellement ; il n’existe pas d’attracteur dans les systémes hamiltoniens.

Un autre type de systéme intermédiaire est celui des systémes hamiltoniens quasi-intégrables, dits
aussi perturbés, pour lesquels le Hamiltonien H peut s’écrire sous la forme

H(z,p) = Ho(p) +eHi(z,p),

ol € est un “petit” paramétre. Comme on ’a vu, H est intégrable et conduit & une dynamique sur
des tores. Le terme e Hy(x,p) va venir perturber ces tores, créant alors une dynamique complexe.

La encore, des résultats rigoureux existent, mais décrivent des aspects locaux de la dynamique. Le
plus important est le théoréeme KAM qui stipule intuitivement que certains tores de Hy résisteront a
la perturbation eHy(z,p), moyennant une petite déformation. Ces tores sont alors appelés “tores de
KAM?”. Plus € augmente, plus leur nombre diminue. Lorsqu’un tore disparait & cause de la pertur-
bation, il “explose” et donne naissance & un réseau de petites iles entourées de structures complexes.
Au fur et & mesure que € augmente, des zones de mer chaotique apparaissent, d’abord de maniére
confinée, puis se regroupent pour former des zones de chaos “généralisé”.

F1G. 6.7 — Section de Poincaré d’un systéme quasi-intégrable pour N = 2.

La figure 6.7 illustre ce phénoméne ; elle représente une section de Poincaré d’un pendule simple
perturbé. On peut trouver au centre des tores de KAM. Lorsque 1’on s’en éloigne, des zones fortement
chaotiques apparaissent avec leurs bandes remplies uniformément de points. On trouve enfin & la
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périphérie (tout & gauche) des réseaux de cercles déformés (les iles), issus de l’explosion de tores.
Les zones qui entourent ces iles sont trés complexes et possédent en particulier des caractéres auto-
similaires. Nous allons y revenir dans le paragraphe suivant.

En ce qui concerne les temps de récurrences de ces systémes intermédiaires, leur densité de pro-
bablité P, suit asymptotiquement une loi polynomiale (comme pour le billard de Sinai) :

Ik > 0, 377"66 >0, Prec(t) .

(6.3)

+o0 trec :

Cette propriété est essentiellement issue de simulations numériques. Il ne semble pas exister de
justifications mathématiques & ’heure actuelle. En particulier, y,. est déterminé expérimentalement.
Chirikov et Shepelyansky [CS84| semblent étre les premiers & mettre en évidence la loi (6.3). Le
systéme étudié dans [CS84] suit la loi (6.3) avec e = 2.5. Plus tard, les mémes auteurs recensent
dans [CS99] plusieurs études qui situent globalement ~,.. entre 2 et 4. Mentionnons aussi [MO85] ot
un modéle global exploitant la structure auto-similaire des iles conduit & Vye. = 2£6. Un raffinement

[CKO08] conduit & 7yee ~ 2.57!. Remarquons que dans ces articles, c’est plutot Prec(T)dr qui est

t
étudiée.

6.2.2 Piéges fractals

Ce sont les zones qui entourent les iles qui sont responsables du “piégeage” (partiel) des trajectoires.
Elles possédent une structure auto-similiare (fractale) approchée : lorsque 1'on zoome sur une partie
d’une telle zone, on retrouve un réseau d’iles dont les bords sont eux-mémes formés de réseaux d’iles, et
ainsi de suite. La figure 6.8, reprenant 'idée de la figure 12.4 de [Zas05, p.191], illustre cette structure.
La figure de droite est I’agrandissement du carré situé dans la figure de gauche. La similarité entre
les deux schémas caractérise ’aspect fractal de ces zones.

Notons A; l'ensemble des iles de premiére génération (les grandes ellipses sur la figure 6.8 a
gauche), As Pensemble des iles de seconde génération (les grandes ellipses sur la figure 6.8 a droite
ainsi que toutes leurs copies autour des autres iles de premiére génération), puis A; ’ensemble des
iles de i-éme génération. Si la structure est strictement fractale, il existe 0 < Ap < 1 tel que

Vk € N*, ,u(Ak+1) =Ar ,u(Ak) (64)

Dans [Zas05, chap.12], Zaslavsky montre, toujours & partir de simulations, que les trajectoires
sont piégées d’autant plus longtemps qu’elles pénétrent profondément dans cette structure. Plus
précisément, si on note 7T; le temps moyen qu’une trajectoire va passer autour d’une ile de i-éme
génération, il existe Ar > 1 tel que

Vk € N*, Tk+1 = ApTy. (65)

Ces temps de piégeages ont donc eux aussi une structure fractale. Zaslavsky [Zas05, p.190] introduit
alors ce qu'il appelle “a hierarchical islands trap”, que nous avons traduit par piége fractal. Nous
formalisons cette notion avec la définition qui va suivre. Nous devons auparavant introduire, pour
tout B € I mesurable, le temps moyen de piégeage dans B, noté (7;,:(B)) et défini par

7/
— Tint(2; B) dz.
W(B) Jocp )

'Toutes ces valeurs concernent des systémes avec N = 2.

(Tint(B)) =
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F1G. 6.8 — Structure des piéges fractals.

Définition 6.5. Soit Z C T'. On dit que Z est un piege fractal s’il existe une partition { Ay }ren+ de
Z et deux réels Ap > 1 et 0 < Ap < 1 tels que

w(Ag+1) = Ar p(Ag),
(Tint(Ak41)) = M (Tint (Ax))-

Les réels Ar et A\p > 1 sont appelés parameétres du piége.

Yk € N*, {

Cette définition est compatible avec la définition de Zaslavsky [Zas05, p.190] utilisant des en-
sembles emboités si I’on considére les ensembles Ay = sk Aj

La figure 6.9 donne un schéma plus précis (mais moins réaliste) de ce que nous entendons par
piége fractal. Les deux premiéres générations A; et Ay sont représentées.

De maniére imagée, un piége fractal peut étre vu comme un labyrinthe dont la complexité aug-
mente progressivement ; on met de plus en plus de temps & avancer au fur et & mesure que I'on s’avance
a 'intérieur.

Bien entendu, les zones singuliéres qui apparaissent dans les sections de systémes réels ne sont pas
exactement des piéges fractals; les relations (6.4) et (6.5) peuvent n’étre vérifiées qu’approximative-
ment. En particulier les coefficients Ar et Ar peuvent légérement différer d’une génération & l'autre.
Plusieurs raffinements sont discutés dans [Zas05]. Nous nous contenterons toutefois de ce premier
modeéle par la suite.

Comme on I’a dit, ce sont ces piéges fractals qui sont responsables de I’abondance des temps
longs de premiers retours et donc de la loi asymptotique polynomiale (6.3) de Py¢.. Plus précisément,
Zaslavsky [Zas05, p.196] montre que

|1n )\1“|
In A\p ~

Yree = 2+

Cette relation précise donc le lien entre dynamique globale et piége fractal. Elle montre de plus
que la dynamique globale & long terme est en fait déterminée par ces piéges, méme si ceux-ci peuvent
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F1G. 6.9 — Schéma d’un piege fractal : A; a gauche, Az a droite.

avoir un volume trés réduit ! Notons que pour le billard de Sinai, les zones singuliéres (qui ne sont pas
des piéges fractals) sont méme de mesure nulle [Zas05, p.188] mais jouent un role prépondérant pour
t>th.

L’analyse que ’on vient de mener s’applique & des trajectoires individuelles; on pourrait parler
de description “microscopique”. Si maintenant on s’intéresse & ’évolution d’un ensemble de trajec-
toires, on passe au niveau “macroscopique” ; les équations (E'H ) doivent alors étre remplacées par une
équation moyenne, basée commme on va le voir sur une approche probabiliste.

6.3 Description probabiliste

Comme on I'a dit, lorsque la dynamique est hyperbolique (totalement, voire méme partiellement),
les trajectoires semblent suivre des mouvements complétement aléatoires. De plus, cette sensibilité
aux conditions initiales empéche rapidement toute prédiction physique sur une trajectoire particuliére
(les mesures effectuées ayant toujours une précision finie). Ces deux points conduisent & adopter une
description probabiliste, afin de comprendre certains phénoménes globaux de ces systémes. Précisons
toutefois que ce nouveau point de vue ne signifie pas que la dynamique du systéme devient aléa-
toire. Le chaos que nous étudions est déterministe. La relation entre les deux approches souléve des
questions intéressantes, en lien notamment avec la notion d’entropie [Zas99]. L’ouvrage [Pri94|, qui
offre une présentation vulgarisée des systémes chaotiques, étudie aussi cette relation particuliére entre
déterminisme et aléatoire.

L’approche probabiliste consiste toujours & considérer 1’évolution d’une particule dans un systéme,
mais plutot que de s’appuyer sur les équations de la dynamique, on introduit une densité de probabilité
P(z,t) qui représente la probabilité qu’a la particule d’étre en z € RY a D'instant ¢ € I. A I'aide de
lois de conservations, on construit ensuite une équation aux dérivées partielles, appelée équation
“cinétique” dans [Zas05], qui détermine la forme de P(x,t).

Une méthode similaire est notamment utilisée en physique statistique, qui décrit les systémes
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possédant de trés nombreuses particules (par exemple un gaz composé de molécules); approche
déterministe consisterait a résoudre les équations de la dynamique de toutes les particules (qui inter-
agissent entre elles), ce qui serait en pratique impossible. Au lieu de cela, on introduit une fonction,
dite d*état” (comme P(z,t)). La détermination d’une équation régissant cette fonction permettra
alors de décrire globalement le systéme. Pour un gaz, on ne cherche alors plus a déterminer la position
et la vitesse de toutes les molécules au temps ¢, mais & la place on s’intéresse a la température, la
pression ou I’entropie.

6.3.1 Diffusion anormale

A partir de cette densité P(x,t), on peut construire les moments d’ordres m > 0, notés (™) (t)
et définis par

(™) (t) = /]RN " P(x,t)dz.

Deux cas sont particuliérement significatifs : (z)(¢) qui représente la position moyenne de la
particule au temps ¢, et (z2)(t) qui permet de préciser I'étalement autour de cette position moyenne.
Pour reprendre I'exemple du chapitre 1, si on lache une goutte d’encre dans un ruisseau (en théorie
seulement!), elle sera globalement emportée par le courant (sa position moyenne sera repérée par
(z)(t)) mais dans le méme temps elle se dispersera; la taille de la tache sera de 'ordre de (z2)(¢) (plus
précisément (z2)(t) — (z)(t)?). Bien souvent, cet étalement croit linéairement dans le temps :

(z%)(t) ~ ct. (6.6)
Si P(x,t) vérifie ’équation de diffusion
0 0?

alors (6.6) est vérifiee. On parle ainsi de phénomeéne de diffusion, ou encore de transport. La goutte
suivra cette loi si le ruisseau coule tranquillement. Si maintenant des tourbillons apparaissent ou si des
cascades ponctuent le lit du cours d’eau, ce ne sera plus le cas. Plus généralement, dans de nombreux
systémes physiques complexes apparaissent des phénomeénes de transport anormal ou la loi (6.6) est
remplacée par

(2?)(t) ~ e t, (6.7)

avec 1 > 0. On parle de subdiffusion si p < 1 et de superdiffusion si p > 1. Le coefficient u est appelé
coefficient de transport (et n’a rien & voir avec la mesure de Lebesgue).

De tels phénomeénes se produisent en particulier dans les systémes chaotiques (voir par exemple
[ASZ91], [Zas94a| ou encore [Zas05, chap.16-18]) & cause des piéges fractals.

6.3.2 Equations fractionnaires

La question est maintenant de savoir quelle équation doit vérifier P(z,t) afin de prendre en compte
(6.7) ; elle doit en particulier dépendre de la structure des piéges fractals. Zaslavsky [Zas05, p.246]
propose alors de revenir sur la définition de % :

0 L AyP(x,t) — P(z,t)
gl (@) = limg At ’

(6.8)

oit Ay est qualifié de “generalized shift of P(x,t) along t by At” qui, dans le cas classique, vérifie

AyP(x,t) = P(x,t + At).
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Si maintenant la structure du temps devient plus complexe (Zaslavsky la qualifie de temps fractal,
a cause de la relation (6.5)) et paramétrée par un paramétre 0 < 3 < 1 (sans plus de précision), cet
opérateur A; peut devenir plus compliqué et conduire & une relation du type

9° _ APP(x,t) — P(x,1)
gl (1) = timy At -

Ce passage au fractionnaire reste treés vague; c’est d’ailleurs ce qui nous a incité & chercher une
justification plus précise de cette transition. Une piste sera présentée au chapitre 8.
En utilisant une dérivée fractionnaire en temps, on obtient une premiére équation du type

6] 2
a—P(x,t) - Ka_

qui conduit directement &
(22)(t) ~ 5.

L’équation (6.9) permet donc de prendre en compte uniquement la subdiffusion ; le coefficient de
transport est alors exactement ’ordre de la dérivée fractionnaire temporelle. Quant a (, on s’attend
a ce qu’il dépende de Ay voire de Ap. Zaslavsky propose en fait une équation plus générale que (6.9)
ou la dérivée spatiale devient aussi fractionnaire (de type Riesz) :

el le%
a—P(azc,t) =K 0

—P 1

avec 0 < <letl <a<2.
Elle conduit cette fois a

() (t) ~ capt’.

Afin de déterminer (x2)(t), Zaslavsky utilise des groupes de renormalisation et suggére la relation
suivante :

(x2)(t) ~ cqpt?/e.

Cette équation généralise la précédente et conduit a prendre 23/« comme exposant de transport :

_2

- (6.11)

“

Notons que ’on retrouve un résultat similaire dans [MKO00, p.29]. Ce coefficient (6.11) peut maintenant
prendre toutes les valeurs dans R;. Les deux dérivées peuvent étre fractionnaires aussi bien pour la
subdiffusion que pour la superdiffusion.

Remarque 6.3. Dans [Zas05, chap.16], I’équation (6.10) n’est en fait qu’un cas particulier d’équa-
tions plus générales, dites de Fokker-Planck. La construction de celles-ci est délicate, mentionnons
simplement qu’elles peuvent s’obtenir a l’aide de marches aléatoires (Continuous Time Random Walks)
[MS04, MK00].

Pour résumer, Zaslavsky propose de modéliser le transport anormal (6.7) & I’aide d’une équation
fractionnaire en temps et en espace (6.10), dont les ordres de dérivations vérifient la relation (6.11).
Il reste maintenant & relier ces coefficients & la structure des piéges fractals.
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6.3.3 Lien avec les piéges fractals

Tout comme les tourbillons du ruisseau, les piéges fractals sont responsables du transport anormal
dans les systémes chaotiques?. Afin de relier ces zones a (6.10), Zaslavsky utilise la structure autosi-
milaire des piéges; puisque l'espace des phases reste presque inchangé lorsque 'on change d’échelle,
il devrait en étre de méme pour (6.10). Le changement d’échelle s’effectue ainsi [Zas05, p.262] :

r— Nz, t— A\pt,
ou N\ = )\1:1/2 afin de conserver le flot [Zas05, p.256].
Si on pose P(z,t) = P(Nz, Art), alors P vérifie (d’apres (5.6)) :

o - A\ oo

2
Si on réitére cette renormalisation, on obtient alors un terme <)\§ / )\f‘) . Comme I’équation doit

n
garder la méme allure pour un nombre quelconque d’itérations, la limite de <)\g / Af‘) pour n — 400
doit avoir un sens; la seule possibilité est donc

Ar
X

En utilisant 1'égalité \; = Ap 1/ 2, on trouve finalement que

268 [In Ap|
a  In\p’

(6.12)

Cette relation fait donc le lien entre diffusion anormale et pieége fractal. Elle jette de plus un pont
entre dynamique chaotique et calcul fractionnaire. Notons toutefois qu’ici le fractionnaire n’apparait
pas véritablement dans la dynamique (contrairement aux chapitres 4 et 5), puisque (6.10) est une
équation macroscopique. Notons de plus que les exposants fractionnaires restent sous-déterminés :
dans (6.11) et (6.12), seul leur rapport est significatif. Nous évoquerons ce point au chapitre 8.

Finalement, le but de ce chapitre était de présenter la triple égalité

T mar 28
'Yrec_Q—M— -

mar o (6.13)

qui relie temps de récurrences, transport anormal, piéges fractals et modélisation fractionnaire.

Comme on I'avait annoncé, les résultats présentés dans ce chapitre sont loin d’étre rigoureux ; basés
en partie sur des simulations numériques et sur des approximations, ils peuvent de plus légérement
différer entre différents articles. Il reste assurément encore beaucoup de chemin & faire pour clarifier
ces points mais ce qui importe ici, ce sont les idées générales, qui elles semblent solides. Comme on
va le voir dans les deux chapitres suivants, elles nous ont guidé dans notre tentative d’établir un lien
plus solide entre dynamique fractionnaire et systémes hamiltoniens chaotiques.

20n pourrait s’attendre a ce qu’ils induisent uniquement de la subdiffusion (puisqu’ils retardent les trajectoires).
Ce n’est toutefois pas le cas car en plus de ces piégeages, des sauts longs — dits de Lévy — peuvent apparaitre (voir
[SZK93]), autorisant la superdiffusion.
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Chapitre 7

Dynamique hamiltonienne fractionnaire
avec temps interne aléatoire

Reformulons ’objectif de ce travail : nous souhaitons trouver une origine dynamique & I’émergence
de dérivées fractionnaires dans les systémes hamiltoniens chaotiques, en nous appuyant d’un coté sur
le plongement fractionnaire et de autre sur I'analyse de Zaslavsky!'. Il s’agit autrement dit de tenter
de relier ces deux approches. Deux éléments dynamiques essentiels ressortent du chapitre précédent :
la distribution polynomiale des temps de récurrences et la structure doublement fractale des piéges
dynamiques. Ce chapitre est en lien avec le premier et le chapitre suivant privilégiera le second.
Précisons tout de suite qu’aucune de ces deux pistes n’a complétement répondu & notre objectif
initial. Comme on va le voir, toutes deux présentent de plus des zones encore problématiques pour le
moment.

Ce chapitre s’appuie sur l’article de Stanislavsky [Sta06] qui, avec [Zas05] et [Cre07], a consti-
tué le point de départ de notre thése. Son contenu semblait répondre parfaitement & notre objectif.
Dans [Sta06], Stanislavsky considére effectivement un temps constitué d’une succession d’intervalles
aléatoires particuliers (ce qui peut faire penser aux temps de premiers retours) et construit alors une
nouvelle variable d’évolution temporelle, appelée temps interne. Il s’intéresse ensuite & un systéme
hamiltonien général et montre que s’il obéit & ce nouveau temps, les équations qui le régissent de-
viennent fractionnaires et s’apparentent de plus & (EFH),. Aprés avoir présenté cette approche, nous
verrons que ce temps interne ne satisfait que partiellement la transition d/dt — d®/dt® de notre
cube, puis que le lien avec les temps de récurrence des systémes chaotiques reste & clarifier. Cette
présentation reprend en partie [CI09] et [Ini07].

7.1 Formalisme de Stanislavsky

7.1.1 Temps interne aléatoire

Stanislavsky [Sta06] émet I'hypothese que la variable d’évolution temporelle ¢ d’un systéme puisse
étre constituée d’une somme d’intervalles aléatoires (7;);en indépendants et identiquement distribués
selon une densité de probabilité p. On pose T(0) = 0 et pour tout n € N*,

T(n)=> T

i=1

LComme on I'a noté, cela suppose de croire que les dérivées fractionnaires apparaissant dans la description probabi-
liste se retrouvent quelque part dans la dynamique.
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La quantité T'(n) représente donc une disrétisation de ¢t suivant ces variables aléatoires. On introduit
ensuite le processus de comptage associé

{Ni}e>0 = max{n > 0|T(n) < t}.

Il semble naturel d’exiger que la succession de deux intervalles temporels soit encore un intervalle
temporel. Cela se traduit de la maniére suivante.

Définition 7.1. Soit X et Xo des variables aléatoires indépendantes indentiquement distribuées
suivant une densité de probabilité P. Soit c1,co > 0 et X3 la variable aléatoire définie par X3 =
1 X1 + X5,

On dit que la loi P est stable si X3 est distribuée suivant cette loi.

Les lois stables sont en fait caractérisées par un exposant 0 < a < 2; on parle alors de loi a-stable.
La loi gaussienne correspond & a = 2 et celle de Cauchy a @ = 1. On pourra consulter 'ouvrage de
référence [Fel71| pour plus de précisions sur les probabilités.

Stanislavsky suppose plus généralement que les (T;);eny appartiennent au domaine d’attraction
d’une loi stable : il existe 0 < a < 2 tel que n~/*T(n) converge en loi vers une loi a-stable. Le fait
que les intervalles T; ne puissent étre négatifs impose 0 < a < 1.

Le passage a la limite continue de T'(n) se fait & travers le théoréme 3.2 de [MS04].

Théoréme 7.1. Il existe un processus {S(t)}i>0 et une fonction b a variations réguliéres d’indezx o
tels que

_ FD
{b(e) " Nethizo == {S(t)}iz0, ¢ — o0, (7.1)
on 28 désigne la convergence en loi pour toutes les distributions marginales de dimensions finies.

Le processus {S(t)}+>0 est un temps de premier passage (voir [MS04]). D’aprés [Bin71], la densité
de probabilité de {S(t)}+>0, notée py, vérifie

L) [pe(7)l(s) = Eal—st"), (7.2)

ou L7 est la transformée de Laplace suivant la variable 7 et E, est la fonction de Mittag-Leffler
définie par (5.41).

On peut en déduire la transformée de Laplace L) de p(7) suivant la variable ¢. Notons effecti-
vement g(w, ) = L [pe(7)](w) ; sa transformée de Laplace suivant 7 vérifie

£olatun (e = [T ( [ e dt) i,

:/ e "t </ e *Tpe(T) dT) dt,
0 0

= / e U B, (—st®)dt,
0

wa—l

- (7.3)

we+ s

On pourra consulter [GM97| pour plus de précisions sur les propriétés de la fonction de Mittag-
Leffler. Par ailleurs,

woz—l

w® + s’

donc en prenant la transformée de Laplace inverse de (7.3) suivant s, il vient :

['(T) [waflefﬂ-wa] (S) —

L [pe(T)](w) = w e (7.4)
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Le processus {S(t)}+>0 est strictement croissant suivant ¢; il peut alors jouer le role d’un nouveau
temps, stochastique, appelé temps interne. Sa loi py(7) représente la probabilité d’étre au temps
interne 7 lorsque le temps réel vaut t.

Notons que l'introduction d’une nouvelle variable temporelle (pas forcément aléatoire) apparait
dans plusieurs travaux liés au calcul fractionnaire, notamment en viscoélasticité [LK04] et dans les
systémes lagrangiens fractionnaires [ENTO07, MBRO7|. Par ailleurs, dans [Hil95b, Hil95a, Hil0Ob], la
dynamique fractionnaire émergence via une renormalisation temporelle. Dans tous les cas, il semble
que les comportements fractionnaires (en temps) soient liés & un changement d’échelle temporelle. La
constante de temps extrinséque 7 introduite au chapitre 5 pourrait ainsi étre déterminée par cette
transition.

7.1.2 Systéme hamiltonien fractionnaire

Stanislavsky étudie ensuite comment se traduit dynamiquement ce changement de temps au niveau
de la dynamique. Plus précisément, il considére un systéme hamiltonien évoluant selon le temps usuel
t € RT et de Hamiltonien H régi par les équations (FH) :

%x(t) = 82H(x(t),p(t)),
(EH) : Vt>0, (7.5)
%p(t) = —OH (x(t),p(t)).

Si maintenant t est remplacé par S(t), comment la dynamique est-elle modifiée ? Une réponse
naturelle consiste & transformer certaines fonctions pertinentes f(¢) en f(S(¢)). Afin de conserver une
fonction déterministe, Stanislavsky prend 'espérance mathématique E de f(S(t)).

Définition 7.2. Si f € LY(RY), on note f, la fonction définie par

V>0, falt) = E[f(S(1)] = /0 " p(n)f ()i (7.6)

Précisons que dans ce chapitre, la régularité des fonctions n’est pas le point important. Nous
supposerons donc les fonctions assez réguliéres pour que tous les calculs soient valides.

La particularité du nouveau temps S(t) est de transformer la dérivée classique en une dérivée
fractionnaire (de Caputo).

Lemme 7.1. Soit f : RT — R une fonction assez réqulicre. Alors

viz0. E|(51)(50)] = 528 ule) (7.7)
ot fo est définie par (7.6).

Démonstration. Tout d’abord, comme E,(0) = 1, on tire de (7.2) que

/ e Tpo(r)dr =1.
0

En prenant la transformée de Laplace inverse de cette relation, il apparait que pg est la distribution
de Dirac 4.
Par conséquent,

fa(0) = (6, f) = f(0). (7.8)
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Evaluons & présent la transformée de Laplace de f, :

£l = [ e ( | mnre) dT) i,

- /O b ( /O " ety (r) dt> () dr,

:/ s e f(7) dr,

0
— OLL[f)(s%). (7.9)
D’apres (2.27),
LIDY fal(s) = s*LIfa](5) — s fa(0).
On utilise alors (7.8) et (7.9) :
LIDY fal(s) = s> LIf](s%) — s*71£(0). (7.10)
Déterminons par ailleurs la transformée de Laplace de E [(4 f) (S(t))] :
cle|(57) o[ o= [Tt ([ ne1 g a
pm s—oe Opt’TdTTT ,
o0 o0 d
— —st —
_/0 </0 e 'p(7) dt) de(T) dr,
o ad
_ a—1_—71s5% %
= /0 s“ e de(T) dr,
_ > 20—1 _—7s% a—1_—7s% o0
_/ s e f(r)dr + [5 e f(’T)]O )
0
= s*TILIf](s%) — s £(0),
qui est exactement (7.10). On conclut en utilisant U'injectivité de la transformée de Laplace. O

En ce qui concerne les systémes hamiltoniens, Stanislavsky propose de transformer les variables
(z,p) en (x4, pa), définies par (7.6). Il émet de plus 'hypothése suivante, que 1'on notera (C) :

OLH (24(t),pa(t)) = /Ooopt(7>31H(w<T>7p<T>)dTv
© )
82H(xa(t),pa(t)) = /0 pt(T)azH(x(T)7p(T))dT-

La dynamique du systéme devient dans ce cas fractionnaire.

Théoréme 7.2. Soit (x,p) une solution de (7.5).

La condition (C) est vérifiée si et seulement si (zq,pa), défini par (7.6), vérifie les

(EH)S, définies par

6D xa(t) = O2H (za(t),pal(t)),

Sptapa(t) = _alH(xa(t)’pa(t))'

(7.11)

équations

(7.12)
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Démonstration. D’apres (7.5) et (7.7),

o0 o0 d
| ot = [ n) e an
= ¢Df x4 (t).

De méme,

0Df pa(t) = — /OOO pe(7)01 H (x(7), p(7))dT.

Nous dirons donc qu’un systéme fractionnaire de la forme

{awxw = filx(t),p()),
DY p(t) = fola(t),p(t)),

est hamiltonien au sens de Stanislavsky s’il existe une fonction H(z,p) telle que

{f1<w,p> = %H(z,p),
fo(x,p) = —01H(x,p).

Un systéme hamiltonien fractionnaire au sens de Stanislavsky peut ainsi étre vu comme une réa-
lisation du plongement fractionnaire direct de (EH) (en remplagant ¢Dy par §D§* dans la définition
4.1) ; la transition d/dt — d/dt® de notre cube semble pouvoir s’effectuer via ¢ — S(t). Qui plus est,
si la loi p pouvait étre assimilée & P,... dans le cas de systémes chaotiques, cela fournirait un premier
lien entre plongements fractionnaires et chaos hamiltonien. Il semble toutefois que ces attentes soient
difficilement réalisables.

7.2 Compatibilité avec le plongement fractionnaire ?

Nous allons voir ici que le temps interne semble n’apporter qu'une réponse partielle & la transition
d/dt — d*/dt“ qui nous intéresse dans cette partie. Mais on peut remarquer auparavant que les
expressions de la section précédente doivent étre homogénéisées temporellement.

7.2.1 Homogénéisation temporelle

D’aprés notre étude du chapitre 5, on constate tout de suite que les équations (EH )§ ne sont pas
homogeénes. D’ailleurs les relations caractérisant le temps interne ne le sont pas non plus. Les variables
t et 7 étant des temps, elles sont homogénes & T'. Les variables s et w doivent alors étre homogénes
a T~! afin que les produits du type st soit sans dimension dans les exponentielles des transformées
de Laplace. Dans (7.2), on constate donc que l'argument de E, a pour dimension 79! alors qu’il
devrait étre sans dimension.

Introduisons donc la constante de temps extrinséque du chapitre 5, que nous noterons ici 79. On
peut alors montrer que ’homogénéisation du formalisme de Stanislavsky conduit & remplacer (7.2) et
(7.4) par

a_a—1

L) [pe(T])(8) = Bal=st*5 %),  Ligy[pe(r))(w) = (wro)* e ™0 (7.13)

L’équation (7.6) reste inchangée, mais (7.7) devient quant a elle

dt

Vt>0, E [( d f) (S(t))} =787 DS falt). (7.14)
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On retrouve ici la dérivée fractionnaires homogéne du paragraphe 5.2.2. Les fonctions x, et pq
restent donc identiques, mais les équations (EH )g sont remplacées par leurs analogues homogeénes :

70 6D wa(t) = 2H (za(t), pa(t)),
(EH)S : vt>0, (7.15)

8D pa(t) = —01H (za(t),pa(t)).

7.2.2 Transition problématique des solutions

Revenons sur I’hypothése (C) et considérons quelques systémes élémentaires avec N = 1. Afin de
rester proche du formalisme initial, nous ne nous préoccupons pas dans ce paragraphe de questions
d’homogénéité.

Exemple 7.1. Soit n € N*. On considére le Hamiltonien

1
H(z,p) = n—Hp"+1 + sin z.

1l vérifie
O H(z,p) = cos z,
O H(z,p) = p"

L’hypothese (C) prend donc la forme suivante :

cos (/OOO pe(T)x(7) d7'> = /OOO pi(7) cos(z(T)) dr,

([ ntnamar) = [“nioweran

On sent bien que ces relations ont peu de chances d’étre vérifiées, et encore moins pour tout t > 0.

Vit >0,

Pour s’en assurer, prenons un exemple encore plus simple, ou 'on peut montrer que (C) n’est pas
vérifiée. Donnons auparavant un résultat élémentaire.

Lemme 7.2. Soit 3 > 0. Alors
o0 L1+ p5)
Bdr = —— "2 408,
/0 P AT = )

Démonstration. Prenons la transformée de Laplace du membre de gauche :

/0°° " </0°° mlr)r? dT> “= /0"" (/OOO e *'pi(7) dt) 7 dr,

o0 «
= sal/ e P dr,
0

_ Sa—lr(l + ﬁ)
O

_T(1+p)
T gltep

Par ailleurs,

1 [eS) taﬁ
T == / e_Sti dt-
stred— J (14 ap)

On conclut en utilisant 'injectivité de la transformée de Laplace. O
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Exemple 7.2. On considére le Hamiltonien

Les équations (EH) associées sont ici

%m) = 0H (x(t),p(t)) = p(1)?*,

Vit >0,
d
Doty = —ouH(x(e).p(e) = 1
Par conséquent, la trajectoire issue de (0,0) est donnée par

Vs {m) - £
p(t) = t

D’apres le lemme 7.2,

02 H (24(t), pa(t)) = pa(t)® = (/OOO pe(T)T d¢>2,

rl+a)?

D’autre part,

/00 pt(T)ﬁgH(x(T),p(T)) dr = /00 pt(T)TQ dr,
0 0

2 t20¢
T(1+ 20)

Toutefois, I'(1 + a)? # W Par ezemple si o = 1/2, '(3/2)% = 7 /4, alors que "2 = 1/2.
L’hypothese (C) est donc fausse dans cet exemple.

Ce probléme est en fait occulté dans [Sta06] par la notation utilisée. Par exemple 01 H (24(t), pa(t))
est noté %I:g. On alors I'impression que I’on forme un nouvel hamiltonien que ’'on dérive par rapport
a de nouvelles variables (c’est ce que pense faire Stanislavsky), alors que le Hamiltonien est le méme
et que la dérivée partielle concerne toujours la premiére composante ; ¢’est seulement 1’évaluation qui
différe. Ainsi, le Hamiltonien de 'oscillateur harmonique “généralis¢” H, = %pi + %Qxa considéré
dans [Sta06] est en fait le Hamiltonien classique mais évalué en (x4,pq). Au cours de conférences ou
de lectures, nous avons rencontré cette confusion & plusieurs reprises et c’est pourquoi nous avons
préféré ici oter tout doute en notant 0; les dérivées partielles.

Précisons tout de méme qu'il existe au moins un cas (élémentaire) ou (C) est vraie.

Lemme 7.3. Si H(x,p) est un polynome en x et p de degré inférieur ou égal & 2, alors (C) est vérifiée.

Démonstration. D’aprés 'hypothése sur H, pour 1 < i < 2, il existe 4;, B; € My(R) et C; € RY
tels que
BiH(x,p) = A,z + Bip+ C;.

Dans ce cas,
BiH(xa(t),pa (t)) = Ai.%'a(t) + Bz‘pa(t) + Ci7

_ /0 " () [ As(r) + Bip(r) + €] dr,

— /0 " p()0:H (a(r). p(r)) dr.
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Toutefois, de tels systémes (parmi lesquels on retrouve notamment ’oscillateur harmonique) sont
évidemment intégrables et ne présentent donc pas de comportements chaotiques. Ils ne nous intéressent
donc pas dans ce chapitre.

Ainsi, comme (C) n’est pas vérifiée dans le cas général, le fait que (x, p) soit une solution de (EH)
n’implique pas que (Z4, Po) soit une solution de (EH )g Méme si I'on revient au formalisme lagrangien
et que l'on effectue la transition () — x4 (t) comme nous allons le faire au paragraphe suivant, le fait
que z soit solution de (F'L) n’implique pas non plus que z,, soit solution de (EL)!. Le formalisme de
Stanislvsky ne permet donc pas dans le cas général d’effectuer la transition d/dt — d®/dt“ de notre
cube sur les solutions de (EL) et (EH).

Dans le cadre qui nous intéresse ici, nous allons maintenant voir qu’une transition plus faible peut
étre envisageée.

7.2.3 Complémentarité structurelle

Bien que les solutions ne se transportent pas lors du passage t — S(t), tentons d’exploiter la
relation (7.7). Considérons un systéme lagrangien autonome S de Lagrangien L(x,v), évoluant sur
[0,b]. Sa position au cours du temps est repérée par x(t) et sa vitesse est définie par v(¢). Dans le cas
classique, la dynamique du systéme est déterminée par la relation

d
v(t) = Em(t) (7.16)

Si maintenant la variable temporelle devient S(t), il semble naturel de décrire S a 'aide de x,(t)
et vy(t), définies par (7.6). Dans ce cas, d’apres (7.14), la relation (7.16) devient

Va(t) = TOTLEDR 2,4(t). (7.17)

L’utilisation du plongement fractionnaire asymétrique nécessite la dérivée §Dy', qui n’apparait pas
dans le formalisme de Stanislavsky. Toutefois, nous nous intéressons ici uniquement a la direction passé
— futur ; par conséquent cette dérivée & droite ne porte que sur les variations. Celles-ci gardant un
statut virtuel et {D¢ n’étant finalement pas présente dans (EL)}, cela ne semble pas problématique.

D’aprés (7.17) on peut définir 'action lagrangienne a partir de (5.13) :

b
A@M%m:/L@m)auq%mwt
0
La dynamique causale de S est alors fixée par (EL)}, qui s’écrit ici
Vt€]0,b], OL(za(t), 78§D za(t)) — 787 0D 0oL (za(t), 75§D 24(t)) = 0.

La transition ¢ — S(t) permet de passer de (7.16) & (7.17) et donc, au niveau des équations de la
dynamique, de (EL) & (EL)7 (mais pas d’une solution de (E'L) & une solution de (EL)}).

Passons au formalisme hamiltonien. On suppose que L vérifie la propriété de Legendre. Notons
ici p, le moment associé a x,, :

Ba(t) = 02 L(za(t), 76" §DF za(t)).

On peut alors adapter le théoréme 5.2 pour obtenir des équations proches de (FH )g
Lemme 7.4. Si x, est solution de (EL)} et si po(0) =0, alors (x4, pa) est solution de (EH)S
DR () = DaH (2at). pal).
vVt >0, (7.18)
1th pa( ) = _81H(xa(t)’ﬁa(t))'
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Démonstration. La condition p,(0) = 0 est uniquement 1a pour que ¢Dg*p = D p. ]

Ces équations différent de (7.12) par le moment utilise. Comme pour ’hypothése (C), p, différe de
po dans le cas général. Le moment p,, peut toutefois sembler plus proche de la dynamique, puisqu’il est
relié au formalisme lagrangien (et donc a un principe de moindre action) et ne fait pas intervenir (C)
pour obtenir (7.18). Heureusement p,, et p, coincident pour un grand nombre de systémes physiques.

Lemme 7.5. S¢S est un systéme lagrangien naturel, alors po, = pa. Par conséquent, si x,, est solution
de (EL)} et si pa(0) =0, alors (z4,pa) est solution de (EH)S.

Démonstration. D’aprés exemple 3.2, il existe M € My (R) telle que
L
L(z,v) = 3 vMv —U(x).

Le moment p associé & x vérifie
p(t) = M Sa(t).

Par conséquent,

dr
= M757 ' §Df wa(t),

= QoL (xa(t), 75 §DF za(t)),

polt) = /0 T MLy ar,

qui est exactement la définition de p,,. O

On vient donc de voir que les équations fractionnaires (EH)S de Stanislavsky pouvaient étre
obtenues a partir d’'un principe de moindre action dans le cas des systémes lagrangiens naturels, et ce
sans passer par la condition (C). Celle-ci est remplacée par I'hypothése que x,, soit solution de (EL)}.

Regardons maintenant dans quelle mesure cette dynamique avec temps interne peut étre utilisée
pour modeéliser les systémes chaotiques.

7.3 Lien avec les systémes chaotiques ?

Le temps interne pourrait étre relié¢ au chaos hamiltonien par la décroissance polynomiale (6.3)
des temps de récurrence par 'intermédaire du théoréme suivant.

Théoréme 7.3. Soit p une densité de probabilité définie sur R™ et telle que

K
- Sia> 2, alors p appartient au domaine d’attraction de la loi gaussienne.
- Si0< a <2, alors p appartient au domaine d’attraction d’une loi a-stable.

Démonstration. Voir [Fel71, p.577]. O

L’équation (7.19) nous invite & revenir un instant sur I’homogénéité temporelle. Comme p doit
étre homogéne a T~! (d’aprés la condition de normalisation fooo p(t)dt = 1), la constante k doit étre
homogene a 7' ; il doit donc exister une constante de temps 79 telle que x = 7§'. Notre constante de
temps extrinséque du chapitre 5 pourrait donc étre déterminée par la relation asymptotique suivante :

0= lim t!tl/e Prec(t)l/o‘.

t——+o0
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Si on prend pour p la distribution des temps de récurrences Prec et si 1 < Ypee < 2, alors Py
appartient au domaine d’attraction d’une loi a-stable, avec a = 7.ec — 1 €]0,1[. On peut dans ce
cas appliquer le formalisme de Stanislavsky pour obtenir un temps interne S(t). Une telle démarche
consiste ainsi & ne considérer que les points d’une trajectoire lors des premiers retours. En premiére
approximation cela revient donc & construire une nouvelle dynamique, discréte, a partir des points
successifs apparaissant dans une section de Poincaré. Puisque cette derniére donne une description
satisfaisante da la dynamique globale, une telle discrétisation semble pertinente. On construit alors
une dynamique continue associée en passant a la limite (7.1) ; le temps devient alors S(t). Ce passage &
la limite implique de considérer un grand nombre de temps de premiers retours ; la nouvelle dynamique
prend donc son sens sur des temps longs. Méme si cette approche devrait étre définie de maniére plus
rigoureuse, elle semblerait prometteuse.

Le probléme est qu’il est impossible d’avoir 1 < e < 2 & cause du lemme de Kac! Son corollaire
6.2 stipule en effet que v, > 2. Il semble donc qu’il y ait incompatibilité stricte entre ’analyse
des systémes chaotiques de Zaslavsky et le formalisme de Stanislavsky. Par ailleurs, nous devons ici
admettre que n’étant pas familier des lois stables, nous n’avons pas réussi & déterminer ce qu’il advien-
drait du formalisme de Stanislavsky pour 2 < 7. < 3 (c’est-a-dire 1 < a < 2 dans (7.19)). Toutefois
méme si ce point technique était éclairci, il ne modifierait pas cette incompatibilité. Mentionnons
deux pistes qui pourraient étre envisagées afin de contourner cet obstacle.

La premiére consisterait a étudier la dynamique initiale (en t), restreinte & un domaine G de
mesure nulle (4(G) = 0), par exemple une variété de dimension d < 2N — 1, telle que presque tous les
points de G admettent des temps de premiers retours. Dans cas, le théoréme 6.3 ne s’applique plus
et il serait (théoriquement) possible d’avoir

Prec(t; G) t:oo tl%,
avec 0 < a < 1.

La seconde voie consisterait a8 donner une autre signification aux Tj, telle que leur loi ne soit plus
Prec(t), mais ftoo Prec(7)dr. Dans ce cas, on obtiendrait la relation o = 7. — 2 qui reconcilierait
exactement les deux approches. Reste & trouver cette signification...

Remarque 7.1. Il se pourrait que le temps interne soit plus adapté a la description probabiliste de
la section 6.3. Partons d’un systéme initial régi par le temps t. Choisissons de le décrire de maniére

probabiliste a l'aide de P(x,t) et supposons que l'équation caractéristique soit

0 0?

—P(x,t) = K—=P(x,t). 7.20
£ P(,t) = K= Pl 1) (7.20)

Supposons maintenant qu’en prenant en compte d’autres effets, on obtienne un nouveau systéme
évoluant cette fois selon S(t). Il devient alors décrit par P, (x,t), défini par

Po(at) = /0 " (PP, 7).

Notons §Df Po(z,t) = §D Pi(t) ot Py : t — Py(x,t). Comme précédemment, P, (x,t) vérifie
0

PR Palet) = [ ()5 P T
0

Par ailleurs,

2 2 o]
WPO((IE,t) = W/O\ pt(T)P(.%',T)dT,

00 32
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Par conséquent, si P(x,t) est solution de (7.20), alors P,(x,t) est solution de

2

0
-1
Ta SD?Pa(x,t) :K@

P,(z,t).
Cette équation ne nécessite pas d’hypothése du type (C) et permettrait de décrire des phénomeénes de
subdiffusion dans le nouveau systéme.

On obtient ici la transition que ['on aurait souhaité pour les trajectoires. Toutefois, pour que cette
transition soit pertinente, il faudrait non seulement donner un sens aux T; permettant d’obtenir S(t),
mais il faudrait déja en donner un au systéme initial. Intuitivement, on aurait envie de considérer
initialement un systéme hyperbolique avec sa mer chaotique (décrit par (7.20)), puis de lui ajouter
des piéges fractals pour obtenir le systéme qui nous intéresse. Ce point de vue ne s’appuyant sur
aucune base rigoureuse, cette piste reste donc trés hypothétique. De plus, méme si cette transition
était justifiée, elle ne s’inscrirait pas dans notre cube puisque la description avec P(x,t) ne constitue
pas une dynamique lagrangienne ni hamiltonienne?.

Notons toutefois que cette transition est valide pour toute équation aux dérivées partielles du type

oItk
Z Cik g T ok ajr(z) u(m,t)] =0.

0<j,k<m

1l serait donc possible que le temps interne permette de mieur comprendre la transition vers le frac-
tionnaire dans d’autres domaines que le chaos hamiltonien.

Nous venons de voir que malgré une problématique prometteuse, le formalisme de Stanislavsky
semble mal adapté pour relier plongement fractionnaire et chaos hamiltonien, & cause de I’hypothése
(C) et du lemme de Kac. Nous avons alors cherché d’autres pistes. L'une d’elle a partiellement abouti;
nous la présentons au chapitre suivant.

2Méme si nous trouverons une formulation variationnelle de (7.20) au chapitre 9, cela ne conférera pas de statut
dynamique & P(z,t).
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Chapitre 8

Piéges fractals et dynamique fractionnaire

Face aux difficultés présentées au chapitre précédent, nous avons cherché d’autres voies pour
tenter de donner un sens a la dynamique fractionnaire dans les systémes hamiltoniens chaotiques.
Nous avons alors découvert le travail de Hilfer, justement sur la dynamique fractionnaire dans des
systémes dynamiques généraux. Le fait que ce formalisme s’appuie sur les temps de récurrences nous
a motivé pour déterminer dans quelle mesure il pourrait s’accorder avec ’analyse de Zaslavsky. Cette
étude nous a conduit & proposer un modeéle simple de dynamique inspiré par les travaux de ces deux
chercheurs, et pour lequel une dérivée fractionnaire apparait naturellement lorsque ’on introduit un
piege fractal. Ce chapitre joue le role d’une version plus aboutie de [Inil0].

8.1 Dynamique fractionnaire selon Hilfer

Dans [Hil95a, Hil95b, Hil00b, Hil03], Hilfer s’attache & trouver des causes profondes a la dynamique
fractionnaire. Dans [Hil0Ob| et [Hil03], il s’intéresse a l'opérateur d’évolution temporelle et montre,
a partir de considérations trés générales sur la structure du temps, que la dérivée associée & cet
opérateur (aprés éventuellement une renormalisation temporelle) est une dérivée fractionnaire. La
dérivée classique n’est alors qu’une dérivée fractionnaire d’ordre 1. Cette dynamique fractionnaire
est de plus intimement liée & la notion d’irréversibilité. Dans [Hil95a| et [Hil95b]|, ce formalisme est
appliqué a des systémes dynamiques généraux. Résumons dans cette section les idées principales de
ces deux articles.

8.1.1 Dynamique de sous-systémes

Précisons tout d’abord que contrairement & notre étude, Hilfer s’intéresse plutét aux systémes
de physique statistique, possédant de nombreux degrés de libertés. Plus précisément, il cherche a
comprendre la dynamique de sous-systémes avec un nombre restreint de degrés de libertés et donc de
mesure nulle.

On considére un systéme dynamique défini dans un espace des phases I' compact, de flot ¢’ et de
mesure p. Soit G un sous-ensemble de I'. Supposons que I'on n’ait accés qu’a G ; comment faire pour
comprendre la dynamique restreinte & G 7

Une trajectoire typique issue de z € G quittera GG au bout d’un certain temps; on perdra alors
sa trace. Heureusement, si p(G) > 0, le théoréme de récurrence de Poincaré assure qu’elle reviendra
presque strement dans G.

Hilfer utilise une version discréte du temps de premier retour, plus courante que la définition 6.3 ;
pour At > 0, le temps de premier retour discret (appartenant & AtZ) d’un point z € G, noté 7¢(z),
est défini par

7q(2) = At.inf{k € N*| "'z € G}.
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Si u(G) > 0, d’apres le lemme de Kac, le temps moyen de premier retour () défini ici par

1

e /Zea (=) i

est fini.
Hilfer propose alors de suivre les trajectoires a 1’aide de ’application suivante :

S: G — G
(8.1)
z — ¢e@ g,

A défaut d’avoir une description continue de la dynamique, les itérations de S permettent de
suivre par intermittence les trajectoire issues de GG. Afin d’avoir une vision globale de la dynamique
restreinte & G (c’est-a-dire en regardant des ensembles de trajectoires), Hilfer suggeére d’utiliser une
application du type ¢'7 pour étendre S. Il faudrait alors préciser les objets sur lesquels elle agit. Mais
dans tous les cas, cette application risque de ne pas étre involutive et ne pourra donc plus étre itérée.
De plus, si u(G) = 0, le lemme de Kac ne s’applique plus et une telle démarche n’est plus possible.

Si u(G@) = 0, Hilfer suppose qu’il existe une nouvelle mesure p/, telle que 0 < p/(G) < oo et
suppose que pour presque tout z € G, 17g(z) < oo. Pour regrouper les deux cas de figures, on note
dans tous les cas p' la mesure, et si u(G) > 0, on prend alors ' = p. On note aussi 7'(G) la tribu
associée & (G, p'). Pour tout k € N*| Hilfer introduit ensuite les ensembles

Gr(At) = {z € G|16(z) = kAt},

ainsi que les réels
1 (Gr(At))

w(G)

Comme tous les éléments de G admettent des temps de premiers retours, les G (At) forment une
partition de G et

pr(At) =

> pr(Af) = 1.

k>1

L’évolution de mesures permet de donner une description de la dynamique globale. Si p est une
mesure définie sur G, on pose

VBeT'(G),VteR, p(B,t)=p(¢'B).
Hilfer étend S & ces mesures en posant

VB € T'(G), Vto € R, S(At)p(B,to) = Y pe(At)pF2 p(B, ty),
k>1

soit

S(AD)p(B,to) = > pe(At)p(B,tg — kAt). (8.2)
k>1

L’équation (8.2) est en fait un produit de convolution discret entre k — p(B,tg — kAt) et
pat ¢ k— pr(At).

On note ainsi

S(AL)(B,to) = [pac p(B, )] (to)
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L’opérateur S(At) représente 1évolution infinitésimale” d’ordre At d’un ensemble de trajectoires
(celles issues de B) suivant le flot ¢

Les itérations de S(At) permettent & présent de comprendre la dynamique “globale” (dite aussi
moyenne) restreinte a G et de résolution At :

VN e N, SN(At)p(B,to) = [pA; * p(B,-)] (to),

ol pgt est défini par N
PAt = PAt * ... X DAt -
—_—
N fois

8.1.2 Renormalisations et générateur infinitésimal

Hilfer souhaite ensuite passer & la limite continue, en faisant notamment tendre N vers +o00. Dans
[Hil95b] la “limite continue” est considérée : At est relié & N et vérifie limy_ o At = 0. Au contraire,
dans [Hil95a], limy_, o At = 400 et cette limite est appelée “ultra-long time limit”. Ces deux limites
constituent des renormalisations temporelles (comme pour le temps interne de Stanislavsky) ; & partir
d’une dynamique classique dépendant de ¢, elles induisent de nouvelles dynamiques, dépendant d’un
nouveau temps . Ces deux cas s’appuient sur les mémes idées et conduisent & des résultats similaires.

Pour que chaque limite ait un sens, il faut que celle de pgt existe et soit encore une densité de
probabilité. Autrement dit, il faut que pa; appartienne au domaine d’attraction d’une loi a-stable,
avec 0 < a < 2.

Plusieurs variables et parameétres entrent alors en jeu pour définir la loi limite (en plus de «) et
la nouvelle dynamique, mais nous n’avons pas réussi a tous les appréhender correctement. Nous nous
contentons donc ici de donner une interprétation personnelle (non rigoureuse).

La loi limite a-stable dépend a priori de plusieurs paramétres (voir [Fel71l, p.569]), dont un pa-
ramétre At caractérisant la largeur de la distribution. De méme que pour le temps interne de Sta-
nislavsky, le fait que les temps de récurrences soient positifs implique 0 < a < 1 et fixe aussi les
paramétres restant de cette loi. On peut donc noter pQ‘AVt cette loi limite. Elle peut en fait s’écrire sous

la forme
1/a—1 1/a—1
T tT
pgAvt(t) = Nl/a hOé ( Nl/a > Y
At At
ou 7 est une constante de temps positive et h, une fonction spéciale (H-function) dont la transformée

de Laplace vérifie

Llhy](s) =€
Par conséquent, .
o __—Ats®
L [p&] (s)=e . (8.3)
Le nouvel opérateur d’évolution infinitésimale, noté S, vérifie ainsi
S(At)p(B,to) = [p%; * p(B, )] (f0).
L’ensemble {S (&) forme un semi-groupe a un parametre :
~ 5(0) =1d,
~ VA, Aty € RY, S(Aty) 0 S(Aty) = S(Aty + Aty).
La seconde relation peut étre veérifiée grace a (8.3). Effectivement,
o o _ o o
£ o, vk, ] 9 = £ [ ] 912 [, ] ),

— 67At18aefAt28a — ef(At1+At2)sa’

=L [poivh-i—rtz} (S)

}Ktzo
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Les paramétres Atet T n’apparaissent pas sous cette forme dans [Hil95a] ; At est noté D, S dépend
de Dlw/o‘ et 7 n’est pas présent. Comme on vient toutefois de le voir, le parameétre de semi-groupe est
bien At. Cette remarque implique l'introduction de 7 afin de respecter 'homogénéité dimensionnelle.

Si ce groupe posséde des propriétés de continuité suffisantes, il est alors possible de lui associé un
générateur infinitésimal A ([Fel71, p.294, p.356]). Cet outil est utilisé pour ’étude d’équations aux
dérivées partielles et est défini par

Ap(B,to) = lim Mp(l?,fo).

At—0+ &

Hilfer montre alors qu’il est égal (au signe prés) a la dérivée fractionnaire de Marchaud & gauche
d’ordre «. Avec la constante 7, cette relation prend la forme suivante :

Ap(B.fy) = —7°7' DS p(B. Io). (8.4)

Notons que l’on retrouve une dérivée fractionnaire homogéne du type (5.31).

Pour résumer, Hilfer montre que la dynamique de sous-systémes peut devenir, sur des temps
longs, de nature fractionnaire. Contrairement & Zaslavsky, l'introduction de la dérivée fractionnaire
est ici pleinement justifiée ; le lien entre dynamiques classique et fractionnaire apparait clairement. Par
contre, si la définition de cette dérivée est bien spécifiée (dérivée de Marchaud), 'ordre de dérivation
« reste indéterminé ; contrairement a 1’analyse de Zaslavsky, il n’est pas relié a la dynamique initiale.

Nous avons alors tenté d’inclure ’analyse de Zaslavsky sur les piéges fractals dans ce formalisme
pour préciser cet exposant. Tout en restant dans une démarche proche de celle d’Hilfer, nous proposons
ici un modéle simplifié de dynamique qui vise & relier ces deux approches.

8.2 Modéle simple

On considére un systéme hamiltonien de Hamiltonien H, de flot ¢! avec t € R et évoluant dans
un espace des phases I' compact. Soit p la mesure de Lebesgue définie sur T'. Soit G C T et soit
une mesure telle que 0 < p/(G) < oo (si u(G) > 0, on prend p/ = p) et invariante par le flot :

VBeT(G), VteR, u(¢'B)=pu'(B).

Soit 7'(G) la tribu associé a (G, u'). La aussi, on souhaite comprendre la dynamique restreinte a G,
pour des ensembles de trajectoires. Autrement dit, on s’intéresse & 1’évolution de sous-ensembles de
G. Introduisons donc 'application N définie par

N: T(G) — F[RR)
B  +— N,

ou Np est une fonction réelle définie par

Np: R — 0, 1/ (G)]
t — W (¢'B)NG).

Soit B € T'(G) et ty € R. On cherche a connaitre ’évolution infinitésimale de Np(ty). Pour
simplifier le probléme, on discrétise la dynamique et on introduit une “résolution” caractéristique
At > 0, que l'on finira par faire tendre vers 0 pour obtenir des informations sur la dynamique
continue.



8. PIEGES FRACTALS ET DYNAMIQUE FRACTIONNAIRE 131

8.2.1 Hypothéses sur la dynamique restreinte

A laide des outils présentés au chapitre 6, distinguons la dynamique dans G de celle hors de G.

Définition 8.1. On dit que la dynamique dans G est de résolution At si elle vérifie les trois propriétés
sutvantes :

1. V2 € Greey Ik €N*, 7y (¢7e<59) 2, G) = kA,
2.Vze @G, ¢mEG);eq,
3. V2 € Gree, ¢TreclsG)y ¢ G.

La premiére condition implique que toute trajectoire arrivant dans G y reste au moins pendant un
temps At. Les deux suivantes précisent simplement ol se situent les trajectoires lorsqu’elles atteignent
le bord de G, a partir respectivement de 'intérieur et de ’extérieur de G.

Comme nous nous restreignons a la dynamique dans G, tentons d’obtenir indirectement des in-
formations sur l'extérieur. Soit K € N* U {400} et {T}(At)}1<k<k une famille de réels positifs.

Définition 8.2. On dit que {T};(At)}1<p<k est une famille compléte de temps extérieurs pour G si
les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. 0 < Ti(At) < Th(At) < ... < Tr(AY),
2.Vze@G, A1 <k <K, 7Teu(z;G) =Tr(At).

En particulier, I'existence d’une telle famille implique que Gz = 0. Cette définition conditionne
I’évolution de la dynamique vers le futur. Nous devons supposer qu’elle est aussi valable vers le passé.

Définition 8.3. On dit que la dynamique dans G est cyclique si
Vze G Vt>0, 3t >t, ¢ zed.

En suivant ’approche de Hilfer, décomposons G & 'aide de temps caractéristiques. Pour tout
B T tel que 0 < ¢/(BNG) < 00, on pose

By(At) = {z € BNG | Tini(2;G) > At},
et pour tout k£ > 1,
Bi(At) = {2z € BNG | Tint(2; G) < AL, Tear(2;,G) = T (Al) }.

Par conséquent, si {T}(At) }1<k<x est une famille compléte de temps extérieurs, alors (B (At))r>0
forme une partition de B N G. Remarquons que pour tout k € N, (B N G)i(At) = Bi(At).
On pose ensuite, pour tout 0 < k < K,

/' (Br(At))

pk(B,At): ,u/(BﬂG) .

Intuitivement, ces réels forment une densité de probabilité associée aux temps extérieurs. Si
{Ti(At) }1<k<k est une famille compléte de temps extérieurs, alors

K

> pr(B,At) = 1.

k=0

De méme que pour la limite P, au chapitre 6, on va supposer que cette densité est indépendante
de I’ensemble B considéré.
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Définition 8.4. On dit que G est uniformément mélangé par {Tj,(At) }h1<p<i i (Th(AL))1<k<i est
une famille compléte de temps extérieurs telle que pour tout B C T vérifiant 0 < ¢/ (BN G) < oo,

On pose dans ce cas pr(At) = pp(G, At).

Autrement dit, cela revient a supposer que les T;(At) ont une influence uniforme dans G.
Avec ces différents temps caractéristiques, la variable temporelle ¢ prend ses valeurs dans I’ensemble

T(At) = {ZTk (At)xg | I € {0,...,K}, Card(]) < oo, Yk € 1, xkeZ},
kel

ou l'on a posé Tp(At) = At.

Lemme 8.1. L’ensemble T (At) est dénombrable.

Démonstration. Notons Pr(K) I’ensemble des parties finies de {0, ..., K'}. Comme c’est un ensemble
dénombrable, il existe une application J : N — Py (K) bijective. Pour tout j € N, on pose

Ti(At) = > Tu(Abt)ay | Vk € J(j), 2 € Z
keI ()

On a ainsi 7 (At) U
320
Notons C'(j) le cardinal de J(j) et {nj1,...,n; ¢} les éléments de J(j). L’application

fj : Zj — Z(At)
cl)
(.%'1, cee ,a:j) — Z Tnj’k (At)xk
k=1

est surjective, donc 7;(At) est dénombrable. Finalement, 7 (At) est dénombrable comme réunion
dénombrable d’ensembles dénombrables. O

[lustrons cet ensemble avec quelques exemples simples.

Exemple 8.1.
- K =1, T1(A) =2At : T(At) = AtZ.
- K=1,T1(A)=At/2 : T(At) = (At/2)Z
-~ K =1, Ty(A) = V2At : T(At) est dense dans R.
- K =400, Vk > 1, Ing € N*| Ti(At) = npAt - T(At) = AtZ.

La fonction Np change donc uniquement de valeur aux temps de 7 (At). L’objectif est ainsi de
déterminer Np(t) pour tout t € 7T (At). Comme 7 (At) est dénombrable, on peut déterminer ces
valeurs de proche en proche. Nous allons ainsi tenter de donner une relation de récurrence permettant
de déterminer les états successifs de la dynamique restreinte & G. Plus précisement, nous allons obtenir
une formule proche de (8.2) lorsque 7 (At) = AtZ et voir dans quelle mesure elle peut étre généralisée.

Précisons toutefois que les distances entre deux instants successifs (les “crans”) ne sont pas forcé-
ment de la méme taille. Il peut méme n’exister aucun plus petit cran tel que tous les autres soient des
multiples. La variable temporelle peut donc ne pas s’écouler de maniére linéaire ; on retrouve ici une
partie de I'approche de Stanislavsky sur le temps (méme si dans notre cas le temps reste déterministe).
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8.2.2 Cas T (At) = AtZ

Supposons que pour tout k > 1, il existe ny € N* tel que Ty (At) = nxAt. Dans ce cas, 7 (At) =
AtZ. Remarquons que la réciproque est aussi vraie, puisque T (At) € 7 (At) par définition. La relation
de récurrence est alors donnée par le résultat suivant.

Théoréme 8.1. On suppose que la dynamique dans G est de résolution At et cyclique, et que G est
uniformément mélangé par {Ti(At) h<p<k. Si T(At) = AtZ, alors

K
Vitg € T(At), Np(to+ At) = po(At)Np(to) + Zpk(At)NB(tO — Ty (At)). (8.5)
k=1

Démonstration. Traitons d’abord le cas K = 1. Il existe n; € N* tel que T1(At) = niAt. Soit
to € 7 (At). Rappelons d’abord que

Np(to+ At) = /(6™ (¢ B) N G).

Montrons que

¢At(¢tOB) N G ¢At<|:¢tOB At > U ¢(n1+1 At([gbtofnlAtB]l (At)),
et que la réunion est disjointe.
Soit z € qﬁAt([(ﬁtOB]o(At)). Il existe y € [(ﬁtOB]O(At) tel que z = ¢~ty. Par définition de

[gthB]o(At), y € ¢B et Tiu(y;G) > At. Comme la dynamique dans G est de résolution At,
¢"ty € G et done z € G. Comme y € ¢! B, z € ¢ (40 B). Par conséquent,

o ([6"B], (A1) € (6" B)NG.

Soit z € glmFl) At([wf“ mAB] (At)>. Il existe y € [0 ™AB] | (Al) tel que z = p(m DALy,

Ainsi, y € ¢ MAB et donc z € g TDAL(plo—mALBY — ¢AL(gto B Par ailleurs, 7i,(y; G) < At et
Text(y; G) = nAt. Comme la dynamique dans G est de résolution At, 314ty ¢ G, mais p(M )ALy, ¢
G. Ainsi z € G. On a donc

¢(n1+1)At<[¢to—n1AtB] ) (At)) C ¢At(¢toB) NnG.

Supposons maintenant qu’il existe z € <¢At(¢t03) N G) tel que z ¢ ¢At([¢t0B]0 (At)) et z ¢
plmt1) At([(ﬁto "lAtB] (At)). Comme z € ¢ (¢ B), ¢~z € @B (car ¢*t est bijective, de
réciproque ¢~ 2t). Si ¢~ 2tz € G, alors ¢~ 2tz € g BNG. Comme ¢™* ((ﬁ*mz) =z € G, on en déduit
que ¢~ Atz € [(;StOB]O (At). Ainsi z € gbAt([QﬁtOB]o (At)), ce qui est contradictoire.

Par conséquent, ¢~z ¢ G. Comme la dynamique dans G est cyclique et de résolution At, il
existe n € N tel que qﬁ (n+DAt, = G Dans ce cas, ny est tel que

p~MHDAL e G et pTMA ¢ G.

Posons z = ¢~ (MTDAL, Comme z € ¢2H (¢! B), x € ¢ ™ALB. Ainsi, z € ¢ ™AB NG,
Comme T (2;G) < At, x € [(bto "lAtB] | (At). Par conséquent, z € pmt1AL [(ﬁto*"IAtB]l (At), ce
qui est contradictoire.

On a donc

¢At(¢t03) NG = ¢At<[¢toB]0 (At)) U ¢(n1+1)At([¢tofn1AtB] X (At)).
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Supposons maintenant qu’il existe z € ¢At<[q§t0B]0(At)) N ¢(”1+1)At([¢t0*”1m3]1(At)).

Comme z € ¢At<[¢tOB]O (At)), il existe yg € G tel que z = ¢®tyy. Ainsi, o2z € G.
Par ailleurs, il existe y; € [(ﬁto*"IAtB] 1 (At) tel que z = ¢("1+1)Aty1. Comme la dynamique dans
G est de résolution At, ¢™1 Ay, ¢ G. Par conséquent, oAtz ¢ G, ce qui est contradictoire. La réunion

est donc disjointe.
Si maintenant K est quelconque, pour tout 1 < k < K, il existe ny € N tel que Ty (At) = niAt.

On montrerait de méme que
K
¢At(¢t03) NG = ¢At < [¢t03]0 (At)) U ¢(nk+1)At < [qbtofnkAtB] i (At)) ’ (86)
k=1

et que tous les ensembles du membre de droite sont disjoints.
En passant aux mesures dans ’équation (8.6), on obtient alors

o (¢At(¢t03) n G) — (¢At<[¢toB]0 (At))) + i”l (¢(nk+1)At<[¢t0—nkAtB]k (At))) .87
k=1

Comme on a supposé que 4’ était invariante par le flot,
i (0% ([67B], (A0)) = u' ([6"B], (A1) ,
et pour tout 1 <k < K,

! (D8 ([0 AB] (A)) ) = g ([0 B, (A1)

L’équation (8.7) devient ainsi

K

Ng(to+ At) = i/ ([¢°B], (A1) + Y/ ([¢"° ™2 B], (At)). (8.8)
k=1

Comme G est uniformément mélangé par {1} (At) }1<k<k,
i ([0"°B], (At)) = po(At) (¢ BN G),
= po(At)Np(to),
et pour tout 1 <k < K,
i ([ A8B], (A1) = pr(At)! (60 A B NG,
= pr(At)Np(to — ngAt).

Finalement, (8.8) devient

K

NB(tQ + At) = pQ(At)NB(tQ) + ZPk(At)NB (to — Tk(At)),
k=1

ce qui achéve la preuve.
O

On retrouve ainsi une relation proche de (8.2). Donnons une illustration simple de cette dynamique.
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Exemple 8.2. Prenons K =1 et T1(At) = 2At. Soit B € T'(G) et tg € AtZ : Ng(to) = /(B). Par
souci de clarté, on suppose ici que pour tout t < tg, ¢'B C G. Déterminons quelques états suivants.

1.

En tSL, les trajectoires issues de B se scindent : les unes restent dans G et les autres quittent
G pendant 2At. Appelons By l'ensemble des conditions initiales des premiéres et By celui des
secondes. Les proportions respectives sont po et py (par souci de lisibilité, on omet ici la dépen-
dance en At). Ainsi, ' (By) = pop'(B) et p/'(B1) = pip/(B). Un schéma de la dynamique est
donné en figure 8.1. Le rectangle supérieur symbolise ['extérieur de G.

En to+ At, seul By reste présent dans G :
Np(to + A) = p'(Bo) = poNp(to)-

Hors de G, By évolue en Bq1.

En tg + At, c’est maintenant By qui se scinde de la méme maniére que B, pour former By et
Bor : 1/ (Boo) = popt' (Bo) et p'(Bo1) = p1p'(Bo)-

Les trajectoires qui ont quitté G en taL ne reviennent qu’en t6L+2At. Par conséquent, en to+2At,
seul Byy est présent dans G :

NB(tO + QAt) = IU,I(BOQ) = pQNB(tO + At)

En ta' + 2At, By se scinde en Bogy et Boo1, Bi1 revient (en Biig) et Boy reste hors de G en
devenant Bg1.

. En tg+ 3At sont présents Boygo et Bi1g. Par conséquent,

Ng(to + 3At) = 1/ (Booo) + 1 (Bi1o),
= pot'(Boo) + 1 (B1),
= poNp(to + 2At) + p1Np(to)-
En tg—i—?)At, Boog se scinde en Byogo et Booo1, Bi1o en Biigo et Biio1, Boi1 revient en devenant
Boi10 et By reste hors de G (et se modifie en Byo11).

En tg + 4At, on trouve dans G les ensembles Byoogg, Bi1oo et Boi1o -

Ng(to + 4At) = 1/ (Boooo) + #'(B11oo) + 1/ (Boi1o),
= po (& (Booo) + 1 (B110)) + /' (Bow),
= poNpB(to + 3At) + p1Np(to + At).
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2At 2At

F1G. 8.1 — Dynamique avec T} (At) = 2At.
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Donnons un autre exemple permettant de comprendre les roles indépendants que jouent les diffé-
rents temps extérieurs.

Exemple 8.3. On prend K = 2, avec T1(At) = 2At et To(At) = 3At. La figure 8.2 illustre les
premieres itérations de cette dynamique. La différence avec 'exemple précédent est que les ensembles
de G se séparent cette fois en trois et que T'\G est cette fois coupée en deux parties, matérialisées par
les deuz rectangles.

2At — 2At

55¢ ’ g ‘
.o o) -E

F1a. 8.2 — Dynamique avec T7(At) = 2At et To(At) = 3At.

8.2.3 Cas 7 (At) = qAtZ, q € Q

Tentons d’étendre le théoréme 8.1, notamment lorsqu’il existe k& € N* tel que T (At) < At.
Considérons ’exemple suivant.

Exemple 8.4. On prend K =1 et T1(At) = At/2. Cette fois, T(At) = (At/2)Z. On suppose aussi

pour simplifier que pour tout t < to, ¢'B C G. A laide de la figure 8.3, déterminons les valeurs
successives de Ng :

1. Np(to) = ' (B),

Ng(to + At/2) = p'(Bo) = poNg(to),

Np(to + At) = p'(Boo) + 1/ (B1o) = Nig(to),

Np(to + 3At/2) = p'(Booo) + 1’ (B1oo) = poNB(to + At/2) + p1Np(to),

Np(to + 2At) = (1 (Boooo) + #'(Booto)) + #/(Biooo) = poNg(to + At) + p1Np(to + At/2),
Np(

to 4+ 5At/2) = (' (Booooo) + 1 (Bioooo)) + (1 (Boowoo) + 1/ (Biooto))
= poNB(to + 3At/2) + p1NB(t0 + At).

S S o e
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At/2

to

At/2

ty+ At/2

At/2

Booy

to+ At to+ 302
4 B
3 B1oo1 RS 3 .
' - e 5
\ ?
[N 4

L

to+ 20t

.'3""4 .

ty+ 5At/2

F1G. 8.3 — Dynamique avec T1(At) = At/2.
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Les deuz dernieres relations suggérent la relation générale suivante :
Vip € T(At), Ng(to+ At) =poNg(to) + p1lNp(to — At/2). (8.9)

Méme s’il faudrait rendre rigoureuz ce résultat, la relation (8.5) semble donc rester valable dans
ce cas.

Plus généralement, s'il existe ¢ € Q tel que 7 (At) = gAtZ, alors pour tout 1 < k < K, il existe
nk € N tel que T (At) = gnipAt. Comme pour le cas AtZ, la généralisation & un nombre quelconque de
temps extérieurs ne devrait pas étre problématique ; le théoréme 8.1 semble donc rester valable lorsque
T(At) = gAtZ, q € Q. Cette généralisation inclut notamment le cas ou K < oo et Tj(At) € AtQ
pour tout 1 < k < K.

8.2.4 Cas général

Si l'on considére a présent des Ty (A) quelconques, plus précisément s'il existe 0 < ky, ko < K tels
que Ty, (At)/Ty, (At) ¢ Q, alors 7 (At) ne peut plus s’écrire sous la forme gAtZ, et est dense dans R.
En particulier, les crans ne sont plus constants. La démarche précédente ne s’applique donc plus car
les différentes transitions ne sont plus synchronisées.

Toutefois, d’aprés le lemme 8.1, 7 (At) reste dénombrable et I'opération consistant a passer au
cran suivant garde un sens. Vouloir généraliser (8.5) semble donc toujours raisonnable. Le fait que
le membre de droite de cette équation reste inchangé pour des T (A) quelconques nous conduit a la
définition suivante.

Définition 8.5. L’opérateur d’évolution infinitésimale généralisée d’ordre At, noté S(At)Np(ty), est
défini par

K
VB eT'(G), Vg € T(At), S(At)Np(to) = po(At)Np(to) + Y pr(At)Np(to — Th(At)).
k=1

Précisons par contre que S(At)Np(tg) n’est a priori plus égal & Np(tg+ At) ; c’est pour cela qu’on
qualifie cette évolution de “généralisée”. Cette dénomination est bien sir inspirée de celle de Zaslavsky
concernant 'opérateur A; de (6.8) et la notation fait référence a l'opérateur (8.2) de Hilfer.

8.2.5 Générateur infinitésimal?

Comme Hilfer, nous souhaiterions passer a une description continue, en faisant ici tendre At vers
0. Un objet pertinent serait alors le générateur infinitésimal associé¢ & notre S(At). Si nous verrons
que S(0) =id, il n’y a malheureusement aucune raison que S(At;) o S(Aty) = S(At; + Ats); on ne
peut donc espérer définir un générateur infinitésimal.
Toutefois, la limite
i S(AONB(to) — Np(to)
im
At—0+ At

(8.10)

peut encore étre évaluée, et c’est finalement elle qui nous intéresse ici; elle peut représenter la dérivée
qui conditionne la dynamique de notre systéme.

Définition 8.6. La dérivée généralisée de Np en tgy, notée GNp(to), est définie comme étant la dérivée
a droite de At — S(At)Np(tg) en 0 :

GNg(to) :A}’i_,r%+ (At) B(Aoz B( 0)_

Nous allons I'expliciter dans le cas ol les temps extérieurs sont associés & un piége fractal.
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8.3 Application au chaos hamiltonien

Recentrons-nous a présent sur notre objectif initial et voyons comment notre modéle peut étre
utilisé pour les systémes chaotiques. Comme nous allons le voir, notre modéle s’adapte bien aux piéges
fractals et dans ce cas, la dérivée généralisée de Np peut prendre la forme d’une dérivée fractionnaire.

8.3.1 Prise en compte des piéges fractals

Le modéle que nous avons considéré, adapté au cadre hamiltonien puisque sa dynamique préserve
le volume, peut en particulier étre utilisé pour les systémes chaotiques. Comme nous 'avons vu au
chapitre 6, les piéges fractals conditionnent la dynamique de nombreux systémes. Nous allons donc
les privilégier ici, en négligeant les zones de mer chaotique.

Cette démarche peut étre illustrée par la figure 8.4 ; on simplifie la dynamique chaotique initiale
(de section de Poincaré typique similaire a la figure 6.7) en ne gardant qu'un modeéle idéal de ses
piéges fractals associés (schématisé par la figure 6.9).

o C o
Qo
a “
OO OO
OOO
QA2 o
e

F1G. 8.4 — Simplification de la dynamique initiale.

Nous allons donc reprendre ici la définition 6.5 de pieége fractal, mais nous devons pour cela
I’adapter a la résolution At.

Définition 8.7. Soit Z C I'. On dit que Z est un piége fractal bien résolu si pour tout At > 0, il
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existe une partition {Ax(At)}r>1 de Z et des réels Ap(At) > 1 et 0 < Ap(At) < 1 tels que

b e N { (A (A1) = Ar(AD) u(Ax(A1)),
L e (A (A1) = 2 (AD) (ime (AR(AD)).

Nous devons faire ici une hypothése sur la dépendance des paramétres du piége en fonction de At.

Définition 8.8. Soit Z C I'. On dit que Z est un piége fractal uniformément résolu si les quatre
conditions suivantes sont vérifiées :

1. Z est un piege fractal bien résolu,

2. il existe Ay > 1 et 0 < Ar < 1 tels que
VAL>0, Ap(At) =) 8 Ap(At) = A3, (8.11)

3. At — (Tint(A1(At))) posséde une limite a droite en 0 égale a 0,
4. At — po(At) admet une limite a droite en 0, notée po(0T).

Par conséquent, si Z est un piége fractal uniformément résolu, pour tout k € N*,

(A1 (A1) = AF (AL (A)),

et
(Tint (Ap+1(AL))) = NP (1ins (A1 (At))).

Puisque nous ne retenons que les piéges fractals, nous allons supposer que les trajectoires passant
par (G sont soit dans G, soit dans un piege fractal. Nous négligeons donc le chemin réel entre G et le
piége; concernant le systéme réel, une telle modélisation ne sera donc valable que si G est proche du
piége fractal réel. La définition suivante traduit cette simplification.

Définition 8.9. Soit G C T et Z = (J,»q Ak(At) un picge fractal uniformément résolu tel que
GNZ = 0. On dit que G est uniformément piégé par Z si la dynamique dans G est cyclique et si pour
tout At > 0, les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. la dynamique dans G est de résolution At,
2. G est uniformément mélangé par {(Timi(Ar)(A))}, .,

3. pour tout k > 1,
#AR(AL))
w(Z)

La premiére hypothése implique que chaque trajectoire qui quitte G est piégée par une seule
génération de piéges (par un seul Ag(At)); la figure 8.5 illustre les différents types de trajets possibles.
Cette condition stipule de plus que les temps de piégeages dans une génération sont tous identiques
et égaux a Tin(Ag)(At). La condition (8.12) signifie quant a elle que la probabilité d’étre capturé par
une génération est proportionnelle & la taille de celle-ci (ce qui peut sembler raisonnable).

Notons que I’idée de segmenter la dynamique suivant la structure fractale des zones singuliéres et
d’associer des probabilités & chaque génération n’est pas nouvelle; elle est notamment utilisée dans
[MOS85]| (sous une autre forme et dans le contexte de marches aléatoires).

Si G est uniformément piégé par Z, alors pour tout k > 1,

pr(At) = (8.12)

T (A1) = (i (AR (A))) = ALV (7 (A (AL)),
= AT (A,
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OQO OQ@

FiG. 8.5 — Prise en compte des piéges fractals.

et
Pr(AL) = (1= po(At)) (1= APE) AF—DAL

On peut enfin obtenir une expression compléte de 'opérateur d’évolution infinitésimale générali-
sée :

S(At)Ng(to) = po(At)Na(to) + (1 — po(At) (1 = AR) D AN <t0 - Tl(At))@At) | (8.13)
k>0

Cette expression permet donc de relier explicitement la dynamique restreinte & G & la structure
des piéges fractals. Ce lien va apparaitre encore plus clairement en passant au continu.

8.3.2 Passage au continu

Les coefficients Ar(At) et Ar(At) sont ceux qui interviennent dans (6.13). S’ils vérifient (8.11),

alors

(W (A) | Al
n(r(a0)  TAr (514

Par conséquent, le coefficient de transport p devient indépendant de At :

~|In Ap|
 In A

On va retrouver ce coefficient dans notre modéle.
Veérifions a présent que lorsque ’ordre caractéristique de I’évolution tend vers 0, celle-ci se fige.
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Lemme 8.2. Soit G C I et Z = J;~1 Ar(At) un piege fractal uniformément résolu tel que GNZ = ().
On suppose que G est uniformément piégé par Z. Soit 0 < < p et f/ = min{1, 8}.
Si N est '-héoldérienne, alors

lim S(At)Np(to) = Np(to).
Jim S(AH)Np(to) = N (to)

Démonstration. L’hypothése que G soit uniformément piégé par Z permet d’écrire S(At) sous la
forme (8.13). Dans ce cas, la différence S(At)Ng(tg) — Np(to) vérifie

S(ANB(to) = Ni(to) = (1= po(AD) (1 = AR S0 AA [N (to — Ty (ADMA) = Np(to) |
k>0

Remarquons que )\[‘)\é{ < 1 si et seulement si 3 < p; par conséquent, )\[‘)\é{l < 1. Comme Np est
(’-holdérienne, il existe c¢g > 0 tel que

|S(A)Ng(to) — Np(to)| < (1= po(At)) (1= A") Z AF s <T1(At))‘§m>ﬁ, ’
k>0

R Y
< e (1= po(A0) Th(A) ————4.
1= (A7)
D’une part,
1= Ap! In(\r)
lim (1 —po(At)) ——— L —— = (1 — po(0F)) ——=-
(1= po(80) — i) =m0
et d’autre part, A1i1rn+ T)(At) = 0 d’apres la condition 3 de la définition 8.8.
t—0
Par conséquent, Alim+ (S(At)Np(tg) — Np(tg)) = 0.
t—0

)

Nous allons maintenant évaluer GNpg(tg). Pour ce faire, notons d’abord pour tout At > 0,

S(At)Np(to) — NB(tO)‘

G(At)Np(to) = At

Introduisons aussi la fonction f définie par
f: Rt xRt — R
(At,y)  +— N [Np (to — T1(At)N}) — Np(to)] -

Par conséquent,

At
G(A)Ni(to) = (1~ po(At) T T 37 (AL, kAY)
k>0

Pour tout k € N, on note
k+1
In(At) = f(AtkEAt) = / f(At, EAL) dz,
k
k+1
Je(At) = / f(At, zAt) dx.
k

La quantité G(At)Np(tg) peut donc s’écrire sous la forme

VAt
G(ANNB(t) = (1 - p(A0) 05 3™ 1(a),
k>0
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Cas u>1

Théoréme 8.2. Soit G C I' et Z = |J,» Ak(At) un piége fractal uniformément résolu tel que
GNZ =10. On suppose que G est uniformément piégé par Z et que u > 1. Si Np est dérivable et
lipschitzienne sur R et si Ty est dérivable en 0, alors

d
_NB(tO)a

GNp(to) = g

avec v = (1 —po(0T)) - ’li 1T1'(0).

Démonstration. Montrons tout d’abord que A%i_r)r(l)+ l;) (Ix(At) — Jx(A)) =
La fonction Np est dérivable, il en est donc de méme pour y — f(At,y) pour tout At > 0 et
O2f(At,y) = In(Ar) f(At,y) = T1(At) (ArAr)’ Np(to — Ti(A)AT).
Notons c la constante de Lipschitz. On a alors
|02 f (AL, y)| < In(Ar)cTi(At) (A\rA7)Y + T (At) (ArAr)Y .
En posant ¢ = ¢(1 + In(Ar)), on obtient :
02 (At y)| < Ti(At) (ArAr)? .
Comme p > 1, ArAr < 1. Soit k € N. Alors

k+1
‘Ik(At)—Jk(At)‘ < /k ( F(AL, zAL) — (At kAL de,

< At sup |02f(At,zAt)],
[k,k+1]

< AT (AL) ArAr)™, car y — (ArAp)? est décroissante.

1
. kAt
Comme A%lir(lﬁ At 2 (ArAT) m et Allin T1(At) = 0, on en déduit que

lim > (I (At) — Ji(At)) =

+
At—0 >0

Par conséquent,

G(At)Np(to) o (1= po(0")) In(Ar) > Ji(At). (8.15)
k>0

Evaluons & présent lim Z Ji(At). Tout d’abord,

+
At—0 k>0

S an) = [N [N (t0 = TiADN) - Ni(to)] do
k>0

En effectuant le changement de variables ¢t = )\Q}At, on obtient

> Jk(At) == ln()\T) / t~(F1) [Ng(to — tT1(At)) — Np(to)] dt, (8.16)
k>0

- LT % Nall - M) - Nath)
1

(M) At 1T (At)
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N — Ty (At t
Pour tout ¢t > 1, [t7# 5(to 1(A1)) = Ni(to) < ct™#, cette derniére fonction étant intégrable
tT1(At)
sur [1,400). De plus,
. Np(to — tT1(At)) — Np(to) ,
1 = —Ng(to).
Atlir(l]-k tTl(At) B( O)
Par convergence dominée, on obtient donc :
o0
li Je(At) 0)(—Nh(t tH dt,
i, 3 o O () |
= ;T’ N}
= 1(0)Np(to)-

(1 = p) In(Ar)
D’apres (8.15),

%T{(O)Né(to),

= (1= p(0)) S EL TH0) Ny (to)

Jim  GAONp(to) = = (1= po(07))

O

Remarque 8.1. Si Np vérifie les hypothéses du théoréeme 8.2, alors Np est en particulier 1-
holdérienne et remplit les conditions du lemme 8.2.

Cas p<1

Essayons d’évaluer ima; o+ Y p>o Jk(At), en supposant que Np soit assez réguliére et & décrois-

sance assez rapide en —oo, afin que les quantités suivantes soient bien définies. Intégrons par parties
(8.16) :

—Ti(AY) /°° o Np(to — T1(At)) — Np(to)
Jr(At) t FNp(tg — tT1(AL)) dt
kz>0 & ,uAt pAtIn(Ar) 5lto H(AL)dt + pAtIn(Ar)
Avec le changement de variable u = T3 (At)t, on obtient
-Ti (A o N —Ti(At)) — N.
Z Ji(At) —hant / u FNp(to — u) du + slto = Ti(A1)) B(to).
= ,uAt In(Ar) Jr(a uAtIn(Ar)
L’intégrale ne pose pas probléme :
lim u PNg(tg —u) du = / u P Ng(to — u) du.
At—=01 JTy (At) 0

Si on suppose comme précédemment que 17 est dérivable en 0, alors

. Np(to —Ti(At)) = Np(to)  T7(0) .,
A,lfl_,r%+ pAtIn(Ar) T hi()\T) Np(to).

Par contre, T1(At)" /At diverge vers +00, il en va donc de méme pour » ;- Ji(At). Il faut ainsi
remplacer I’hypothése de dérivabilité de T3 en 0.
Ti (At
At

Afin que ait une limite finie, on suppose donc qu’il existe b > 0 tel que

Ti(Al) ~ b (At)YH,
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Physiquement, T3 (At) et At sont homogenes & des temps, on introduit donc la constante de temps

7 telle que b= 1=K

T(Ay  ~ I VR(ANYE, (8.17)

Sous cette hypothése, nous allons voir apparaitre une dérivée fractionnaire de Marchaud.

Théoréme 8.3. Soit G C I' et Z = |J,» A(At) un piége fractal uniformément résolu tel que
GNZ=0. On suppose que G est uniformément piégé par Z, que u < 1 et qu’il existe 7 > 0 tel que
(8.17) soit vérifiée.

Si Np est B-héldérienne et localement v-holdérienne, avec 8 < u < v, alors

GNg(ty) = -3~ DY Np(to), (8.18)

0 7= T(1 = p)(1 = po(0%)).
Démonstration. Comme précédemment, montrons d’abord que Alim+ Z (Ip(At) — Ji(At)) = 0.
t—0
k>0

Soit k € N. Pour tout = € [k, k + 1],
F(AL, zAt) — f(AL KAL) = NEA [(NB(to — T (AD)NEAY) — NB(to))
— (Ns(to - Ti(AOMA) = Np(to) )|
+ Y = MY (Na(to = Ti(ADNA) = N (1))
= A (N(ty — TH(ADMA) = N (to — Ty (ADMA))
+ A M (Vs (to — THADMA) = N (to))

Concernant le premier terme du membre de droite, on obtient la majoration suivante :
k+1
( /k AgAt (NB(tO ~ T (AD)NEAY) — Np(to — Tl(At)Agﬁt)) dx‘
k+1
<N [ |Nalto — T (0N — Nafto — Ty (AOMS) | da,
k

k+1 8
< 05)\1"3“/}c ‘Tl(At) ()\%At - A?Atﬂ dx, ou cg la constante $-holdérienne de Np,
B
< Cﬁ)\IIiAtTl(At)ﬁ ()\gthl)At B A?At> ’

kA
< eaTi (A0 (8 = 1) (ArA]) g

et pour le second, on a :
a A kA EA
(/k A= XA (Nt — T3 (AN — Ni(to)) dm(
A R
< cgTy (AL)PAEPA / AR — AEA| d,
k
N (S

kA
< esTi (0% (L= A2 (ArAd)
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Par conséquent,
A A 3 kAt
|Tu(At) — Ju(At)] < caTi (A1) (AR — AR ()\FAT) .
Comme 3 < u, )\p)\g < 1. Ainsi,

)\At _ )\At
D ITk(AL) = Ty (A)| < esTi(Al) —L—Lr
- (o)

ARF — AR In(Ar) — In(A
Comme lim T r = n(Ar) I;( r) et lim Ti(At)® =0, on en déduit que
A0 (anaf) W (ArNf) o AOT

li I (At) — Je(At)) =
Atlf(l)+2( k(At) — Jp(At))
k>0
La relation (8.15) est donc encore valable ici. L’équation (8.16) aussi reste vraie pour u < 1. Avec
le changement de variables u = ¢T}(At), il vient :

> Jk(At) EAC / u” ) [Ng(tg — u) — Np(to)] du.
= ~ Atin(Ar) Jry

Par définition, 0 < Np(t) < u/(G) pour tout ¢ € R. Cette fonction étant par hypothése localement
v-holdérienne avec v > p, elle admet une dérivée fractionnaire de Marchaud d’ordre .

Par conséquent,
1

lim - u~(HH) Np(tg —u) — Np(to du:—JDMNB to)-
At—0T Ty (At) [ ( ) ( )] 1 + ( )

En utilisant la relation (8.17), on en déduit que

=1 (1 — p)
li Jp(At) = — D/ Ng(to).
Atl_r)%ﬂ;) k(A1) In(Ar) L 1N (to)

Finalement,

GN(to) = (1~ p(0")) Lo O

—(1 — po(OJr))T‘uilF(l — M) DiNB(tO)-

4) DY Np(to)

O

Dans 'expression (8.18), nous avons volontairement laissé apparaitre la constante 7 afin d’obtenir
une dérivée homogene du type (5.31).

Remarque 8.2. Afin de respecter I’homogénéité dimensionnelle, il aurait aussi fallu introduire une
constante de temps 7' et définir les constantes d’échelle comme suit :

Ar(At) = M)A, Ap(AL) = )2V

Mais dans ce cas, d’aprés (8.14), le coefficient de transport aurait finalement été inchangé.
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Remarque 8.3. Si G est une section transverse au flot hamiltonien (par exemple une section de
Poincaré), alors u/(G) = 0 et comme toutes les trajectoires traversent G, Tini(x) = 0 pour tout x € G.
Par conséquent, pour tout At > 0, Go(At) = 0 puis po(At) = 0. Ainsi, po(0T) = 0 et les expressions
des coefficients v et 4 des théorémes 8.2 et 8.3 se simplifient. Cet exemple montre de plus que [’on
peut ne pas avoir po(0T) = 1.

Avec le théoréme 8.3, on retrouve un résultat qui n’est pas sans rappeler (8.4). Dans notre modeéle,
la dérivée généralisée GNp(to) n’est toutefois pas liée & un générateur infinitésimal. Par contre, Pordre
de la dérivée fractionnaire est cette fois fixé et explicitement relié & la dynamique du systéme, ce qui
était 'objectif de notre étude.

8.3.3 Discussion sur ’exposant fractionnaire

Caractérisation de p

A partir de la distribution (py(At)),~, et des temps caractéristiques (Tj(At)),~,, on peut évaluer
les moments (7e.t(G)*)ar avec « > 0, définis par

(Teat (G)*)ar = Y (A TR(AL)™.

k>1

Dans le cas des piéges fractals, on obtient :

1— AR
(1 —po(At)) ST (AY)” sia<p,
(reat(G) ) e = 1= (Arxg)™

400 sia > .

Par conséquent, si on note (7.,+(G)%) = A1inr1+(7'egmt(G)o‘> At, le parameétre p apparait comme point

t—0
critique :

0 sia<upy,

N
(reat(G)%) = { 400 sia > u.

Cependant, si u(G) > 0 et si p < 1, (Text(G)) = 00, ce qui ne respecte pas le lemme de Kac
(théoreme 6.3). Il faut donc que pu(G) = 0 (ce qui est notamment le cas si G est une section de
Poincaré). Cette condition est de plus appuyée par la nécessité d’avoir pg(0™) < 1 dans les expressions
de v et 7. Effectivement, si u(G) > 0, on risque fort d’avoir po(0*) = 1 par continuité du flot.

Cette condition rejoint ainsi la démarche de Hilfer ou le générateur infinitésimal fractionnaire
apparait pour des ensembles de mesure nulle.

Equation cinétique fractionnaire

Notre modeéle ne permet pas d’expliquer ’émergence de dérivées fractionnaires dans les équations
du type (6.10). Tl fait néanmoins apparaitre le coefficient de transport p introduit dans (6.7). Si ’'on
arrivait a relier Ay et S(At), par exemple avec une relation de la forme

AP(a.1) = lim éS(At)NB(t), avec G = {z € T'| ||z — al| < &},
le fait que p soit I’exposant fractionnaire temporel serait compatible avec (6.13).

Effectivement, supposons que ’on puisse appliquer S(At) a P(z,t) pour décrire, comme il est écrit
dans |Zas05, p.246], “a generalized shift of P(x,t) along t by At”. Dans ce cas, la dérivée temporelle
associée a ’évolution temporelle de P(z,t) est la dérivée généralisée G. Dans le cas de diffusions
anormales, les exposants « et 3 de (6.10) deviennent alors complétement déterminés (rappelons qu’au
chapitre 6 seul leur rapport est fixé, via la relation pu = 23/«). Effectivement,
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—~ Si > 1 (superdiffusion) alors la dérivée temporelle est classique d’aprés le théoréme 8.2 :
0 = 1. La superdiffusion est exclusivement prise en compte par la dérivée spatiale, ou o = %

L’équation (6.10) devient ainsi

oP(x,t) . 0*H
TR K8x2/up(x’t)'

— Si p < 1 (subdiffusion), f = p d’apres le théoréme 8.3 et donc o = 2; seule la dérivée temporelle
est fractionnaire. L’équation (6.10) est alors :

o* 0?
Si notre modeéle était applicable & la description probabiliste de Zaslavsky, il ne pourrait donc y
avoir coexistence de dérivées fractionnaires en temps et en espace.

Nous sommes conscient que de nombreux points de ce chapitre peuvent étre discutés. Certaines
remarques devraient étre justifiées et certaines définitions devraient étre analysées plus précisément
afin de déterminer leur pertinence. En particulier, il faudrait probablement considérer une famille
continue d’ensembles G(At) vérifiant toutes les conditions précédemment introduites et tels que leurs
dynamiques “convergent” (selon une norme adaptée) vers une dynamique dans un ensemble limite
G. Nous espérons toutefois que les idées fondamentales de notre modéle résisteront aux corrections
potentielles.

Le théoréme 8.3 constitue clairement ’aboutissement de notre modéle simplifié de dynamique.
C’est lui qui s’approche le plus de ’objectif de cette partie II1, & savoir trouver une origine dynamique
a la dérivée fractionnaire dans les systémes hamiltoniens chaotiques. De ce point de vue, il représente
une tentative plus aboutie que celle du chapitre 6.

On peut synthétiser la philosophie de ce chapitre & travers les étapes suivantes.

1. On considére un systéme hamiltonien chaotique classique (régi par d/dt) présentant des phéno-
meénes de subdiffusion.

2. On simplifie sa dynamique en ne considérant que ses piéges fratals (comme sur la figure 8.4).

3. On utilise le modéle présenté dans ce chapitre ; on étudie la dynamique moyenne restreinte & un
sous-ensemble (de mesure nulle).

4. Cette dynamique est fractionnaire, d’ordre égal au coefficient de transport anormal (régie par
D").

Notons toutefois que cette approche s’éloigne fortement du plongement fractionnaire, puisque nulle
part dans ce modéle n’apparaissent explicitement d’équations lagrangiennes ou hamiltoniennes (bien
que le caractére hamiltonien soit quand méme sous-jacent). En ce sens, I'objectif général de cette
thése n’est pas atteint; le plongement fractionnaire semble rester pour l'instant un outil formel, non
relié aux systémes réels. Il manque des piliers solides & notre cube, qui reste ainsi inachevé.

Nous allons toutefois voir dans la derniére partie que le plongement fractionnaire peut s’avérer
utile pour certaines équations dissipatives classiques; sa version asymeétrique permet de les doter de
structures lagrangiennes fractionnaires, ce qui pourrait étre intéressant numériquement.
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Quatriéme partie

Structures lagrangiennes d’équations
dissipatives et intégrateurs associés
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Chapitre 9

Structures lagrangiennes d’équations
dissipatives

Dans cette derniére partie, nous quittons les systémes hamiltoniens chaotiques et revenons sur le
plongement fractionnaire lui-méme. Notre domaine d’application devient dans ce chapitre les équa-
tions dissipatives classiques (avec d/dt). Une équation est qualifiée de “dissipative” si elle contient
un terme proportionnel & la dérivée premiére en temps de la variable d’évolution. Cette définition
s’accorde bien dans la pratique avec la modélisation de phénoménes physiques de pertes d’énergie.

Dans [Bau31]|, Bauer montre que de tels systémes ne possédent pas de structures lagrangiennes
classiques. Comme on 1’a mentionné au début du chapitre 5, Riewe [Rie96] s’étonne que le formalisme
Lagrangien si fécond ne soit pas adapté aux phénoménes dissipatifs, pourtant omniprésents dans
la nature. C’est en souhaitant surmonter ce paradoxe qu’il introduit trés naturellement le calcul
fractionnaire :

If the Lagrangian contains a term proportional to (d"x/dt™)?, then the Euler-Lagrange
equation will have a corresponding term proportional to d*"z/dt*". Hence a frictional
force of the form ~(dz/dt) should follow directly from a Lagrangian containing a term
proportional to the fractional derivative (dY/?x/dt'/?)2.

La seule chose qu’il exige en fait de d'/? / dt'/? est que cet opérateur vérifie

d1/2 d1/2 d

a2 a2 T dt

Il se trouve que c’est exactement la dérivée fractionnaire qui remplit cette condition.

Reformulons I'approche de Riewe en utilisant les chapitres 4 et 5; partant d’une équation diffé-
rentielle (dissipative) classique O(z) = 0, son but est de trouver un Lagrangien L et un ordre ag > 0
tels que

(EL)o, = (O(m) = 0).

Comme application, il considére 1’équation de friction linéaire donnée par

d? d
— —_— —_ = .1
mdth(t) —l—’ydtx(t) VU (z(t)) =0, (9.1)
ottt € [a,b], m >0,y >0et UeCHRN). Le terme dissipatif est ici 7%z (2).
Il obtient un Lagrangien “étendu” tel que & ,(EL) = (9.1). Malheureusement, comme
tD;/Q aDtl/2 + %, (EL)1/2 # (9.1), ce qui 'empéche en fait d’atteindre son objectif.

Dans [Cre07, Cre09], Cresson poursuit cet axe de recherche en définissant plusieurs généralisations
de Lagrangiens. Celles-ci permettent de réécrire certaines équations différentielles, notamment celles
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de friction linéaire et de diffusion, sous la forme £,(EL). Concernant la structure lagrangienne de
ces équations, il est montré que si x est solution de &,(FL), alors x est une V-extrémale de I’action
lagrangienne associée, ot V est définie par (5.2). Toutefois, outre la difficulté soulevée par le lemme
5.1, on n’obtient pas d’équivalence entre solution et extrémale.

Nous reprenons dans ce chapitre les généralisations de Lagrangiens de [Cre07| et montrons que
leurs plongements asymétriques permettent d’obtenir des structures lagrangiennes complétes (avec
équivalence entre solution et extrémale) pour les équations de friction linéaire et de diffusion. Enfin,
nous montrons qu’il est aussi possible de munir ’équation de convection-diffusion d’une structure
lagrangienne en considérant des dérivées fractionnaires en espace.

Les deux premiéres sections s’appuient sur [CI10]| alors que la troisiéme fait I’objet de travaux en
cours en collaboration avec Cresson et Greff.

Un des intérét de ces structures pourrait étre de nature numérique. Le caractére dissipatif de ces
équations peut rendre délicate leur modélisation, tout particuliérement pour la convection-diffusion.
Gréce a ces structures lagrangiennes, il pourrait étre possible d’utiliser d’autres méthodes numériques
plus efficaces. Le chapitre 10 constituera un premier pas dans cette direction, en ébauchant une
discrétisation des systémes lagrangiens fractionnaires.

9.1 Friction linéaire

Nous commencgons par introduire le plongement fractionnaire asymétrique de nouveaux Lagran-
giens dépendant de dérivées d’ordres supérieurs ou égaux a 2. Les plongements fractionnaires généraux
(4.4) et (5.7) intégrant ces dérivées, cette généralisation se fait naturellement. Ce formalisme est en-
suite appliqué a I’équation de friction linéaire.

9.1.1 Plongement fractionnaire de Lagrangiens étendus

Soit «v €]0, 1] et k > 2. La définition suivante est directement tirée de [Cre07].
Définition 9.1. Un Lagrangien étendu L est une fonction

L: RNEHD x[qb] — R
(yanla-"ayk,t) — L(yanla---ayk’t),

telle que L € CHRNETD) x [a,b]).
L’action associée est définie par
A(L) : C¥(a,b]) — R
b d dk
r / L (w(t), Sat), ﬁx(t),t> dt.

Des résultats similaires a la section 3.2 peuvent étre obtenus pour ces fonctions.

Lemme 9.1. Soit L un Lagrangien étendu et soit x € C*([a,b]).

On suppose que pour tout 1 <i <k, 0j4+1L (x(o), %x(o), cey C‘é—ix(o), o) € AC([a,b)).

Alors A(L) est CE([a,b])-différentiable en x et pour tout h € CE([a,b]),

dt d*

b k A
dA(L)(z, h) :/ oL +Z(—1)’ﬁ6i+1L] <x(t), . ﬂx(t),t> - h(t) dt.
a i=1
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Démonstration. Soit h € C%([a,b]) et ¢ > 0. Pour tout ¢ € [a, b],

k k k
ﬁx(t) + 6%h(t),t> =L (ﬂ:(t), cee %x(t),t)

k k 7
+e3 Ol <m(t),...,%m(t),t> CZH}L( £ + ofe).

1=0

L <x(t) +eh(t),. ..,

Comme pour le lemme 3.2, on intégre cette relation sur [a, b], on effectue des intégrations par parties
ou aucun terme de bords n’apparait puis on remarque que la fonction obtenue est linéaire. ]

On obtient alors ’équivalent du lemme 3.1.

Lemme 9.2. Soit L un Lagrangien étendu et x € C*([a, b]).

On suppose que pour tout 1 < i <k, Oj41L <x(o), %x(o), ces (Z—I;x(o), o) € AC'([a,b)).
L’équivalence suivante a lieu :
x est une C¥([a,b])-extrémale de Uaction A(L) si et seulement si x vérifie 'équation d’Euler-

Lagrange (ELy) définie par

(ELk) : YVt € [a, b],

k
61L+Z )' ,+1L] < (t),...,%m(t),t) =0. (9.2)

Démonstration. Similaire & celle du théoréme 3.1, le lemme fondamental du calcul des variations étant
valide pour des variations dans C§°([a,b]) (voir par exemple le théoréme 1.2.4 de [H6r83]) et donc
dans C¥([a, b)) O

Nous nous intéressons ici directement au plongement fractionnaire asymétrique. Introduisons la
constante de temps 7 pour ’homogénéisation dimensionnelle et choisissons d’utiliser les dérivées
homogénes 74~ 1d® /dt<.

Commengons par le plongement de (ELy). L'équation (9.2) peut s’écrire sous la forme Of(z) =
0, avec p = k, f = {01L,1,...,1} et g = {~L,...,(=1)*0,1L}. Dans ce cas, le plongement
fractionnaire de (E'Ly), noté E,(ELy), vérifie

ga(ELk) :

k i i(a— ai g, T
aL+o(x)y (H)‘T( VD 8’~+1L>] <X(t),...,(To"cho‘)kX(t),t> = 0.

— Tz(a—l) thzz 6¢+1L

Notons E,(E L)+ I'équation E,(ELy) évaluée en (x4,0) :

EX(ELy) :

81L+Z yirila=1) Dtai@HL] (x+(t),...,(TQ’IZDf‘)kaF(t),t) —0.| (9.3)

De méme, &,(FELy)_ représente I’évaluation en (0,z_) :

5(; (ELk) :

k
oL+ 7 Dy 8Z~+1L] (x_(t), o (—reTLepe g (4), t) —0.| (9.4)

i=1

Considérons & présent le plongement du Lagrangien étendu. Nous avons d’abord besoin d’un
espace vectoriel pour les trajectoires, adapté au calcul des variations. Soit F}* I'espace fonctionnel
défini par

Fo%([a,b]) = {X € C([a,b])* | V1 <i <k, (“D*)'X € C%[a,b])?}.
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On introduit aussi les espaces

F*(a,b]) = F¥([a,8]) N (F([a,b],RY) x {0}) ,

Ff’k([a, b)) = F**([a,b]) N ({0} x F(la, b],]RN)) .
Le plongement fractionnaire asymétrique de L, toujours noté L., est donné par
Lo (X)(t) = E(X(t), (LD R X (1), t)
= L(wp () + 2 (), (12 5D o (1) + (—7°7 $DF Vra (1), 1),
pour tout X = (z4,z_) € F¥*([a,b]) et t € [a,b].
L’action associée vérifie & présent
A(Ly) : F**([a,b]) —
X — /bz <X(t),7-a*10DO‘X(t),...,(TQ*ICDO‘)RX(t),t> dt.

Les variations doivent bien entendu étre dans F®*([a,b]) et annuler les termes de bords dans les
intégrations par parties. L’espace Cf([a,b]) vérifie ces conditions (mais peut ne pas étre optimal).
Effectivement, C¥([a,b]) C F%*([a,b]) d’aprés le corollaire 2.1 et le lemme 2.6.

Pour tout z > 0, on note x 'entier vérifiant x — 1 < z < z (I'intérét de cet entier apparaitra dans
la preuve du théoreme 9.2). La différentielle de Paction est donnée par le résultat suivant.

Lemme 9.3. Soit L un Lagrangien étendu et X € Fok([a,b)).
On suppose que pour tout 1 <i <k, 91 L(X(e),...,(“D*)FX (o), 0) € AC%([a,b]).
Alors A(Lg,) est CE([a,b])?-différentiable en X et pour tout H = (hy,h_) € Ck([a,b])?,
b
dAL) ) = [
b
o,

Démonstration. Soit H = (hy,h_) € CE([a,b])? et ¢ > 0. Comme pour le lemme 9.1, on a :

k
oL+ Z rie=l), ppi 8,~+11~L] <X(t), (T epR X (1), t) ~ha(t)dt
i=1

k
L+ (~1)irieh Dy ami] (X0, (7D X (1), 1) - () dt.
i=1

A(Ly)(X +eH) = )+ 6/ I L(X L (TOTLDOEX (), 1) - (B (t) + h_(t)) dt

b k
te / > 0 L(X(t),..., (r* D)X (8),) - 7O (5D ) ho () + (= §D ) h(8)) dt + o(e).
@ =1

Soit 1 <4 < k. Comme hy € Ci([a,b]), on a ($D§ )ihy = SD d’aprés le corollaire 2.1. On peut
alors utiliser le corollaire 2.2 avec n = a :

b b
/ A1 L(...) - 7OV eDN b () dt = / =) Do L) - by (t) dt.
a a
Une relation similaire existe pour h_. Par conséquent,

A(Lo)(X +eH) = A(La)(X)

b

—i—a/

a

b ~

—|—€/ o1 L
a

k
oL+ 7oy 8¢+1i] (X(t), (T eDMEX (1), t) e (t) dt
i=1

k
+) (-1 Dy amz] (X(t), (T eDYR X (1), t) - h_(t) dt + o(e).
i=1



9. STRUCTURES LAGRANGIENNES D’EQUATIONS DISSIPATIVES 157

Les termes en hy et h_ sont linéaires, ce qui achéve la preuve. O

Les équations d’Euler-Lagrange causales associées sont données par le résultat suivant.

Théoréme 9.1. Soit (x1,0) € Ff’k([a, b)).
On suppose que pour tout 1 <i <k, 811 L(z4(e),..., (7771 <Df Yray (o), 0) € AC%([a, b]).
L’équivalence suivante a lieu :
(z.4,0) est une {0} x C¥([a,b])-extrémale de laction A(Ly) si et seulement si x vérifie

(BLK)E : ¥t €lab], aLL+-§j )irie=D Iﬁ”aHIL](m+<w,n.,@ﬂlsz>kw+@»t)::u

95

Soit (0,z_) € F**([a,b]).

On suppose que pour tout 1 <i <k, 91 L(x_(e),...,(—7 1 (D Yra_(e),0) € AC%([a,b]).
L’équivalence suivante a lieu :

(0,2_) est une C&([a,b]) x {0}-extrémale de laction A(Ly) si et seulement si x_ vérifie

k
(ELy), :  Ytelad, oL+ 7D, pg 8i+1L] <x,(t), o (—Taflgp,?)kx,(t),t) —0.
i=1
(9.6)
Démonstration. Voir celle du lemme 9.2. O

Les équations (9.5) et (9.6) sont similaires & (9.3) et (9.4) :
(ELko)+ = EX(ELy).

Le plongement asymétrique est donc 1a encore cohérent et les diagrammes suivants sont commutatifs :

+ —
L—% ., JAL
C(’f([a,b})I 1{0}XC§([a,bD Cé“([avb])I 10(‘?([a7b])x{0}
ex Fohe
(ELg) —=E4(ELg)+ (ELg) —= Eo(ELy) -

Comme nous allons le voir & présent, ’équation de friction linéaire peut s’écrire sous la forme

S;Q(ELQ).

9.1.2 Structure lagrangienne de 1’équation de friction linéaire
Rappelons I’équation de friction linéaire :

2
m (1) + - a(t) ~ VU((1) = 0.

Meéme si U(x) est quadratique, il est montré dans [Bau31| que cette équation ne peut étre dérivée
d’un principe variationnel classique. Mais cela devient possible avec les dérivées fractionnaires, grace
a la relation d/dt = CD1/2 CDl/2 donnée par le lemme 2.11 pour des fonctions de AC?([a,b]).
Comme nous allons le voir, I’équation (9.1) peut effectivement s’écrire sous la forme &, (ELs) grace

1/2
a la fonction

2
m27' w? — L;vz —U(z), (9.7)

L(z,v,w,t) =
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qui constitue un Lagrangien étendu.
D’apreés le lemme 9.2, I’équation d’Euler-Lagrange associée est donnée par

4 2
7 (1) 4y g (t) — VU () =0, (9.5)

et son plongement fractionnaire est donné par le lemme suivant.

Lemme 9.4. Le plongement fractionnaire asymétrique de (9.8) vérifie pour (x4,0) :
— VU (24 (t)) + 77207 DY SDf g (t) +m 72 D2 (D2 ) w, (t) = 0. (9.9)

Démonstration. Soit t € [a,b]. Les dérivées partielles du Lagrangien étendu (9.7) vérifient
o 0L (x+(t),7'°‘_121)§‘ 24 (1), 72072(6D2 )2z (1), ) = VU (4 (1)),
e 0oL (x+(t),7'°‘_1 D gy (t), 720 2(CDO‘)2 ),t) —y 7 EDft xy (1),

e O5L ($+(75)a7'a_1 SDf .y (1), 2072 (SDF ) 2 (8), > 720 (6Df ) (t).
On remplace ensuite ces expressions dans (9.3) (avec k = 2). O

Lorsque a = 1/2, on retrouve ’équation qui nous intéresse.

Corollaire 9.1. Si a = 1/2, (9.9) est définie au moins sur C?([a,b]) et pour tout z, € C?([a,b]),
(9.9) coincide avec (9.1).

Démonstration. Soit x; € C?(|a,b]). D’aprés le lemme 2.11 et sa démonstration,

C C d
D, D (t) = (5D e (1) = 2 (1),

et donc
1 1/2 d?

0

On retrouve le résultat de Riewe : ’équation de friction linéaire peut étre vue comme le plongement
d’une équation d’Euler-Lagrange. Il faut maintenant s’assurer de I’équivalence entre cette équation
et les extrémales d’une action lagrangienne.

Le plongement fractionnaire asymétrique de L (noté f/a) vérifie

da—2 2a—1

La((@4,0)) () = =5— (D7) 0)] -~ T (D7 2+(1)” = Ul (1)).

D’aprés le théoréme 9.1, les variations devraient étre choisies dans C2([a, b]), mais I'espace
AC3([a,b]) = {f € AC*([a, b)) | f(a) = f(b) = 0}
est en fait suffisant.

Théoréme 9.2. Soit v € C%([a,b]). L’équivalence suivante a lieu :
x est solution de (9.1) si et seulement si (x,0) est une {0} x AC3([a,b])-extrémale de laction

A(L1 2).
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Démonstration. Comme (5D§ )Qx(t) = %x(t),

2

Comme de plus U € C1(RY), il/g((x,O)) € C%[a, b)) et A(fq/z) est bien définie. Soit ¢ € [a, b]. Les
dérivées partielles de L vérifient
. 81L(x(t),7'_1/2 DY (t), 2! (1), ¢

o (92L(x(t), T=1/2 21)251/2 x(t), 7712 (t), t) = —y7l/2 21)251/2 x(t),
. agL(x(t),T—l/Q gD§/2x(t),T—1x'(t),t)
Puisque 2’ € AC([a, b)), ZDtl/Q xr = al'tl/Q 2’ € AC([a, b)), d’aprés le théoréme 2.1. Par conséquent,
daL(x(e), 5D x(e), 2/ (o), ) € AC([a,b]).
De plus, 2’ € C([a,b]) C AC([a,b]), donc
0L (x(s), 5D}/* 2(s), 2/ (0), 8) € AC([a,b)).

= m (d 2y cml/2 2
Lia(@0)@) = (Go0) - 3(c0l%20)" - v

Les conditions d’application du théoréme 9.1 sont donc vérifiées, puisque 1/2 = 2.1/2 = 1. C’est
en fait ici que se justifie la condition sur n du corollaire 2.2 et 'introduction de z ; si on avait considéré
[avi] + 1 (choix naturel au vue du chapitre 2) plutot que i, il aurait fallu ici que 2’ € AC?([a, b)), soit
x € AC3([a,b]). Cette condition est clairement trop restrictive pour (9.1).

Puisque C§°([a, b)) € ACZ([a,b]), le choix de {0} x ACZ([a,b]) pour les variations est valide et le
théoréme 9.1 peut étre appliqué :

(2,0) est une {0} x ACF([a, b])-extrémale de I'action A(L1 o) si et seulement z vérifie (9.9) avec
a =1/2, soit (9.1) d’aprés le corollaire 9.1. O

Remarque 9.1. Le choiz de (°D%)* plutét que “D* a lintérieur du plongement fractionnaire trans-
parait dans ce cas particulier. Effectivement, si l’on avait choisit des ordres fractionnaires du type «i,
Uévaluation du Lagrangien aurait été ici

L (w(t), 726D 2 (), 7 (@'(1) — /(@) 1)

puisque SDf x(t) = 2'(t) — 2(a). Il aurait fallu par conséquent imposer x'(a) = 0 afin de retrouver
(ELy)Z, ce qui aurait été trop restrictif dans le cas général. Notons toutefois que dans le cas de la

friction, cette condition n’est pas indispensable puisque seule la dérivée de x'(t) — 2'(a) intervient.
Les solutions de (9.1) peuvent donc étre obtenues par un principe de moindre action (en minimisant

action lagrangienne A(Ly/)). L'objectif de Riewe est cette fois atteint pour I’équation de friction
linéaire, grace au plongement asymétrique. Faisons maintenant de méme pour ’équation de diffusion.

9.2 Diffusion

Soit © un ouvert borné régulier de RY. Nous ne nous intéressons plus ici a I'évolution d’une
trajectoire z(¢) mais & celle d’une fonction u(z,t) € R, avec (x,t) € Q X [a,b], appelée champ. La
température T'(z,t) de la section 1.1.2, la densité de probabilité P(x,t) de la section 6.3 en sont des
exemples. Considérons plus précisément 1’équation de diffusion suivante :

0

—u(z,t) = k Au(z, t), (9.10)

ot

out € [a,b], z€Q, k>0, et A est 'opérateur Laplacien. Le terme dissipatif est cette fois %u(aﬂ,t).
Afin de lui associer un Lagrangien fractionnaire, étendons les Lagrangiens aux fonctions de plu-

sieurs variables.
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9.2.1 Lagrangiens pour les champs
En suivant [Cre07], nous étendons les Lagrangiens a ces champs de la maniére suivante.

Définition 9.2. Un Lagrangien continu est une fonction

L: RxRVXxRxRYN x[a,b] — R

(u,v,w,x,t) —  L(u,v,w,x,t)
telle que L € CH(R*N+2 x [a, b]).
Dans le cas classique, I’évaluation de ce Lagrangien sur un champ u(z,t) est définie par
L(u(z,t), Vu(z,t), Qu(z,t), z,t),

avec ¥ € Q et t € [a,b]. La notation Vu(z,t) € RY est le gradient de x +— u(x,t) et u(x,t) € R
désigne la dérivée partielle de u par rapport a t. Mentionnons ici [BMO05] ou une généralisation du
méme type est utilisée dans le cadre fractionnaire.

Par souci de lisibilité, nous ne généralisons pas ici le plongement fractionnaire dans le cas général
(encore moins sa version asymétrique), mais les idées seraient semblables. Contentons-nous de plonger
le Lagrangien puisque c’est cette voie qui nous intéresse surtout ici.

On définit la représentation asymétrique d’un Lagrangien continu L par

L: RZxR*™ xR?2xRN x[a,b] — R
(u1,ug,v1,v2, w1, wa, 7, 1)~ L(ug + uz,v1 + va, w1 + wa, z,1).
Notons Cf () = {f € CP(Q) | f =0 sur 9Q} et
C3(Q x [a,b]) = { h € C*(U x [a,b]) | Vt € [a,b], x> h(z,t) € CH(), (9.11)
Vo € Q, h(z,a) = h(z,b) =0 }. (9.12)
Dans ce cadre, les dérivées fractionnaires sont associées aux dérivées partielles selon ¢t. Par exemple,

on note ¢Dfu(z,t) = SDf uy(t), ot uy : t — wu(x,t). De méme pour U = (u4,u_), on note
DU(x,t) = (;Df uy(x,t), — Dy u_(x,t)). L’action est cette fois définie par

ALy) : C'Qxa,b)? — R
b
U —s //ﬂ(U(w,t),VU(x,t),To‘_lCDO‘U(m,t),m,t) dx dt.
a Q

Pour un Lagrangien continu L(u, v, w, z,t), nous notons 0, L, 0y, L et Oy, les dérivées partielles res-
pectives de L par rapport & ses premiéres, ¢+ 1-iéme et N+ 2-iéme variables. Mentionnons simplement
le résultat suivant.

Théoréme 9.3. Soit u, € CH(Q x [a,b]). On suppose que
- Ve, t— 8wL(u+(x,t),Vu+(w,t),7'a*1 cDy u+(ac,t),x,t> € AC(la, b)),
-V1<i<N,Vte [ab], x+— BUiL<u+(x,t),Vu+(w,t),7'a*1 cDy u+(ac,t),x,t> € CHQ).

L’équivalence suivante a liew :
(u,0) est une {0} x C2(2 x [a, b])-extrémale de Uaction A(Ly) si et seulement si uy vérifie

N
lauL — Z Oy, 00, L — 7071 ;DY 8wL] (u+(ac, t), Vuy (z,t), 79 <D uy (1), t) =0,

i=1

pour tout x € Q, t €]a, b].
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Démonstration. Comme pour les cas précédents, on évalue d’abord la différentielle de ’action. On
utilise ensuite une intégration par parties pour la partie temporelle et la formule de Green pour la
partie spatiale ; aucun terme de bords n’apparait car les variations sont dans C3(£2 x [a, b]). On utilise
finalement une extension a € X [a, b] du lemme fondamental du calcul des variations qui nous permet
de conclure. O

Appliquons a présent ce résultat a I’équation de diffusion.

9.2.2 Structure lagrangienne de I’équation de diffusion

Redonnons ici ’équation de diffusion :

0
—u(z,t) = k Au(z,t). (9.13)
ot

En suivant [Cre07] (et en ajoutant la constante de temps extrinséque), considérons le Lagrangien
continu

Théoréme 9.4. Soit u € F(Q x [a,b],R) tel que
-V €Q, t u(x,t) € AC?([a,b]),
~ Vt € [a,b], x — u(z,t) € C*Q).
L’équivalence suivante a lieu :
u est solution de (9.10) si et seulement si (u,0) est une {0} x CZ(S2 x [a, b])-extrémale de laction

A(L1/2).

Démonstration. Soit x € Q et t € [a,b]. Les dérivées partielles de L vérifient :
— OyL <u(x, t), Vu(z,t), 7-1/2 21)251/2 u(z,t), z, t) =0,

- 8wL<u(az, t), Vu(z,t), 7-1/2 21%1/2 u(z,t), x, t) = 71/2 fLDtl/2 u(zx,t),

- V1<i<N, aviL<u(x,t),Vu(x,t),T_l/z fLDtl/2 u(m,t),x,t) = —k Og,u(x,t).
Les conditions du théoréme 9.3 sont vérifiées et on obtient 1’équivalence suivante :
(u,0) est une {0} x C§(Q x [a, b])-extrémale de l'action A(Ly /) si et seulement si u vérifie

N
lauL - Z Oy, 05, L — 7 1/2 aDtl/Q 3wL] <u(x, t), Vu(z,t), 712 thl/Q u(z,t), x, t) =0. (9.14)
i=1
Y 9
Etant donné que Z@xﬁxiu(m,t) = Au(z,t) et que aDtl/2 o 21)251/2 u(z,t) = au(x,t), (9.14) est
i=1
exactement (9.10).
O

La encore, le plongement asymétrique est indispensable pour obtenir cette équivalence. Remar-
quons que le résultat précédent resterait valable pour 0 < a < 1/2. L’équation de diffusion fraction-
naire serait alors

rertepay (o t) = k Au(z,t), (9.15)

et ses solutions seraient exactement les {0} x CZ(2 x [a, b])-extrémales de l'action A(L,).

La nature des Lagrangiens étendus est différente de celle des Lagangiens étendus continus; les
premiers fournissent des équations différentielles ordinaires et restent liés & la dynamique de sys-
témes, alors que les seconds donnent des équations aux dérivées partielles qui ne concernent plus les
trajectoires de systémes.
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Nous allons maintenant voir que si 'on rajoute un terme de convection (Vu) a (9.10), il est
toujours possible de doter la nouvelle équation d’une structure lagrangienne.

9.3 Convection-diffusion

Soit © un ouvert borné régulier de RY, que I’on suppose ici convexe. Notons ) son adhérence et
00 sa frontiére. Considérons I’équation de convection-diffusion, donnée par

vVt € [a,b], Vo €, u(z,t) = div (kVu(z,t)) + ¢ - Vu(z,t), (9.16)

0
ot

avec ¢ € (RF)N et k € My(R). Le symbole div représente I'opérateur de divergence. La encore,
la dissipation est caractérisée par %u(m, t).

Cette équation, aussi trés présente en physique, reste actuellement problématique a modéliser
numériquement a cause de la présence simultanée de div (kVu(z,t)) et ¢- Vu(x,t).

Nous allons en fait voir V comme la composition de deux dérivées spatiales fractionnaires d’ordre
1/2. Nous devons donc d’abord préciser ces opérateurs pour ensuite les prendre en compte dans les
Lagrangiens continus. On obtiendra alors la structure lagrangienne recherchée.

9.3.1 Dérivées fractionnaires en espace

On s’intéresse ici aux champs du type

u: Qx[ab] — R
(x,t) — u(z,t)

Soit (eq,...,en) la base canonique de R, Pour tout z € RY, on note z; la i-éme composante de
z dans la base canonique de RV. Soit 1 < i < N et z € Q. On note 0; » la droite affine de RY définie
par
i,z = « + Vect(e;),

et Q. = an 0; . Comme () est borné et convexe, §2; ; est un segment. Il existe donc a; , < b; , tels
que
Qi,x = {(1‘1, . ,.%‘i_l,t,.%'i+1, . .’L‘N) ‘ t e [am, bw[;]} .

La figure 9.1 illustre ces définitions.

Ql,x bl X

F1G. 9.1 — Segment €2y ,.
Si z,y € RY, on note x x y le vecteur de RY défini par

T Xy= (wlyl,...,xNyN).
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Soit v : Q >R, 1<i<N etzeQ. On note v; o la fonction définie par

Vig - Qi,x — R

)

y o (X1, T, Yy Tig 1y o IN)-

Si v : © — R, on notera encore v son extension a R telle que v(z) = 0 si x € RV\Q. On peut
maintenant définir les dérivées partielles fractionnaires.

Définition 9.3. Soitv : Q >R, a>0et1<i<N.

La dérivée partielle fractionnaire de Riemann-Liouville ¢ gauche d’ordre « et selon e; est définie
par

Ve e, 0v(z)=q.,Dy viz(2:).

La dérivée partielle fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre « et selon e; est définie
par B
VeeQ, 8iv(z)=.,

K3

'Dg;’x Ui,x(xi)-
Définition 9.4. Soitv : Q >R, a>0et1<i<N.

La dérivée partielle fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre « et selon e; est définie par

Vore, “0fv(r)= 25,0 D, Viw(3)-

A5,z

La dérivée partielle fractionnaire de Caputo a droite d’ordre « et selon e; est définie par
VzeQ, <d;v(zx)= . Dy, vie(Ti).
Par exemple,

1

Yy
cazav(x) = m/ (y - S)_aaiv(xla sy Li—158, Tit1s- - - ,ﬂ'JN) ds.

On peut alors définir le gradient fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche composante par
composante :

Ofv(z)
V% (z) = :
(@)

On définit de méme V@ (z), V v(x) et °V v(x) en utilisant les dérivées des définitions 9.3 et
9.4.
On procede de méme pour la divergence fractionnaire :

diviu(z) = Z@f‘vl(az)
1=1

La encore, on définit div@u(z), div_v(z) et ediv v (z).
0]

Soit maintenant u : Q x [a,b] — R. Pour tout ¢ € [a,b], on pose

0 u(a, t) = O uy(x),
ot u : x +— u(x,t). On fait de méme pour les autres opérateurs.

Remarque 9.2. L’inconvénient de ces définitions est qu’elles dépendent de la base choisie (ici la base
canonique). Pour s’en affranchir, il faudrait peut-étre utiliser la dérivée de Riesz, au priz peut-étre
d’une plus grande complexité.
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Etablissons & présent trois propriétés de ces opérateurs.

Lemme 9.5. Soit u € C1(Q) et v € CL(). Alors

/Q w(z). °0v(z) de = /Q 8%u(z).v(z) do

2 . 4 . e
Démonstration. Commencons par étendre sur R les fonctions u, ¢0; v, O0%u et v en les prenant nulles
si x € RV\Q. Dans ce cas,

/u(m).ca?v(x) dx :/ u(z). <0 v(x) dz,
Q RN
+oo —
= / [/ u(z)c0; v(x) dmi] dzy...dzi—1dzipy ... dxy.
RN-1 [Jg

i =—00

Le terme entre crochets peut s’écrire sous la forme suivante :
400 —a bi,x
/ u(z).<0; v(x) dr; = / Ui e (%) 3, Dy, , Vi (@) da;.
Ti=—00 Qj,x
Comme u; ; € CY([a;z,biz]) et viy € Cd([aiz, biz]), on peut utiliser la formule d’intégration par

parties du corollaire 2.2 :

bi,x bi,x
/ Ui e (i) 3, Dy, , Vie(@i) dai = / ai.0 Dy, Wiz (T3) Vi o () g,
a a

i, i,

bi,z
= 8a ( )UZJ;(.%'Z) d.%'i,

/ Ot u( x) dz;.
On obtient ainsi

/Q (2).°00v(z )dx—/Rn 1 [/aa (w)dxl} dzy ... dwiy dzis . . . dn,

= fyoree

Ce lemme nous permet alors d’obtenir la formule suivante.

Lemme 9.6. Soit u € C1(Q) et v = (vq,...,vy5) € CLQN. Alors

/Q o(z) - NV u(z) de = / div® (v(z)) u() da.

Q

Démonstration. En développant le produit scalaire sur la base canonique, on obtient

/Qv(x) -V u(z) de = é/ﬂv,(m) d; u(x) dx

D’apreés le lemme précédent, pour tout 1 <7 < N,

/Q vi(2) 20 u(z) de = /Q 8%y (z) u(z) dz.
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Par conséquent,

/Q o(z) - NV u(z) de = f; /Q 8%y (z) u(z) da

N
:/ <Z@f‘vl(az)> u(z) dz,
Q \i=1

:/divo‘(v(aﬂ)) u(z) dx.
)

Mentionnons enfin un lemme utile pour la suite.

Lemme 9.7. Soit c € RN, uc C1(Q) et x € Q. Alors

div!/? <c X CVI/Qu(x)) = c¢- Vu(z).

Démonstration. Nous avons tout d’abord
1 Call/zu(x)
e x VY 2u(z) = e
CN C@}fu(x)
Par conséquent,
N
divl/2 <C x eV 2y ( ) ZCZ < 92 o 1/2) u(x).
=1

Comme u; , € CO([aiz; bi)), on a

IH? 0 4 TP o (20) = 0y, To, th o (2) = Ui a(2:) — Ui (i),

A5, 2T, R 73
d’aprés le lemme 2.7. On obtient alors

2 0 2u(e) = L, T o

Qi x x4 Qi x
dx; ¢

L2 ) o (1) = 1 o(:) = Du(a).

Finalement,

N

div!/? (c X Cvl/zu(x)) = ch- Oiu(x),

i=1

=c- Vu(z).

Nous disposons a présent des outils nécessaires pour obtenir notre structure lagrangienne.
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9.3.2 Structure lagrangienne de I’équation de convection-diffusion

Rappelons I’équation de convection-diffusion :

Vt e [a,b], Vo € Q, u(z,t) = div (kVu(z,t)) + ¢ - Vu(z,t). (9.17)

0
ot

Nous devons d’abord étendre les Lagrangiens continus aux dérivées fractionnaires spatiales. Pour
I’homogénéisation, il faut donc introduire une constante de longueur y.

On appellera Lagrangien continu étendu une fonction

L: RxRVN xRN xRxRN x[a,b] — R

(u,v,w, z, z,t) —  L(u,v,w,z,x,t)
telle que L € CY(R3N*2 x [a,b]). Dans le cas classique, son évaluation en u(z,t) est définie par
L(ulw,1), Vu(, 1), (9)2u(z, £), u(z, 1), 2, t).

Comme pour I’équation de diffusion, nous ne définissons pas toutes les étapes du plongement
fractionnaire asymétrique. Plongeons simplement ce Lagrangien en s’inspirant de la procédure du
chapitre 5.

La représentation asymétrique d’un Lagrangien continu étendu L est définie par

L: R2Zx R xR xRZx RN x [a,b] — R
(u1,ug,v1,v2, w1, W, 21,22, %, 1)  +—  L(u1 + uz,v1 + v, w1 + w2, 21 + 22, 7, 1).
Pour un couple de champs U = (uy,u_), le plongement fractionnaire asymétrique de L vérifie
ainsi

La(U) = L(u+ +u—, Xafl(CVCvqu - ﬁau*)a X2a72((cva)2u+ + (_ﬁa)Qui),
PGP s — (D), @t).

Par souci de lisibilité, nous ne donnons pas ’équivalence entre extrémales et solution d’une équa-
tion d’Euler-Lagrange dans le cas général (cela serait fastidieux, difficilement lisible mais ne ferait pas
apparaitre d’idée nouvelle). Considérons directement le Lagrangien suivant :

2
L(u,v,w, z,z,t) = 2% — X¢ (vxwv)+ XTk(w-w)
Ses dérivées partielles vérifient
— OuL =0,
— OyL = —xcxw,
— 0wl = —x? kw,
- 0, L=1z.

On obtient 1’équivalence suivante.

Théoréme 9.5. Soit u € C*(Q x [a,b]). L’équivalence suivante a lieu : )
u est solution de (9.17) si et seulement si (u,0) est une {0} x CF(Q x [a, b])-extrémale de A(Ly /).

Démonstration. Comme u € C?(Q x [a,b]), pour tout 1 < i < N, u;, € C*([aiz,biz]). D’aprés le
lemme 2.11,
633/2 o Cag/zu(x) = Jju(x).
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Par conséquent,
(CV1/2)2u = Vu.

Ainsi,
fll/Q(u,O)(m,t) = L<u(x,t), X71/2 CV1/2u(x,t), X*IVu(m,t), 12 ZDtl/z u(x,t),x,t).

Notons pour simplifier L]u| = El/z(u, 0)(z,1t).
Soit h € C2(Q x [a,b]). Comme h € C?(Q x [a,b]), on a aussi

(cV12)*h = —Vh.

La différentielle de A(L, 5) vérifie

dA(Ly)((u,0) / / a L{ulh + d,L[u] - (—x /2% "?h)
+ OwLlu] - (—x"'Vh) + 0. L[u) (=72 ¢D;/? h)}dxdt.

Les dérivées partielles de L[u] vérifient
— OyLlu] =0,

— OyLlu] = —x'?¢ x °VY2u(x,t),

— OwL[u] = x kVu(zx,t),

~ 0, L[u) =7'/? thl/Q u(x,t).

La différentielle devient ainsi

dA(Ly 2)((u,0), (0, h)) = /ab/Q <(c x °VY2y) . 7P h — kY- Vh — <D u(z, t) ¢}/ h) da dt.
D’aprés le lemme 9.6,
/Q(c x oV2y) 7P dy = /Qdiv1/2 (e x °VY2u) hda.
En utilisant ensuite le lemme 9.7, on trouve que

/ (c X Cvl/zu) -Wl/Qh dr = / (c- Vu) hdz.
Q Q

Concernant le second terme, la formule de Green montre que

/ kVu-Vhdx = —/ div(kVu)hdx,
Q Q

car h est nul sur 0f). Enfin, les régularités de h et u suivant t permettent d’écrire les relations
suivantes :

b b
/ (DY) ($DY2h) di = / (DY D2 ) hat,

b

En utilisant le théoréme de Fubini pour intervertir les intégrales, on trouve que

b
dA(Lyj2)((u,0), (0, 1)) = / /Q (¢ Vu+ div(kVa) — Opu) hde dt.

On conclut avec une généralisation du lemme fondamental du calcul des variations. U
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Remarque 9.3. On peut noter que pour les trois équations, les constantes caractéristiques T et x
n’apparaissent pas dans les équations finales. Nous les avons toutefois mentionner pour montrer que
’homogénéité peut étre conservée méme lorsque ’on considére une dérivée comme la composition de
deuz dérivées fractionnaires. Ces constantes permettraient aussi d’obtenir des équations de friction
linéaire et de convection-diffusion fractionnaires homogénes, de la méme maniére que nous l’avons
noté pour 'équation de diffusion fractionnaire (9.15).

Parmi les trois équations que nous venons de voir, c’est probablement pour ’équation de
convection-diffusion que la structure lagrangienne est la plus prometteuse, puisque c¢’est elle qui semble
étre la plus difficile & modéliser numériquement.

Les équivalences entre solutions des équations et extrémales d’actions pourrait permettre d’utiliser
des méthodes d’optimisation sur ces actions. Toutefois, le fait que les variations soient orthogonales
aux solutions dans le plongement asymétrique empéchera probablement 'utilisation de méthodes de
descente de type “gradient”. Trouver une méthode d’optimisation adaptée risque donc d’étre une tache
ardue... Il semblerait toutefois possible que la modélisation numérique de ces équations puisse étre
améliorée grace & des schémas numériques basés sur les structures lagrangiennes exhibées ici. Dans
cette optique, nous esquissons au chapitre 10 un premier pas pour la discrétisation du plongement
fractionnaire.
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Chapitre 10

Schémas numériques pour les systémes
lagrangiens fractionnaires

Comme on I’a déja mentionné, I'outil numérique joue un roéle important pour la compréhension
des systémes chaotiques. Il faut, pour les modéliser, utiliser des algorithmes trés précis du fait de
la sensibilité aux conditions initiales illustrée en figure 6.1. Précisons ici que méme si la prévision a
long terme d’un systéme chaotique est impossible, sa modélisation reste significative pour des temps
“assez courts” de l'ordre de 1/\, o A est l'exposant de Lyapunov donné par (6.1). Par exemple,
A est de 'ordre de quelques millions d’années pour le mouvement des planétes du systéeme solaire.
Les intégrateurs symplectiques sont concus afin de conserver I’énergie du systéme, lui conférant alors
une grande précision. Le chaos étant présent dans de nombreux systémes de mécanique céleste, ces
intégrateurs occupent une place importante dans ce domaine. Une construction de tels algorithmes
pour les systémes hamiltoniens de la forme Hy+eHy, ot Hy et H; sont des Hamiltoniens intégrables,
est donnée dans [LRO1]!. Plus généralement, il est montré dans [MWO1] qu’un intégrateur préservant
la structure variationnelle d'une équation (lagrangienne ou hamiltonienne) est symplectique. Un tel
intégrateur est qualifié de “variationnel”.

Avec les formulations lagrangiennes fractionnaires obtenues au chapitre précédent (et plus généra-
lement avec les équations d’Euler-Lagrange fractionnaires), on peut souhaiter étendre ces intégrateurs
variationnels au cas fractionnaire. La mise au point de tels schémas numériques serait intéressante en
particulier pour 1’équation de convection-diffusion car la modélisation de celle-ci reste actuellement
problématique, & cause de la présence simultanée de div(kVu) et ¢ - Vu. Ce chapitre constitue un
premier pas vers ces intégrateurs variationnels fractionnaires. Précisons toutefois qu’il ne représente
qu’une ébauche de schémas numeériques. En particulier, nous n’abordons pas les questions de conver-
gence de schéma et nous nous restreignons au plongement fractionnaire initial du chapitre 4, qui plus
est pour les systémes lagrangiens naturels. Il faudrait ainsi inclure ce schéma dans des méthodes de
type élements finis pour modéliser les équations de diffusion et de convection-diffusion.

Nous commencons par discrétiser certains objets puis, aprés avoir établi quelques propriétés sur
la discrétisation de dérivées fractionnaires, nous étudions celle du plongement fractionnaire.

10.1 Définition de la discrétisation

Soita<b,neNetl<a<l. Onposeh:b_Ta.Pourogkgn,onposetk:a—i—kh. Pour
m € N*, on note (R™)" ensemble des suites de {0,...,n} — R™.
Afin de discrétiser les systémes lagrangiens fractionnaires, nous avons besoin de discrétiser les

fonctions, les intégrales, la dérivée fractonnaire et son itérée d’ordre 2. Notons ~~ la procédure générale

'La figure 6.7 a été réalisée a 'aide de ces intégrateurs.
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de discrétisation.
Soit f : [a,b] — R™.

1. On définit la discrétisation de f par
[~ (fr)ogk<n, ot fy = f(tr).
Par conséquent, si g : R™ — RP, avec p € N*,
gof~ (9(fr) g<pen: (10.1)

2. On discrétise 'intégrale de f sur [a,b] comme suit :

b n—1
/ f@&)dt ~ > fi. (10.2)
a k=0

3. La dérivée de Griinwald-Letnikov est utilisée ici pour discrétiser la dérivée fractionnaire. Définie
sur R au chapitre 2, nous avons noté qu’elle coincidait avec la dérivée de Marchaud, voire de
Liouville si la fonction est assez réguliére. D’aprés [SKM93, p.385], on peut faire de méme sur
[a,b] en définissant la dérivée de Griinwald-Letnikov & gauche par

D = lim 1 (@ —j
vtelnth DLAO= b o 3 7 () 5te .

et celle & droite par

Ve fa,b), DILf(H) = lim — (—1)J'<jf>f(t+jh),

ou [x] désigne la partie entiére de x.
D’aprés [SKM93, p.386], ces expressions coincident avec les dérivées de Marchaud définissables
sur [a,b] ([SKM93, p.224]), voire avec celles de Riemann-Liouville si f est assez réguliére.

Ce sont donc les dérivées de Riemann-Liouville que nous allons discrétiser avec les définitions
suivantes.

Définition 10.1. La dérivée discréte de Grinwald-Letnikov a gauche d’ordre o est définie par
(fe)osk<n = (D fr)o<k<n,

ol

k
1 .
VO<k<n, D= e g wj fi—j, avecw; = (—1)’ (a) .
— J
7=0

Définition 10.2. La dérivée discréte de Grinwald-Letnikov a droite d’ordre o est définie par
pri @Y — @)
(frdo<k<n +— (DS fr)o<k<ns

ot

k
1
VO<k<n, Dife=-23 w;fes.
§=0
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On définit ainsi les discrétisation de ,Df* f et Dy f par
oDf [~ D(fi), Dy f~ DI (fi)-

4. On discrétise enfin la composition de dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville par la com-
position de leurs discrétisations. Par exemple,

oDF DY [~ DD(fr), Dy oDF f ~ DED(f). (10.3)

10.2 Propriétés des dérivées discrétes

Les expressions DD (zy) et DYD®(xy) apparaissant par la suite, nous devons déterminer une
forme simple de leurs expressions.

Lemme 10.1. Soit f : [a,b] — R™. Alors pour tout 0 < k <n,

Démonstration.

k
= o Z ijwp_jfk,p en posant p(l) = j +1,

k
1
= wjwp—j | fe—p,

ou encore

k—r
( WjWg—r—; | fr en posant r(p) =k —p,

k
<Z wsrwk_s> fr en posant s(j) =j+r.
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Lemme 10.2. Soit f : [a,b] — R™. Alors pour tout 0 < k <n,

n min(‘Lk)

1
DED® fy, = 2 Z Z Wr—pWq—p | fo-

q=0 p=0

Démonstration.
1 k
DID%fy = DY | 33 > wifei]
=0

k
1
=7 > wiDg frj,
=0

n—(k—j)

k
:h%zwj > wifiik |

=0
k n—k+j

§ § WiwW frik—js
=0 1=0

k n—p

Z Z Wg—pwi fr4p €n posant p(j) =k — j,

=01

1
- hﬂ Z Z wk—pwqufq en posant q(l) =1 +p,

p—Oq—p
1 k n
= 72 ZZW pWq—pfq + h2a Z Z Wk—pWq—pfoq;
p=0 q=p p=0 g=k+1
1 k q 1 n k
3 2 | 2 Wetey | fat i Do | Do whpe | far
g=0 \p=0 q=k+1 \p=0
1 n min(g,k)
= J2a Z Wg—pWg—p | fq-
q=0 p=0
O
Par ailleurs, D* et D¢ restent liées par une relation d’intégration par parties discréte.
Lemme 10.3. Soit f, g : [a,b] — R™. Alors
sz *gk_zp gt on (D% b)) (10.4)

n— n—
En particulier, si g(b) =0, alors Z fe.Dlgr = ZDafk.gk.
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Démonstration.

n—1 1 n—1 n—k
> freDlge = e ka > wigkti |
k=0 k=0 \j=0

n—1ln—k

ho‘ Z Z w]fkgk-i—],

k=0 7=0

n—1 n

Zzwp kfkgp  (p(J) =k + ),
k=0 p=k

n—1ln—1

= —ZZ’U)p kfkgp ha an k;fkgn’

k=0 p=k

n—1

Z (pr kfk) 9p + 9n (ha Zwsfn s) (S(k?) =n — k‘),
=0

-1

p n
~ (Z wrfp r) 9p + 9n (hla Zwsfnfs - h%“@fn) (T(k) =p—- k)a

r=0 s=0

3=
3%

D‘|_.

n—1
1
= ZDafp-gp + 9n (Dafn - h_afn> car wy = 1.
p=0

De plus, si g(b) = 0, alors g, = 0 (par définition) et la relation précédente se simplifie.
Nous pouvons & présent nous pencher sur la discrétisation du plongement fractionnaire.

10.3 Discrétisation des systémes lagrangiens naturels fractionnaires

Rappelons qu’'un systéme lagrangien est dit naturel si son Lagangien L s’écrit sous la forme
1
L(z,v) = §tva —Ulx),

ou M € My(R) est une matrice symétrique. L’équation d’Euler-Lagrange associée est

d2
M5 z(t) + VU (z(t)) = 0. (10.5)

Comme pour le cas continu, il existe deux moyens d’obtenir une version fractionnaire discréte
de (10.5). Notons cependant que la dicrétisation de la dérivée fractionnaire concerne la dérivée de
Riemann-Liouville; il faut donc remplacer & lintérieur du plongement fractionnaire la dérivée de
Caputo par celle de Riemann-Liouville, ce qui est problématique d’aprés la remarque liée a (4.8).
Il faudrait donc imposer x(a) = 0 ou considérer une autre discrétisation. Nous n’entrerons pas plus
dans les détails et nous contenterons de supposer x(a) = 0 (condition qui n’est pas essentielle pour la
version discréte), afin de n’utiliser que des dérivées de Riemann-Liouville.

10.3.1 Discrétisation directe

Avec la remarque précédente, le plongement fractionnaire direct de (10.5) est donné par

Vi€ [a,b], M Df Dfx(t)+ VU (z(t)) = 0. (10.6)
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D’apres (10.3), le premier terme se discrétise ainsi :
M 4D ;D & ~ MD®Dxy.
Celle du second est donnée par (10.1) :

VU(x(t)) ~ (VU(wk))OSkgn.

En utilisant le lemme 10.1, on trouve donc que (10.6) peut étre discrétisée de la maniére suivante :

k k

M

(106) — Vosksn ) (Z ey wpq) 7y + VU@) =0.]  (10.7)
q=0 \p=¢

On peut réécrire cette équation sous la forme d’une relation de récurrence implicite :
k-1 / k
YO<k<n, Maz,+h**VU(z})= —MZ (Z Wi—p wpq> Zq.
q=0 \p=¢

Ce schéma ne fait pas apparaitre la structure lagrangienne de (10.6), contrairement au schéma
proposé ci-dessous.

10.3.2 Principe de moindre action discret
Cas général

Afin de conserver une trace du principe de moindre action, nous allons ici discrétiser ’action

lagrangienne, lui appliquer le principe de moindre action, pour obtenir une autre discrétisation de
(10.6).

Soit L un Lagrangien. D’apres (10.1), son plongement L, se discrétise en
L(w(t), ¢Df w(t),t) ~ Liwg, Dy, te),

et d’apres (10.2), 'action associée

A(L)(x) = / bL(m(t), D (1) ) dt

devient
n—1

A(La)(x) ~ b L(zg, Dy, t).
k=0

On note Ay(Ly)(xg) cette action discrétisée :

Aag(Lqy) : R  — R
n—1

(@k)oskan = hY | Llwg, D, ty).
k=0

Introduisons ’espace des variations qui nous intéresse ici :
R = {y € ®RY)"|yn = 0},

Les ensembles (RY)" et (RY)7 étant des espaces vectoriels, le calcul des variations exposé en section
3.2.1 reste valide ici.
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Lemme 10.4. Soit z € (RN)". Laction discrétisée Aq(Lqa) est (RN)B-différentiable en x et pour tout
y € (RY)g,

n—1

dAi(La)(z,y) = h Z [O1L(xg, D"y, 1) + DS 0o (g, D wy, ) |y
k=0

Démonstration. Soit y € (RV)2 et & > 0;

n—1
Ad(Lo)(@ +ey) = h Y Lz, + ey, Dxp, + eDY, 1),
k=0
n—1 n—1
=h Z L(.%'k, D%, tk) +eh Z 81L(.%’k, D%, tk).yk
k=0 k=0
n—1
+¢h Z 82L($k, D%y, tk).Dayk + 0(6).
k=0

Comme y, = 0, le lemme 10.3 montre que

n—1 n—1
Z O L(xp, D, t). Dy = Z DOy L(xg, D%xp, tr) Yk
k=0 k=0
Ainsi,
n—1
Ad(La)(x + £y) = Ag(La)(x) + b [BlL(mk, D%y ) + DOy L2y, D%y, tk)] yi + o(e).
k=0
n—1
On conclut en utilisant la linéarité de h — hz {&L(mk, D%xy, ty) + DS Oy Lz, D2, tk)} Yk- O
k=0

On obtient alors une nouvelle équation d’Euler-Lagrange fractionnaire et discréte.

Lemme 10.5. Soit x € (RV)". L’équivalence suivante a lieu :
x est une (RN )-extrémale de Ay(Ly) si et seulement si x est solution de l'équation suivante :

V0 <k <n, 31L($k, Damk,tk) + DfagL(.%'k, Damk,tk) =0. (10.8)
Démonstration. On utilise le lemme 10.4 avec les suites 3/, 0 < j < n — 1, définies par

vl =1, Vk #j, y, =0.

Systémes lagrangiens naturels

L’action discrétisée est dans ce cas

n—1

AdLa)(&) = h (%tD%kMD%k - U(wk)> ,
k=0

et I’équation (10.8) associée devient

VO<k<n, DIMD%+ VU (x)=0,
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autrement dit, en utilisant le lemme 10.2,

La violation de causalité du plongement initial se traduit ici par la présence a chaque instant de
toutes les valeurs x,. Dans I’éventualité ol un tel schéma ait un sens, la détermination des z, ne
pourrait se faire que globalement, en inversant une matrice de taille n x n (il faudrait auparavant
expliciter le terme VU (zy)). On pourrait aussi discrétiser la version asymétrique du plongement, ce
qui conduirait vraissemblablement a (10.7).

Par manque de temps, nous n’avons pas réussi a appréhender les intéréts et enjeux de ces schémas.
Nous nous contenterons de remarquer que contrairement au plongement direct, la seconde méthode
ne dépend pas de la discrétisation de la dérivée seconde ; une fois définie la discrétisation de la dérivée,
c’est le principe de moindre action (causal ou non) qui impose la structure des dérivées itérées. C’est
peut-étre ici que réside I'intérét numérique d’une structure lagrangienne. En ce qui concerne ’équation
de convection-diffusion — celle pour laquelle I'utilisation d’un tel schéma serait la plus prometteuse —,
il faudrait étendre cette discrétisation aux dimensions spatiales. Plusieurs étapes devront ainsi étre
franchies avant de pouvoir appliquer ce chapitre au précédent.









Conclusion et perspectives

Au cours de ce travail, nous avons tenté d’appliquer le plongement fractionnaire aux systémes
chaotiques hamiltoniens décrits par Zaslavsky, & travers plusieurs angles d’approches. La premiére
partie nous a permis de nous familiariser avec 1’outil fractionnaire et a fourni quelques résultats
nouveaux, élémentaires certes, mais utiles pour notre étude. Nous avons ensuite dans la seconde
partie abordé notre problématique en partant du plongement fractionnaire, pour essayer de le relier du
mieux possible & la physique. Homogénéisation dimensionnelle, approche formelle de I'irréversibilité et
respect de la causalité sont autant de concepts physiques que nous nous sommes efforcé de formaliser.
Dans la troisiéme partie, au contraire, notre point de départ a été les systémes hamiltoniens chaotiques.
Nous avons essayé de rattacher certaines de leurs propriétés au fractionnaire, avec des succés inégaux.
Le temps interne, concept pourtant parfaitement adapté & notre thématique, n’a pas pu ancrer le
plongement dans le réel. Par contre, notre modéle simple de dynamique s’est avéré plus satisfaisant,
sans toutefois répondre non plus a notre question initiale. Nous avons enfin vu dans la derniére partie
que la version asymétrique du plongement dotait certaines équations classiques de nouvelles structures
lagrangiennes, ce qui pourrait s’avérer intéressant numériquement.

Finalement, quatre résultats principaux semblent se dégager de cette thése.

Homogénéisation temporelle : méme si son principe est simple, cette procédure n’en reste pas
moins nécessaire. La constante de 7 reste maintenant & préciser. Comprendre l'origine physique de
celle-ci permettrait assurément de mieux appréhender le lien qu’entretient le calcul fractionnaire avec
le réel.

Version asymétrique du plongement fractionnaire : bien que fort théorique, ce dédouble-
ment de dimension semble englober un contenu assez riche, avec une approche formelle de l'irréver-
sibilité, le respect de la causalité, un nouvel éclairage sur la vision finaliste du principe de moindre
action ainsi que le point suivant.

Structure lagrangienne de I’équation de convection-diffusion : ce corollaire du plongement
asymeétrique reléve moins d’un travail personnel, le lagrangien de cette équation ayant été déterminé
par Cresson, mais I’équivalence trouvée ici entre solutions et extrémales pourrait présenter un intérét
numérique. Reste a le déterminer précisément... C’est peut-étre par cette voie que le plongement
fractionnaire a le plus de chance de quitter sa bulle formelle.

Modéle simple de dynamique fractionnaire pour le chaos hamiltonien : méme s’il posséde
encore des zones d’ombres, ce modéle réalise un réel lien entre ces deux domaines et constitue ainsi
la réponse la plus aboutie & notre problématique initiale. Le fait que ’exposant fractionnaire soit
compatible avec ’analyse de Zaslavsky semble encourageant. Il reste maintenant & peaufiner ce modéle,

a le tester numériquement et & le confronter avec des systémes chaotiques réels.
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