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Résumé :

Depuis la fin des années 80, des études numériques ont mis en évidence des mouvements
chaotiques dans les trajectoires des planetes du systeme solaire, en particulier d'un temps
caractéristique de sensibilité aux conditions initiales de 5 millions d’années. Cela implique
I'impossibilité de prédire sur une durée de 100 millions d’années le mouvement des planetes,
celles-ci pouvant aller, apres une telle durée, jusqu’a rentrer en collision. Toutefois, pour le
systeme des planetes extérieures seules, ces études numériques ont constaté que ce comporte-
ment chaotique n’a qu'un effet tres faible, pendant la durée de vie du systeme solaire. Le but de
cette these est de démontrer certains résultats de stabilité pour des sous-systemes du systeme
solaire dont les études numériques ont montré le grande stabilité effective. On met en place des
méthodes d’analyse de la stabilité des trajectoires, valables pour des systemes planétaires a n
corps assez généraux. On fait appel a des techniques classiques : expression des équations du
mouvement dans des variables liées aux éléments elliptiques, moyennisation et méthodes de
perturbation (construction a un ordre élevé d’une forme normale de Birkhoff). Du fait d’une
dégénérescence du probleme séculaire, on montre que la construction de cette forme normale
n’est pas réalisable en général. Pour résoudre ce probleme, on donne une nouvelle maniere
de réduire partiellement le probleme planétaire de n corps par le biais de I'intégrale du mo-
ment cinétique. Finalement, on réalise I’étude pratique d’un systéeme approchant la réalité :
le probleme de trois corps (Soleil, Jupiter et Saturne) séculaire a ’ordre un du rapport des
masses. On démontre un résultat de stabilité : les trajectoires restent proches d’un tore donné
de 'espace des phases pendant une durée supérieure a 5 milliards d’années et proches d’'une
solution quasi-périodique donnée pendant 100 millions d’années.

Abstract :

Since the end of the 80’s, numerical studies have displayed the appearance of chaotic
motion in the trajectories of the planets of our solar system, more precisely of a caracteristical
time of sensibility to initial conditions of about 5 million years. This implies the impossibility
to foresee the motion of the planets over 100 million years. In such a duration, the planets can
even collide. Nevertheless, for the system of outer planets only, these numerical studies have
displayed that the chaotic behaviour has very little effect during the time of the solar system
life. The aim of this thesis is to prove some results of stability for sub-systems of the solar
system which numerical study has shown effective stability. We develop analytical methods
to study the stability of the trajectories, that can be used for a general planetary system.
We used classical tools : expression of the equations of motion by means of variables linked
to the elliptical elements, secularisation, perturbation methods (construction of a Birkhoff
normal form at a high degree). A precise study of the constructibility of such a normal form
is achieved : owing to a degeneracy of the secular problem, we show that this construction
cannot be done in general. To solve this problem, we give a new way to reduce partially
the n-body planetary problem using the angular momentum integral. Finaly, we apply these
methods to a system close to reality : the 3-body problem (Sun, Jupiter and Saturn), secular
at order one of the mass ratio. We prove a result of stability : the trajectories stay close to
a given torus of the phase space for more than 5 milliard years and close to a quasi-periodic
solution for about 100 million years.



Table des matieres

1 Le probleme planétaire de n + 1 corps 13
1.1 Définition du probleme . . . . . . . ... Lo 13
1.2 Premiere réduction, liée a la quantité de mouvement . . . . . . . . . . ... .. 14
1.3 Méthode de perturbation . . . . . .. .. ... ... . Lo 14
1.4 Le moment cinétique . . . . . . . . . . .. 16
1.5 Leprobleme SJS . . . . . . ... 17
1.6 Construction du hamiltonien séculaire d’ordre 1 . . . . . . . . .. ... .. .. 17

1.6.1 La dégénérescence du probleme de n corps . . . . . . . ... ... ... 17
1.6.2 Méthode de Lindsted-Poincaré . . . .. ... ... ... ........ 18
1.6.3 Passage des variables initiales aux variables séculaires . . . . . . . .. 21

2 Meéthode perturbative : construction d’une forme normale de Birkhoff,
résonances séculaires 23
2.1 Méthode perturbative . . . . . . . ... L 23

2.1.1 Les variables actions-angles . . . . . ... ... ... ... 23
2.1.2  Qu’est-ce qu’on veut au juste? . . . ... ... ... ... 24
2.2 Diagonalisation et résonances séculaires . . . . . . .. .. ... 27
2.2.1 Cas général de n planetes . . . . . . . . ..o 27
2.2.2 Cas de trois corps . . . . . . . .o e 28
2.3 Construction de la forme normale, résonances . . . .. .. .. ... ...... 30
2.3.1 Construction formelle de la forme normale de Birkhoff . . . . ... .. 30
2.3.2 Résonances . . . . . . . ... e e 33
2.4 Etude du second membre de I’équation homologique . . . . . ... ... ... 34
2.4.1 Moment cinétique . . . . . . ... 34
2.4.2 Le second membre de I’équation homologique . . . . . ... ... ... 35
2.4.3 Considérations générales sur les termes de {C],S,,} . . .. ... ... 37
2.5 Application a la construction de la forme normale dans le cas de trois corps . 38
2.5.1 Audegré quatre . . . . . ... 38
25.2 Audegrésix . . . ... 39
253 Audegré huit . . . . ... 39
254 Audegré dix . ... 41
2.5.5 Conclusions . . . . . . . . . .. 43
2.6 Remarques . . . . . . . . .. e 43
2.6.1 Cas d’une sécularisation a un ordre plus élevé . . . . . ... ... ... 43

2.6.2 Construction de la forme normale de Birkhoff et réduction simultanée . 43



2.7 Conclusion, cas général de N corps . . . . . .. . . . .. ... ... ..., 44
Réductions liées a I’invariance du moment cinétique 46
3.1 Réduction pour le probleme planétaire des trois corps . . . . . . . ... ... 47
3.1.1 La réduction partielle . . . . . . ... ... .. ... .. ... .... 47
3.1.2  Réduction totale . . . . . . . ... .. 49
3.2 Cas général de n planetes . . . . . . . .. L 53
3.2.1  Réduction partielle et forme symplectique standard . . . . . . .. .. 53
3.2.2 Réduction totale . . . . . .. ... ... 62
3.3 Remarques générales a propos de ces réductions . . . . ... .. ... ... .. 63
3.3.1 Laméthode . . . . . . . . . . . . . 63
3.3.2 Construction de la forme normale de Birkhoff . . . . .. ... ... .. 64
3.3.3 Comparaison entre la réduction totale et la réduction partielle dans le
cas de trois corps . . . . . .. .. 64
3.3.4 Leplaninvariant . . . . . . . . .. ... ... 65
Stabilité du probléme séculaire planétaire Soleil-Jupiter-Saturne 67
4.1 Etude de la dynamique, choix de la méthode . . . . . ... .. ... .. ... 67
4.1.1 Définitions . . . . . . ... 67
4.1.2  Travail préparatoire . . . . . . . . ... 68
4.1.3 Premieres études, choix de la méthode . . . . . . . ... ... ..... 68
4.1.4 Construction de la forme normale . . . .. ... ... ... ...... 75
4.2 Diffusion des nouvelles actions J . . . . . ... 7
4.2.1 Méthode . . . . . . ... 7
4.2.2 Majoration de l'influence du reste Ry . . . . . . . . .o 78
4.2.3 Résultats de stabilité . . . ... ... ... .. ... . L. 84
4.3 Raffinements . . . . . . .. 86
4.3.1 Passage des variables initiales z(0) aux variables initiales 2(0) . . . . . 86
4.3.2 Etude de linfluence du reste B . . . . . . oo 88
4.3.3 Retour aux anciennes actions J . . . . . ... ... ... 94
4.4 Pres d’une solution quasi-périodique . . . . . . ... 95
4.4.1 Minoration des nouvelles actions J . . . . . . ... ... 96
4.4.2  Calcul d’une majoration de {Ro, Z;} . . .. ... .. ... ... .... 96
4.4.3 Majoration finale . . . . . . . ... oL o o 98
4.5 Le cas du probleme SJS . . . . .. ... 98
4.6 Analyse en fréquence . . . . . . ..o 100
4.6.1 Principe . . . . . . . 100
4.6.2 ComparaiSons . . . . . . . . .o e e e e 101
4.7 Etude au voisinage d’une résonance séculaire . . . . .. .. ..o 102



10



Introduction

Depuis les années 70 — 80, la mécanique céleste s’est enrichie d’un nouvel outil puissant,
I'informatique. Ainsi, ce qui était autrefois impossible, I’estimation pratique du comportement
a long terme du mouvement des planetes, par des intégrations numériques, a mis en évidence
des phénomenes nouveaux. D’autre part, cet outil a permis de développer les séries perturba-
tives en jeu a un ordre beaucoup plus élevé, permettant de mettre en oeuvre des méthodes
analytiques beaucoup plus précises.

En 1988, G. Sussman et J. Wisdom ont mis en relief, grace a des intégrations numériques
a long terme, le comportement chaotique de Pluton (Sussman et Wisdom, 1988) et en 1989,
J. Laskar celui des planetes intérieures du systéme solaire (Laskar, 1989a). En particulier ils
révelent la sensibilité des trajectoires aux conditions initiales sur des temps de ’ordre de 100
millions d’années, qui rendent imprévisible la trajectoire a long terme des astres du systeme
solaire. Mais ces études et celles qui les ont suivies n’ont mis en évidence que des apparitions
tres faibles de chaos pour les planetes Jupiter et Saturne, sur des temps de 'ordre de I’age du
systeme solaire (5 milliards d’années). Une étude numérique précise des variations séculaires
du systeme Soleil-Jupiter-Saturne par l'intermédiaire de ’analyse en fréquence a confirmé
cette régularité des trajectoires (Robutel, 1993).

Il restait néanmois a obtenir des résultats rigoureux de stabilité et de régularité, se basant
sur des méthodes analytiques. De tels résultats ont été fournis récemment par U. Locatelli
et A. Giorgilli qui, a I'aide d’outils de calcul formel et d’une application du théoreme KAM,
ont démontré que, pour le probleme séculaire de Jupiter et Saturne a ’ordre deux du rapport
des masses, les trajectoires restent piegées entre deux tores pour un temps infini (Locatelli et
Giorgilli, 2000). Une autre facon d’aborder ces problémes, plus quantitative, est de démontrer
la stabilité effective du systeme, c’est-a-dire la stabilité sur un temps fini mais tres long. Des
résultats de ce type sont obtenus en utilisant les méthodes développées par N. Nekhoroshev.
Une étude dans le cas d’un systéme planétaire de N corps (Niederman, 1993) & été faite
mais encore aucune application de ces méthodes au systeme solaire réel n’a pu étre réalisée,
les seuils d’application de ces théorémes étant trop bas (les masses de Jupiter et Saturne
devraient étre divisées par 10'0 environ pour obtenir des résultats significatifs). Notre étude
reste plus modeste et renvoit a la remarque faite par H. Poincaré, dans l'introduction des
M¢éthodes nouvelles de la mécanique céleste (Poincaré, 1892). Il fait remarquer que si les séries
employées par les astronomes pour donner le mouvement des planetes ne convergent pas
quand le temps tend vers l'infini, elles sont cependant utiles sur une durée finie. En partant
de cette idée et du progres du calcul formel (en particulier la mise au point, au bureau des
longitudes, du logiciel TRIP dédié a la manipulation des séries rencontrées en astronomie),
on peut mener a bien la construction de séries retranscrivant le mouvement a long terme des
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planetes, sur des durées finies mais de I'ordre de I’age du systeme solaire. Cette méthode fait
appel a des méthodes perturbatives classiques du type méthode de Lie et plus précisement de
construction d’une forme normale de Birkhoff non résonante. Des résultats de majoration des
termes des séries rencontrées sont utilisés, dans 'esprit d’articles comme celui de Giorgilli et
al. (1989). On rappelle enfin qu’un historique précis de la question de la stabilité du systeme
solaire est présenté par J. Laskar dans (Laskar,1992) et donne une vue plus précise du contexte
global du travail présenté ici.

Le premier chapitre de cette these centre I’étude, a I’aide d’un formalisme hamiltonien, sur
le probleme planétaire de N corps. Des méthodes perturbatives connues sont d’abord mises
en place. En particulier, on exprime ce probleme a l'aide de variables canoniques liées de
maniere simple aux éléments elliptiques des orbites des planetes. D’autre part, on rappelle la
construction du probleme sécularisé a ’ordre un du rapport des masses qui permet d’étudier
les variations a long terme des excentricités et inclinaisons des planetes.

Dans le second chapitre, on rappelle la procédure de construction d’une forme normale de
Birkhoff, base de notre méthode perturbative. Toutefois, on met en évidence I'impossibilité,
dans le cas d’un systeme planétaire de N corps sécularisé a I’ordre un du rapport des masses,
d’une construction non résonante, impossibilité directement liée a des résonances séculaires
qui surviennent quelles que soient les valeurs des parametres et des conditions initiales du
probleme.

Le troisieme chapitre présente une maniere simple de résoudre le probleme posé par les
résonances séculaires. Ces résonances étant liées a I'invariance du moment cinétique et en par-
ticulier de sa direction, on propose une nouvelle maniere de réduire le probleme, une réduction
partielle, utilisant seulement I’'invariance de la direction du moment cinétique. Une nouvelle
méthode pour réduire le probleme planétaire de /N corps en tenant compte de l'invariance du
moment cinétique est ainsi fournie.

Si les trois premiers chapitres traitent principalement du probleme général planétaire de
N corps, le quatrieme chapitre aborde finalement des questions de stabilité pour un probleme
particulier : le probleme planétaire Soleil-Jupiter-Saturne (SJS). Le choix de ce probleme est
important pour plusieures raisons. La premiere est évidemment que ces trois corps sont les plus
massifs du systeme solaire, ceux dont I'influence est la plus forte. L’étude de leur dynamique
est un préalable a I’étude de la dynamique totale du systeme solaire. Mais il y a une raison plus
fondamentale : les difficultés de ’étude d’un systeme planétaire sont du méme ordre pour un
systeme contenant 3 corps ou plus. Ainsi, les méthodes du chapitre 4 s’appliquent a un systeme
planétaire général de N corps. Mais le calcul formel des expressions des séries a un haut degré,
nécessaire a la démonstration de résultats de stabilité, devient tres lourd pour plus de trois
corps et est actuellement hors de portée. Dans ce chapitre, on démontrera que, pendant une
durée au moins comparable a ’age du systeme solaire, les solutions du probleme SJS restent
pres d’un tore de ’espace des phases. De plus, ces solutions restent tres voisines d’une solution
quasi-périodique pendant au moins 100 millions d’années. Les estimations fournies sont assez
grossieres et en raffinant les méthodes proposées, en calculant explicitement la forme normale
de Birkhoff a un ordre plus élevé on devrait pouvoir augmenter cette durée jusqu’'a une durée
de 'ordre de I'age du systeme solaire.
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Chapitre 1

Le probleme planétaire de n + 1 corps

Ce chapitre, qui rappelle et commence a aborder des problemes de stabilité d’un systeme
planétaire de n + 1 corps en attraction gravitationnelle reprend des résultats connus. Elle est
tres largement inspirée des articles (Laskar, 1989b, Laskar et Robutel, 1995) qui peuvent étre
consultés pour plus de détails.

1.1 Définition du probleme

Soient Py, Py,...,P,, n + 1 corps de masses respectives mg,mq,...,m, en interaction
gravitationnelle et O leur barycentre. Un probleme planétaire est un probleme de n corps
particulier pour lequel le corps Py (le ”soleil”) a une masse beaucoup plus importante que les
autres corps (Vj,1 < j < n,mg > m;) et tel que ces autres corps (les "planetes”) tournent
tous dans le meéme sens autour de P, sur des trajectoires qui, en premiere approximation,
sont des ellipses peu excentriques et peu inclinées. C’est le cas de notre systeme solaire si on
ne tient pas compte de la dynamique de Pluton (dont l'orbite est fortement inclinée). Ces
conditions sont, on le verra plus tard, essentielles pour démontrer des résultats de stabilité a
long terme de ces systemes et pour la mise en oeuvre des techniques qui vont étre developpées.

Pour tout corps P;, on définit u; = 073j le vecteur position dans un repere de R3. Dans le
référentiel barycentrique galiléen ayant pour origine O, les équations de Newton forment une
équation différentielle d’ordre 6(n + 1) qui peut étre écrite sous une forme hamiltonienne en
utilisant les variables canoniques (u;, @i; = m;;) =1, et le hamiltonien

_ s ;1
2

J=0

m;my

H

-G > (1.1)

m; 0<j<k<n luj — ]
ol GG est la constante universelle de gravitation et ||ul|| représente la norme euclidienne du
vecteur u dans R? (la norme euclidienne sera toujours notée de cette fagon, quelle que soit la
dimension de 'espace du vecteur u). La deux-forme symplectique du probléme, qui donne la

forme des équations hamiltoniennes est

o = Z du]' A dﬁ] (12)

=0
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Ce probleme possede 3(n+1) degrés de liberté. L’étude directe de cette équation différentielle
est tres difficile. Pour simplifier un peu cette étude, on va commencer, dans ce chapitre,
par réduire ce probleme en utilisant diverses manieres classiques pour obtenir un probleme
simplifié ayant 2n degrés de liberté.

1.2 Premiere réduction, liée a la quantité de mouve-
ment

Ce systeme possede sept intégrales premieres connues : le hamiltonien H représentant
I’énergie totale du systeme, les coordonnées de la quantité de mouvement et du moment
cinétique C. On va se servir de ces intégrales pour réduire le nombre de degrés de liberté du
systeme. Pour réaliser la réduction liée a I'invariance de la quantité de mouvement, Poincaré a
proposé deux systemes de variables tous deux définis par une application linéaire en fonction
des variables cartésiennes : les variables canoniques héliocentriques et les coordonnées de
Jacobi (Poincaré, 1896 et aussi Laskar, 1989b). Le choix d’une réduction ou de 'autre dépend
de la nature du probleme de n+ 1 corps étudié et dans les deux cas seules restent 6n variables
dans le probleme réduit. Pour réaliser cette premiere réduction, liée a la conservation de
la quantité de mouvement, on choisit naturellement, dans le cas d’'un probleme planétaire,
d’utiliser les variables canoniques héliocentriques (r;,T;) définies par :

o = Uy
rp=1up+u;+---+1u,
r=u; — U

rj=1u; pour 1 <j<mn

(1.3)

On choisit donc de repérer les coordonnées de chaque planete par rapport au Soleil. Comme
I'a déja noté Poincaré (Poincaré, 1896 voir aussi Laskar, 1989b), l'expression du moment
cinétique est conservée par une telle application linéaire et, de plus, comme on a ici ¥y = 0,
on obtient

n n n
C:Zquﬁj:erij:erij (14)
=0 i=0 =1

Ot u x v représente le produit vectoriel de deux vecteurs u, v de R3. Le systéme ne dépend
plus que des variables (r;,T;, 1 < j < n) et donc possede 3n degrés de liberté. Dans le cas
ol on veut mettre en pratique des méthodes perturbatives liées aux orbites képlériennes (voir
section (1.3)), la réduction associée au moment cinétique est beaucoup plus compliquée a
obtenir pratiquement et n’est presentée que dans le chapitre 3.

1.3 Méthode de perturbation

Une des méthodes classiques de perturbation est de trouver des coordonnées canoniques
conjuguées (p, q) telles que le hamiltonien H du systeme soit exprimé de la maniere suivante

H(p7 Q) - Hznt(p) +Hpert(p; Q) (15)
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ou H;,, est un hamiltonien intégrable (ne dépendant que des variables p) et ot Hpe, corre-
spondant a la perturbation, est le plus petit possible. Dans le cas d’un systeme planétaire, on
peut exprimer le hamiltonien H comme la somme d’un hamiltonien Hy somme de n hamil-
toniens représentant n problemes de deux corps indépendants (chaque ”planéte” de masse
B; = mom;/(my + m;) autour d’un ”soleil” de masse mg + m;) et d’un hamiltonien ¢ H; qui
correspond a la partie perturbative du probleme, engendrée par les attractions mutuelles des
planetes. On a

H:H0+6 H1 (16)

On définit la quantité ¢ = max;i<j<,(m;/mg). C’est une petite quantité dans un systeme
planétaire, appelée rapport des masses et qui est donc le rapport entre la masse de la planete la
plus massive du systeme et la masse du soleil. Dans le cas particulier du probleme SJS, la valeur
de ce parametre est £ ~ 9.54 1073, La perturbation du systéme par rapport & un probléme
képlerien intégrable est mesurée par ce petit parametre £, Hy et H; étant alors du méme ordre
de grandeur. On utilise des coordonnées canoniques (p, ¢) telles que Hy ne dépende que des
variables p : les coordonnées rectangulaires complexes de Poincaré (Aj, z;, y;, Aj, —iZ;, —iy;).
Elles sont définies par les relations suivantes :

[\ la longitude moyenne

Aj = Bj\/1a;

T = @,/1 — /1 — €3 exp(iw;) (1.7)
y; = @\/,/1 —€5(1 —cosI;) exp(i€);)

ou la variable a; représente la valeur du demi grand axe, e; I’excentricité, I; I'inclinaison, A; la
longitude moyenne et w; la longitude du noeud de la planete numérotée j. On a p; = G(my+
m;), et x; est le conjugué complexe de z;. Ces variables ont I’avantage, comparées aux variables
de Delaunay, de ne pas donner de singularité quand les inclinaisons et excentricités tendent
vers zéro. Les variables x;, y; ont une valeur de I'ordre respectivement des excentricités et
inclinaisons qui sont des quantités proches de zéro dans un probleme planétaire. On va pouvoir
alors développer le hamiltonien en une série des variables xz;, y;. Ces variables permettent
d’exprimer simplement le probleme non perturbé car on a alors,

\

J

J=1

On obtient donc le probleme dans des variables canoniques qui représentent les éléments des
ellipses képlériennes données par le hamiltonien H,. Dans les variables de Poincaré, H; peut
étre exprimé comme une série de la forme suivante :

n -
= - i =l mj —mj ik
H, = Z al,l,m,m,k(Al,AQ,...,An)H )Ty Y e (1.9)
LI mmeEN™ kezZn Jj=1

Le calcul de cette série, tronquée a un degré donné en les variables x;, y;, est réalisé par des
procédures utilisant le manipulateur algébrique TRIP développé par M.Gastineau et J.Laskar
(Laskar, 1989b). Le schéma de construction de H; est présenté par J. Laskar et P. Robutel
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dans Darticle (Laskar et Robutel, 1995). Dans les sections suivantes, on devra calculer les
coefficients de ce hamiltonien correspondant a k£ = 0, |n| + |n| + |m| + |m| < ny) pour trois
corps. On note, pour k = (ki,...,k,) € Z", |k| = ¥j_, |k;]. Pour trois corps, on calculera
les fonctions a7, 7 explicitement en fonction des variables (Ay, Ay) pour ny = 6 dans la
section (2.5) et on évaluera numériquement ces fonctions pour les (A1, Ay) du probleme SJS
jusqu’au degré ny = 20 (chapitre 4).

La deux-forme symplectique du probleme a la forme standard suivante :

k=1

Pour obtenir des résultats de stabilité de ce systeme, on va chercher a réduire la perturbation
H, pour se rapprocher d’un systeme intégrable. Pour ceci, on va se concentrer sur un probleme
plus simple : I’étude des variations dites ”séculaires” du systeme. Par la suite, on note A\ =

()\1,)\2,...,)\n), A: (Al,AQ,...,An),.'L': ($1,.’L’2,...,1‘n) ety: (yl,yg,...,yn).

1.4 Le moment cinétique

L’expression des coordonnées du moment cinétique est la suivante :

Cx sin [j sin Qj
C=| C, Zr]xr] Zﬂ]\/u]a] 1 —e¢;2) | —sin/jcos
C. cos I;
n 2 |yj|2
Y V2 Im(y;)y | Ay — sl — -
C= (1.11)
" V2 Re(y»JA ot - 1L
(A = Jo " = 1yl
On définit alors I'intégrale premiere complexe :
_—=Cy —HC " ;1

Le fait que le moment cinétique soit une intégrale premiere du systeme définit un plan,
orthogonal a C qui est un invariant du probleme. On choisit alors ce plan comme étant le
plan de référence des coordonnées. On a donc, dans ce plan, C; = 0 et on choisit le sens
de l'axe vertical (Oz) de manieére a avoir C, > 0. Le choix de ce plan de référence permet,
dans le cas de trois corps de réaliser la réduction de Jacobi liée a I'invariance du moment
cinétique et nous permettra, pour le cas plus général de n corps, de réaliser cette réduction
(dans le chapitre 3). Une étude plus précise des raisons du choix de ce plan particulier et son
importance comme plan de référence est réalisée dans la section (3.3.4). On a alors C, = ||C||
et, de cette intégrale premiere, on peut déduire que le hamiltonien est invariant par des
rotations autour de I'axe (Oz) et qu’il satisfait donc des relations de d’Alembert. Pour un
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N Li Ui mg M k) , . P e
monodme quelconque M = I17_,z/ z/ y;" §;” €% de la série Hy, on définit la caractéristique

de M, c(M) = 3", (l; +m; — [; —m; — kj). Les relations de d’Alembert s’expriment de la
maniere suivante : si ¢(M) # 0 alors o7, 5, = 0. Cette relation provient du fait que

{H,C.} =0 (1.13)

Le probleme est aussi invariant par la symétrie orthogonale par rapport au plan de référence.
Par cette symétrie, seul les monémes qui sont pairs en les variables d’inclinaison (variables y;)
peuvent apparaitre, c’est a dire que H; ne contient que des monomes pour lesquels >, (m; +
my) est paire. Ces relations sont tres importante et permettent en particulier de construire
des procédures de calcul formel beaucoup plus rapides (Laskar, 1989b).

1.5 Le probleme SJS

On donne, pour finir, les parametres et les conditions initiales (DE200) du probléme SJS.
Les unités que l'on utilisera dans toute cette étude sont : la masse du soleil (mg) pour les
masses, ['unité astronomique (U.A) pour les distances, les années (an) pour le temps. Dans
ces unités, la constante de gravitation a pour valeur G = 39.47692U.A.3m51cm_2. Les angles
sont exprimés en radians. Les inverses des masses du systeme sont alors, comparées a la masse
solaire,

Soleil 1
Jupiter | 1047.35
Saturne 3498

Les conditions initiales du mouvement sont données par les éléments elliptiques liés aux
deux planetes dans les coordonnées héliocentriques, repérées par rapport au plan invariant :

éléments a e I W Q
Jupiter | 5.2019 U.A. | 0.048388 | 0.006300 | 0.20326 | 2.15862
Saturne | 9.5556 U.A. | 0.053978 | 0.015525 | 1.53713 | —0.98296

La norme du moment cinétique est alors C, = 1.9202102U.A.>mgan .

1.6 Construction du hamiltonien séculaire d’ordre 1

1.6.1 La dégénérescence du probleme de n corps

Le probleme planétaire présente une dégénérescence : le hamiltonien Hy ne dépend que
des variables A;. Dans le probleme non perturbé (défini par Hy seul), les angles des périhélies
et des noeuds sont donc constants et les solutions du probleme non perturbé réalisent un
feuilletage de ’espace des phases en un ensemble de tores de dimension au maximum n et par
conséquent non maximale. Dans le probleme perturbé, on doit donc considérer deux types
distinct de variations angulaires :
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-Les mouvements rapides des longitudes moyennes (période de I'ordre de ’année pour les
planetes intérieures du systeme solaire et de 'ordre de la dizaine d’années ou du siecle pour
les planeétes extérieures) qui viennent de l'influence des deux parties du hamiltonien mais
principalement de Hy.

-Les mouvements lents des angles des noeuds et des périhélies (périodes de l'ordre de
10000 & 100000 ans pour le systeme solaire) qui viennent de 'influence seule des perturbations
(hamiltonien Hj).

Du fait de la présence de cette dégénérescence, de la forte résonance du probleme non
perturbé (2n fréquences nulles), le probleme est tres difficile a aborder. En particulier, si
on veut obtenir des résultats de stabilité sur un temps infini, il faut construire une version
particuliere du théoréme KAM qui tienne compte de cette dégénérescence (Arnold, 1963 et
aussi Robutel, 1995). Une méthode perturbative classique est alors de moyenner ce probléeme.
C’est-a-dire de construire une forme normale, ou les nouvelles variables angulaires rapides
(associées aux variables A;) sont éliminées ou rejetées dans un reste le plus petit possible. On
étudie alors seulement les variations séculaires (”visibles en un siecle”) du probleme. C’est au
prix de cette simplification énorme (passage de 3n a 2n degrés de liberté) que I’on va pouvoir
aborder ce probleme et ses variations a long terme.

1.6.2 Méthode de Lindsted-Poincaré

On rappelle que le hamiltonien du systeme de n corps dans les variables de Poincaré
héliocentriques s’écrit :

HMNA 2,%,y,y) = Hy(A) + eH (N A, 2, T, y, 1) (1.14)

Construire le probleme séculaire a ’ordre m des masses consiste a trouver de nouvelles vari-
ables canoniques (A, A, Ty Ty Ym, Um) telles que dans ces variables le hamiltonien s’ex-
prime comme :

Hs(>\ma Ama T, fma Ym, gm) = Z 5kHs,k(Ama LTim,s fma Ym, gm)
k=0

+Rm+1(Am7Amaxmajmaymagm) (115)

ou R, 11 = o(e™). Dans la suite de ce travail, on se limite a la construction du hamiltonien a
I’ordre un du rapport des masses. La méthode de Lindsted-Poincare effectue le calcul d’une
fonction génératrice S telle que

S()UAmaj)xm:gaym) - Z 5k5k (116)

k=0,m

Cette transformation est voisine de I'identité (la partie de degré 0 en € est I'identité) et on a
donc

So= > Nlhmj+ TiTmj + YilYm. (1.17)
1<j<n
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La transformation est alors définie, pour 1 < 5 < n par

( oS 0S
oS _ oS
Tj = 6—33] Tm,j = axm,j (1'18)
L 05 o5
\ ! ag] ! aym,]
En développant 1’égalité
H(A,A,x,jj,y,gj) = Hs()\maAmaxmaa_jmaymagm) (1'19)

en une série de Taylor au voisinage de (A, A, Z, Ty, T, Yim) et en identifiant les termes de méme
ordre du rapport des masses, pour 1’ordre 0, on obtient la relation suivante :

HO(Am) — Hs,U(Amaxm7a_jm7ym7gm) (120)
On a donc l'identité des parties de degré 0. Pour I'ordre 1, on obtient la relation suivante :

< % 7% >, +H, :Hs,l(Amaxmajmaymagm) (1'21)
ol < u,v >, est le produit scalaire usuel de R"™ et ol on note 0Hy/0A le vecteur des dérivées
de H, par rapport aux variables A; et 051/0A le vecteur des derivées de S; par rapport aux
variables A;.

On note wy = 0Hy/IA le vecteur fréquence du hamiltonien non perturbé Hy qui représente
en premiere approximation les fréquences de révolution des différentes planetes. Ainsi, si on
décompose Sy et Hy en série de Fourier des longitudes moyennes, on a

51 - Z Sk(Amaa_jaxmagaym)eik./\ (122)
kezn
et .
Hi =" he(Any T, T, §, Y ) € (1.23)
kezn
et donc
0H, 0S .
< 8—/\0 ,a—)\l >, +H, = Z (i k.wy sg + hy)e™ (1.24)
kezn

Si on veut que Hj ; soit indépendant des A, on doit avoir ¢ k.wy si 4+ hy = 0 pour toute valeur
de k£ non nulle. Si il n’y a pas de résonances entre les fréquences de wy (il n’existe pas de
ki € Z™ — {0} tel que ki.wy = 0), alors, en partant de Hy, on peut construire la fonction S;
en prenant s, = ihy/k.wy si k # 0. Donc
S= % ik (1.25)
keZn—{0} k.wo
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Pour s’assurer que cette série est convergente, on doit supposer que les fréquences wy sont
diophantiennes. Comme le hamiltonien considéré est analytique, on arrive a prouver que les
coefficients s sont majorés par une série exponentiellement décroissante (Morbidelli, 1994).
On a alors H,; = hyg, c’est-a-dire que H;; est la moyenne de H,; suivant les variables \.

H,, :/[ ), (1.26)
0,27]|™

Dans les nouvelles variables le hamiltonien s’écrit
Hs :H0+8h0—|—R2 (127)

ol Ry = o(e). Dans la suite on appelera ” probléme séculaire d’ordre 1 du rapport des masses”,
le hamiltonien défini par Hy + €hy et qui ne dépend plus des nouvelles variables \,,. Pour
ce probleme, les A,, et donc les demi grand axes séculaires sont constants. Considérer la dy-
namique du hamiltonien séculaire a ’ordre 1 du rapport des masses revient donc a étudier la
déformation des ellipses képlériennes qui ont un demi grand axe constant. On étudie les vari-
ables qui ont une variation séculaire : les variables (z,,, ¥m) qui représentent les excentricités,
les inclinaisons, les longitudes du périhélie et du noeud. Le hamiltonien H; , étant simplement
fonction des parametres A,,, n’intervient alors plus dans la dynamique du probleme. hy se
développe en une série des variables &, T, Y, Ym-

n

_ 5
ho = Z a7 k0 (A H m,j m,Jym,Jym,J : (1.28)
LlLkkeEN™ Jj=1

Cette série vérifie toujours les relations de d’Alembert, de parité en les variables d’inclinaison

et les monomes [[;_; z,, ; lm,]ym]ym sont de degré total pair. La construction de la forme
normale séculaire a un ordre plus élevé devient tres rapidement difficile, le nombre de termes
des séries en jeu étant grand. De plus, pour réaliser une moyennisation a un ordre supérieur,
il faut calculer explicitement la série S; et donc les s; ce qui n’est possible que pour un
nombre fini de valeurs de & (voir Robutel, 1993). Donc, pour une moyennisation & un ordre
plus élevé, on doit se contenter d’une approximation du hamiltonien séculaire en ne calculant
qu’une partie des transformation en jeu. Le hamiltonien séculaire a 'ordre 1 du rapport des
masses n’est pas une tres bonne approximation du probleme réel dans beaucoup de cas, en
particulier celui du systeme solaire. Néanmoins, pour trois corps, a un ordre plus élevé de
moyennisation, la forme globale des séries moyennisées reste la méme que celle de hy (1.28) et
I'intérét de I’étude réalisée dans les chapitres suivants est de mettre en place des raisonnements
qui peuvent ultérieurement conduire a des résultats pour le probleme réel, en utilisant une
sécularisation a un ordre plus élevé.

Remarque 1 Les intégrales liées au moment cinétique (Cp, C,) conservent la méme forme
(1.11,1.12) dans les nouvelles variables du probleme sécularisé (Laskar, 2001). En fait, J.Laskar
a montré que ces intégrales restent dans la méme forme pour tout ordre de normalisation. Cette
remarque permet d’appliquer les résultats des chapitres 2,3 a toute ordre de sécularisation.
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1.6.3 Passage des variables initiales aux variables séculaires

On connait les valeurs des conditions initiales du probleme planétaire de n corps par la
donnée des positions et vitesses ou des éléments elliptiques a ¢ = 0. Mais la valeur des con-
ditions initiales dans les variables séculaires ne sont pas connues. De maniere a avoir une
estimation des valeurs des nouvelles variables, on doit donc calculer explicitement cette trans-
formation donnée par les équations (1.18). A priori, la variation relative entre une variable et
la variable séculaire qui lui est associée est de 'ordre de la perturbation . Mais, de maniere
a avoir une idée plus précise de cette variation relative, on veut calculer cette transformation.
En fait, les variables que 1'on doit estimer avant tout sont les variables A, ; qui, dans le nou-
veau probleme, deviennent des parametres. Leur valeur va, par exemple, fixer les fréquences
fondamentales du systeme séculaire (voir 2.2.2) et donc avoir une influence sur ’apparition ou
non de résonances séculaires. On a, pour estimer la différence entre les conditions initiales :

A;(0) = Ay (0) = %(0) _ Z ihi(Am(0), x(());gxm(()), (0), ym(0)) k; £ikA(0) (1.29)
j Wy

keZn—{0}

Pour majorer la variation de A;(0) — A, ;(0), on va estimer cette expression en considerant
que hy (A, (0),Z(0), 2,,(0),5(0), ym(0)) = hi(A(0), z(0), 2(0),7(0),4(0)), la différence relative
entre les variables anciennes et les variables séculaires étant de l'ordre de ¢, cela donne une
différence de lordre de e* pour A;(0) — A,, ;(0). Un autre probléme est que S; est une série
infinie et qu’on ne peut calculer en pratique que certains de ses termes s, en calculant les hy.
On va donc estimer ces variations par ’approximation suivante :

3 |7 (A(0), 7(0), 2(0), 5(0), y(0))|

|k.w0|

Wl (130)

keZn—{0}, [k|<N

Ou |k| = 37_, |k;| et N est un entier fixé aussi grand que possible. Les coefficients de Fourier

h, sont alors calculés tres simplement par une moyennisation grace a une procédure en FOR-
TRAN :

hy = /[0 o L A0),2(0),3(0), 9(0), 5(0)) ¢ A dds . dA, (1.31)

La fonction H; est calculée par les expressions données dans la section 3 de Iarticle (Laskar et
Robutel, 1995) : les vitesses et positions des planetes sont exprimées en fonction des éléments
elliptiques et en particulier des longitudes moyennes. On montre (figure 1.1) I’évolution des
coefficients sy et hy dans le cas particulier du probleme SJS en fonction de la valeur de |k|.

Toujours dans ce cas particulier, on trouve une majoration de la variation de la valeur du
demi grand axe d’environ 0.1% pour Jupiter et 0.35% pour Saturne (en prenant N = 20). A
partir de la valeur N = 10, on ne trouve plus de changements notables de la différence, les
s, devenants tres petits (théoriquement, la décroissance de la série s; est majorée par une
décroissance exponentielle que ’on retrouve sur la figure (1.1)). Le rapport oo = ay/as des
demi grand axes séculaires évolue alors entre les valeurs a;,;, = 0.5418 et 4, = 0.5469. On
va, par la suite, considérer que les valeurs des conditions initiales séculaires sont égales aux
anciennes et seule la fourchette de variation de o nous servira lors de I’étude de I"apparition
de résonances séculaires (pour la figure (4.17) de la section (4.7)). L’étude que l'on va mener
par la suite sera en effet valable dans une large zone autour de ’origine et pour des domaines
de conditions initiales englobant les valeurs de x(0) et y(0).
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F1a. 1.1: Valeur du logyy du coefficient maximal sj en fonction de |k|.
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Chapitre 2

Méthode perturbative : construction
d’une forme normale de Birkhoff,
résonances séculaires

2.1 Méthode perturbative

Dans cette section, on présente le choix du mode d’approche du probleme, c’est-a-dire la
méthode de perturbation qui va étre mise en oeuvre. On rappelle que toutes les études qui
vont suivre concernent le probleme séculaire a ’ordre 1 du rapport des masses. On va, dans
les chapitres suivants, pour éviter des lourdeurs d’expression, noter les nouvelles variables
séculaires (A, A, Ty Ty Yy Um) comme les anciennes (A, A, z, T, y, 7).

2.1.1 Les variables actions-angles

Certaines des variables du probleme considéré sont plus importantes du point de vue
dynamique : les excentricités et les inclinaisons ont un role clef dans la stabilité du systeme.
En effet, quand les excentricités et inclinaisons sont proches de zéro (cas des conditions initiales
et plus généralement du domaine de stabilité que I’on va considérer), on a
%ej exp(iw;)

— (2.1)

A .
y; ~ 7”;‘ exp(i€2;)

l‘jN

et les valeurs des excentricités et inclinaisons vont avoir un effet direct sur la dynamique du
systeme en donnant une valeur plus ou moins grande a la perturbation hy (1.28). D’autre part,
grace a la parité en les variables z, y du hamiltonien hg, le point z; = y; = 0 est un point fixe
elliptique du systeme séculaire (voir section 2.2). Il correspond a des orbites planes (I; = 0) et
circulaires (e; = 0). De maniere a faire une séparation nette entre les variables d’excentricité,
d’inclinaison d’un coté et de longitude du périhélie et du noeud de 'autre coté, on définit
les variables actions-angles du systeme. La transformation suivante est symplectique, pour
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T Joj = T;T;

—ii‘j . d)x,j = arg(xj) (22)
Yj Jyi = YiY;

—if; by, = arg(y;)

Les variables J,, Jy, ¢, ¢, sont appelées coordonnées polaires symplectiques. Les variables
Jz, Jy sont les actions et les variables ¢, ¢, les angles.

2.1.2 Qu’est-ce qu’on veut au juste?

On veut démontrer des résultats de stabilité dynamique du systeme, limiter la part chao-
tique des trajectoires. Un premier résultat s’obtient tres facilement grace a l'invariance du
moment cinétique en considérant le probleme non réduit. La norme du moment cinétique,
dans le plan invariant est

n

Com S0 — a5 Py D) = S — Ty — ) (2.3

J=1 J=1

Donc chaque action est majorée par 327 Aj — C, = Jy,. On peut en déduire, en I'ab-
sence d’une résonance en moyen mouvement, une majoration des excentricités et inclinaisons

séculaires :
Aj(1 =1 =€}) < Jpaw et Ajy\/1 —€5(1 —cos ) < Jpae (2.4)
D’ou
€jmar = V1 = (1= oo/ Ng)? et I, = arccos(l — Jnao/ (Ajr/1 — €;2,,,)) (2.5)

A titre d’exemple, on trouve comme majoration des excentricités et inclinaisons de Jupiter
(planete 1) et Saturne (planete 2) dans le probleme SJS :

rmar = 0,0605  €g,0n = 0,048 i1 ,0w = 3.4T°  igy0p = 5.45° (2.6)

ce qui empeche d’avoir une collision entre les planetes pour le systeme séculaire car on a
a1(14€1maz) < a2(l—e€9,,,,)- Mais cette assurance que ce systeme ne produira pas de collisions
ne donne aucun renseignement sur la dynamique, chaotique ou prévisible, du systeme. On va
essayer d’obtenir des résultats de stabilité pres du point fixe elliptique (x = y = 0). Cest-a-
dire, en pratique, de pouvoir borner la diffusion des variations des actions et des angles par
rapport a une solution quasi-périodique ou, si ce n’est pas possible, au moins de borner la
diffusion des actions par rapport a un tore fixé (J, = J,(0) et J, = J,(0)).
Le hamiltonien hg du probleme se développe en une série

ho = Hy + ) Hy (2.7)

k>2

Ou Hy, est la partie de hy d’ordre k en les excentricités et inclinaisons. A partir de maintenant,
on note H = hy. Dans le cas d’un systeme planétaire, comme on reste dans une zone de
I'espace des phases proche du point fixe grace a des majorations du type (2.5), le terme Hy
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a tendance a étre supérieur aux autres termes Hy. C’est de plus en plus vrai a mesure que
I’on se rapproche du point fixe elliptique. On va essayer tout d’abord de trouver un nouveau
systeme de variables actions-angles tel que la partie Hs s’exprime, dans ces nouvelles variables,
en fonction des nouvelles actions seulement. De cette maniere, on met alors le systeme sous
la forme (1.5) ou le hamiltonien Hy exprimé dans les nouvelles variables joue le role de
H;,;. Cette transformation, appellée diagonalisation du systeme linéaire est développée dans
la section suivante (2.2) ou on prouve que Hs est une application linéaire en les nouvelles
variables J. Les nouvelles variables actions-angles sont notées .J;, ¢; pour 1 < j < 2n et
les nouvelles variables cartésiennes associées sont z;, —iZ;. On définit le domaine suivant :
A,={ze€C™ /V1<j<2n, |z|<pt={2e€C™/V1<j<2n J;,<./p} Le résultat
suivant nous donne une indication sur la stabilité du systeme en établissant une majoration a
la diffusion des nouvelles variables action-angle .J, ¢ par rapport a la solution quasi-périodique
donnée par le seul hamiltonien Hs diagonalisé, dans un domaine proche du point fixe :

Lemme 1 Soient €,t,,,, deux réels strictement positifs. Alors, il existe un réel strictement
positif py tel que si les conditions initiales z(0) appartiennent a A, alors on a, pour1 < j < 2n
et pour tout t tel que t < t,00,

701 < 2301+ 0 29)
6,0) [ T20) 1+ 6,(0) ] < e 29)

Démonstration 1 On note .J le vecteur de R*" représentant les nouvelles actions .J;. Soient
€, tmay deux réels positifs strictement. On définit les fonctions M; : Rt — R* et My : RT —
R* suivantes :

OH
M;(r) = max sup |— (2.10)
=120 A, 0@,
O(H — Hy)
My(r) = o sup |7 2.11)
k) r ]

On a jj = 0H/0¢; et éj = —0H/0J;. Comme H, ne dépend que des nouvelles actions J,
quand J tend vers zéro, on a 0H/0¢; = O(J?) et donc M;(r) = O(r*) quand r tend vers
zéro. D’autre part, comme H, est une application linéaire en les variables J, 0H,/0J; est
une constante et on a O(H — Hy)/0J; = O(J) quand J tend vers zéro. Il existe donc un
réel strictement positif ro tel que si r < ry, on a M;(r) < min(r?/(2tmaz), €72/ (4tmaz)) et
My(r) < €/tmas- On applique alors le théoreme des accroissements finis sur le domaine A,,.
Sur ce domaine on a |J;| < 12/(2tmas). Alors, si 2(0) € A,y 2, On a | J;(1)] < |J;(t) — J;(0)] +
|J;(0)| < (13 )/ (2tmaz) +78/4 et donc pour tout ¢ tel que t < tyn40, on a |J;(¢)] < (3/4)r3 < ri.
Alors, en prenant py = /2, si on a z(0) € Ay, on a |J;(t) — J;(0)| < epj pour t < tyge. Et
donc |J;(t)] < p3(1 +¢€). On a ¢; — OH2/0J;(J(0)) = —0(H — Hs)/dJ; ( 0H2/dJ; est une
constante indépendante de J). Donc, sur A, |¢;(t) — (0H2/0J; t+ ¢;(0))| < €t/tmaq. Pour
t < tmaz, on a donc |¢;(t) — (0H2/0J; t+ ¢;(0)) <e. &

Donc, en se restreignant a un domaine suffisamment proche du point fixe elliptique, on arrive
a borner la diffusion de notre trajectoire par rapport a une solution quasipériodique sur un
temps quelconque mais fini. Cependant, pour le probleme SJS, en prenant € = 1072 et ¢,,0, = b
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milliard d’années, le domaine trouvé est trés petit (voir I’étude menée a la section 4.1.3). On
est donc obligé de construire des variables qui vont avoir une diffusion plus lente pour pouvoir
appliquer un théoreme ou des majorations utilisant de méme le théoreme des accroissements
finis sur un domaine plus grand, qui contiendra si possible les conditions initiales réelles de
Jupiter et Saturne (la fonction M (r) sera alors beaucoup plus petite). Le premier pas dans
cette voie a été d’effectuer la diagonalisation du systeme linéaire. La variation des actions J
est en effet beaucoup plus faible que la variation des anciennes actions J, et J, pres du point
fixe elliptique (On a J = O(J?) et J,, Jy = O(J) pres du point fixe elliptique. L’idéal serait
ensuite la construction de nouvelles variables canoniques (jj, QNSJ) telles que le hamiltonien dans
ces variables ne dépende que des actions (on aurait alors M (r) = 0 pour tout 7). On aurait
un comportement quasi-periodique sur I’ensemble de I'espace des phases et une diffusion nulle
sur un temps infini. Comme I’a remarqué H. Poincaré, ce n’est théoriquement pas possible car
les séries considérées, définissant les transformations, divergent sur n’importe quel ouvert de
I'espace des phases, méme tres petit et proche du point fixe elliptique (voir Morbidelli, 1994).

Pour avoir un résultat de stabilité en temps infini, il faut appliquer un théoreme de type
KAM. L’application de ce théoreme au probleme de trois corps est déja tres difficile et a été
réalisée pour le probleme SJS par U.Locatelli et A.Giorgilli (Locatelli et Giorgilli, 2000). Un
résultat de ce type est tres fort et donne un renseignement, géométrique et qualitatif, tres
important mais sur une partie tres restreinte de l'espace de phases (pour chaque valeur des
conditions initiales, la mise en oeuvre des méthodes perturbatives liées au théoreme KAM
varie). Notre étude est plus quantitative, sur un domaine plus grand de ’espace des phases
sur lequel on estime la diffusion des variables par rapport a une solution réguliére pendant
un temps fini mais assez long. De plus, ’étude menée dans (Locatelli et Giorgilli, 2000) ne
donne aucun résultat sur la variation des angles : seules les actions sont confinées entre deux
tores de l'espace des phases. Notre étude permet de majorer la diffusion des actions et des
angles et donc la diffusion des trajectoires de notre probleme par rapport a une trajectoire
quasipériodique pendant un temps fini.

Dans ce but, on utilise la méthode suivante : méme si la construction de la forme normale
de Birkhoff ne converge pas, on peut commencer a construire des variables J, cest & dire
construire une forme normale de Birkhoff jusqu’a un ordre donné. On a alors un systeme de
variables tel que

H(J,¢) = N(J) + R(J, ) (2.12)

Si R est suffisamment petit (en pratique R = O(J™) pres du point fixe elliptique, ot m est
un entier aussi grand que possible) sur un domaine de ’espace des phases (par exemple un
ensemble du type A,), on peut prouver de la méme maniere que par le lemme (1) que pour
toute durée finie inférieure a un temps ¢, les coordonnées (j, ¢~)) sont proches de la solution
quasipériodique définie par le hamiltonien H(.J, p) = N(j) Si t est de l'ordre de 'age du
systeme solaire, on obtient ainsi la stabilité effective du systeme. En fait, on verra qu’en
appliquant cette méthode au probleme SJS, pour que t soit de I'ordre de I’age du systeme
solaire, on doit se restreindre a un plus petit domaine de ’espace des phases ou les excentricités
et inclinaisons sont plus faibles que celles du systeme réel. On obtient plus facilement, sur
un domaine plus vaste et comprenant les valeurs réelles des conditions initiales de Jupiter-
Saturne, une borne & la diffusion des actions J mais en perdant tout renseignement sur les
angles é, on retrouve alors un résultat de confinement du méme type que celui de (Locatelli et
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Giorgilli, 2000) mais en temps fini. Dans les sections suivantes, on va développer ces méthodes
et mettre en évidence ’apparition de problemes dus aux résonances séculaires.

2.2 Diagonalisation et résonances séculaires

2.2.1 Cas général de n planetes

Le hamiltonien hy est de la forme

hg - H2 + Z HZk (213)

k>2

La premiere étape de la construction de la forme normale de Birkhoff est la diagonalisation
du systeme linéaire (défini par le hamiltonien Hj seul). On recherche de nouvelles variables
z; (1 <j <2n) (et des variables action-angle .J;, ¢; associées) définies par une transformation
linéaire des variables de Poincaré séculaires telle que la partie de degré deux du hamiltonien
dans les nouvelles variables H;» ne dépende que des nouvelles actions J;. La partie Hy du
hamiltonien est une forme quadratique en les variables canoniques réelles (§;, 7;, pj, ¢;) définies
par la transformation symplectique (£, = v/2 Re(z;), n; = —v2 Im(z;), p; = V2 Re(y;)
et ¢ = —v2 Im(y;) pour 1 < j < n). On peut alors théoriquement diagonaliser cette
forme quadratique dans une base symplectique (Robutel, 1993) et prouver que l'origine du
probleme séculaire est un point fixe elliptique. Toutefois, dans le cas général de N corps,
on n’obtient pas d’expression explicite de cette transformation et la diagonalisation est alors
réalisée numériquement. Néanmoins, on peut obtenir certains renseignements sur les valeurs
propres du systeme linéaire. En particulier, on remarque qu’une des valeurs propres du systeme
est nulle ce qui s’explique par 'invariance du moment cinétique. En effet, les composantes du
moment cinétique sont, dans les variables de Poincaré séculaires données par les équations
(1.12,1.11) et si on considere le probleme linéaire (défini par Hy seul), a l'ordre 1 en x,y, C4
peut étre exprimé comme une relation linéaire entre les variables y, C} :

Cl=>"ui/A (2.14)
7j=1

La fonction 3%_; y;1/A; est donc une intégrale premiére pour le probleme linéaire. Ce systéeme
linéaire a donc une valeur propre nulle. Comme ce systeme est diagonalisable, si on utilise des
nouvelles coordonnées canoniques z = (21, 29, ..., 22,), définies & partir des coordonnées z,y
par une transformation linéaire orthogonale telle que 2z, soit le vecteur propre

Zon = Zyj\/Kj/ > Ak (2.15)
j=1 k=1

et pour lesquelles le probleme linéaire est diagonalisé, on a Z3, = 0. On note les valeurs propres
de ce probleme par vy, vs,...,, et on fixe donc vy, = 0. Le fait que le probleme séculaire
(a tout ordre des masses, puisque C garde cette forme pour tout ordre de moyennisation)
possede cette fréquence nulle est un résultat bien connu. Une autre relation moins connue,
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existe entre les fréquences séculaires, pour la sécularisation a l'ordre 1 du rapport des masses :
la relation dite de ”trace nulle” vy + vs + ... + 1o, = 0 remarquée par M.Herman (Abdullah
et Albouy, 2000). Toutefois cette relation n’est pas, comme la précédente, liée & une intégrale
premiere du probleme. En effet, cette relation n’est plus vérifiée si le potentiel newtonien
qui est une fonction en 1/A est remplacé par un potentiel en 1/A® avec a # 1 (A est la
distance mutuelle des deux corps s’attirant) alors que, dans ce cas, les intégrales premieres
liées a la quantité de mouvement et au moment cinétique restent les mémes. De plus, la
relation de trace nulle n’est valable que pour le probleme séculaire a ’ordre un du rapport
des masses. Néanmoins, pour le probleme séculaire a I'ordre un des masses, ces deux relations
entre les fréquences sont valables pour toutes valeurs des demi grands axes, des masses ou
de la constante d’attraction universelle. Ces deux relations rendent le probleme résonant.
On va voir qu’elles peuvent empécher la construction d’une forme normale de Birkhoff. On
montrera méme que, dans le cas de trois corps, la construction n’est pas possible au degré dix
en les variables z, des termes résonants apparaissant dans la forme normale a ce degré. On a

finalement
2n

Hd,g = Z vj ngj (216)
j=1
En effectuant un changement en variables polaires symplectique : z; = ,/Jjewi, le hamiltonien
s’écrit donc comme

H=Hys(J1,...,Jon) + > Hyop(J, 9) (2.17)
k>2
Les variables J; sont appellées actions et les variables ¢; les angles du systeme diagonalisé.
La dynamique du seul hamiltonien Hy o est tres facile a étudier, les variables Jy, ..., Jy, sont
constantes et les angles ¢; ont une variation linéaire. Pres du point fixe elliptique, le second
terme de (2.17) est pris comme une perturbation du systéme linéaire : on va essayer de réduire
cette perturbation en construisant une forme normale de Birkhoff (section 2.3).

2.2.2 Cas de trois corps

Dans le cas de trois corps, on va expliciter cette diagonalisation. La partie de degré deux
du hamiltonien s’écrit de la maniere suivante :

H, — 2C5(a) 202 ) 03( )x1f1+03(a)x2:z2
VA A2 VA A2 (2.18)
Cs(a) Cs(a ) C3(e)  _ C3(a)

Y1Yo + —F/—— — — Y1 — —— Y2l
w/AIA2 \/AIAZ Ay Ao

ol o = ay /ay est le rapport des demi grands axes (constants dans le probleme séculaire) et Cy
et C3 sont des constantes dépendant de ce rapport (Laskar et Robutel, 1995). Les expressions
génériques du hamiltonien tronquées au degré quatre sont fournies dans I'annexe E.
3 0 1 1 1

Co(a) = g bg/)Z(a) - (Z + 102)55/)2(@)

(2.19)
1

4

Cs(0) = za by ()
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Ou bgf) est le coefficient de Laplace. On recherche alors une transformation canonique linéaire
qui diagonaliserait le systeme linéaire engendré par H,. Comme on a

Hy = Hj (21, 22, 21, T2) + Hay(y1, Y2, Y1, Y2) (2.20)

on recherche en fait deux transformations linéaires indépendantes qui diagonalisent séparément
les variables x et y. Hy, est défini par la forme quadratique suivante :

0 0 03(04) CQ(O[)
2\, \/A1A2
_ I ANy 2 Ty
HQ,.’L' — (1'1;1'2,1'1,1'2) 03(06) 02(04) 0 0 I (221)
2A1 \/AIAZ i‘g
Co(a)  Cs(a) 0 0
\/A1A2 27,
On définit A, la matrice 2 x 2 réelle symétrique suivante :
03(04) CQ(O[)
2A
AI _ 1 \/A1A2 _ Ay b:v (222)
CZ(a) C3(Oé) b:v &
\/A1A2 2A,

On recherche donc une matrice 2 x 2 réelle M, définissant les nouvelles coordonnées telle que

()=o)

et telle que le systeme linéaire, dans les variables 2y, zo soit diagonalisé. On a alors, pour les
variables conjuguées complexes, (71, Z3) :

(5)=(3)

Pour que ce changement linéaire de variables soit canonique il faut que M, =" M (Laskar,
1989b), donc que M, soit une matrice orthogonale. On pose

(2.23)

(2.24)

[ cos(f;) —sin(6,)
M, = ( sin(f;)  cos(f,) (2.25)
On veut donc que *M, AM, soit diagonale ce qui est vérifié pour
1 %, 1
6, = —arctan( ) = —arctan (2.26)
2 Oy — Cx 2

( A402 - )
e
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Cette expression permet de prouver que la matrice du changement de coordonnées ne dépend
que des masses et du rapport des demi-grands axes séculaires. On réalise la transformation
M, diagonalisant H,, d’'une maniere similaire : les variables z3, 24 sont associées aux variables
Y1, Y. La matrice M, (qui ne dépend de méme que des masses et du rapport des demi-grands
axes séculaires) a une expression simple en fonction de Ay, A :

1 VA VA
M, = —— 2.27
T [ U (227
On obtient donc, pour le degré deux du hamiltonien, le systéeme diagonalisé,
Hd,g = V1 21721 + Vo Z2%2 + V3 2323 + V4 2424 (228)

Avec les relations suivantes sur les fréquences :

{ vy =10 (2.29)

1/1—|—l/2—|—l/3:0

Les nouvelles actions .J; sont donc constantes si on considere seulement le probleme linéaire
et ont une diffusion de 'ordre de la valeur des excentricités et inclinaisons a la puissance
quatre dans le cas général lorsqu’on est pres du point fixe elliptique : elles sont, en premiere
approximation, des intégrales premieres du systeme.

Remarque 2 Les nouvelles variables z; ont une signification physique différente, moins claire
que les anciennes variables (1, x2,y1,y2) : elles sont la combinaison linéaire d’excentricités
et de longitude du périhélie des deux planétes pour certaines (j = 1 ou 2) et d’inclinaisons
et longitude des noeuds pour les autres (j = 3 ou 4). Ces variables ont par contre un sens
dynamique important et on peut définir des éléments elliptiques dits ” propres” qui leur sont
associé en se servant des formules définissant les variables de Poincaré (1.7).

2.3 Construction de la forme normale, résonances

2.3.1 Construction formelle de la forme normale de Birkhoff

Une étude détaillée de cette méthode est fournie dans (Koseleff, 1993). Les notations que
I’on va utiliser ne sont toutefois pas tout a fait les mémes que dans ce travail et sont empruntées
aux notes de cours de DEA de J.Laskar. Dans le but d’obtenir des nouvelles variables plus
proches d’intégrales premieres du systeme que les variables Jy, ..., Jo,, on construit degré par
degré une forme normale de Birkhoff en partant de la série calculée : Hy = 3,51 Hgop, s'ex-
primant dans les variables z;, Z;. On cherche & calculer un changement de variable canonique
(2,7) = ¢(z, 2)" tel que H le nouvel hamiltonien soit la somme de deux parties : une partie N
ne dépendant que des actions J et un reste qui dépendra de toutes les variables. Pour cela, on
construit degré par degré un changement de variables canonique proche de l'identité, défini

'Par la suite, 2 = (%1, 22, . .., Zan)
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par le flot au temps 1 d’'un champs de vecteurs issu du hamiltonien W que ’on va calculer
degré par degré. Ce flot Z(e) est défini par le systéme différentiel suivant :

dz N
{ ac P (2.30)
2(0) =z

Ou DW est la différentielle de la fonction W. La solution de cette équation donne, pour € = 1,
les nouvelles variables Z en fonction des anciennes variables z.

z = T(l)(z)
{ = Th () (2.31)

Ou Ty et T(3) sont les changements de variables inverses. On a

d 0 ofdz 0 0
%f(,%, €) = Ef(i, €) + a—];d—i = &f(,%, €) + a—JZjJDW(Z, €)
0
Et dans le cas d’une fonction f indépendante de e,
d
—f(2) ={W, f}Z) = [Lw (N)](Z) (2.33)

de

On note les opérateurs de changement de variable T(.) et T, tels que [T{ f1(2) = foTiy(2) =
f(2) et [T¢ f1(2) = foT{,)(2) = f(2). Les opérateurs T et T(; sont inverses I'un de l'autre
et on a TinTy) = T T = Id. On recherche I'équation différentielle vérifiée par 'opérateur
T -

d d

ST /() = =) = [Ew(DE) = Ew(Tw) = Tolw() (234)

Cette relation étant verifiée pour toute fonction f , on peut obtenir des relations algébriques
sur les opérateurs T{) et T(*E). On pose Ty = X0 €T, T(*E) = Ym>o€ 1, et W =
Y om>0 € Winy1. Les relations algébriques définissant les opérateurs sont les suivantes :

1

Tn = X Tmeg © L, (2.35)
TO == Id
Et, d’autre part, en dérivant T(E)T(*e) = Id on trouve
= —— o
m m —9=1 Wq m—q (236)
Ty =1Id
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Finalement, on a

H(Z) = Hy(2) = Hy(T()(2)) = T}y Ha(2) (2.37)

On a donc H = T(*I)Hd et de méme H; = T(I)FI. La construction de W se fait degré par
degré. On cherche un hamiltonien W tel que le flot au temps 1 engendré par ce hamiltonien
nous donne de nouvelles variables dans lesquelles le hamiltonien H est plus simple. L’idéal
serait d’obtenir un hamiltonien H intégrable. Le degré 2 étant déja intégrable, reste inchangé
et on a Hy(%,2) = Hyy(%,2). On a, & chaque degré de normalisation m (m pair), I’équation
suivante, dite équation homologique :

m—2 m—3
Hy =3 Ty (Him—p) = Y Ty (Ham ) + Tpo(Haa) =
p=0 p=0
m—3 m—
S T (i) Z L, 0 Ty (i) + —— L, (W a)  (2389)

A chaque degré de normalisation m, on choisit donc un hamiltonien W, » qui donnera l'ex-
pression du nouvel hamiltonien H,,. Pour m impair, les différentes fonction Hy,, Wy, T}y, et
H,, sont nulles. On note

HMS

m—3 1
Ty (Ham—p) — mLWk o Ty o (Haa) (2.39)
k=1

On voudrait obtenir si possible & chaque étape un hamiltonien H,, nul. Dans ce but, on
considererait I’équation

Lig,(Win_) = —(m —2) Sp, (2.40)

et on inverserait l'operateur L de maniere a obtenir W, ». Mais cet opérateur n’est pas
inversible. En revanche, il est diagonal dans la base canonique de I’espace vectoriel des poly-
nomes des variables (2;, Z;). On a, en effet,

2n _ 2n 2n
~kj =k;j 7 ~k; ~k
LHQ(H ZjJZj ) = [Z(k}] — kj)l/j] Z ]Z (241)
j=1 j=1 j=1

A chaque étape, on est obligé de garder les monomes résonants qui sont dans le noyau de Ly,

qu’on ne peut éliminer, dans H,, (le_m définition d’'un monome résonant est qu’il appartient a
Ker(Lg,), ¢’est a dire que 33" (kj—Fk;)v; = 0). On élimine les autres monomes en construisant
Win—o. Il apparait alors, dans le hamiltonien W et donc dans le changement de variables, le
diviseur non nul 37, (k; — k;)v; : si S = Sp jpjem s6(A) T2 2 Jz alors on a

(m - 2) Sk 2n ~k; =k

Woo= Y —ig——— [[5% (2.42)
B S )
=1
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2.3.2 Reésonances

On définit le module M (v, ..., vn) = {(k1,..., kn) € 2"/ 30 kju; = 0} SiM (v, ..., vp) =
{0}, alors les fréquences sont dites non résonantes. Si M (v, ...,v,) # {0} alors les fréquences
sont dites résonantes. Parmi les monomes qui vont rester dans H,, apres la normalisation au
degré m, on va établir une distinction : certains monomes appartiennent a Ker(L ) quel
que soit le module M (v, ..., v,) et méme si celui-ci est nul (fréquences non resonantes) Ces
monomes sont tels que pour tout j on a k; — I%j = 0. On a alors

1:"[ ' f 1:”[ (252;) ki — H J (2.43)

Ces monomes ne dépendent donc que des actions et les conserver dans la forme normale ne
pose pas de probleme : ils définissent un hamiltonien intégrable. Comme 2y, est associé a
une fréquence nulle (vy, = 0) (voir section 2.2.1), un de ces monomes dérivé par Zo, ou Zo,
reste un monome de Ker(Ly,)). En effet, par ces dérivations, on ne change dans (2.41) que
les valeurs de ks, ou ko,. On note F; le sous-espace vectoriel de tous ces monomes (tels que
k; = lEj) et de leur dérivée par rapport aux variables zy,, Zo, (ceci pour donner un sens aux
remarques de la section a venir (2.4)). Comme nous sommes dans le cas M (v,...,1v,) #0 a
cause des relations de trace nulle et de fréquence nulle (section 2.2.1), il y a d’autre monomes
(qui dépendent des angles) dans Ker(L,), venant des relations entre les fréquences. Leur
expression générique est, comme ces monomes doivent vérifier les relations de d’Alembert :

Nzl

2n— 2n—

2n
II1z%1% [ H Voom I H ot (2.44)
7=1

ol ki,...,kon, [, sont des entiers et tels que [ # [. On définit Fi; le sous-espace vectoriel
engendré par ces monomes et leur dérivée par rapport & Zs, ou Zs,, qui ne dépendent donc
pas seulement des actions mais aussi des angles. I'; et Fz sont alors inclus dans Ker(Ly,)) et
en somme directe. On note alors

Ker(Lg2) == F[@Fg@FO (2.45)

ou Fp représente I'espace vectoriel engendré par les autres monomes résonants qui viennent
d’autres relations k.v = 0 entre les fréquences. Dans tous les cas on peut construire une forme
normale résonante, contenant les monomes de Ker(L 7, ) mais le hamiltonien H dépend alors en
général des angles et les méthodes de perturbations mises en oeuvre sont alors moins efficaces
(Giorgilli et al., 1989). On va donc essayer de construire une forme normale non résonante.
Dans ce cadre, le cas idéal est alors Fp = {0}. Dans ce cas, les seules résonances, inévitables,
proviennent de F7 et Fg, et il n’existe pas d’autres relations simples entre les fréquences
séculaires. On espere alors construire une forme normale non résonante : les termes venant de
Fr ne génent pas (ils dépendent seulement des actions) et les termes dans Fi; ne sont peut étre
pas présents dans ’équation homologique. L’objet des études qui vont suivre est de répondre
a cette question. La construction de la forme normale se fait pas a pas et, a chaque étape,
nécessite une vérification : y-a-t-il des monémes résonants ”génants” (qui appartiennent a Fg)
dans le second membre de 1’équation homologique qui empécheraient la construction d’une
forme normale non résonante? On peut donner facilement un premier résultat :
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Lemme 2 Le second membre Sy ne contient pas de monome résonant de Fg pour tout k
inférieur strictement a 4n — 2 (n est le nombre de planétes du systéme). On peut donc con-

struire une forme normale jusqu’au degré 4n — 3.

Démonstration 2 Le degré du monome (H?Zf?j)é%“l ou de son conjugué est égal a 4n—2.

Il n’y a donc pas de monomes de F; de degré inférieur a 4n — 2 et donc pas de monomes de
I dans S, pour m < 4n — 4.

A partir du degré 4n — 2 (du degré 6 pour trois corps), on doit vérifier si, & chaque étape
de normalisation, des monomes résonants de F; apparaissent dans le second membre de
I’équation homologique. On va, dans la section suivante, proposer une méthode pour tester
I’apparition de ces monomes résonants.

Remarque 3 On a construit, grace au manipulateur algébrique TRIP, des procédures per-
mettant le calcul effectif des W), (par la procédure présentée dans I’annexe C) en partant du

hamiltonien ainsi que d’autres procédures permettant de calculer T(*l)( f) ou T(yy(f) pour des

fonctions f et f données. Une procédure type de calcul des Wy, et du nouvel hamiltonien H
est donnée dans ’annexe C.

On constate, pour trois corps (n = 2), en construisant numériquement cette forme normale
grace aux procédures TRIP, que ces monomes résonants ne sont pas présents dans les seconds
membres de degrés quatre (ce qui s’explique par le précédent lemme) mais aussi de degré six
et huit ce qui permet de construire une forme normale de degré huit. Ils apparaissent dans
I’équation homologique de degré dix empéchant donc la construction d’une forme normale non
résonante a cet ordre et aux suivants. Dans les paragraphes suivants, on s’attache a essayer
d’expliquer ces faits par une étude plus précise du second membre de I’équation homologique.

2.4 Etude du second membre de I’équation homologique

On va, en se servant de l'invariance de l'intégrale C, obtenir des renseignements sur
le second membre de I’équation homologique. De la méme maniere que l'invariance de C,
empeche des termes d’apparaitre dans le second membre de I’équation homologique (relations
de d’Alembert), on espére que l'invariance de C; va empécher des monomes de F; d’apparaitre.

2.4.1 Moment cinétique

Les composantes du moment cinétique sont, dans les variables de Poincaré séculaires,
données par (1.11,1.12). On exprime ensuite C; et C, dans les variables diagonalisées (z;, Z;).
Comme la diagonalisation fait intervenir une transformation orthogonale, I’expression de
I'intégrale C', est la méme dans ces nouvelles variables :

n 2n
C.=3 A=Y |5 (2.46)
j=1 j=1

Par contre, la diagonalisation ne conserve pas la forme de l'intégrale C; : on note C; =
>m>0 C7™1 ou CF est un polynome homogene de degré k en les variables (2, Z;). Les com-
posantes du moment cinétique sont invariantes par le flot du hamiltonien. Donc {Hy, C1} = 0,
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{Hy4,C1} = 0 et {Hy,C.} = 0. De ces égalités découlent des contraintes sur les coefficients
du hamiltonien. Par exemple, de {Hy, C,} = 0 découlent les relations de d’Alembert qui
sont donc toujours valables pour le hamiltonien diagonalisé. On va montrer que les relations
venant de {Hy, C1} = 0 et {Hy,C1} = 0 permettent en annulant certains monomes du second
membre de I’équation homologique d’expliquer le fait que 'on peut construire la forme nor-
male jusqu’au degré 4n — 2 et d’obtenir un critere beaucoup plus efficace pour décider de la
constructibilité de la forme normale de Birkhoff. La relation {H,, C1} = 0 est vraie sur tout
I’espace des phases et comme Hy et C sont analytiques, cette égalité est valable degré par
degré. On a donc

{Hd72, Cll} — 0
{Hga, C1} +{Hy2,C7} =0
{Hae,Cl} + {Haa, C7} + {Hap, C7} =0
{Hag, C1} + {Hag, C7} + {Haa, C7} + {Hy2,C{} =0
ete. ..
{ ka:/f{Hd,zk, CpHt =0

(2.47)

Ou m est un entier naturel pair. Comme C’l1 = €122, OU ¢; est une constante, la relation de
fréquence nulle s’explique facilement par le fait que {Hyo,Ci} = 0.

2.4.2 Le second membre de 1I’équation homologique

On cherche a avoir des renseignement sur le second membre S, de degré m de I’équation
homologique (2.39). On utilise I'invariance du moment cinétique et le fait que les opérateurs
T, T* conservent le crochet de Poisson de deux fonctions :

T"({Ha, C1}) = {T"(Ha), T*(C1)} = 0 (2.48)

Pour une série f des variables z (respectivement f en les variables ?), on définit [f]; la partie
homogene de degré k de f en les variables z (respectivement [f]; en les variables Z). Si on
découpe alors la série T*({Hy, C1}) (exprimée dans les nouvelles variables z) degré par degré,
pour le degré m — 1, on obtient :

S {7 (HY [T, s} = 0 (2.49)

k=2,k pair

En remplagant dans cette égalité, les termes connus on obtient alors, sachant que, au degré
k, Hy = [T*(Hy)|g, 'égalité suivante qui va nous permettre d’exprimer le second membre de
I’équation homologique :

(o [T(COly b+ 3 AT (O )+
+{Sm — ﬁLWM(fL), Ci}=0 (2.50)
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Pour qu’une simplification intervienne, on exprime le premier terme de cette équation par le
développement suivant :

m—2

[T (COlr = > TE(CTHH)

k=0,k pair

——Lw,,_,(C}) (2.51)
— m — 2

J

m—4 i o m—3 1 i 1
= >, ey £) — > 2LWk' o Ta i (C1) —
k=0,k pair k=1 M

Rm—l

Le terme R,,_; ne dépend que des CF et des W), pour h < m — 3. Il ne dépend donc pas de
Win_o. En utilisant (2.50), on obtient donc ’équation suivante, verifiée par le second membre
de I’équation homologique :

m—2
{CL,Sny = > {He [T (CV)]pgir}
k=4,k pair
I 1 ] 1 1 ] 1
+{H27 Rmfl} - 7{H27 {Wm*% OI}} - 7{{Wm*27 H2}7 OI} (252)
m— 2 m— 2

En utilisant I'identité de Jacobi et le fait que { H,, C1} = 0 (2.47), on obtient { Hy, {W,,_», C1}}+
W, o, Hy},Cl} = {W,, 5, {H,C{}} = 0. On obtient finalement 1'égalité fondamentale
suivante : ,

{CL,Sn} = > {Hu[T(C)] gy} + {Ho, Ry} (2.53)

k=4,k pair

Cette égalité donne des renseignements sur le second membre de I’équation homologique pour
le degré m et elle ne fait pas intervenir Wy, ». On a le méme type d’égalité en remplagant
C par C;. C’est-a-dire qu’on a le méme type d’égalité avec les C]". On rappelle d’autre part
que, comme Cl = ¢; 29, dans les coordonnées issues de la diagonalisation, alors

(C1.5,} = ¢ 2om
aZ2n

3 oy (2.54)
{017Sm} =G aZ2n

Si il y a des monomes résonants de Fi; dans S, alors ils apparaissent dans {C], S,,} sous la
forme de dérivées de

2n 2n—1 2n—1 _
I 121" [CI 20z, 1 ICIT z)zn 'Y (2.55)
j=1 j=1 j=1

par rapport a Zp,. Cette remarque légitime les définitions de Fj et Fi; incluant les dérivées des
monomes par rapport a zs, ou Zs, (voir section 2.3). On se sert de la relation fondamentale
précédente (2.53) pour tester si il y a des monomes résonants apparternant a F; dans le second
membre et donc pour déterminer la constructibilité d’une forme normale non résonante degré
par degré.
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2.4.3 Considérations générales sur les termes de {C},S,,}
le terme {ﬁg, R, 1}

Lemme 3 Pour tout m entier pair et non nul, {.FIQ,Rm_l} ne contient pas de monomes de
Fg.

Démonstration 3 Comme l'opérateur Ly, est diagonal, si un monome de {f{g, R, 1} ap-
partient a Fg, il vient d’'un méme monéme dans R,,—; mais le crochet de Poisson de ce
monome de R,_; par Hy est nul car ce monéme appartient & Ker(Ly,) (Fg est inclu dans

Ker(Lg,)). Il n’y a donc pas de monomes résonants dans {Hy, R }. ¢

le terme générique {Hj, [T*(C})],}

Lemme 4 Si, pour h un entier impair [T*(C1)],} contient des monomes de Fg alors pour
tout k entier pair et non nul, {Hy, [T*(C1)],} en contient. Reciproquement si [T*(C1)],} ne
contient pas de mondmes de F¢ alors {Hy, [T*(Ch)],} non plus.

Démonstration 4 Les sous espaces vectoriels F7 et F sont stables par application linéaire
Ly, . En effet, exprimés dans les coordonnées polaire symplectiques (J;,¢;), Hr ne dépend

que des coordonnées J;. Donc, pour un polynome P en les variables Z,

. 0 9H, OP
(H,, P} =Y —F — (2.56)
=1 0J; 00,

Et 8P/8gz§J contient les méme mondémes que P (sauf les monomes ne dépendant que des
actions J) et 9H,/d.J; ne dépend que des variables J. Plus précisément, F; C Ker(Lj i,) et si

un monome de Fg est dans P, alors il se retrouve dans 8P/8gz5j, multiplié par un polynome
ne dépendant que des actions et il donne donc des monomes résonants dans {lflk, P}. De plus,
la reciproque est vraie : si un monome de F est présent dans {f[k, P} alors il y avait un
monome de F dans P.

Par ce lemme, il suffit d’étudier les termes [T*(C1)],. Si h est le premier entier pour lequel
[T%(C4)],, contient des monomes de Fg; alors {Hy, [T*(C1)],} en contient aussi. De maniere &
savoir si des termes résonants apparaissent, on cherche a expliciter le terme [7*(C)],,

m—1

[T(C)],, = D T k(C)mk
k=0
m—2 1 m—2 1
=07+ Y T (07 F) — —— Z Ly, o T*p_1-4(C}) — ——{W,,,C} (2.57)
k=1 m — g=1 m—1

Parmi les termes de [7(C})],, on peut montrer facilement que certains ne contiennent pas de
termes résonants appartenant a Fg.
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Le terme CT"

Lemme 5 Pour tout m, C" ne contient pas de monodmes résonants de Fg.

Démonstration 5 Les monomes des C]", dans les variables non diagonalisées sont du type
2%y 2k < . .
y]|:vj| ly; | (ot j, kx, k, sont des entiers). Apres diagonalisation, ces monémes donnent des
m] _mj : : 1D 22
monomes du type HJ 125 Z; " avec des relations particulieres pour les exposants (m;, m;).
En effet, la diagonalisation opere séparement sur les variables x et y et on note 2q,..., 2, les
variables venant de la diagonalisation des variables = et 2.1, ..., 22, celles venant des y. Donc
iimy = ky et 320 my = ky. Or le monome générique resonant de F de degré impair est

de la forme
2n—1 2n—1

2n
= |kj 2 11 > \.2n—1101 /5
H 12251 H 7))z 1 (T 22201 /2em (2.58)
Sl on D’écrit sous la forme HJ " ij Z;-nj cela donne les relations 3%, m; = 370 kj + nl et
oy =30 ky +nl. Comme un monome de CF* est forcément tel que 37 my = E?:1 m;
alors on en dedu1t que [ = [ donc que les mondmes résonants de C7" sont dans Fj. {

Le terme {W,,,C}}

Lemme 6 Pour tout m, {W,,,C}} ne contient pas de monomes résonants de Fg.

Démonstration 6 Par construction, il n’y a pas de monomes résonants dans les W, qui ne
contiennent que des monémes qui ne sont pas dans Ker(Ly,). ¢

Conclusion

On se limite a I'étude de la série [T*(Cy)],,, degré par degré. C’est en effet le terme
{H,,[T*(C})],.} qui donnera le premier terme résonant de Fg; 8'il y en a un dans un second
membre de I'équation homologique. Par suite, 'entier m pour lequel un terme résonant de
F apparait dans [T%(C})],, donne donc directement le degré maximum de construction de la
forme normale : on peut construire la forme normale jusqu’au degré m + 1.

En particulier, il ne peut y avoir de termes résonants de Fg dans [T*(C1)], qu’a partir
de h = 4n — 3 (méme remarque que dans la section 2.3). De cette remarque, on en déduit
que l'on peut toujours construire la forme normale jusqu’au degré 4n — 2, le premier terme
résonant ne pouvant apparaitre que dans { Hy, [T*(C})]4n—s} donc dans Sy,.

2.5 Application a la construction de la forme normale
dans le cas de trois corps

2.5.1 Au degré quatre

Pour le degré quatre, il n’y a pas de monomes vérifiant les relations de d’Alembert qui
sont dans Fg : les monomes zlzgzgzi et 2122232’2 sont déja de degré 6. On peut donc construire
la forme normale de degré quatre sans probleme.
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2.5.2 Au degré six

Au degré six par contre il y a deux monomes résonants de Fg possibles : 21202375 et
Z1Z27373. Le second membre de degré six Sg contient ces termes si et seulement si 9Sg/dz4 ou
0S6/0Zz, contient respectivement les termes 2292375 et z) 2273725

{C1, 86} = {Hy, [T*(C1)]3} + {Ha, Rs} (2.59)

Grace aux remarques du paragraphe (2.4.3), aucun monoéme résonant de F; n’est présent
dans le second membre. On peut donc construire la forme normale au degré six.

2.5.3 Au degré huit

Au degré huit les choses sont un peu plus compliquées et surtout le fait qu’il n’y ait pas
de monome résonant de F; dans le second membre provient d’une suite de ”coincidences”.
Les huit monomes résonants possibles sont les suivants :

|2’1|22’12’22352 ,|2’1|2515253ZZ’7
|Z2|221222352 ,|Z2|2515253Zi’a

2.60
|Za|221222352 ) |Za|2515253227 ( )
|Z4|22’12’22352 ,|Z4|221522322.

La relation sur le second membre s’écrit :
{C1, S5} = {He, [T*(C1)]3} + {Ha, [T*(C1)]5} + {Ha2, Rr} (2.61)

Grace aux remarques du paragraphe (2.4.3), aucun mondéme résonant n’est présent dans
{Hs, [T*(C))5} et {Ha, R7}. M reste le terme { Hy, [T*(C)],} et grace aux remarques précedentes,
il reste a étudier le terme [T*(C')]5. On vérifie numériquement, grace a TRIP, que [T*(C)];
ne contient pas de modules résonants génants. Si on vérifie rigoureusement que [T*(C')]; ne
contient pas de monomes résonant (de la forme 21222’322 ou 21222322) alors Sg n’en contiendra
pas. On a
[T*(C)]s = T"4(C) + T*2(CY) + T*(CY)
1 1 1 2.62
= g{W%{W?aOII}}_ 1{W47011}_ §{W27Of}+cf ( )
Montrons qu’aucun de ces termes ne contient le mondome résonant 2;2,23%z:. D’apres les re-
marques du paragraphe précédent, les termes C? et {Wy, C!} ne contiennent pas ces termes
résonants.

Les termes {W,, C3} et {Wy, {Ws,C1}} :

Pour ces deux termes, on utilise le manipulateur algébrique TRIP : On va prouver grace
a un calcul formel, que les deux relations

{Hd,27 011} =0
{ {Hy4,Cl} + {Hy2,C3} =0 (2.63)
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suffisent & prouver qu'il n’y a pas de termes résonants dans {Wy, C3} et {Ws, {Ws, C]}}.
On commence par définir un hamiltonien réel ”générique” Hy = Hyo + Hg4 en les variables
diagonalisées (21, 29, 23, 24, Z1, 22, 23, 24) qui satisfait les relations de d’Alembert et la parité en
les variables d’inclinaisons et tel que H,o soit diagonalisé et contienne une fréquence nulle.

Les expressions génériques sont les suivantes :

Hyo=Hyy 2121 + Hop 2070 + Ho g 2373

Hd4

bl

I
=

237
H4 2 (Z%leg + legzg)
Hyy (23721 + 2723)
Hiy 2212
H4 5 (21222% + 2%2122)
H4 6 Z%Z%
H4 7 242’4
Hyg (225354 + 2’32452)
(2773 + 232%)
Hy1o 23242324
H4 11 (2324Z§ + 252324)
Hyo 2373
Hyys (232F + 237

(Z z324 + 222374)
Hyis (2525 + 252)

( 12224 + 212222)

t++ A+ttt
=

t+ 4+ttt

(51522324 + 21225324)
zlz223 + 212273)

31 2 + 217)

Z1 2324 + 222324)

723 + 21 7)
22227323

(2’2212323 + 21222’323)
21212323

29222424

(22212424 + 21222424)
21212424

(2’2522453 + 22522324
(2’2512453 + 21522324
(2’2512354 + 21522423
(21212423 + 21212324

(z
(2
(2
(2

)
)
)
)

(2.64)

Ensuite, on définit I’expression générique du moment cinétique dans les variables diagonalisées
(en tenant compte de la forme (1.12) du moment cinétique dans les variables non diago-

nalisées) :
1
OI = 0171 Z4
3 o R
CI == 03’1 Z1%21%3 + 03,8
+ 03,2 212223 + 03,9
+ O3 2z1z3 + Csao
+ Cs4 2273 + Csn
=2
+ 0375 33 + 03,12
+ Cs6 232328 + Cis
+ 03,7 Z4Z§ + 03,14

242324
212124
212924
292124
292924
242324

2422

(2.65)

(2.66)

On calcule alors I'expression de W5 en fonction des variables Hy; et des diviseurs formels
Dy, noms = iy +navs + nsvs puis 'expression des coefficients du monome résonant 21292372,

notés A; et Ay, respectivement dans {Ws, C3} et {Ws, {Ws, Ci}}.

Ay

+ o+

—4 Cs,3 Hyn7 Dy
C312 Hyg Diji—o

=N s N
=
o
=
—
ot
-
=]
[N
)

(2.67)



AQZ (

—_

Hyo1 Hypg D 11,1 Do, 2

Hyis Hyzy Doo, 1 Dy, 2

Hyag Hypg Dopo,—1 Diji—2 (2.68)
Hys Hago Dog,—2 D111

Hy1 Hyg Dopo,—1 Di1,—2

Hyg Hy7 Dop,—2 D1 —1)

|
00 00 0O W~ i 00
Q

On se sert ensuite de la relation {Hy4, Ci} +{Hqgz2,C7} = 0 : en la calculant explicitement, on
obtient, entre autre, 'annulation des coefficients suivants de H, dans les variables du systeme
diagonalisé :

Hys = Hyyy = Hypg = Hyys = Hypr =

= H4,18 = H4,20 = H4,21 = H4,28 = H4,31 =0 (269)

L’annulation de ces coefficients explique I'annulation de A; et As. On obtient de méme ’an-
nulation des coefficients de z;2,232% grace a la relation {Hy4,Cl} + {Hi2,C;} = 0. Il n’y
a pas de monomes résonants génants dans ces deux termes et ceci grace a la seule relation

{Hd, OI} = 0

Conclusion :

On peut donc construire la forme normale au degré huit. Ceci grace a l'invariance de la
direction du moment cinétique seule. L’intérét de la méthode présentée est de grandement
simplifier les calculs. En effet, si on avait regardé le second membre brut de degré huit donné
par son expression (2.39), il aurait fallut étudier tous les termes le donnant, ce qui fait inter-
venir les polynomes H,, H,, Hg, Hg, W5, W4 et Wp. Ici on n’étudie une expression dépendant
des séries, de tailles beaucoup plus petites, Ho, Hy, Wy, Ci et C?. Cette méthode va nous
permettre, de méme, de prouver rigoureusement qu’il y a des termes résonants de Fg; dans le
second membre de 1’équation homologique de degré dix.

2.5.4 Au degré dix

La relation sur le second membre s’écrit :

{Cy, S1o} = {Hs, [T*(C1)]5} + {H, [T*(C1)]s} + {Hy, [T*(C1)],} + {Ho, Ry} (2.70)

Grace aux deux remarques du paragraphe (4.3), aucun monéme résonant de Fg n’est présent
dans {Hg, [T*(C)]5} et { Hy, Ry}. De méme, grace aux constatations du paragraphe précédent,
{Hs,[T*(C})]5} ne contient pas de termes résonants de Fg. Donc, dans Sy, seul le terme
{H,, [T*(C})].} peut contenir des termes résonants de Fi; et on concentre 1’étude sur [T*(C})]..
On a tout d’abord vérifié numériquement avec TRIP qu’en effet [7%(C})], en contient. Un
calcul formel plus rigoureux a été ensuite mené pour arriver a montrer que dans [77(C1)], le
coefficient du mondme résonant z;zp232%|23|* appartenant a4 Fi; n’est pas nul en général. On a
calculé explicitement ce coefficient par une méthode de calcul formel qui donne celui-ci comme
une série des masses et des demi-grands axe des planetes. Pour le calcul de cette série, on a
d’abord calculé les parties Hy, Hy et Hg du hamiltonien en fonction des variables de Poincaré
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(w1, Z1, Ta, T2, Y1, Y1, Yo, o) du rapport des demi-grands axes «, des parametres /A, et /A,
et des coefficients de Laplace (bg%, bg%) pour Ho, (bé%, bél/)Z) pour H, et (bg%, b(71/)2) pour Hg
(en accord avec l'article (Laskar et Robutel, 1995) qui fournit le degré optimal £ du choix des
coefficients de Laplace b,g/)Q pour exprimer la série H,, avec le moins de termes possibles). Les
termes de cette série ont alors des coefficients rationnels ce qui permet de réaliser un calcul de
facon rigoureuse. On diagonalise alors le hamiltonien ce qui fait intervenir les parametres ¢y =
cos(f,), sp = sin(6;) et \/A; + Ay (voir section 2.2.2). Lors de la construction de la forme nor-
male (construction de W; et Wy), on fait apparaitre les diviseurs sous forme formelle : Dy, 5, =
(kivy + kovs) ™' (comme v3 = —1y — vy, on peut exprimer tout diviseur a Paide d’un Dy, 4, :
(myvr+mavo+mars) t = ((my—mg)vi+(ma—ms3)ve) ' = Dy —myms—ms) - On a besoin des di-
viseurs suivants : Dg 1, Do, Dy 3, D1 1, D10, D11,D12,D13,D15,D20,D21,D29,D3 _1,Ds51,
D35, D51, D53 pour exprimer Wy et Wy. Pour la série représentant le coefficient du terme
résonant zz»Z3z;|z3|* dans [T%(C1)],, on a finalement besoin de 15 coefficients dépendant
des demi-grands axes séculaires et des masses du systeme. Cette série contient plus de 5000
termes. La figure suivante (figure 2.1) montre la valeur de cette série en fonction du rapport
des demi grands axes pour le cas des masses du systeme SJS.

15000

10000

5000

-5000

-10000

-15000

! ! ! ! ! ! ! ! ! !
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 O0.55

F1a. 2.1: valeur du logarithme décimal du coefficient du monoéme z, 2,23 23| 23|* dans [T*(C)],
en fonction du rapport a des demi-grands axes (les masses du systeme sont fixées et le demi
grand axe de Saturne aussi, on ne fait varier que la demi grand axe de Jupiter).

On voit donc que ce coefficient n’est en général pas nul sur le domaine de variation de
a séculaire pour le probleme SJS. Le developpement asymptotique de ce coefficient quand «
tend vers zéro est

Sy 1 oo
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On ne peut pas, en général, construire une forme normale de Birkhoff au degré dix et aux
suivants.

2.5.5 Conclusions

La preuve fournie pour démontrer la constructibilité de la forme normale de Birkhoff
jusqu’au degré 8 est assez alambiquée et provient plutot d’un hasard : du fait que la relation
{Hy4,C1}+{Hz2,C3} = 0 est verifiée, on a 'annulation de plusieurs coefficients de monomes
de Hy4. Le résultat le plus important est d’avoir montré que la construction de la forme
normale ne coulait pas de source et qu’elle est en général impossible pour le degré 10.

2.6 Remarques

2.6.1 Cas d’une sécularisation a un ordre plus élevé

Si on consideére le probleme sécularisé a un ordre supérieur du rapport des masses, la rela-

?Zl ij ??j du second membre de I'équation
homologique donnant un diviseur 35", (k; — k;)v; nul a cause de la seule relation restante,
la fréquence nulle, sont alors tel que : k; —k; = 0 pour 1 < j < 2n — 1. Comme ces termes
vérifient les relations de d’Alembgrt, on a Z?Zl(kj - kj) = 0 donc ky, — kop, = 0. Pour tout j
tel que 1 < 5 < 2n on alors k; = k; et les seuls monomes apparaissant dans le second membre
de I'équation homologique sont des termes de F;. Dans le cas d’une sécularisation a un ordre

plus élevé on peut donc construire en général la forme normale de Birkhoff a tout ordre.

tion de trace nulle n’est plus vérifiée. Les termes []

2.6.2 Construction de la forme normale de Birkhoff et réduction
simultanée

Supposons que ’on ne peut construire la forme normale de Birkhoff que jusqu’au degré N
pair. Ceci est équivalent a dire qu’il n’y a pas de termes résonants de Fg dans [T*(C))], pour
tout k < N —3 et qu'il y a des termes résonants de Fi; dans [T*(C})]_,. Dans ce cas, H,, ne
contient que des monomes de F; pour m < N et ne dépend donc que des variables d’action
Ji, Joy ooy Jop.

Proposition 1 Pour tout m < N, H,, ne dépend pas de la variable Jon.

Démonstration 1 On va démontrer cette propriété par récurrence. On fait 'hypothese de
récurrence suivante (au rang m) : [T*(Cy)],_, € Fr et H,, 5 ne dépend pas de la variable J,.
Cette hypothese est vérifiée pour m = 4. En effet, H, ne dépend pas de J, car la fréquence
Vo, est nulle. De plus [T*(C))], = ¢122, et donc [T*(C4)], € F;. Supposons-la vérifiée a tout
ordre, de 4 jusqu'a m > 4. On considére ’équation (2.53) :

(C1Sn} = By R} + S AHL [T (O]} (2.72)

k=4,k pair
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Dans I’égalité précédente, on a les termes {Hk,[ “(C1)]—gs1r = 0 grice a I'hypothese de

récurrence. En effet, Hy dépend des variables Ji, J, . .., Jon_1 et [T*(C1)],,_p1 des variables
Jl, J2, cee J2n,1, Zom, Zon €t leur crochet de Poisson est donc nul. On a donc
{C},Sm} = {Ha, Ry 1} (2.73)

Comme {H,, R,,_,} ne contient pas de termes de Ker(L; ,)» 0Sm/0Z2, ne contient pas de
termes de Fr. Donc 8Hm/822n ne contient pas de termes de F;. Comme H € F;, on a
8Hm/822n = 0. Ce qui démontre que H,, ne dépend pas de la variable Jo,. Supposons main-
tenant que m < N. L’égalité

S (LT (O] ) =0 (2.71)

k=2,k pair

donne, grace aux considérations précédentes,
{Ha, [T*(C1)],_, } =0 (2.75)

[T*(C1)],,_, ne contient donc que des termes de Ker(Ly, ) = F; ® F ® Fo. On suppose que
Fo = {0}. De plus {H,, [T*(C1)],,_, } ne contient pas de termes de F¢; par hypothese. Donc
[T*(Ch)],,_, € Fr. Et 'hypothese de récurrence est bien héréditaire si m < N. On a donc
démontré que, pour tout m < N, H,, ne dépend pas de la variable Jo,. &

On a donc démontré que, tant qu’on peut construire une forme normale de Birkhoff, non
résonante, celle-ci ne dépend pas de la variable .J,,. La construction de la forme normale
de Birkhoff réduit donc directement le probleme. Ainsi, pour une sécularisation a un ordre
supérieur du rapport des masses, quand, en général, la relation de trace nulle n’est pas vérifiée,
si on construit la forme normale de Birkhoff a tout ordre, on réduit le probleme par la meme
occasion. Toutefois, il est plus facile de réaliser la réduction avant de construire la forme
normale, comme présenté dans le chapitre 3.

Le nouvel hamiltonien H ne dépend que des actions .J (formellement). On définit alors les
nouvelles fréquences comme étant les valeurs de 0 H / d.J. Ces fréquences varient sur Uespace des
phases. Comme la proposition 1 est vraie, on sait qu’il existe encore une fréquence nulle dans le
probleme normalisé dans tout I'espace des phases. A contrario, on a constaté numériquement
que la relation de trace nulle est une relation purement linéaire et qu’en général elle n’est pas
vérifiée pour le probleme normalisé, des le degré 4.

2.7 Conclusion, cas général de N corps

Le cas général de N corps n’a pas été abordé pratiquement mais, a priori, on devrait
retrouver un comportement similaire : 'impossibilité de construire une forme normale de
Birkhoff découlant des relations de résonance. Cette impossibilité marque 'arrét de la mise
en place de la méthode perturbative voulue, basée sur la construction a un degré élevé d'une
forme normale de Birkhoff. Si on considere le probleme séculaire a un ordre plus élevé du
rapport des masses, la relation de trace nulle n’est plus verifiée et, a priori, cela permet de
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construire formellement la forme normale & n'importe quel ordre. Toutefois, les monomes de
I donnent quelquefois des petits diviseurs lors de cette construction qui peuvent avoir un
effet important sur la convergence des séries considerées et donc sur l'efficacité des méthodes
de perturbation. Tous ces problemes de construction peuvent se résoudre simplement en effec-
tuant une réduction partielle liée a I'invariance de la direction du moment cinétique (chapitre
3). Cette réduction permet ensuite de prouver que les relations de fréquence nulle et de trace
nulle n’empechent plus la construction de la forme normale de Birkhoff et ceci a n’importe
quel degré.
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Chapitre 3

Réductions liées a ’'invariance du
moment cinétique

Il y a de nombreuse motivations a rechercher une maniere de réduire le probleme en
utilisant les intégrales du moment cinétique. La premiere est que la réduction nous permet de
résoudre la difficulté qui apparait dans la section précédente (chapitre 2) liée a la construction
de la forme normale de Birkhoff. En effet, on a vu que la fréquence nulle est en relation étroite
avec l'intégrale C';. En réduisant le probléeme en utilisant cette intégrale C';, on n’aura plus de
fréquence nulle ce qui permettra de construire de la forme normale de Birkhoff a tout ordre
(voir section 3.3.2). La seconde motivation est d’obtenir un systéme qui contient moins de
variables et sur lequel des méthodes perturbatives seront donc plus faciles a mettre en oeuvre,
les séries considérées contenant moins de variables et donc moins de termes (voir annexe D).

On va, durant ce chapitre, revenir a un probleme planétaire général, non sécularisé. De
nombreuses manieres de réduire le nombre de degrés de liberté du probleme en utilisant les
intégrales liées au moment cinétique ont été trouvées depuis (Lagrange, 1772). La réduction
théorique est présentée dans (Meyer et Hall, 1992 et Arnold et al., 1985). Pour le probléme
planétaire de n + 1 corps, la difficulté est de trouver pratiquement le systéeme de variables
les plus simples pour exprimer le probleme réduit et qui pourrait étre utilisé pour la mise
en oeuvre de méthodes perturbatives. C’est-a-dire de trouver un changement de variables
canonique effectuant la réduction en partant de variables liées aux éléments elliptiques.

Aucune réduction pratique compatible avec une méthode perturbative dans le cas de
n + 1 corps par un changement de variables simple n’est connu sauf pour trois corps ou une
réduction simple existe, appelée ”élimination des noeuds” (Jacobi, 1842). Bennett a proposé
une méthode pour la réduction dans le cas général de n + 1 corps mais cette méthode est
tres difficile & mettre en oeuvre (Bennett, 1905 voir aussi Hagihara, 1989a). Depuis, une
succession de travaux (Boigey, 1981 et Deprit, 1983), ont proposé, en utilisant une chaine de
repeéres (d’une maniere similaire a la réduction par 'invariance de la quantité de mouvement
grace a une chaine de reperes barycentriques de Jacobi), une réduction explicite pour 4 corps
puis pour n + 1 corps plus simple que la réduction de Bennett mais assez difficile a mettre
en oeuvre. De plus, dans ces études, les variables réduites n’ont pas un sens physique simple
ce qui complique l'interprétation et le traitement du probleme. En particulier, le calcul des
séries perturbatives dans ces nouvelles variables est tres compliqué.

Dans cette partie, on propose une nouvelle méthode basée sur une réduction partielle du
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probleme : seule la direction du moment cinétique est prise en compte et non sa norme. Dans
le cas de trois corps, dans le plan invariant, les angles des noeuds ascendants sont opposés et
la réduction partielle peut étre effectuée facilement, dans 'esprit de 1’élimination des noeuds
de Jacobi. Dans le cas général de n + 1 corps, on utilise I'intégrale C; (1.12) pour exprimer
deux des variables en fonction des autres dans le hamiltonien et la deux forme symplec-
tique du probleme. Lorque 1'on considere ce nouveau systeme, on perd la forme standard des
équations hamiltoniennes. Néanmoins, on peut faire ensuite une transformation additionnelle
(non canonique) de maniére & ramener la deux forme symplectique a une forme standard,
en utilisant une version constructive du théoreme de Darboux. Cette étape fait appel a un
logiciel de calcul formel et les transformations sont construites jusqu’a un certain degré en les
variables d’excentricité et d’inclinaison. Cette réduction partielle présente d’autres avantages
(en plus de ceux présentés dans les motivations, ci-dessus) : dans le probleme partiellement
réduit, I'origine du probleme séculaire reste un point fixe et il n’y a pas de singularité quand
les inclinaisons tendent vers zéro comme dans la réduction de Jacobi (Robutel, 1993). D’autre
part, on garde les symétries du probleme : relations de d’Alembert et de symétrie dans les
variables d’inclinaison. On remarque finalement que, cette réduction partielle étant achevée,
un réduction complete, utilisant la norme du moment cinétique peut étre aisement réalisée
(sections 3.1.2 et 3.2.2).

3.1 Réduction pour le probleme planétaire des trois
corps

Dans le cas particulier du probleme planétaire des trois corps, il existe une réduction
simple, la réduction de Jacobi, qui enleve deux degrés de liberté au systeme. Mais dans ce
cas, des difficultés apparaissent. On doit inclure un parametre additionnel dans I’expression du
hamiltonien (la valeur C, de la norme du moment cinétique). Certaines symétries sont rompues
(relations de d’Alembert). On introduit une singularité quand les inclinaisons tendent vers zéro
(Robutel, 1995). Finalement, le point fixe du probleme séculaire (& I'origine des coordonnées)
ne représente pas la méme solution pour le probléeme réduit et non-réduit (voir la remarque 4
de la section 3.1.1 et la section 3.1.2).

En réalisant la réduction partielle présentée ci-dessous, basée sur 'invariance de la direction
de C', on réduit le systeme d’un seul degré de liberté mais en évitant les quatre désavantages
de la réduction de Jacobi mentionnés. On considérant ce fait, on peut avoir intérét a s’arreter
apres la réduction partielle (une discussion comparée est réalisée dans la section 3.3.3). Mais,
suivant le probleme que I’on considere, on peut choisir de réduire totalement ce probleme en
utilisant la relation restante : la constance de la norme du moment cinétique. Cette réduction
totale est réalisée facilement et de différentes fagons incluant la réduction de Jacobi (voir
remarque 6 de la section 3.1.2).

3.1.1 La réduction partielle

La réduction partielle peut étre réalisée théoriquement si on a {C,, Cy} = C, # 0 (Meyer,
1973). Pour un systéme planétaire, les planetes, massives, tournent autour de ’étoile dans le
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meéme sens : la norme de C est donc strictement positive et cette réduction peut étre réalisée.
Dans le cas de deux planetes, les composantes du moment cinétique sont :

2 2

Co= A+ Ay — |21 = |2 = |1 ]” = |yf

Si on effectue une transformation en coordonnées polaires symplectiques pour les variables
d’inclinaison vy, = /p1e*™, yp = /p2e®2, l'intégrale premiere complexe C; = 0 donne deux
intégrales premieres réelles :

Ql = QQ + (32)
= p2(Ag = 22" = (3.3)
Donc, pour trois corps, l'intégrale C'; = 0 implique que les noeuds des deux planetes sont
opposés (3.2). Cette opposition des noeuds, base de la réduction, n’est verifiée que dans le
plan invariant. Le role spécial du plan invariant est abordé dans la section (3.3.4). Dans ces
nouvelles coordonnées, la forme symplectique devient

o =d\ NdAy + dXa AN dAy — i(dxy AdTy + dag AdTy) + dQq A dpy + dQa A dpy (3.4)

Si on effectue le transformation linéaire canonique suivante

_Ql—|—Q2_ _Ql—Qg‘
b= = 55
T = p1+ P2; Ty = p1 — P2
Les deux intégrales premieres (3.2,3.3) deviennent
T
P2 = 5 (3.6)
9 T1F T 9 T1— T2
(r1 +r2) (AL — |21 ] — 1 ) = (r1 = 7o) (A2 — |m2|” — 1 ) (3.7)

La restriction de la deux forme symplectique o a la sous-variété définie par les intégrales
premieres (3.6) et (3.7) est :

o = d)\l A dA1 + d)\g A dA2 — Z(da?l A dil + da:2 A di"z) + d¢1 A\ d?"l . (38)

Le passage des coordonnées de Poincaré cartésiennes a des variables polaires symplectiques in-
troduit une singularité lorsque les inclinaisons sont nulles. Mais on peut éviter cette singularité
en utilisant le changement de variable y = /re’®t. Alors,

o =d\ NdAy + dy AN dAy —i(dzy A dTy + dxg A dTy + dy A dY) . (3.9)

On obtient donc un nouveau systeme de variables dans lequel la réduction est achevée. L’an-
alyticité de cette transformation est obtenue quand on donne I'expression des variables ¥, y»
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en fonction des y,y et des variables inchangées (A1, Ao, A1, Ao, 1, 2, T1, To). Des équations

(3.5, 3.6), on obtient
rL+Try LY T2
_ Wreidz — ;7 |14 = 3.10
Y = 4 5 ¢ e 2\/5 - (3.10)

En utilisant la deuxieme intégrale (3.7), on a

o el ] )
(&} A1+A2—|1‘1|2—|1‘2|2—T1, .
Et donc,
No — ANi — 2979 + 217
U R R S (3.12)
V2 A+ Aoy — 2220 — 2171 — Yy
Par la méme méthode, on trouve
Ao — Ni — 29Ty + 21T
gp= iy [1 - 2 LT TN (3.13)
V2 Ay + Ay — 20%9 — 2171 — Yy

Le hamiltonien réduit est alors obtenu par la substitution des y;, yo par leur expression (3.12,
3.13). Ces expressions conservent la parité dans les variables y, 7 et comme y; et y, satisfont
des relations de d’Alembert dans les nouvelles variables, le nouvel hamiltonien vérifie les
mémes relations. Exprimés a ’aide des éléments elliptiques classiques (1.7), on a

ly)? = Ay/1 — e2(1 — cos(I})) + Agy/1 — e2(1 — cos(I,)) (3.14)

Donc, quand les excentricités et les inclinaisons sont proche de zéro, |y|2 ~ %1—12 + %122 est
aussi proche de zéro. La variable y est, dans un certain sens, une valeur moyenne entre les
deux variables d’inclinaison et quand y tend vers zéro, les inclinaisons tendent aussi vers zéro.
En pratique, comme le hamiltonien H; est une série des variables z;,%;,y;,y; (1.9), dans le
hamiltonien réduit, on développe les expressions (3.12, 3.13) en série des 1, %1, T2, T2, Y, T,
qui sont de petites quantités dans un probleme planétaire.

Remarque 4 Dans le probleme planétaire séculaire a 'ordre 1 des masses, le point origine
(x1 = 29 = y; = yo = 0) est un point fixe. Dans les nouvelles coordonnées, 1'origine (z; =
zo = y = 0) reste un point fixe du probléme séculaire qui correspond a la méme solution
physique : des orbites circulaires et coplanaires.

3.1.2 Reéduction totale

Le hamiltonien obtenu apres la réduction partielle satisfait toujours les relations de d’Alem-
bert. La fin de la réduction, qui utilise la troisieme coordonnée C', du moment cinétique est
donc possible. Dans les nouvelles variables, comme |y|> = |y;|> 4 |y2|* (équation 3.5), on a

C. = A+ Ay — |21 [* = | |* = Jy[* (3.15)
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Pour transformer cette intégrale premiere en une relation linéaire entre les variables, on
effectue une transformation en coordonnées polaires symplectiques : z; = VR1e'¥', 29 =
VR2e®2 y = \/Re™ qui présente une singularité quand une des variables 1, x5 ou y est égale
a zéro. On a

CZ:A1+A2—R1—R2—R. (316)

La réduction totale peut étre alors réalisée de différentes manieres parmi lesquelles on retrouve
la réduction de Jacobi. On utilise un changement de variable linéaire pour lequel C, (3.16)
sera une des nouvelles coordonnées, par exemple :

Ay 1 0 000 Ay
Ay 0 1 000 A,
R =0 0 100 Ry (3.17)
Ry 0 0 010 R,

R -1 -1 111 R

La variable R = —C, est constante. Par conjugaison, les nouvelles variables angulaires sont

A 1000 1 M

Ao 0100 1 Ao

@ |=]0010 -1 w (3.18)
7%2 0 001 —1 ()

Q 0000 1 Q

On revient alors a des variables d’excentricités rectangulaires : 7; = ﬁeiﬁl,jz = @6iﬁ2.
Comme on effectue un autre transformation polaire, les singularités x; = z, = 0 disparaissent
et la seule restante est obtenue pour des inclinaisons nulles (y = 0). La variable Q) n’est pas
définie dans ce cas. Le changement de variables final est

(A=A
Ay = Ay
M =X —Q
Ao =Xy —~Q (3.19)
r] = T
To = eriQ
Ly = VO + Ay + Ay — 31y — Foy 0

Comme le hamiltonien H; satisfait les relations de d’Alembert, la variable  n’apparait pas
dans son expression. Grace a la parité en les variables d’inclinaison (y,7), H; ne dépend
seulement que de |y|* et aucune racine venant de (3.19) n’est présente dans son expression
finale. Comme prévu, un nouveau parametre C, apparait dans ’expression de H;. En se
restreignant a la sous variété définie par R= —(C,, la deux-forme symplectique devient

o =dM AdAy + dhy A dAy — i(diy A diy + dEg A dE) (3.20)

La réduction est donc totalement réalisée. Le point fixe (Z; = &3 = 0) est un point fixe
du nouveau systeme séculaire. Mais ce point fixe est différent du point fixe obtenu apres la
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réduction partielle : il représente des orbites circulaires avec des inclinaisons fixées qui sont
généralement non nulles (Jy|* = —C, + A, 4+ Ay) et les formules (3.12,3.13) permettent de
remonter aux valeurs, fixées, des inclinaisons.

Les nouvelles variables Z1,Zs sont les mémes que les coordonnées de Poincaré définies
apres la réduction de Jacobi (Robutel, 1993) a une translation en angles pres. En effet, on a
pour la transformation de Jacobi :

s
—i(Q+—)
Th=r e =1
e ! (3.21)
7
—i(Q=7)
To=1x9 € ™2 =14 ¢
Et pour notre transformation
T = X e 9
- - 22
{ Ty = Ty 677,(2 (3 )

La principale différence entre ces deux manieres de réaliser cette réduction vient du fait que
la réduction de Jacobi est directe. Dans les variables de Delaunay, on ne peut séparer les
deux réductions (partielle et totale) qui se font simultanément, par une seule transformation
linéaire. Les variables de Delaunay sont les variables (I;,g;,0;, 5;L;, 3;G;, 3;0;) liées aux
éléments elliptiques (Robutel, 1993) :

L; = \/{;a; l; = Mj(anomalie moyenne)
Gj = Lj/1—¢€ gj = w;(argument du perihelie) (3.23)

@j = G]' COS(Ij) 9]' = Qj

Dans ces variables, la réduction est réalisée par le changement de variables canonique suivant :

(

0, +06
by = 1 : 2
0, — 0 T
Py = = 5 2 (= _5) (3.24)
Uy =301+ 3,0, (=0C))
| U2 = (101 — 320,

Pour réaliser pratiquement cette réduction, on exprime #;, 6y, ©; et O, en fonction de
Wy, P9, ¥y et WUy dans le hamiltonien. On remarque alors que ¥y est égal a C, et ¥y =
(B2G? — B2G3)/C,. Comme ¥, est une intégrale premiere, 1/ n’apparait pas dans ’expression
du hamiltonien réduit et 1), = —m/2. Pour la réduction partielle, on réalise la méme trans-
formation linéaire pour les angles des noeuds mais comme la variable conjuguée de v); n’est
pas, comme dans les variables de Delaunay, l'intégrale C',, le hamiltonien partiellement réduit
dépend encore de la variable ;. On doit faire une réduction supplémentaire pour retrouver
la réduction de Jacobi.

La réduction présentée et celle, bien connue, de Jacobi peuvent alors apparaitre comme
étant redondantes mais faire cette réduction en deux étapes permet de choisir parmi trois
réductions totales possibles (voir remarque 6). De plus, I'apparition du parametre lié a C, est
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plus simple (le parameétre d dans notre étude (voir remarque 8) comparé au parametre Do
dans (Robutel, 1993)). Enfin, le fait que I’on conserve les relations de d’Alembert, qu’il n’y
ait pas de singularité quand les inclinaisons tendent vers zéro et que le point fixe du probleme
séculaire reste le méme peut inciter a ne faire qu’une réduction partielle du probléme (pour
une discussion plus précise, voir section 3.3.3).

Remarque 5 Calculer le hamiltonien non réduit et faire ensuite les deux réductions précédentes
n’est pas forcément la meilleure facon d’obtenir le hamiltonien complétement réduit. En effet,

le calcul direct du hamiltonien réduit comme dans (Robutel, 1993) est stirement plus rapide.
Cependant, si on a déja une expression du hamiltonien de trois corps non réduit, on peut
réaliser la réduction d’une facon simple : en remarquant que dans (3.12, 3.13) le dénominateur
est C,, on peut remplacer z, par &, T, par &, et le monome général ;¥ y,*2 ¥ 752 par Iex-
pression suivante :

ky — ko — ki + ko _ hythotky+ky
2
)

2 OZ—JN\l —/~\2+£i'12:71+£i'22~72
—(k1+k1)

( 2C,

X\/CZ + /~\2 — Al + 5712%'1 — 5722%2
— — — —(ka+kz)

X\/C’z + A1 — A2 — I1T1 + ToTo

(=1)
(3.25)

Remarque 6 Si on considere I'expression (3.16) de C, et son expression, symétrique en les
variables (R, Rq, R), la réduction précédente peut étre réalisée de deux autres manieres. Au
lieu d’éliminer la variable y, on peut choisir d’éliminer x; ou xs. Si on élimine x5 par exemple,
la transformation (3.19) devient :

( A1 - /~\1

A2 — A2

)\1 - )\1 - 7%2

)\2 — )\2 - ’@2

Y= gt (3.26)
Ir = ile“”?

To = \/_Oz +/~\1 +/~\2 —5711%'1 — g?j 6i2~v2

\

ol wy est 'argument de la variable z5. Dans ce cas, on n’a plus de singularité quand les
inclinaisons sont nulles mais quand l'excentricité ey est égale a zéro (xo = 0). La princi-
pale différence entre cette réduction et celle de Jacobi est que, comme on a seulement une
parité globale en les variables d’excentricité =, xy, T; et Ty, dans le nouveau systeme, on

doit développer \/—C’Z + Ay + Ay — 717, — §§ en une série des #, 71, §, §, qui va donner des
termes de degré impair et en particulier des termes de degré 1 dans l'expression du nou-
vel hamiltonien. A cause de ces termes, le point 7; = ¢ = 0, n’est pas un point fixe du
systeme séculaire. Néanmoins, la réduction totale choisie dépend du probleme considéré et
cette réduction peut etre valable dans certains cas, en particulier le cas plan : grace a la
parité en y, 7, si les inclinaisons sont égales a zéro (y = 0), le systeme restera indéfiniment
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dans le plan invariant. Le systéme séculaire associé a alors un seul degré de liberté (variables
T1,21), devient intégrable (Poincaré, 1892) et peut étre plus facilement étudié.

Remarque 7 Une remarque importante est que ces deux réductions (partielle et totale)
sont réalisées de la méme maniere pour le probleme classique ou pour le probleme séculaire
a n’importe quel ordre du rapport des masses. En effet, comme on I’a déja rappelé dans la
section 1.6, les intégrales premieres C,C, ont la méme expression que (1.12,1.11) pour le
probléeme sécularisé a tout ordre du rapport des masses (Laskar, 2001).

Remarque 8 Dans I’équation (3.19), le terme —C, + A; + Ay noté d? est du méme ordre
de grandeur que les petites quantités |z1]?, |x2]? et |y|>. C’est donc une petite quantité et on
peut développer le hamiltonien réduit en fonction de cette variable d. Dans le cas séculaire, d
est une constante et son utilisation équivaut, plus ou moins, a I'utilisation du parametre Dy
rencontré lors de I’élimination des noeuds dans les travaux (Robutel, 1993) et (Locatelli et
Giorgilli, 2000).

3.2 Cas général de n planetes

Dans le cas plus général de n planétes (n > 2), la réduction partielle précédente ne
peut étre réalisée. En effet, 'opposition des noeuds (; = Qs + 7) est essentielle dans cette
réduction. Dans le cas général, il n’y a pas de relation linéaire de ce type entre les noeuds et
une généralisation facile n’est pas possible. Cependant, la réduction partielle peut étre réalisée
par une autre méthode.

3.2.1 Reéduction partielle et forme symplectique standard

L’intégrale C (1.12) nous permet d’exprimer les variables y,, et 7, en fonction des autres
variables. On considere I'équation du second degré d’inconnue |y,|* obtenue & partir de €} =
0:

2
2 |yn|

ol (A — ol = 220 = o (3.27
avec
= 2 |?Jj|2
=2 Ui [N el - = (3.28)
j=1

Parmi les deux solutions de cette équation, on choisit pour ¥, la racine qui tend vers zéro
quand les variables (y;)1<j<n—1) tendent aussi vers zéro :

Yn =
[, |xn|+¢ ~ laal?)” ~ 2laf?

Pour réduire le probleme, on remplace alors y,, et g, par leur expression (3.29) dans le hamil-
tonien. Comme (3.29) satisfait les relations de d’Alembert, il en est de méme pour le hamil-
tonien. Pratiquement, les expressions de 1, et ¥, sont développées en séries jusqu’a un degré
fixe d en les variables x, y'. Le probleme est que la restriction de la forme symplectique (1.10)

TPar la suite, © = (21, -, 0),§ = (1 Yn-1) A = (At A A= (At A).

(3.29)
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a la sous-variété C'; = 0 n’est plus standard et que la forme standard des équations n’est donc
plus conservée. On a maintenant

n n—1
o = Z[d)\k VAN dAk — z(da:k VAN dif‘k)] — Z z(dyk VAN dgk) —1 dfy A df_y (330)
k=1 k=1
ou y, = fy(x,y,A) est développée en une série des variables z,y et dont les coefficients

dépendent de A. La forme symplectique o peut étre écrite sous la forme d’une série :

+o0
o= oy (3.31)
k=0

ou o0y est la partie de la deux-forme dont les coefficients sont des polynomes homogenes de
degré k en les variables x,y. Comme au premier ordre en les variables z,y, on a (3.29) :

n—1 A
Un == D Uin| T (3.32)
=1 \An

le premier terme og de la 2-forme, qui consiste en des termes dont les coefficients ne dépendent
pas de (x,y), est

n n—1 n—1 AA
Og = Z[d)\k VAN dAk - Z(dl’k VAN diz'k)] - Z Z(dyk VAN dgk) —1 A] kdyj A\ d?jk (333)
k=1 k=1 j,k=1 n

Et donc, méme a ’ordre zéro en (z,y), la deux-forme symplectique n’est pas standard. Nous
allons construire une transformation non canonique, degré par degré en (x,y), de maniére a
retrouver une deux-forme standard. A D'ordre 0, cette transformation sera réalisée par une
transformation linéaire. A un ordre plus élevé, on va utiliser une version constructive d’un
théoreme de Darboux pour trouver une transformation proche de I'identité et telle que, dans
les nouvelles variables, la forme symplectique soit standard.

Remarque 9 Dans la forme symplectique o, les termes dA sont seulement présents dans o
car f, ne dépend pas des \;.
Réduction a I’ordre 0

Dans le systeme de coordonnées (A, z,y, A, —ix, —igy), la matrice de oy est

0 0 I, O
0 0 0 A

L, 0 0 0 (3.34)
0o —-A 0 0
ou A =1I,_1 + V'V est une matrice (n — 1,n — 1) réelle et symétrique avec
VAL VA,
- \/A_Q/ Vi (3.35)

VA
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La deux-forme symplectique oy est déja standard en les variables x, A\, A. On va donc effectuer
une transformation linéaire

y=PrY (3.36)

telle que ‘PAP = I, 1, ol P est une matrice réelle (n — 1,n — 1) et Y = (Y1,...,Y, 1)
sont les nouvelles variables. En fait, la structure particuliere de la matrice A permet de
trouver une transformation explicite. Soit (e;);=1,-1 une base canonique de R" ! et @ une
matrice orthogonale qui envoie e,_; (par exemple) sur le vecteur normalisé V/|V||. Dans
cette nouvelle base (Q) €;);=1,,—1, la matrice de la forme quadratique définie par A est diagonale
(diag(1,1,...,1,1+|[V[]%)). L’affinité D de matrice diag(1,1,...,1,1/1/1 +||V|]’) ramene la
matrice de la forme quadratique a I'identité. L’ensemble des matrices () est isomorphe a O,,_,,
et on a donc une infinité de choix pour la définition de cette transformation linéaire. Un choix
simple est de prendre pour () la matrice de la symétrie orthogonale par rapport au plan
orthogonal & v =V /||V|| — e,_1, ce qui donne, pour u € R"*!

A%

Qu=u—-2<u,v>, | ——
vl

(3.37)

L’expression explicite de () est donnée dans I'annexe A ainsi qu'une autre transformation
obtenue par une orthogonalisation de Schmidt. On définit la transformation P;

y (3.38)

> ey

Comme cette transformation est linéaire et réelle, les relations de d’Alembert sont conservées
dans le hamiltonien.

Remarque 10 Bien que formellement cela ne fasse aucune différence, en pratique il peut
étre intéressant de choisir y,, tel que la matrice A (3.34, 3.35) soit la plus proche possible de la
matrice identité. Le meilleur choix dans ce cas est de choisir pour y, la planete qui a le A le plus
grand, c’est a dire la variable associée au corps qui contribue le plus a la norme du moment
cinétique C,. Dans un sens, ce choix est similaire au choix qui est fait de centrer le repere sur
le corps le plus massif (le soleil) pour effectuer la réduction liée & l'invariance de la quantité
de mouvement. A titre de comparaison, on fournit les pourcentages en jeu : le pourcentage
de la masse du soleil dans le systeme solaire est de 99.86 % environ et le pourcentage de la
part du moment cinétique lié a Jupiter dans le moment cinétique total du systeme solaire
est de 61 % environ, la seconde contribution la plus importante est celle de Saturne, de 25 %
environ. D’autre part, la réduction partielle présentée dans ce chapitre s’appliquerait de la
meéme maniere pour un probléme planétaire hiérarchisé apres une réduction de la quantité de
mouvement par les coordonnées barycentriques de Jacobi. Un probleme planétaire hierarchisé
est du type (Soleil-Terre-Lune) et on peut généraliser cette configuration a n planetes. Dans ce
cas, la contribution au moment cinétique de la premiére planéte (la Terre dans notre exemple)
est écrasante et cette méthode peut donner de bons résultats.
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Remarque 11 Les variables Y7, Y5, ..., Y, _; n’ont pas un sens physique simple, étant définies
par une transformation linéaire des variables yy,...,y,_1. Toutefois, cette transformation
est du méme type qu’une diagonalisation et donne des variables ayant un sens physique
équivalent : des variables décrivant mieux la dynamique du probleme.

Ordres supérieurs

Partie théorique Toutes les notations sont tirées de (Spivak, 1999). On recherche un nouvel
ensemble de variables p pour lesquelles la deux-forme symplectique sera standard. Dans le
but de calculer la transformation entre p et les anciennes variables p, on utilise une version
constructive du théoreme de Darboux. On construit un chemin différentiable dans I’ensemble
des deux-formes symplectiques représenté par l'application ¢ — oy, t € [0,1] telle que oy est
standard et 0; = o est notre deux-forme symplectique. On cherche alors une transformation
¢, qui satisfait, Vt € [0, 1],

01602 (D)5 (V1) (81.)5(V2)) = [70]60() ((P0.)5(V1), (o0.)p(V2)) (3.39)

ol (v1,vy) est un couple quelconque de vecteurs de T; R 2, ’espace tangent & R®*~2 au point
P, (¢4)5(v) = D¢(p)(v) est Papplication tangente au point p associée au difféomorphisme ¢
(v est un vecteur de T;R%"72) et telle que ¢o(p) = p et ¢ (p) = p. Ainsi, pour t =1, on a

[o1p((¢1.)35(v1), (D1.)5(V2)) = [o0]5(V1, v2) (3.40)

La forme symplectique est standard dans les variables p. On recherche donc ¢; qui ramene la
forme symplectique o; & la forme standard oy pour tout ¢ € [0,1] (Le pull-back d’une deux
forme o par un difféomorphisme 1 est défini par [v*a]5(v1, va) = [0yi) (V) 5(v1), (¥4)5(V2)))-
On veut donc que

(97 ot]5(v1, v2) = [¢go0]5(Ve, Vo) (3.41)
Dans le but de trouver un champs de vecteur associé au flot ¢;, on dérive (3.41) par rapport
at:

d *
£¢t0—t =0. (342)

(¢:+sat+s - ¢r0t)

d . ,
A

* o _ *O_ *0_ _ *0_
_ lim(d)Hs t+s ¢t t+s + ¢t t+s ¢t t)
s—0 S S

% *30,5
= ¢;Lx,(0:) + ¢t§

d .y . .
ou Ly, (a) = %|s:0¢j§+sa est la dérivée de Lie suivant le champ de vecteur X; de la deux

forme . Et, comme ¢ est linéaire,

&5 (Lx, (o) + %(at)) =0. (3.43)
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Comme ¢, est un difféomorphisme,

0
LXt (O't) + 8—(0't) =0. (344)
t
Par la formule de Cartan, on obtient
0
Xy ddoy +d(Xy 20y) + — (o) =0 . (3.45)

ot

ou X; 1doy est le produit intérieur de X; dans doy. Soit t — 6;,¢ € [0, 1] un chemin différentiable
tel que pour tout £, #; est une primitive de o;. Comme o, = df; et do, = 0, on a

0
d(XtJO't + 59,5) =0. (346)

Et pour toute fonction g définie sur la variété symplectique, on a une équation vérifiée par
Xt :

0

o, n’étant pas dégénérée, un fois qu’est choisie une fonction g, il existe un unique champs
de vecteur X; telle que cette équation soit vérifiée. Cette primitive 6, doit étre réelle pour
garantir que les nouvelles variables associées a x, T sont encore conjuguées complexes. La
démonstration de cette assertion n’est pas tres difficile mais un peu trop longue pour étre
reproduite ici. Dans les coordonnées (A, z,Y, A, —iZ, —iY)2, on obtient la notation matricielle

0
ot

~ ~ champs de vecteur hamiltonien
trans formation qui rend la deux 2— forme standard

Xi = (Mg,) ™ (=5-(00) + (M,,)"' (‘dg) (3.48)

ou M,, est la matrice de la deux-forme symplectique o; dans les coordonnées choisies. Nous
avons donc unicité du champ de vecteurs X; a un champ hamiltonien pres. En pratique, on
choisit g = 0, car prendre g # 0 revient a effectuer une autre transformation symplectique qui
ne change pas la forme symplectique. On a essayé de trouver, dans le cas de quatre corps, une
fonction g qui aurait pu simplifier la transformation, par exemple qui laisserait les variables
x constantes comme pour trois corps mais les essais n’ont pas donné de résultats significatifs.
Pour définir pratiquement le chemin différentiable, on choisit la primitive réelle suivante de
la deux forme symplectique :

1 & . . el L . -
0, = 5[2()\3'6“\]‘ — Njd\; — iw;dj +izide;) — iy (y;dg; — g;dy;) — i fydfy — fydfy)] (3.49)
=1 j=1

(on a df; = o01). On exprime alors cette un-forme en une série des coordonnées (z,Y). On
définit alors le chemin différentiable de I'espace des un-forme 6, = 6y + t(6; — 6y) ou

1.n n n—1 _ _
O = S[3_(\jdA; = NjdX;) = i 3 (wyda; — dag) — i 37 (VY — ¥d)] (3.50)
j=1 j=1 j=1

On définit finalement le chemin o, = df;. L’application ¢ — oy, ¢ € [0,1] vérifie alors les
propriétés voulues.

2Par la suite, Y = (Y1, ..., Y,_1).
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Calcul Formel Dans le but de calculer le champs de vecteurs X;, on calcule 'inverse de la
deux-forme symplectique jusqu’a un certain degré d par le développement formel :

My} = (Id =T = My )) T =3 (1T = My, T (3.51)

k>0

ou J est la matrice de la deux-forme standard oy.

J = ( 0 [3’61 ) : (3.52)

_[3n—1

Comme M,, — J est au moins de degré un en les variables z,Y", la somme (3.51) est calculée
pour k < d. Le champs de vecteur X, est alors calculé par la formule (3.48), et la transfor-
mation ¢; s’obtient par une méthode de Lie. Soit x les anciennes variables et T les nouvelles.
On recherche une fonction ¢;(z) telle que ¢o(Z) = T et ¢1(x) = x. On pose alors z(t) = ¢(7).
On a

th dkz .
x(t) = Z Eﬁh:o = Zt Gi(t,x)]i=o (3.53)
k>0 0 k>0
1d"x ) '
ou on pose Gy (t,r) = e On a la formule de récurrence suivante :
1 dG 1 0G oG
G (t,z) = —E(t,2) = (= 4 x,. =5 (3.54)

k+1 dt k+1" ot Ox

Comme Gy(t, z) = x, on calcule, par cette formule, les G, jusqu’au degré d, degré de troncature
en les variables z, Y. En utilisant (3.53), on calcule finalement la fonction ¢, et le changement
de variable est donné par x = x(1) = ¢1(Z). Ces transformations ont été calculées en utilisant
le manipulateur algébrique TRIP et la procédure présentée dans ’annexe C.

Propriétés de cette transformation. On appelle A, ), 7, 7 les nouvelles variables?.

Proposition 2 La transformation ¢, a la forme suivante :

(Aj = Z\])l<j<n
(Aj = Aj+ 2021 Piak)i<j<n

~ 3.55
(75 = T + 21 Qjok+1)1<i<n (3.55)
(Y; =35 + X021 Rjok+1)1<j<n—1

ot Pjr, Qji et Rjj sont des polynémes homogénes de degré k en (%,7) avec des coefficients
dépendant de A, satisfaisant des relations de d’Alembert et des relations de parité en les
variables . Les caractéristiques de d’Alembert des polynomes Pj, Q;r et R;y sont égales
respectivement a 0,1,1. Pj, et Q) sont pair et R;j impair en les variables . Le hamil-
tonien exprimé dans le nouveau systéeme de coordonnées satisfait les relations de d’Alembert
(caractéristique de d’Alembert nulle) et de parité en les variables j.

*Par la suite, A = (A1, ., Ap), A= (Ao Ay & = (@153 80y G = (1, o> G-
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Démonstration 2 Pour démontrer que dans les nouvelles variables, le systeme conserve
les relations de d’Alembert et de parité, on doit vérifier que le champs de vecteur X; les
vérifie bien. Pour cela, on doit connaitre les caractéristiques de d’Alembert de 06, /0t et M (;tl.
Dans une matrice ¢(4,,), représentant la deux-forme M,,, on donne les caractéristiques de
d’Alembert des coefficients de fagon simplifiée :

A oY N &Y

0 -1 0 1 A
-1 -2 -1 0 | 2,V

C(Mat) = 0 -1 0 1 A (356)
1 0o 1 2/) %V

Chaque coefficient de la matrice représente une caractéristique de d’Alembert des termes
correspondants de la matrice M,,. On montre qu’alors

0 1 0 -1
(T = M) = e =M = | ) T (3.57)
1 2 1 0
Et finalement, par la formule (3.51), on obtient ¢(M,,) = ¢(M,,'). Comme on a
0 A
c(%) = _01 x’AY (3.58)
1) 27
On en déduit, par I’équation 3.48, que
0 A
o(X;) = (1) x’AY (3.59)
-1/ 5,V

Le vecteur X; vérifie donc bien les relations de d’Alembert. D’une maniere similaire, en util-
isant des matrices de ce type, on démontre que X; et donc la transformation ¢; vérifient
la parité en les variables d’inclinaisons. Dans le coordonnées (A, A, z,7,Y,Y), on exprime le
champs de vecteur X; dans la base associée :

n 0 0 0 0
X, =Y (X(A)=— + Xe(\)=— + Xu(z)) =— + X4 (T)) =—
t j:1( t( J)aA] + t()\])aA] + t(x.?)ax] + t(x])al—‘])_F
nflj(X (Y-)—8 +X(Y)—8 ) (3.60)
S oy T '

Xi(.) sont les coordonnées de X; dans la base 0/(0.) de l'espace tangent. On a, par (3.47),

XtJO't == XtJO—() + tXtJd(el — 90) (361)
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La fonction f, ne dépend pas des variables A et donc, en considérant (3.49,3.50), X; 1d(6; —
y) € vect(dA,dx,dz,dY,dY") (ou vect(dA,dx,dz,dY,dY") est le sous-espace vectoriel en-
gendré par ces un-formes). Comme

XtJO'O = ZXt(A])d)\] + Xt()\])dA] + Xt(l'j)dfi'j + Xt(ff'j)dl'j‘i‘
7j=1

n—1
+>_ Xy(Y5)dY; + X,(Y))dYj, (3.62)
i=1
on a "
XtJO't = Z Xt(A])d)\] + oy (363)
7=1

olt oy € vect(dA,dx,dz,dY,dY). Mais, en considérant (3.47), X; 1oy = —00,/0t = 6, — ;.
Donc X, 1o, € vect(dA,dz,dz,dY,dY) et donc pour 1 < j < n, on a X;(A;) = 0. La
transformation laisse inchangées les variables A. De plus, X; ne dépend pas des variables
A. Cela explique le fait que les polynomes P;;, @, et R;; sont indépendants des A. Les
anciennes variables A sont remplacées dans le hamiltonien H; (1.9) en utilisant ’expression
suivante : i

et =™ Si(A, 7, 7) (3.64)
découlant des propriétés (3.55) et ot S; = eXiei 2k est une série des variables (z,7) de
caractéristique de d’Alembert nulle. Grace a ces constatations et propriétés, on montre que
le hamiltonien vérifie encore les relations de d’Alembert et que la parité dans les nouvelles
variables g est vérifiée.
Remarque 12 Dans le cas ot les inclinaisons sont nulles (Y = 0), la transformation ¢; est
Iidentité pour les variables z, A, A : la réduction, dans ce cas, est déja effectuée. L’intégrale
premiere C' est une relation vide.
Remarque 13 Pour trois corps, quand on utilise cette méthode, on trouve la transformation
proposée dans la section (3.1.1). Une expression de cette transformation est donnée dans
I'annexe B pour trois planétes (4 corps) et tronquée au degré 4.

Remarque 14 L’expression (3.55) est purement formelle et aucune étude de convergence
n’a été menée.

Le moment cinétique Le systeme réduit partiellement a la propriété suivante :

Proposition 3 Avec les notations du paragraphe précédent, dans le nouveau systéme de co-
ordonnées, on a

n n n—1
Co=>" K =211 = X Il (3.65)
i=1 i=1 j

—
Démonstration 3 Le flot hamiltonien au temps 6 engendré par C, (1.11) est la solution du
systeme suivant, pour 1 < j <mn:

(3.66)



Donc, le flot au temps 6 est la transformation ¥y définie, pour 1 < 57 < n, par

—i0

ZL‘j & ij
yi | ve | €7y
L, (3.67)
)\j )\j + 60

Quand on réalise la réduction partielle, on remplace les variables y,,, ¥, par les fonctions f,, fy
des variables A, z,y, T and 3. Le moment cinétique est alors

n n n—1
CZ:ZAj_Z|xj|2_ Z|yj|2_fyfy (3.68)
7j=1 j=1 j=1

On définit le flot 1)y comme 'application suivante :

—if

IL'j e ~9xj
Ye | v e~y
A iy A, (3.69)
Aj A+ 0

pour 1 <j<netl<k<n-—1 Comme f, vérifie les relations d’Alembert, le flot 1y a la
méme action sur le systeme réduit que le flot Wy défini par (3.67) et est donc le flot engendré
par l'intégrale premiere C, (3.68) dans le systeme réduit. vy vérifie le systeme différentiel
suivant :
pour 1 < j <mn, i;(0) = —iz;(0)
pour 1 < j<n-—1, y;(8) = —iy;(6)
pour 1 < j <n, A;j(6) =0
pour 1 < j <n, \;j(#) =1

(3.70)

Clest & dire X = f(X) ol les variables (z,y,A,\)) sont renommées X. Pour revenir & une
forme symplectique standard, on construit une transformation ¢ = o7 o Py (3.38,3.55) qui

définit de nouvelles variables canoniques (z, 7, A, 5\) renommées X. ¢ conserve les relations de
d’Alembert, donc

B(6o(X)) = va(6(X)). (3.71)
Pour exprimer le flot engendré par C', dans les nouvelles variables, on a

X = Dg(X)X = Do(X) f(X) (3.72)
En dérivant (3.71) par rapport a 6, on obtient I'identité

Do(o(X)) f(1a(X)) = f (e ((X))). (3.73)

Et pour § =0, on a
Do(X) f(X) = f(o(X)) = f(X). (3.74)



On obtient finalement X = f(X) Le flot de C, est donc engendré par le méme systeme
différentiel (3.70) et, comme les nouvelles variables sont canoniques,

pour 1 < j <n, i j(0) = —iz;(0) = 0C, /O(—i ;)

pour 1 < j <n-—1, yJ(H) —i7;(0) = 9C./d(—iy;) (3.75)
pour 1 < j <n, A;j(f) =0=—-0C,/0\; '
pour 1 < j <n, \;(#) =1=0C,/0\;
Et donc, en intégrant les relations précédentes, on obtient, dans les nouvelles variables :
n n n—1
Co=Y A=Y |51 = Y g’ + K (3.76)

ot K est une constante. Comme, par la transformation ¢, le point (A,z = 0,y = 0, A = 0)
est changé en le point (A, = 0,7 = 0, = 0), la constante K est égale a zéro.

La troisieme intégrale premiere du moment cinétique C', a donc la méme expression que dans
les variables de Poincaré. Cela permet (section 3.2.2), de définir simplement une nouvelle
transformation, comme dans le cas de trois corps, pour réduire le nombre de degrés de liberté
du systeme.

L’origine du probléme séculaire IL’origine du probléeme séculaire dans les nouvelles vari-
ables 1 =Ty = ... =2, =h =¥ = ... = PJp_1 = 0 est un point fixe du systeme. Et,
des expressions (3.36) et (3.55),onaxy =22 =... =2, =y = Yo = ... = Y1 = 0. Et,
comme on a choisi y, tel qu’il tende vers zéro quand les autres y; tendent vers zéro (3.29), on
a Yy, = 0. Le point fixe a 'origine du probleme réduit séculaire est donc le méme que celui du
probleme séculaire non réduit.

3.2.2 Reéduction totale

Comme dans le cas de trois corps, la réduction totale, utilisant la troisieme composante
du moment cinétique est possible. Cette seconde réduction, qui peut étre réalisée de la méme
maniere si la réduction partielle n’a pas été réalisée, a déja été présentée dans les variables
d’Andoyer (Boigey, 1981).

On fait une transformation en coordonnées polaires symplectiques : (Z; = \/R;€")1<j<p,
~ _ & i : .
(y]’ = Sj€7' ])1§j§n_1 qul donne :

noo_ no_ n—1 _
Co=2 M= Ri=> 5 (3.77)
j=1 j=1 j=1

Comme pour trois corps (section 3.1), on utilise un changement de variables linéaire dans
lequel C', est une des nouvelles coordonnées :

([} /N\N )1<]<n
(R R )1<]<n

9 ~ 3.78
(VS S )1<]<n 2 5 ( )
Sn—l — E —1 Z R + Z?:_II Sj = _Cz
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Par conjugaison, les nouveau angles sont :

(j‘j = ~] + ngl)léjén
(o = w; — Qn-1)1<j<n

. Z - SI= 3.79
(f}j = Qj - Qn—1)1<y<n—2 ( )
(anl — anl)

On revient ensuite & des variables complexes rectangulaires : (i; = \/R;je"™)1<jcn, (J; =

\/S’jemi)lggn,} Ainsi, le changement de variables total est :

Aj=Aj = S

$ &= dien (3.80)
7j = 1€’

VARG ST VI ST S

Comme pour la réduction dans le cas de trois corps, la variable §2,,_; n’apparait pas dans le
hamiltonien, grace aux relations de d’Alembert. La forme symplectique devient

n n—2
o — Z[dj\k A\ dAk — zdxk VAN di"k] — Z ngk VAN dg_jk (381)
k=1 k=1

Et la réduction totale associée au moment cinétique est alors achevée pour n + 1 corps.

Remarque 15 La principale différence avec le cas de trois corps est que ’on a pas de parité
dans la variable d’inclinaison y,_; et que donc on doit développer le radical de (3.80) en série.
Dans ce cas, l'origine du systéme (i1 =% = ... =%, =91 = Jo = ... = Jn_o = 0) n’est plus
un point fixe du systeme séculaire. L’étude de ce systeme apres la réduction n’est pas facile et
il peut etre plus intéressant de ne pas faire cette réduction et de s’arréter apres la réduction
partielle.

Remarque 16 Dans cette méthode, on a choisi d’éliminer la variable ¢, ;, mais on peut
éliminer tout autre variable z;, y;. Contrairement au cas de trois corps, ces différentes réductions
sont a peu pres équivalentes et il faut, de toute maniere, développer le radical présent dans
(3.80) en série. Encore une fois, ce choix dépend avant tout de I’étude qui va suivre la réduction.

3.3 Remarques générales a propos de ces réductions

3.3.1 La méthode

Notre méthode pour réduire le nombre de variables en utilisant les intégrales premieres
et une version constructive du théoreme de Darboux peut avoir un intérét et étre appliquée
dans un autre probleme. Si on a un systeme hamiltonien qui dépend des variables conjuguées

(P = (pr,p2,-- - Pn)s @ = (q1,G2,---,qn)) et k intégrales premieres Fi(p,q), Fa(p,q), -,
Fi(p,q). Si on peut développer ces k intégrales premieres en série et exprimer k variables
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choisies comme des fonctions des autres, on remplace ces variables dans le hamiltonien et
dans la forme symplectique qui ne reste pas standard. En utilisant une version constructive
du théoreme de Darboux, on trouve une nouvelle transformation qui ramene la deux-forme
a une forme standard. On a appliqué cette méthode a un systeme qui n’est pas si différent
du systeme considéré précédemment : Le probleme séculaire a tout ordre des masses. Le seul
changement est que I'on considere la deux-forme : o0 = —i Y}, (dxy A dTy, + dyy A dyg) et que
les A sont des parametres du systeme.

3.3.2 Construction de la forme normale de Birkhoff

De la méme maniére que présentée dans la section (2.3), on construit une forme normale
de Birkhoff pour le hamiltonien partiellement réduit. Comme on conserve la relation de trace
nulle du systeme linéaire, de la méme maniere, des termes résonants peuvent empécher la con-
struction, méme formelle de cette forme normale. En fait, grace aux relations de d’Alembert,
on remarque que la construction de la forme normale ne pose pas de probleme.

Comme la valeur propre nulle du systeme linéaire provient de l'invariance de 7, dans
le systeme séculaire partiellement réduit et diagonalisé (variables (Z, Zs,..., 22, 1)) on n’a
pas de fréquence nulle. De plus, les 2n — 1 autres fréquences restent les mémes que pour le
probléme non-réduit (pour démontrer ce fait, il suffit de réaliser la diagonalisation du systéme
avant de faire la réduction partielle). Ceci n’est par contre pas vrai pour le systéme totalement

réduit (Robutel, 1993). Dans ’équation homologique, le terme H?"1 z z 7 donne le diviseur
E;Z]I(kj — kj)vj. Comme la relation de trace nulle E?"ll vj = 0 est toujours vérifiée pour
toute valeur des parametres, on peut encore avoir des diviseurs nuls quand il existe un entier
p € Z tel que pour tout 5,1 < j < 2n — 1, k; IE = p. Mais, comme le hamiltonien
partiellement réduit satisfait toujours les relatlons de d’Alembert on a 22” Ykj—k; =0
et donc forcément p = 0. Les seuls termes résonants pour toute valeur des parametres sont

donc les termes H i 1(zjzj) 7, termes résonants de F7. Ces termes sont ceux que 1’on garde

dans la forme normale et qui ne dépendent que des actions J} = %;z;. La réduction partielle
nous permet donc d’éviter les problémes de résonance, rencontrés dans la section (2.5) pour
le probleme non réduit.

Dans le probleme sécularisé a un ordre plus élevé du rapport des masses, la somme des
fréquences n’est plus nulle (Abdullah et Albouy, 2001) mais dans certains cas reste petite
comparée aux fréquences du systeme linéaire. On peut donc avoir des diviseurs qui ne sont
pas nuls mais qui sont proches de zéro. La réduction partielle empeche ces termes d’apparaitre.

3.3.3 Comparaison entre la réduction totale et la réduction par-
tielle dans le cas de trois corps

Pour les études de stabilité qui vont suivre, appliquées au probleme planétaire séculaire
de trois corps, on est face a la question pratique suivante : pour pouvoir construire la forme
normale de Birkhoff, quelle réduction doit étre entreprise, la réduction partielle ou la réduction
totale ?

Le probleme séculaire de trois corps réduit totalement ne possede plus que 2 degrés de
liberté alors qu’apres la réduction partielle on conserve trois degrés de liberté et donc plus
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de variables. Ainsi, on peut s’attendre, pour la réduction partielle, a avoir plus de termes du
développement du hamiltonien et donc des séries construites par la méthode perturbative.
Toutefois, un argument plaide en faveur de la réduction partielle. Le fait que ’on conserve des
symétries (relations de d’Alembert), donne en fait un nombre de termes plus petit (au moins
pour les bas degrés, voir 'annexe D) apres la réduction partielle qu’apres la réduction totale
si on ne remplace pas le terme d = /A; + Ay — C, par sa valeur numérique, ce qui revient a
étudier le cas général ou la valeur de la norme du moment cinétique n’est pas fixée. Il est en
tout cas nécessaire de faire au moins la réduction partielle du probleme. En effet, le nombre
de termes des séries fait apparaitre clairement que ces réductions diminuent sérieusement le
nombre de termes dans les polynomes homogenes Hj, et par contre coup dans les polynomes
Wy. De plus, il est tres facile, une fois ’étude du hamiltonien réduit partiellement effectuée
d’appliquer les résultats de cette étude au probleme non réduit. La transformation qui réduit
partiellement le probleme est en effet explicite et ne présente pas de singularité. On remonte
ainsi facilement au comportement des angles des noeuds et des inclinaisons. Le point origine
représente aussi la méme solution physique dans ces deux probléemes. A contrario, si on fait
I'étude du systeme réduit totalement (d’une des trois maniéres présentées dans la section
3.1.2), on ne peut pas remonter a une des variables angulaires ce qui nous fait perdre de
I'information sur le systeme non réduit. Dans le cas de la réduction de Jacobi, par exemple,
on perd tout renseignement sur la variable Q. En effet, on travaille dans un repére tournant
avec la ligne des noeuds mais sans connaitre I’évolution de cette ligne. Cette évolution est
donnée par Q@ = OH /OC, et on doit donc conserver I’expression explicite du hamiltonien en
fonction de C,. De plus, le probleme réduit totalement présente une singularité quand les
inclinaisons tendent vers zéro, le point d’origine ne correspond pas aux mémes solutions que
pour les problemes non réduit et partiellement réduit et les fréquences fondamentales ne sont
pas les mémes (Robutel, 1993). Le véritable choix de réduction doit donc s’effectuer entre la
réduction partielle et la réduction totale et dépend avant tout du probleme que 1’on aborde,
du type de résultats que ’on désire obtenir.

Dans les études précédentes d’un systéme planétaire de trois corps (Locatelli et Giorgilli,
2000) et (Robutel, 1993), la réduction totale (de Jacobi) était systématiquement effectuée.
Notre étude permet de mieux comprendre 'intéréet de la réduction partielle et de mener une
étude sur un systeme plus général.

3.3.4 Le plan invariant

Le plan invariant, orthogonal au moment cinétique, joue un role central dans la réduction
partielle. En effet, si on choisit un autre plan comme plan de référence, l'intégrale C; n’est
plus égale a zéro. Pour le cas de trois corps 'opposition des noeuds, base de la réduction
partielle n’est plus vérifiée. Pour n corps, dans I'expression de y, (3.29), on a

2
o=C— Z le il |y;| (3.82)

avec C # 0. Donc, quand on remplace y, dans le hamiltonien par son expression (3.29), le
nouvel hamiltonien ne satisfait plus les relations de d’Alembert et la parité en les variables
d’inclinaison. La situation est plus difficile a comprendre : si les inclinaisons sont nulles au
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début du mouvement, elles ne restent pas égales a zéro comme pour le plan invariant. Le point

origine ) = Tp = ... =Ty, = U1 = Yo = ... = Yp—1 = 0 n’est plus un point fixe du systeme
séculaire.

De plus, les solutions formelles du probleme dans le repere lié au plan invariant sont des
séries quasi périodiques dépendant de 3n — 1 fréquences non nulles vy, vo, ..., 13, 1 : si Z est

une des coordonnées polaire complexe (\/]\j exp(ij\j),ij, 7;), on a

Z(t) = Z Qg eXp(i(lel + ...+ kgnfll/gnfl)t), (383)

kez3n—1

Et cette série vérifie des relations de d’Alembert : ay = 0si L3N k; # o(Z) o a(\//Tj exp(i);)) =
0 et o(%;) = o(y;) = 1. Ces relations sur les k; permettent d’éviter que les expressions de
T; ou g; contiennent des termes constants. Changer de repeére (et de plan de référence) re-
vient a transformer le systeme de coordonnées cartésiennes par une transformation d’Euler
R. On peut exprimer cette transformation comme la composée de trois rotations basiques :
R = R3(03)R1(02)R3(61) ou O, représente I’angle entre ’ancien et le nouveau plan de référence

et les rotation sont définies par

1 0 0 cos(f) sin(f) 0
Ri(0) =] 0 cos(f) sin(fd) | etR3(0) = —sin(f) cos(f) 0 (3.84)
0 —sin(f) cos(f) 0 0 1

Pour calculer les nouveau éléments elliptiques I, 2; dans le nouveau repere, on définit

1
Zj =
e

((Cy); +i(Cy)j) = sinI;sin Q; — isin I; cos ;. (3.85)

On note Ry(z;) la nouvelle valeur de z; par toute rotation R;. On a

R3(0)(z;) =€’z et (3.86)

R1(0)(2)) = zj cos*(0/2) + z;sin?(0/2) + isin y/1 — |z;]? (3.87)
En composant les trois rotations, Rz; la nouvelle valeur de z;, dans le nouveau repere est :
Rzj = z;c082(0y/2)e ) 1 25 6in?(0,/2)e %) — jsin ye’ 0D\ /1 — |2 (3.88)

Et, & cause du terme /1 — |2;|° dans (3.88), dans le nouveau repere, des termes constants
apparaissent dans les valeurs de I'inclinaison et des angles des noeuds et donc dans I’expression

des 7, des z,y. Ce fait a été observé dans les théories séculaires construites par exemple dans
le repere J2000 (voir Laskar, 1987).
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Chapitre 4

Stabilité du probleme séculaire
planétaire Soleil-Jupiter-Saturne

On prouvera, en prenant comme base les techniques de réduction et de normalisation
précédentes et en utilisant le schéma de la section (2.1.2), des résultats de stabilité pour le
probleme séculaire SJS, dont les parametres et conditions initiales sont données dans la section
(1.5). Dans les études menées par la suite, dans ce chapitre, on fera varier les conditions
initiales pour mesurer 'efficacité des méthodes proposées et une étude précise sera réalisée
pour les conditions réelles du probleme SJS (section 4.5).

4.1 Etude de la dynamique, choix de la méthode

4.1.1 Deéfinitions

Les définitions et propriétés présentées ici sont extraites de (Giorgilli et al., 1989). Cet
article sert de base aux raisonnements qui vont étre développés dans cette partie. soit E
I’espace des séries formelles dans les variables xq, Z1, 2o, To, ..., Ty,, T, et Ej le sous-espace
de E des polynomes homogenes de degré k. Les variables (x;, —iZ;) sont conjuguées pour la
forme symplectique. Soit f € E, on écrit f = Y ,5olf]x avec [f]x € Ex. On note

n 270
fle= Y am [z}
|m|=k j=1

ot m = (my,My,...,mp,My) € Z° et |m| = Xj_ (m; + m;). Les propriétés suivantes
sont immédiates : si fr € Ey et g € Ey alors frgr € Epix et le crochet de Poisson
{fr, 9k} € Epir—_2. Les estimations que I'on va faire pour prouver des résultats de stabilité
nécessitent la définition de normes sur les espaces F et Ej : si f € Ej, on définit la norme

"k” de fr comme étant
felle = >_ lowml (4.1)

|m|=k
On a la propriété fondamentale suivante, démontrée dans article (Giorgilli et al., 1989) : si
fr € By et g € By alors

ks 9o Hlnsrr—2 < K K] filli (19w [ (4.2)
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On définit le domaine A, = {& = (z1, x2, ..., 2,)/|z1|, |72, . . ., |7s]| < p} et la norme suivante

111, = sup [f(z)] (4.3)

TEA)

Le lien entre les deux normes définies est fourni par les inégalités fondamentales suivantes :

1fellp < P*11 el (4.4)

et, en découlant, quand cette série converge,

+o0
[1£1lp < 32 AP 11 felle (4.5)
k=0

Ces définitions seront réintroduites avec de légeres variations et précisions lors des études
suivantes.

4.1.2 Travail préparatoire

On a vu, dans les chapitres précédents (2 et 3), la nécéssité de réduire partiellement le
probleme pour pouvoir construire la forme normale de Birkhoff & tout ordre et donc mettre
en oeuvre les méthodes perturbatives voulues (dont les idées générales sont présentées dans
la section (2.1.2)). En tenant compte des remarques de la section (3.3.3), on s’arréte apres
cette réduction et on ne réalise donc pas la réduction totale du systeme. On effectue ensuite la
diagonalisation du systeme linéaire. Cette diagonalisation est déja effectuée pour les variables
d’inclinaison (y) dans le systéme partiellement réduit. En effet, la partie de degré deux du
hamiltonien vérifie les relations de d’Alembert et de parité en les variables d’inclinaison et
le seul terme de degré deux contenant la variable y est donc le monome y3 (voir annexe E).
On n’effectue alors la diagonalisation présentée dans la section (2.2) que pour les variables x
seules. On obtient un hamiltonien qui dépend des variables canoniques diagonalisées que 1’on
nomme zi, z, 22, 22, 23, Z3 OU 21, 23 sont associées aux variables d’excentricités et z3 = y a la
variable d’inclinaison. Les variables actions-angles associées sont (Jy, Jo, Js, ¢1, 2, @3).

4.1.3 Premieres études, choix de la méthode

L’étude de la dynamique du probleme SJS présente plusieures difficultés. La premiere est
que, dans les variables les plus adaptées pour I'étude dynamique du probleme a long terme
(les variables de Poincaré), on n’a pas d’expression explicite du hamiltonien g (1.28) (que I'on
renomme H dans la suite de I’étude). On ne peut, en pratique, que calculer la série Hy tronquée
a un certain degré des variables d’excentricité et d’inclinaison (par une procédure TRIP, voir
annexe C) qui représente les premiers termes du développement en série du hamiltonien. Le
hamiltonien se présente alors comme

H=Hy+R (4.6)

ou Hj est une série connue et R, le reste, n’est pas connu. On essayera d’estimer R tel que la
dynamique liée a H soit voisine de la dynamique liée a Hy pendant un temps assez long.
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Etude préliminaire de H,

On calcule, par des procédures TRIP, le hamiltonien séculaire réduit partiellement et
diagonalisé, jusqu’au degré ny en les variables 2y, 2o, 23, Z1, 22 et z3. Le choix du degré ny
dépend principalement du temps de calcul et on a pris ng = 20. Le calcul du polynome H,
fait intervenir des polynomes contenant les variables de Poincaré ainsi que les variables de
longitudes moyennes \; et le temps de calcul devient tres vite énorme. Il est multiplié par 5
a peu pres a chaque passage de ng a ny + 2. Le temps de calcul pour ny = 20 est d’une
semaine en utilisant le calculateur formel de I’école polytechnique. On verra que pour notre
étude et pour les conditions initiales du probleme SJS, ce degré de troncature sera suffisant
pour affirmer des résultats de stabilité sur un temps de l'ordre de I’age du systeme solaire.
On redéfinit le domaine suivant : A, = {z1, 22,23 / |21], |22, |23] < p}. On étudie dans un
premier temps le polynome Hj et plus particulierement les valeurs prises par le majorant de
cette fonction sur un domaine A,. Ce polynome H, nous donne une bonne approximation
de ce que va étre le vrai hamiltonien H pour des valeurs des variables proches du point fixe
elliptique.

Etude du polynéome H, On va étudier ce polynome et les valeurs qu’il prend en utilisant
les deux norme définies précédemment (4.1,4.3). On commence par tracer sur la figure (4.1),
les valeurs de ||[Holx||x. Comme on connait explicitement le hamiltonien Hy, les normes ”k”
de [Hylx sont calculées rigoureusement degré par degré (de 2 a 20) par une procédure TRIP.

35

30 - -1

15 + -

10 -

F1G. 4.1: logyo de ||[Hp]x||x en fonction du degré k& du hamiltonien Hy.

On a, grace a cette figure (4.1), une mesure empirique du rayon de convergence de la série
H,. H étant analytique sur A, pour p < py ou py est le rayon de convergence de cette série,
il existe des réels c, d tels que

[1[Holellx < de*> (4.7)
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On estime les réels d, ¢ donnés par la figure (4.1) pour k < 20. les valeurs sont ¢ ~ 77.5
et d ~ 1.97910~*. On peut donner alors une mesure approximative du rayon de conver-
gence du hamiltonien se basant sur les premiers termes de la série H. L’estimation du
rayon de convergence donnée par cette méthode grossiere est po ~ ¢! = 1.28 1072, Cette
mesure est bien sir tout sauf rigoureuse mais donne une idée des domaines de conver-
gence du hamiltonien considéré et en pratique, on travaillera toujours dans un domaine plus
réduit, plus pres du point fixe elliptique. On définit le rayon réel du probleme comme étant
pr = max(|z1(0)],]22(0)], |z3(0)]). Les conditions initiales sont donc dans le domaine A, . Pour
le probleme SJS, ces valeurs initiales sont connues :

|21(0)] = 3.4908 1072 U A.an'/?
|25(0)| = 3.4537 10~° U A.an'/? (4.8)
|23(0)| = |y(0)| = 9.6915 10~* U A.an'/?

On prend donc p, = |2(0)| = 3.4908 1073 UA.an'/2. Le rayon p, est donc bien inférieur &
pc mais, et c’est une des caractéristique fondamentale du probleme (SJS), les valeurs de p¢
et p, sont quasiment du méme ordre de grandeur (p./pc = 0.27). Dans la suite, on verra
que la valeur de p, sera toujours faiblement en dessous des seuils de convergence des séries
intervenant dans les méthodes perturbatives mises en oeuvre. On étudie ensuite le rapport
entre les majorations en norme ”k” et les majorations ||[Hylk||,- Pour cela, on définit le réel
Tip(f) comme étant

PELF Dl
LTI (49)
Ce rapport est, pour une fonction f donnée, une mesure du rapport entre les deux principales
normes utilisées (4.1,4.3).

La figure (4.2) représente une estimation de la valeur moyenne de 7 ,(Hy) (sur I'ensemble
des valeurs de p inférieures a p¢) en fonction du degré k. Pour calculer ||[Hy],||,, on utilise une
méthode approchée : on calcule, pour un grand nombre de points de A, la valeur de la fonction
[Hylk et on choisit la valeur maximale comme majorant. On voit nettement que ce rapport se
dégrade en fonction de la valeur de k et est, en premiere approximation, une série géométrique
de raison 0.67 environ. Et donc, numériquement, on trouve 74 ,(Hp) ~ a* = (0.67)%. Les
normes k7 seront tres utiles pour établir des propriétés rigoureuses de convergence et pour
estimer les restes liés a des transformations utilisant des méthodes de Lie (en particulier grace
a la relation 4.2). Mais elles ont tendance & diminuer le rayon de convergence de la série Hy
d’un facteur @ = 0.67 environ. L’estimation du rayon de convergence vrai est donc a peu pres
égal & pc/a~1.9 1072

Remarque 17 On a utilisé le critere donné par Sundman (Sundman, 1916 voir aussi Hagi-
hara, 1989b) pour estimer d’une autre maniére le rayon de convergence de la série H.
Le critere donné par Sundman est le suivant :

Théoreme 1 Le développement de linverse de la distance mutuelle 1/A en les éléments
elliptiques classiques est convergent si et seulement si les éléments elliptiques vérifient la
relation suivante :

a1 Fi(er) < axFy(es) (4.10)
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-1.5 -

2.5 -

F1G. 4.2: logyy de la valeur moyenne (pour des valeurs de p telles que 107? < p < 1.3107%)
de 7 ,(Hy) en fonction de k.

avec
Fi(g) =€e"+ g+ (V1+ g>—1) cosh(w) (4.11)
Folg)=e™ —g— (V1+ g% —1) cosh(w) '

et avec w défini par la relation w = g cosh(w).

Dans notre cas présent, on doit donc avoir, comme les fonctions Fj et F} sont respectivement
décroissantes et croissantes,

F0(€2max) S o
Fl (elmax)

Ol €1z €t €2mqy sont donnés, dans le domaine A, par €4, = \/1 — (1 — p2/A;). On obtient

(4.12)

alors la fonction décroissante Fy(p) = Fo(€omaz)/Fi1(€1maz) €t on cherche la valeur minimale
du rayon de convergence pj, telle que Fy(pl) = . Pour le probleme SJS, a ~ 0.5443 et
I'étude menée nous donne pj, ~ 7.21073. Tl faut noter que cet article donne un critere pour
le cas plan. On a donc recalculé le rayon de convergence pc = ¢! = 2.11072 dans ce cas
précis (y = 0). La comparaison des deux rayons n’est pas simple mais le résultat donné n’est
pas contradictoire : pi. est une estimation rigoureuse du rayon de convergence et pc est une
estimation, d’apres les seuls premiers termes de H de ce minimum. Ces deux rayons sont du
méme ordre de grandeur.

Etude grossiere de la diffusion On étudie la diffusion des actions J dans un domaine
ou la convergence du hamiltonien est supposée forte. C’est-a-dire dans un domaine compris
dans A, . Dans 'esprit du lemme (1), on estime le temps maximal (en années) pour avoir une
diffusion de 1072 pour les actions de départ. On utilise pour cela la norme ”k” du hamiltonien,
ce qui permet d’établir des majorations rigoureuses des séries considérées.
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F1a. 4.3: logio du temps minimal pour une diffusion de 1072 des actions J; en fonction de
logip du rayon des actions de départ.

Les résultats sont donnés sur la figure (4.3) et la conclusion qui découle de cette figure
est que, pour les valeurs du probleme SJS, cette méthode est beaucoup trop grossiere et ne
permet d’obtenir une stabilité que sur un temps trés court (¢ ~ 10°ans), correspondant &
quelques périodes séculaires tout au plus. A plus forte raison I’étude du hamiltonien complet
H donnerait, par une méthode similaire de mauvais résultats. Cette étude n’est évidemment
pas rigoureuse mais permet d’avoir une idée des domaines de convergence, des domaines sur
lesquels on va pouvoir effectivement travailler et de I’amélioration apportée par la construction
de la forme normale par rapport & une étude brute (figure 4.14).

Etude basée sur 1’article de Giorgilli et al., 1989  On essaie d’appliquer le théoreme
(6.1) fourni par l'article (Giorgilli et al., 1989), qui fournit des résultats analogues a ceux que
I’on veut obtenir :

Théoréme 2 (Giorgilli et al., 1989) Soit H = Y~ Hy le hamiltonien d’un systeme a n
degrés de liberté avec Hy = 0377 viwjy; et |[Hy|lp < dc*=? pour k > 3. On suppose que
les fréquences (v1,va,...,v,) sont non résonantes et que pour tout k € Z™\{0} et |k| =
Ty |kil < ryoonoa k| > o > 0. Alors le hamiltonien T H, issu de la construction de la

forme normale jusqu’au degré r est convergent sur tout disque Agp de rayon R < R} avec
Ry =9+ %T)i + (1 + %7")]_10_1 (4.13)

Qo

Et la variation des nouvelles actions J, est majorée par

. d R R R

T
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La principale différence, si on veut appliquer ce théoreme en construisant une forme normale
de Birkhoff est que nos fréquences sont ici fortement résonantes : vy + o + 3 = 0. On a
donc M(vy,vs,...,v,) # {0}. Toutefois, grace aux relations de d’Alembert, cette résonance
n’empeche pas la construction d’une forme normale résonante (voir section 3.3.2). Donc on a
seulement besoin d’un petit aménagement pour retrouver les mémes majorations. La définition
de . doit étre changée et on prend o = min |k, + kovo| pour k = (ki, ko) € Z% et |k| < 2r.
De cette maniere, si m = (mq, ms, m3) est tel que |m| < r alors on a |myv; + maovy + mavz| =
|(mq —mg3)v1+(me—mg3)ve|. Comme |mq—mg|+|me—ms| < |mq|+|ma|+2|ms| < r+|ms| < 2r,
on peut en déduire que |m vy + mavs + mavs| > ol pour |m| < r. Donc o, > a/. et on peut se
servir des majorations fournies par ’article dans le cas M = 0 en remplacant «, par o,. Il reste
alors a calculer une majoration des normes "k” de [Hp|,. On a déja calculé numériquement
la valeur des réels c,d tels que ||[Holx||r < d ¢*2 pour toutes les valeurs de k inférieures &
ny = 20. Pour appliquer le théoreme, on suppose que cette majoration tient pour toute valeur
de & (le hamiltonien étant une fonction analytique, ses normes & sont de toute facon bornées
par une suite a comportement exponentiel (donnée par exemple par le critere de Sundman,
voir la remarque 17). On applique alors le théoreme : on calcule la fonction R} en fonction
des différentes valeurs du degré de normalisation r par la formule (4.13).

-3.5

T T T T
R etoile en fonction de r

o 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 100
F1G. 4.4: logy de R} en fonction du degré de normalisation r

La figure (4.4) nous donne un premier renseignement sur les domaines de convergence
estimés par cette méthode. Les conditions initiales du probleme SJS ne sont malheureusement
pas comprises dans ce domaine (log,,(p,) ~ —2.45). La méthode présentée dans cet article est
tres générale et peut étre appliquée a de nombreux problemes. Mais dans notre cas particulier,
ou les conditions initiales ont des valeurs assez importantes, il faut appliquer une méthode
plus précise, tenant plus compte des particularités du systéeme pour obtenir des résultats
de stabilité. Pour cela, on va calculer explicitement les fonctions en jeu en se servant du
manipulateur algébrique TRIP.
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Peut-on négliger ’influence du reste R ?

Les équations du mouvement sont, pour 1 < j < 3 et exprimées en les variables (z, 2) :

J.j: %(Z, 2) + a—R(Za 2)
a¢j ad)] (4 15)
+  OHy, _ OR,_ _ |

On note (Jy);(t) et (¢o),(t) les solutions du systeme de hamiltonien Hj seul (systeme non
perturbé par le reste) et (29, Zy) les coordonnées cartésiennes associées. On espere que pour
un R suffisamment petit J;(t) et (Jp);(t) vont étre suffisamment proches pendant un temps
de l'ordre de I’age du systeme solaire. On a donc

(4.16)

On se place dans le domaine de I'espace A des phases correspondant a Jy, Jo, J3 < Jpee. On
a, par le théoreme des accroissements finis pris sur ce domaine :

T5(8) = (Jo);(0)] <t supyeaql J; (0)— (o) ()] (4.17)
OH OH OR
[J5(8) = (Jo);(1)] <t supy |87;(ZO,ZO> - aTﬁj(m = 55,9 (4.18)
Et donc o
[J5(8) = (Jo); (D] <t supy [|D—=] supy |1z = 2|
09,
OR
+t supp |%(z, z)| (4.19)
J

Cette majoration donne de tres mauvais résultats car le premier terme est de 'ordre de
grandeur de Hy : en effet || D(0Hy/0¢;)|| est beaucoup plus gros que |[0R/J¢|. On n’obtient des
résultats que pour un domaine treés petit inclu dans A, pour lequel ||z — zo|| est proche de zéro,
de la méme maniere que pour le lemme (1). On ne peut pas sous ces conditions ne considérer
que la dynamique du hamiltonien H, pour approcher celle de H. On va donc considérer la
dynamique globale du systeme tout en ne construisant une forme normale qu’a partir du
seul hamiltonien connu Hy. Cela va nous permettre d’éliminer, par cette transformation, la
difficulté rencontrée qui vient principalement de la variation trop importante de H).

Conclusion, Méthode choisie

On choisit de mettre en oeuvre la méthode suivante : on calcule le hamiltonien Hy jusqu’a
un degré ny (aussi élevé que possible pour avoir un reste R aussi petit que possible) puis on
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construit explicitement un changement de variables qui donne une forme normale de Birkhoff
jusqu’a un degré ny a partir du hamiltonien Hj seul. On a

H(J,¢) = No(J) + Ro(J, 9) + R(J, 9) (4.20)

ou N[) est la forme normale, Rg le reste venant ~de lz% normalisation et R~est l~e reste R
exprimé dans les nouvelles variables. Comme ici dNy/0¢ = 0, il suffit que O(Ry + R)/J¢ soit
suffisamment petit pour garantir des résultats de stabilité.

4.1.4 Construction de la forme normale
Construction formelle

La transformation est définie de la méme maniere qu’a la section (2.3) et est calculée
explicitement jusqu’a un certain ordre ny. La limitation de cette construction est donnée par
le temps de calcul des séries Wi.

120

'Ioglo norme de W en fonction de nN s

100 -

60 + -

40 —

20 -

o 5 1‘0 1.5 2‘0 2‘5 3‘0 3‘5 4‘0 4‘5 50
F1G. 4.5: logyp de |[[Wy_s||r en fonction du degré k

Sur cette figure (4.5), on représente les normes & du hamiltonien W définissant la trans-
formation qui permet la construction de la forme normale (en partant du hamiltonien tronqué
au degré ng = 20). Le calcul effectif de ces normes est trés important et va nous permettre de
majorer efficacement les termes des séries intervenant lors de la normalisation du hamiltonien.
Le temps pris pour le calcul de ces fonctions W) double a peu pres a chaque passage de k
a k + 2 et on a calculé pour l'instant ces fonctions jusqu’a k& = ny = 50. Pour ce degré, le
temps de calcul est a peu pres d’une semaine en utilisant le service de calcul formel de I’école
Polytechnique. On ne peut donc pas espérer aller a un ordre beaucoup plus élevé, le temps
de calcul devenant tres rapidement énorme.
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Domaine de convergence

La définition de la transformation effectuant la normalisation a un degré donné que l'on
a fournie dans la section (2.3) est purement formelle et on a donc besoin d’estimer son rayon
de convergence. On utilise les résultats classiques de (Ramis et al., 1987).

Definition 1 Cylindre de sécurité :
On considere ’équation différentielle

v =1yt (4.21)

ou f:JxU — FE est continue, J étant un intervalle de R et U un ouvert de [’espace de
Banach E. On appelle cylindre de sécurité en (ty,yo) € J X U tout couple (I, B), ot I est un
intervalle borné vérifiant {to} C I C J, B une boule fermée Bs(yo,7), (r > 0) incluse dans
U et si il existe un réel M strictement positif tel que :

VteI,|t—t0|§% et V(t,y)eIxB ||f(t,y)]| <M (4.22)

Lemme 7 [l existe un réel ro strictement positif tel que, pour I’équation différentielle (2.30),
0,1] x Bf(0,70) soit un cylindre de sécurité.

Démonstration 7 On définit la fonction M : R — R de la facon suivante :

= |[par®Ht (4.23)

Alors, sur le domaine B(0, ) x [0, 1], la fonction JDW (Z, €) est majorée par le majorant M (r).
Or on a W(2,€) = 272 ¥ Wyiy. Comme Wy = 0, On a M(r) = O(r*) quand 7 tend vers
zéro. Et donc il existe ro tel que pour tout r € [0,7"0], on a M(r) < r. On vérifie alors bien
que [0,1] x B(0,ry) est un cylindre de sécurité. {

On utilise alors le théoreme suivant :

Théoréme 3 (Ramis et al., 1987) Soit (I, B) un cylindre de sécurité en (to,yo). Si f est
k-lipchitzienne en y sur I x B, il existe une solution unique de (4.21), V : I — E, telle que
U(I) C B et ¥(ty) = yo.

Comme la fonction JDW (Z,€) est a coefficients polynémiaux, elle est k-lipchitzienne en 2
et on prouve donc l'existence d’une solution de I’équation différentielle sur l'intervalle [0, 1]
entier. Naturellement, le r§ critique apparait : le réel ry le plus grand tel que [0, 1] x B(0,r)
soit un cylindre de sécurité. La valeur de 7§ nous donne une borne supérieure du rayon de
convergence de cette transformation. On estime alors les valeurs de r§ en fonction de ny et
ny. On a

2 8Wk
a~ ||,«0 < Z 155 |k+1r’““ (4.24)
Donc il existe un réel r§’ minimum tel que
2 8Wk
Z 15 ||zc+17"o+1 <y (4.25)
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! rayor"| de cvde T ('roC) péur nH=6
rayon de cv de T (roC) pour nH=16 --———--—-
de T (roC) pour NnH=20 ----------

rayon de cv

0.06 -

0.04 -

0.03 -

0.02 -

0.01

conditions SIS

L L L L L L L L L
o 5 io is 20 25 30 35 40 a5 50

F1G. 4.6: rayon critique r§ en fonction du degré de normalisation ny et pour plusieures valeurs
du degré de troncature du hamiltonien ng.

pour tout ro < r§’ et pour tout j = 1,2, 3. On calcule pratiquement la valeur de r§’ qui dépend
donc avant toute chose du degré de normalisation du systeme.

On voit, sur la figure (4.6), que la dépendance de ces courbes en fonction du degré ny de
troncature du hamiltonien est faible (les courbes tracées correspondent & ny = 6, ny = 16 et
ng = 20). Ces courbes doivent bien entendu tendre vers zéro quand le degré de normalisation
tend vers l'infini (La forme normale de Birkhoff n’est pas convergente). Mais pour le domaine
de conditions initiales considéré, on peut aller jusqu’a une normalisation au degré 50 sans
probleme. La différence entre les courbes ny = 16 et ny = 20 est tres faible et pourrait étre
vue par un zoom aux alentours de ny = 18.

4.2 Diffusion des nouvelles actions .J

Dans cette section, on aborde une question plus simple qui consiste en 1’étude de la dy-
namique des nouvelles actions en ne tenant pas compte du reste R (4.6) : on va majorer la
diffusion relative de ces actions par une petite quantité sur un temps fini mais long en ne
tenant compte que du reste venant de la normalisation.

4.2.1 Meéthode

Pour la majoration rigoureuse des restes issus de la normalisation, on utilise une méthode
semblable & celle de l'article (Giorgilli et al., 1989). La principale différence est que ’'on
va calculer explicitement les polynomes résultants de la construction de la forme normale
jusqu’a des degrés élevés et on va donc pouvoir établir des majorations plus précises pour les
séries entrant en jeu (dans 'esprit de travaux comme (Giorgilli et Skokos, 1996), (Skokos et
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Dokoumetzikis, 2000) et (Gabern et Jorba, 2001)). On définit A, = {2, 2y, 25 / |21, |22, 23] <
p}. On a

Ou NO est la formg 1}0r~male du systeme, RO le reste provenant de la construction de la
forme normale et R(J,¢) = R(J,¢). On cherche & majorer, pour des conditions initiales

choisies dans un domaine proche de I'origine, la quantité |J;(¢) — J;(0)| pour tout ¢ inférieur
a 5 milliard d’années (age approximatif du systéme solaire), ce qui donnera un résultat de
stabilité pour notre systeme, une borne a la diffusion des actions. D’une maniere classique et
dans le méme esprit que le lemme (1), on prend les actions J(0) initiales dans un domaine
Apo et on prouve que sur un temps assez long la diffusion est plus faible qu’une valeur ¢ :
on reste dans le domaine A% ot ps = (1 + d)py. Pour cette étude, on ne considere que la
dynamique du hamiltonien Hy = Ny(.J) + Ro(J, ¢) et donc on néglige le reste R. On néglige
ce reste pour pouvoir avoir une idée précise de I'influence de la normalisation. En particulier,
cela nous permet de calculer le degré optimal de normalisation rendant le degré Ry le plus
petit possible. Le reste R sera pris en compte dans la section (4.3.2). Dans le méme esprit

que larticle (Giorgilli et al.,1989), on majore, sur le domaine A%, les |J | = |0Ry/0¢;| pour
appliquer le théoréme des accroissements finis. Le reste |0R,/0¢;| est majoré en utilisant des
estimations purement algébriques sur 'opérateur 7" de changement de variables. On s’assure
finalement que la valeur de |J (t) — J;(0)| est suffisamment petite pour que 1’on reste dans
Aps et pour que les variables .J; soient quasi constantes pendant I’age du systeme solaire. On
obtient finalement, sur un temps #, une majoration de la diffusion de |.J;(t) — J;(0)].

4.2.2 Majoration de I'influence du reste R

Cette majoration va requérir plusieurs lemmes. On se place dans un domaine Apé ou
ps = po(1+0). On va majorer la diffusion des nouvelles actions J sur ce domaine de ’espace
des phases. On a, dans les nouvelles variables,

1<

On exprime la variation temporelle des actions J;, ( j < 3) par
il = {Ho, T} = |T"({Ho, ) =| > [T*({Ho, J;})lil (4.28)
k>2, k pair
D’autre part, Ny ne dépend que des actions J; et donc
ny ~ ~
Y. [T"({Ho, I}k = {No, J;} = 0 (4.29)
k=0, k pair

Ces séries sont exprimées dans les nouvelles variables Z;, Z, et Z3. En utilisant les normes
précédemment définies, on obtient

i< > T {Ho, DIkl ps® (4.30)
k>nn+2, k pair

On va, en considérant les équations algébriques donnant [T*({Hy, J;})]x, majorer les normes
T ({Ho, J;})]kl1-
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Majoration des ||[T*({Ho, J;})]k|

La majoration des normes ||[T*({ Ho, J; })]k||x requiert des raisonnements purement algébriques
et 'utilisation de procédures de calcul formel. Toutes les étapes et les calculs qui vont suivre
sont implémentés sous TRIP. On a, pour chacun de ces J;,

[T ({Ho, iD= > T y([{Ho, Ji}) (4.31)

=2, | pair

On va calculer les normes ||T;([{Ho, Jj}]i)||k+i- La premiere étape est le calcul effectif des
crochets de Poisson [{Hy, J;}]; = {[Ho)i, J;}. Comme [Hy)]; est nul pour tout [ > ny, on a
T ([{Ho, Jj Hi)|lk+1 = 0 pour I > ngy. On commence par calculer ces normes explicitement.
C’est a dire que pour tout les (k,1) tels que 2 < I < ny et 0 < k < ny, on calcule explicitement
les séries T} ([{ Ho, Jj}];) et leur norme (le choix de I'entier n; dépend du temps de calcul de
ces séries). On cherche ensuite a majorer la norme du terme T}}([{ Hy, J;}];), pour tout k. On
se sert du lemme suivant.

Lemme 8 On a
1T (K Hoo TH0) st < B (4.32)

ot k,l sont un couple d’entiers et ot les By, sont définis de la maniére suivante : By, =0 si
k ou l sont tmpairs. Byo = 0 pour tout k. By, = 0 pour tout | > ny.
Pour tout 1,k tels que 4 <[ <nyg et 0 < k < nyq,

By, = max Ty ({Ho, 5 o) ||k+1 (4.33)

Pour tout [,k tels que 4 <[ < ng et k> nq,

1 k
Bk,l = E Z (q + 2)(k —q-+ l)||WQ| |q+2Bk7q,l (434)
q=2, q pair

Démonstration 8 Pour [ = 2 ou | > ng, [{Ho, J}]; est nul et donc, dans ces cas on peut
prendre comme majorant By ; = 0. Pour le calcul des autres By, on se sert de la formule de
récurrence de 'opérateur 7.

T Ho T ) = — S L, o Ty ({Ho. J}) (4.35)

q=2, q pair

On obtient alors, en utilisant la propriété fondamentale de majoration (4.2)

1 k
1T (L o, THOMese < = 20 (a+2)(k = ¢+ DIWallor2Br—q (4.36)
q=2, q pair

Ce qui prouve le lemme. <

Pour pouvoir trouver une majoration du reste, il reste a obtenir une majoration de la suite
By, quand k tend vers l'infini. On majore cette suite par une suite géométrique grace au
lemme suivant :
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Lemme 9 Pour 4 <[ < ny, il existe un réel positif B¢, dit "critique” tel que pour tout réel
positif B; > B¢, il existe un réel Py positif et un entier naturel Ny tel que pour k > N;, on a

By, < PSf (4.37)

Démonstration 9 On définit S comme étant le réel positif tel que

nN—2
Y. (@ +2)Wollgre B =1 (4.38)
q=2, q pair
Ce réel existe car la fonction f(8) = 0%, % i (@ +2)|[Wy||g+2 577 est continue, strictement

décroissante sur RT, limg, o f(3) = 0 et limg_o+ f(3) = +oo. Soit [ fixé. Soit un réel
supérieur strictement a Bc. On définit 'entier NV; de la maniere suivante : on a

1 min(k,ny—2)

[ > (@+2)(k—q+DIIWyllg2 57 =

q=2, q pair
min(k,ny—2) ny—2
2. @+ 2IWollgre A7+ - D (a+2)(=a+DIIWollgrz 571 (4.39)
q=2, q pair q=2, q pair
On sait que
min(k,ny—2)
Yo @+ )Wyl /7 <1 (4.40)

q=2, q pair

car 3 > [B¢. Donc il existe un entier N; tel que pour k supérieur a cet entier Ny, on a

1 min(k,ny—2)

[ > @+2k—g+0)a <1 (4.41)

k q=2, q pair

On définit ensuite P, tel que P, = man:N,—nN,N,(ﬁkak,z)- La propriété By, < P, 3f est donc
vérifiée pour k£ = N;. On utilise alors une démonstration par récurrence sur k£ pour k > N;+1.
Supposons cette propriété vraie jusqu’au rang k — 1.

1 k
Bk,l = % Z (q + 2)("7 —q+ l)||Wq||q+2Bk—q,l (4-42)
:2 )
q=2, q pair
Donc,
1 min(ny—2,k)
By <[ Yoo g+ 2)(k — g+ DIWellgs2 8PS (4.43)
q=2, q pair
Comme on a
1 nN—2 _
[E Yo (g +2)(k—q+DIWyllgr2 BT <1, (4.44)
q=2, q pair

la récurrence est vraie.
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En pratique, on va faire le plus possible de calculs explicites de ces majorations en utilisant
un manipulateur algébrique qui calcule les séries étudiées et la valeur exacte de la norme k + 1/
du polynome homogene T; ([{ Hy, J }];). Toutefois, ces calculs deviennent rapidement trop longs
(dés k = 8) car les séries considérées contiennent trop de termes. On calcule alors les valeurs
de la suite By, en prenant sa définition (lemme 8). Le lemme 9 fournit ensuite une majoration
pour les termes By, ; non calculés. Pour obtenir une meilleure majoration des termes que I’on
ne pourra pas calculer, on doit choisir des 3, pas trop éloignés de la valeur critique (¢ : on
calcule explicitement, grace a la formule (4.34), les By, pour tous les [ tels que 4 <1 < ny
et pour un grand nombre de valeurs de k (n; + 2 < k < npsp). On choisit Pentier ny tel que
nan > ny (en pratique on prend méme nyq de lordre de 100 ou 200 alors que ny est égal
4 50 au maximum). Ensuite on majore les By, par une relation du type By, < P,3F pour
4 <[ < nygetk >ny —ny pour laquelle les 3, sont peu supérieurs a (. En pratique,
on ajuste les valeurs de P, et 3, pour que cette majoration soit tout juste verifiée et que,
par la formule de récurrence (4.34), cette majoration soit imposée pour tout k > ny. On a
finalement ||[T*({Ho, J;})le|lk < 01, 1 pair Br-14- On calcule explicitement, par la formule de
récurrence (4.34), les ||[T*({Ho, J;})]||x jusqu’'a k = njs1. Ensuite, pour & > njsq, on majore
les ||[T*({Ho, J;})]k||r grace a la majoration B,; < F3}. On a By, = 0 pour [ > ny donc,
comme n,q > Ny, on obtient

ng
[T ({Ho, JiDellk < > Br—iy (4.45)
=1, | pair
On a donc, pour k£ > nyq,
< k—1
N[T*({Ho, ;NI < > PG~ (4.46)
=4, | pair

Majoration de |.J;]|

En utilisant les majorations précédentes, on va obtenir une majoration de |.J;| sur le
domaine A,;.

<Y T H Lo+ T Ho, BDless” (447)

k<nari, k pair k>nar142, k pair

La partie pcn ik pair |[T*({Ho, J;})]klleps™ est calculée explicitement par des procédures
TRIP en utilisant les valeurs calculées de la suite Bj;. Pour I'autre partie, on se sert des
majorations précédentes :

ST HEH Dt < Y (S Rt

k>npr1+2, k pair k>npr1+2, k pair 1=4, | pair
ny
= > RAC X (B (4.48)
=4, | pair k>npr1+2, k pair
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Il faut remarquer que la condition fondamentale de convergence de ces séries est ps;3; < 1
pour tout 4 <[ < nyg. Dans le cas ou cette condition est vérifiée :

ST H It < St mat VT )

2
k>np1+2, k pair 1=2, | pair 1 - (P(S ﬁl)
Remarque 18 La valeur de Sc nous donne une borne inférieure du rayon de convergence de

ces transformations. Si ps < 85" alors on peut affirmer que la transformation est convergente.
La figure (4.7) donne la borne inférieure 35" du rayon de convergence en fonction du degré de

0.01 T T

betalc**—l én fonc'tion deI nN po'ur nH='6

betaC**-1 en fonction de nN pour nH=16 ---------
betaC**-1 en fonction de nN pour nH=20 ----------

0.009 |-

0.008 |-

0.007 |-

0.006 -

0.005 |- —

0.004 |- —

conditions SIS

0.003 - -

0.002

FIG. 4.7: valeur de la borne inférieure 35" du rayon de convergence en fonction du degré ny
de normalisation pour différentes valeurs du degré ny de troncature du hamiltonien.

normalisation. Ce rayon décroit, tout comme r§, quand le degré de normalisation augmente
et tend vers zéro quand celui-ci tend vers l'infini. Toutefois, méme pour le degré 50 de nor-
malisation, ce rayon reste supérieur au rayon du domaine englobant les conditions initiales
du probleme SJS et on peut donc appliquer les lemmes précédents dans ce cas-la. Toutefois,
comme on ’a déja remarqué dans la section (4.1.3), le rapport entre ces deux rayons n’est pas
tres élevé : p.Bc =~ 0.7 et on ne pourra pas établir de majoration sur un grand domaine de
conditions initiales. Par la suite, on se concentre sur I’étude du hamiltonien tronqué au degré
ng = 20 : au vu des remarques précédentes, il n’y a pas beaucoup de différences entre cette
troncature et d’autres pour la construction de la forme normale et cela permettra d’avoir une
valeur plus faible pour le reste R.

Remarque 19 Quand on compare les figures (4.6) et (4.7), on remarque que la contrainte

majeure de convergence est donnée par la valeur de 8", plus faible en général que r§’.

Degré optimal de normalisation

En considérant les figures (4.7) et (4.6), on voit qu’il y a forcément un degré optimal de
normalisation inférieur a 50 pour les valeurs du rayon ps; supérieures a la valeur 0.005. En
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effet pour le degré 50, le reste Ry ne converge pas. On va calculer, grace a I’équation (4.30)
et les majorations réalisées, le majorant des 0Ry/0¢; ( pour 1 < j < 3) en fonction du rayon
ps et du degré de normalisation ny donné par les lemmes précédents.

T -14.94

T figure (a) " figure (b) —

-14.95 |-

-10 }
-14.96 -

12 -14.97 -

aal -14.98

-14.99 -

6 | e T g

15 |

-18 |

L L L L L L L h _15.01 L L L L L L L L
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

FIG. 4.8: figure(a) : Valeur de log;, du majorant de dRy/d¢; en fonction du degré de normal-
isation pour plusieures valeurs du rayon ps (ps prend les valeurs 3.51072, 3.81073, 4.0 107,
4.21073,4.51073,5.01073, 5.51073, 6.0 1073, 6.5 1073 et 7.0 1073 de bas en haut). Les courbes
sont stoppées lorsque 1'estimation des séries définissant le reste ne converge plus. figure (b) :
Zoom de la figure (a) pour une fourchette plus restreinte de valeurs du rayon, au niveau du
changement brutal de degré optimal de normalisation (ps; prend des valeurs régulieres entre
4.200 1073 et 4.209 1073 de bas en haut).

Les courbes obtenues indiquent clairement la présence d’un degré optimal de normalisa-
tion, sauf pour des valeurs faibles du rayon du domaine ot visiblement ce rayon optimal n’est
pas atteint mais pour lesquelles on considérera que ce rayon optimal (pour notre étude) est
ny = 50. La figure (4.8b) indique aussi clairement qu'’il y a un saut entre les valeurs 26 et 44
du degré optimal de normalisation pour la valeur py ~ 4.203 1073.

On peut faire plusieurs commentaires & propos de ces résultats, donnés par la figure (4.8).
Pour le probleme SJS le degré optimal de normalisation n’est pas atteint avant le degré 50.
Le degré optimal de normalisation semble devenir tres grand pour des valeurs du rayon ps
inférieure & 4.2 1072 et trés faible pour une valeur supérieure a 6.71072 (dans ce cas, les es-
timations liées a la normalisation ne servent a rien). Bien que calculée différemment dans
larticle (Giorgilli et Skokos, 1996), la courbe qui donne le degré optimal de normalisation
en fonction du rayon du domaine a la méme allure que la figure (4.9). En particulier, Il ap-
parait aussi une valeur du rayon qui donne un saut du degré de normalisation. Toutefois,
une étude plus récente (Skokos et Dokoumetzidis, 2000) met en évidence un comportement
différent du degré de normalisation optimal. Ces comportements ne sont pas expliqués mais
une étude plus générale sur I’apparition du degré optimal de normalisation lors de la construc-
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F1G. 4.9: Valeur optimale (inférieure a 50) du degré de normalisation en fonction du rayon py

tion d’une forme normale de Birkhoff dans un probleme générique pourrait mettre en lumiere
ces comportements. Dans notre cas particulier, la courbe (4.9) permet de relier le rayon py a
la variable ny. Par la suite, on se servira toujours du degré optimal de normalisation pour
les différentes études menées, ce qui réduit le nombre de parametres de I'étude et la rend
plus facile. D’autre part, la zone de changement de degré de normalisation est entre 103 et
7.107 : on va restreindre notre étude & ce domaine de rayons (qui contient les conditions
initiales du probleme SJS) pour mesurer 'efficacité de ces méthodes de normalisation.

4.2.3 Résultats de stabilité

Les majorations précédentes permettent de prouver des résultats de stabilité :

Lemme 10 Supposons que les conditions initiales (0) soient dans le domaine Apo ot py est
un réel positif. Soient 0,€ des réels positifs tel que sur le domaine A,;, on ait |j]| < € (avec
ps = (1+6)py) Alors,

()~ T(0) < et (4.50)
pour tout t tel que et < ((148)% —1)po?.
Démonstration 10 On applique le théoréme des accroissements finis sur le domaine A;.
On veut que, pendant le temps considéré, [J;(t)] < ps®. Or on a |J;(0)] < po*. Donc, si on
a |J;(t) — J;(0)] < ((1+8)* — 1)po?, alors la condition |J;(t)| < ps? est verifiée. Donc, pour
t < ((140)* = 1)po?/€ = timaz, les actions J;(t) restent dans le domaine A,,. La majoration
trouvée n’est valable que pendant ce temps la. {

Ce lemme permet donc une majoration tres simple de la diffusion des actions pendant un
temps fini. Plus p, est petit et plus la diffusion est faible et le temps sur lequel cette diffusion
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est bornée est long. Avoir une majoration en temps fini est le prix a payer pour pouvoir affirmer
des résultats pour des conditions initiales prises dans un ouvert de ’espace des phases.

Etude pratique

On se sert du lemme ainsi que de I’étude donnant le degré optimal de normalisation pour
trouver une majoration de la diffusion. On calcule, quel est le temps minimum donnant une
diffusion de 1%,0.1% et 0.01% des actions .J en fonction du domaine A, comprenant les
conditions initiales .J(0) pour le degré optimal de normalisation donné par la figure (4.9).

35

A\
30 | R —
A
25 - 4
A\
N
20 | N -
N
15 |- RN -

10

4]
T
conditions SIS

o L L L L L
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

F1G. 4.10: logyo de la valeur du temps minimum pour une diffusion de 1071073 et 107
(courbes de bas en haut) des actions J en fonction du rayon des actions de départ .J(0) pour
nH = 20.

Le premier commentaire que l'on peut faire est que, pour les conditions initiales du
probléme SJS, le temps minimum pour avoir une diffusion de 1072 est bien supérieur a I’age
approximatif du systéme solaire (~ 5 milliard d’années). Toutefois, les conditions initiales
j(O) ne sont pas bien connues pour le probleme SJS, la seule donnée que 1’on a sont les condi-
tions initiales J(0). On va essayer dans la section suivante de tenir compte de cette remarque
et du reste R jusqu’alors négligé. Les résultats de cette section concernent surtout le degré
optimal de normalisation qui ne dépend pas de ces deux simplifications : on gardera donc les
valeurs du degré optimal durant toutes les études qui vont suivre.

Les résultats donnés par cette étude sont tres tranchés : si les excentricités initiales (SJS)
sont divisées par deux, les temps de stabilité deviennent tres grands (¢ ~ 10*°ans). A contrario,
si elles sont multipliées par deux, on n’obtient plus de résultat (¢ ~ 10*ans).
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4.3 Raffinements

Cette étude préalable est assez grossiere et plusieurs effets sont négligés. Le premier que
I’on vient de constater, est que 1’on n’établit de diffusion que pour des conditions initiales prises
dans le domaine A, des variables Z et non dans le domaine vrai des conditions initiales des
anciennes actions A,. Le second est que I'on a négligé I'influence du reste R dans la dynamique
du probleme. On essaie, dans cette section, de tenir compte de ces effets. Toutefois, le reste
R ne pourra pas étre majoré rigoureusement et on se limitera a une étude peu précise dans
ce domaine, en essayant juste de mesurer 'influence des raffinements sur la figure (4.10).

4.3.1 Passage des variables initiales z(0) aux variables initiales Z(0)

les valeurs J;(0) sont connues (conditions initiales du systéme, 4.8) mais les valeurs .J;(0)
non. On a estimé la différence entre ces deux valeurs pour avoir des renseignements sur
la valeur initiale des nouvelles actions dans le but d’appliquer ensuite le lemme précédent.
On choisit le domaine A, englobant les conditions initiales. On doit forcément aussi avoir
p < (ro)c pour assurer que la transformation 7" est convergente. Pour 2(0) dans le domaine A,
on doit estimer les nouvelles coordonnées Z(0) = (21(0), 25(0), 25(0)). Pour le faire, on majore
|J; — J;| en se servant de majorations de JDW (2, ¢) (2.30). On obtient finalement |.J;(0) —
J;(0)| < €. Pour obtenir un ¢, suffisamment petit et la convergence des opérateur 7', 7%, il faut
se placer dans un domaine proche du point fixe elliptique (p petit). Les coordonnées initiales
121(0)], |22(0)|, |23(0)| sont majorées par py = v/p® + €, (elles appartiennent au domaine A, ).

Majoration de la différence des actions J(0) et J(0)

Si les variables z;(0) sont dans le domaine A,, on va essayer de montrer que les variables
Z;(0) sont alors dans un domaine A, ol w est dans R*. Pour cela on se sert du lemme
suivant, qui va nous donner, par la suite, une méthode pratique d’étude de la différence
|75(0) = J;(0)] :

Lemme 11 Soit M un réel positif. 1l existe un réel positif pma. tel que si les conditions
initiales z;(0) sont dans le domaine A alors on a |J;(0) — J;(0)] < M.

Démonstration 11 Soit M un réel positif. La formule donnant les nouvelles actions jj, 1<
J < 3 en fonction des anciennes variables est la suivante :

Pmaz’

Mais le calcul de V'opérateur T; est difficile, la formule de récurrence le définissant (2.35)
n’étant pas d’usage facile et ne permettant pas d’avoir des majorations algébriques intéressantes.
En particulier, application de I'inégalité (4.2) ne permet pas de faire des majorations effi-
caces. On va, en fait, revenir a une définition plus fondamentale de la transformation entre les
coordonnées z et z. Soient w, p deux réels positifs. On se place dans les variables action-angle
et dans un domaine U = [0,1] x B(0, p(1 + w)) qui est un cylindre de sécurité. Il suffit de
prendre w, p tel que I'inégalité suivante soit vérifiée

p(14+w) < (r0)e (4.52)
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On note p, = p(1 +w). On a
% ow

Ji(e,z) = —(€, 2(€)) (4.53)
J a¢]
On applique alors le théoreme des accroissements finis sur le domaine U. On a
- - ow
|[Jj(e1) = Jj(e2)] < [er — €af max(zi<p,, 6 <e<er) |a¢ (€, 2)| (4.54)
j
D’ou 5
_ N W
| Jj(e1) = Jile2)] < maxpz<p, 0<e<t) |87$-(6’ z)| (4.55)
j
On a, sur le domaine U,
ow ny 2 oWy,
< k=1 k2 4.56
SN 2 A (4.56)

Et donc on obtient la majoration de la valeur de |J(e;) — J(€y)| suivante :

oW w2 W,
maxo1}xap, 15576 2)] < max Z | 8¢k||k+zp =7(p,w) (4.57)
J J

Si on prend ¢, = 0 et e = 1 on obtient donc une majoration de la différence des actions
initiales |.J;(t = 0) — J;(t = 0)] :

[7;(0) = J3(0)] < 7(p,w) (4.58)

On doit vérifier aussi que [2(€)| < p, pour toute valeur de € entre 0 et 1. C'est-a-dire que
| J(€)| < py, On a . i i .
[J(e)] < [J(e) = J(0)| + [J(0)] < 7 + p* (4.59)

On doit donc avoir 7 + p* < p? cest a dire

7 < (p(1+w))* = p (4.60)

Quand p tend vers zéro, on a 7(p,w) = O(p*) et donc, pour toute valeur strictement positive
de w, si on prend p assez petit, I'inégalité (4.60) est vérifiée. De méme si p est suffisamment
petit, I'inégalité

T(p,w) < M (4.61)

est vérifiée. Il existe donc un réel positif p,q. tel que si p < pmas, alors les trois inégalités
(4.52,4.60,4.61) sont vérifiées et le lemme est démontré. <

Remarque 20 En pratique, on ne choisit pas le majorant M voulu de |.J; — jj|. On va
prendre, si c’est possible, p comme le majorant des variables et on calcule alors, si il existe,
le w minimum tel que les inégalites (4.52,4.60) soient vérifiées. Le majorant M est alors
M = 7(p,w). Les variables T sont alors dans le domaine A, ou py = \/p? + 7. On pose
€1 =T.
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F1G. 4.11: log;y de w en fonction du rayon p du domaine A, comprenant les conditions initiales
2(0).

Etude pratique

On donne ici la courbe représentant le w calculé (grace au lemme) en fonction de p et
pour le degré de normalisation optimal.

Le fait que la différence entre les anciennes actions et les nouvelles soit si faible s’explique
par le fait que I’étude réalisée dans ce paragraphe est précise : elle ne nécessite la démonstration
d’aucune convergence et s’obtient par la majoration simple d’un polynéme sur un domaine
donné. Cette étude va néanmoins avoir tendance a déformer la courbe de la figure (4.10). En
donnant de moins bon résultats. Cette courbe, tenant compte de cet effet, sera donc retracée,
a la fin de I’étude suivante, dans la figure (4.14).

4.3.2 Etude de l’influence du reste R

La deuxieéme simplification faite lors de 1’étude de la section (4.2) est de considérer que le
reste R n’influence pas la dynamique du systéme au moins pendant une période de temps assez
longue. On va, dans cette partie, essayer de mesurer I'influence du reste R sur les variations
de J. On a

- 0Ry,,  OR

il < ==+ |-=

0o, 0o,

L’influence du premier terme a été déja étudiée. On majore l'influence du second terme de la
facon suivante :

| (4.62)

O OR Ok s 1 28 (4.63)
g, "oz, 7 "oz V= Tag, 1T g, 11 '
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Comme R est une série a valeurs réelles,

OR OR
o= 215] 5 (4.64)
00,

Pour établir une majoration de dR/0Z;, on revient aux variables initiales :

a~ | < Z| +1o— (4.65)
Comme le reste R est une fonction réelle,
oR i 8zk 0z
< 4.66
5 1< 2 Il (52152 (1.66)

On va étudier séparement la majoration des différents facteurs de cette inégalité.

L i 07
Majoration des dérivées 9%k

0z;

On se sert encore une fois des majorations de l'opérateur 7* pour majorer dz/0%;. L’-
expression des anciennes variables en fonction des nouvelles est donnée par z, = T7 z(Z2).
Donc,
el D DI e vl S I | eved P (4.67)
azj q=0, q pair azj q=0, q pair azj
On choisit un entier ny tel que les calculs des séries 97} (z)/0%; seront menés, par une
procédure TRIP, jusqu’au degré ny. Il reste ensuite & estimer les valeurs de ||0T} (2)/0%;]|
pour ¢ plus grand que ns. On a

=55 lle = IHT (=6), 25} lo < (g + DTG () o (4.68)

On calcule aussi explicitement les normes ||77 (2 )||¢+1 jusqu’a ¢ = ny. On va majorer, pour g >
ng, les || T (2)]|g+1, comme pour les étapes précédentes, en utilisant la relation de récurrence
définissant les opérateurs puis on majorera ces quantités par une suite géométrique. On ne
donne pas les démonstrations qui sont équivalentes a celles de la section (4.2.2).

Lemme 12 Pour tout | entier naturel, on a
TV (z6)|lg+1 < Dy (4.69)
ou la suite Dy est définie par la relation de récurrence suivante :

pour 0 <[ <ny, Dy =maxy_13 ||T(2k)||i41

1 (4.70)

pour [ > Uy D, = Z Zf}:?, q pair(q + 2)(l —q+ 1)||Wl]||q+2Dl*q
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Lemme 13 Pour tout réel ( > B¢, il existe un reel S et un entier N tel qu’on peut obtenir
la majoration suivante des Dy :

D, <S¢ (4.71)
pour tout [ > N.

En pratique, on calcule les D pour un grand nombre de valeurs, jusqu’a [ = n,so. Ensuite
entre nyo — Ny et naye on calcule la majoration plus précise : D; < S¢'. Puis par une
démonstration par récurrence on établit D; < S¢! pour tout [ > nys,. On a finalement

na—2
02, /0751 < Y~ 10T (2)/0%|q ps
q¢=0, ¢ pair
nare
fY @I E et Y D ptse (47)
q=n2, q pair q>ny2+2, q pair
C’est a dire )
ng—
02,/0%;1 < > 0Ty (2k)/0%]|4 ps+
q=0, q pair
&2 n nare + 3) — (nare + 1) (psC)?
+ Y (a+1)Dy ps™ + S(psC) et +3) - ( o J(esC) (4.73)
q=na, q pair (1 - (Pé() )

Remarque 21 On emploie la méme méthode pour la majoration des 0% /0Z;.

On calcule la majoration, pour ps entre 21073 et 7102 des 0z;/0Z et des dz;/0z; pour
toutes les valeurs de k et j sur le domaine A,. Ces résultats sont donnés sur la figure (4.12)

o

-0.5

-1.5

-2.5

-3 ! ! ! ! !
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

F1G. 4.12: Valeur maximale, pour 1 < j, k < 3, de |0z, /0%;| — . ; et |0Z;/0Z;| en fonction du
rayon du domaine p;s (J;; est le symbole de Kronecker).
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Sur cette figure, apparait tres nettement une valeur critique du rayon pc o pour laquelle
les valeurs des dérivées divergent (pco ~ 0.0065). Cette valeur donne encore une borne du
domaine plus réduite pour ’application de ces méthodes mais qui englobe encore les conditions
initiales SJS.

Majoration des dérivées OR/0z

La premiere chose a faire pour pouvoir étudier la dérivée du reste est de savoir dans quelle
zone évoluent les anciennes variables z. Cette zone est estimée de la méme maniére que dans
la section (4.3.1) et les anciennes variables sont dans A, ol p, = /p + €. € est la valeur
de € de I’étude de la section (4.3.1) dans le cas ou les variables sont supposées étre dans
le domaine A, au départ. L’estimation du reste ou plus particulierement de sa derivée est
I’étape la plus délicate de cette étude. En effet, on n’a pas d’expression analytique de ce reste.
Le seul moyen d’estimer ce reste est de calculer deux termes :

OoR OH O0H,

— = — (4.74)
Comme on calcule ces deux termes de deux manieres tres différentes, on ne va pouvoir estimer
leur différence que ponctuellement, sur un ensemble de points du domaine A, . La valeur
maximale de cette différence sur cet ensemble de points est alors prise comme majorant de
la fonction R sur I'ensemble du domaine A, . Cette estimation n’est pas rigoureuse mais une
étude rigoureuse est difficile & mener. Le terme 0R/0zj est facilement calculé a partir des
OR/0xj,0R/0y car il y a une relation linéaire entre les variables x;, y = x5 non diagonalisées
et les variables z, diagonalisées.

Le terme 0H,/0z; est facile a calculer. C’est un polynéme connu, calculé, et on se sert
d’une procédure TRIP pour estimer sa valeur en un point précis de 1’espace des phases.

Le terme OH/Ox; est calculé par une procédure FORTRAN moyennisant la véritable
distance mutuelle pour trouver la valeur juste de cette fonction. Pour les notations, on se
refere a (Laskar, 1995). On a

oH 0 1
97 K/ ( ) dhyds (4.75)
0x; 02r]2 Oz ||r; — 13|

Ou K est une constante dépendant des parametres du systeéme : masses, constante de grav-
itation, demi grands axes séculaires (voir annexe E). Pour exprimer la dérivée partielle de
la distance mutuelle suivant la variable x;, on doit donc calculer pour tout couple (k,j)
(1<k<2,1<j<3)les dérivées Or,/0x;. Pour réaliser ce calcul, on se sert de I’expression
de ces derivées donnée par exemple dans la theése de L.Niederman (Niederman, 1993) dans la
section ” Présentation du probleme planétaire” et a la page 60. On calcule alors les valeurs de
ces dérivées en fonction des éléments elliptiques ce qui permet de faire 'intégration (4.75) avec
une bonne précision par une procédure fortran utilisant un algorithme de type ”Romberg”.
On estime alors la valeur de ||0R/0z||, comme étant la valeur maximale prise par la fonction
|0H/0z, — 0Hy/0z| sur 'ensemble des points du domaine A, pour lesquels on a effectué le
calcul. Les actions J,,,.J;, et J, sont prises entre 0 et le rayon p. Pour les angles, on a

H =" c(Jo,, Juy, Jy)e'tbro1h202ksds) (4.76)

kez3
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Pour trouver le maximum, on peut prendre ¢3 = 0. En effet, le hamiltonien est invariant par
rotation. On a alors

H = Z Clc(JxlaszaJy)ei((kl+k2)¢1+k2(¢2_¢1)) (4‘77)

kez3

Comme k3 est pair (parité en les variables d’inclinaison) et que ki + ky + k3 = 0 (relations de
d’Alembert), ki + ko est donc pair. Si on considere la variation des angles du systéme donnée
par la variation de ¢; et ¢ — ¢, on n’a besoin de prendre ¢, entre 0 et m seulement car
H(pr 4+ m, 02 — ¢1) = H(p1, 02 — ¢1). On prend donc la valeur fixée arg(y) = 0, la valeur de
arg(zy) varie entre 0 et 7 et celle de arg(zy)—arg(z,) entre 0 et 27. On estime alors (figure
4.13a) ce maximum pour un nuage d’environ 16000 points répartis régulierement en actions
et angles :

-5 T o]

figure (a) " figure (b)

20|

30 L L L L L
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

25 L L L L L L L
0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045 0.005 0.0055 0.006

F1G. 4.13: figure (a) : estimation de la valeur de ||[0R/0¢1]|, en fonction du rayon p pour
plusieures troncature du hamiltonien (tronqué au degré ny = 2 pour la courbe du haut et de
deux en deux jusqu’au degré ny = 20 pour la courbe du bas) et figure (b) : pour ny = 20,
logio de la valeur finale du majorant de afz/ 0Z; en fonction du rayon du domaine des variables
de départ z(0).

Sur la figure (4.13b), on donne le résultat final du calcul de OR/d%; (équation 4.66).

Remarque 22 En réalisant cette recherche du maximum de OR/0z, on a constaté que les
valeurs maximale de cette fonction étaient toujours obtenues pour des points de ’espace des
phases tels que ¢; — ¢ = m. Une étude plus systématique des valeurs prise par la fonction H
sur I’ensemble de ’espace des phases serait a mener.

Remarque 23 Raffinements

On pourrait raffiner cette étude par une recherche plus systématique du maximum du
reste sur un certain domaine A, et en construisant une procédure Fortran plus adaptée, ce
qui donnerait un résultat plus rigoureux.

92



D’autre part, un résultat mathématique rigoureux peut étre obtenu en faisant des esti-
mations ”a la Cauchy” sur la série définissant le hamiltonien (1.28). Toutefois, cette méthode
aurait une tendance tres forte a diminuer le rayon des domaines dans lesquels on peut prouver
qu’il y a une faible diffusion pendant I’age du systeme solaire.

Etude pratique de la diffusion en tenant compte du reste R

On prend donc pour la valeur du reste |0R/9%;| 1a valeur donnée par la courbe (4.13b) et
on retrace pour cette valeur la figure (4.10) en tenant compte de ce reste :

35

30 -

25 |-

20

15 [

o 1 1 1 1 MRS
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

F1G. 4.14: Temps minimum pour une diffusion des actions .J égale & 1073 pour quatre cas :
la courbe (1) représente la valeur donnée par 1’étude de la section (4.2). L’axe des abscisses
représente la valeur du rayon du domaine contenant de Z(0). Pour les trois courbes suivantes
cet axe représente la valeur du rayon du domaine contenant z(0). la courbe (2) représente la
valeur donnée en tenant compte du changement de variables de ’étude de la section (4.3.1).
la courbe (3) représente la valeur donnée en tenant compte du reste R de I’étude de la section
(4.3.2). la courbe (4) représente la valeur donnée par I’étude naive de la section (4.1.3).

La figure (4.14) indique la différence intervenant entre la courbe de la figure (4.10) obtenue
en ne tenant pas compte du reste R, celle obtenue en tenant compte du reste R et celle obtenue
par Iétude naive de la section (4.1.3) pour une diffusion de 1072 des actions .J.

On peut noter quelques traits de cette figure. Les différences entre les courbes 1 et 2
(qui retranscrivent les différences de conditions initiales entre .J(0) et .J(0)) sont minimes en
particulier quand on se rapproche du point fixe elliptique. A partir de p > 0.005 la méthode
perturbative ne donne plus de résultats intéressants et diverge méme a partir de p > 0.006.
L’influence du reste R (courbe 4) ne se fait sentir que pour p < 0.003 et devient rapidement

prépondérante quand p tend vers zéro. Pour p < 0.003, il n’est pas nécessaire de continuer a
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normaliser a un ordre supérieur a ny = 50 tant que ’on n’a pas calculé le hamiltonien a un
degré ny supérieur a 20.

Pour les conditions initiales du probleme (SJS), on obtient donc une diffusion de 103
pendant une durée approximative supérieure a 10'° années et donc supérieure & I’age estimé
du systéme solaire (~ 510° années).

4.3.3 Retour aux anciennes actions J

On cherche a obtenir une majoration de la diffusion des actions J. On se sert de toutes
les majorations que 'on a réalisé. On a

[j(t) = Ji(0)] < [;(t) = J3(0)| + 1 J;(t) = J;(0)] + |.J;(0) — J;(0))] (4.78)

Pour toute valeur des conditions initiales prises dans le domaine A,, et pour tout ¢ inférieur
a la valeur donnée par le lemme (10), on obtient, d’apres les majorations (4.50,4.58),

|J;(t) — J;(0)| < ex+et+e =e; (4.79)

Toutefois, cette borne a la diffusion des variables J(t) (variables issues de la diagonalisation)
ne donne pas des renseignements tres bons sur la variation, chaotique ou non, des excentricités
qui s’obtiennent a partir de la formule de diagonalisation car on ne sait aucun renseignement
sur les variables angles (¢, ¢2) du systeme.

{ z1 = cos(6)z; — sin(0) 2z, = cos(0)/Jie?t — sin(0)\/Joe'??

Ty = sin(f)z; + cos(0)zy = sin(0)y/J et + cos(0)/ o€ (4.80)

De méme, on n’obtient aucun renseignement sur ’évolution des longitudes des noeuds. Toute-
fois, on obtient des renseignements sur les inclinaisons qui s’obtiennent grace aux formules
(3.12) et (3.13) (voir remarque suivante). Ce résultat nous permet seulement de réduire la part
de chaos des solutions de ce probleme quand on est pres du point fixe elliptique mais dans une
zone qui reste raisonnablement grande et qui englobe les conditions initiales de notre systeme
solaire : les solutions restent prés d’'un tore particulier (défini par J(0)) pendant la durée du
systeme solaire mais on ne sait rien de l’évolution de cette solution pres du tore considéré.
Si on veut un résultat de quasipériodicité pour les variables d’excentricité et d’inclinaison,
on doit essayer d’avoir des renseignements sur les angles du systeme : cette étude est réalisée
dans la section suivante.

Remarque 24 Ce résultat permet de borner la diffusion des actions de départ qui, prises
dans le domaine A, restent dans le domaine A, = ou pgi, = Vp? + €3. On obtient donc aussi
le résultat d’encadrement des actions suivant :

p; = max(]J;(0)] — e3,0) < |J;(t)] < [T;(0)] + €5 = pf (4.81)

On obtient alors z;(t) € A, pour le temps considéré. Et donc, dans les variables non diago-
nalisées,

min(| cos(0z)| p1 — [sin(0s)|p2, —| cos(0z)] p1 + [sin(0)|p2) < |z1] < [cos(0z)] p1 + | sin(bs)] p2
min(|sin(0)| 1 — [cos(0z)| p2, —|sin(bz)] p1 + | cos(0)] p2) < |z2| < |sin(0z)| p1 + | cos(0z)] p2
ps <yl < ps

(4.82)
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Ce qui donne de nouveaux encadrements pour les excentricités et inclinaisons. Toutefois, en
général, pour les excentricités, cette majoration n’est pas tres intéressante et ne donne pas
de résultats bien meilleurs que la majoration obtenue en tenant compte de l'invariance du
moment cinétique (comparer les majorations de la section 2.1.2 et de la section 4.5). Par
contre, pour les inclinaisons, on obtient des résultats intéressants (I’étude est menée dans le
cas du probleme SJS, dans la section 4.5). La différence vient du fait que, si on ne sait pas
comment évoluent les angles des noeuds, on sait qu’en tout cas ils sont opposés. La norme
de y ne fait pas intervenir les expressions des angles du systeme. Cette constatation permet
d’obtenir des encadrements précis des valeurs de |y;] et |y2| (grace aux formules 3.12 et 3.13).

4.4 Pres d’une solution quasi-périodique

Si on veut que notre solution soit proche d’une solution quasi-périodique, on doit obtenir
des renseignements sur la diffusion des angles. La variation des angles est donnée par

: _aﬁ_aﬁo+a(é0+é)
Tag, o d.J;

(4.83)

Le risque principal est que, dans cette expression, le terme 9N, / 8J~j soit, beaucoup plus grand
que la contribution des restes ce qui ne permet pas d’obtenir des résultats sur la dynamique des
angles. Soit (.Jy, ¢o) la solution quasi-périodique du systéme de hamiltonien Ny et de mémes
conditions initiales que notre systeme. Les solutions de ce systeme intégrable sont données

par .
¢0,J() $;(0) + 5t
Ot les fréquences de cette solution quasi-périodique 7; sont définies par
ON,

= o7 (J;(0)) (4.85)

On va essayer de borner la diffusion de notre solution, comparée a cette solution quasipériodique.
La diffusion des actions a déja été bornée dans les section précédentes. Pour les angles, on a
S N, ONy - O(Ry+ R)

¢ — G = o7, (J) - o7, (Jo) + Tjj(j’ %) (4.86)

Comme on a établi un résultat de stabilité sur les actions J, qui restent pendant un temps
t dans le domaine A, on obtient la majoration suivante, qui permet de borner la diffusion
des angles par rapport a cette solution quasipériodique pendant le temps ¢ :

s 8]\70 O(Ro + R)
5= sl < sups, 155 =l sups, 117 = Jll +sup, |7t
Jj J

| (4.87)
La fonction D(ONy/d.J;) est facile & calculer et & majorer grace & TRIP. En effet on a
DON, 5. 9Ny
—| = (3 (5557
dJ; i1 0J;0J

I )M (4.88)
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Et on majore cette expression

82N0
aJ 0Jx

9% N,
0.J;0.J;

I_ZH

| (4.89)

La fonction N, étant calculée explicitement, ces normes sont aussi calculables explicitement.
La majoration de supz ||j — Jo|| s’obtient par les raisonnements précédents (sections (4.2)

et (4.3)) qui majorent Ia diffusion des actions : pendant la durée du systéme solaire, on a
Sup x 5||J Jo|| < €t (voir lemme (10)). Le terme SUp3, |0(Ry + R)/0J;| est un peu plus
difficile a obtenir. On a

O(Ro+R) 0Ry0% 0R, 0% N AR 0z  OROZ

- =t —— ———= + = 4.90
an 8Zj 8J] 6zj 8J] 8Zj 8J] 8,2] aJ ( )
Comme Ry et R sont des fonctions réelles, on a
O(Ry + R) 8R0 OR 0%
1= 251+ 15 ]I (4.91)
an azy

Le terme ORy/0%; = {Ry,%;} se majore en utilisant une méthode similaire & celles utilisées
dans les raisonnements précédents (voir section (4.4.2)). Le terme OR/0%; a déja été majoré
(voir section (4.3.2)). Le terme 0%;/0.J; = (Z;)~' pose un probléeme : Tl faudrait pouvoir
minorer |Z;| pour en trouver une majoration, ce qui revient a minorer jj. Dans la section
(4.2), on peut, sans trop rajouter d’hypotheses, calculer une minoration des actions J.

4.4.1 Minoration des nouvelles actions J

Pour pouvoir donner des renseignements sur les angles du systeme, on doit minorer les
actions. En effet, si les actions sont nulles, dans le systeme de variables action-angles, on a
une singularité et les angles ng ne sont pas définis. Dans le lemme (10), on a établi une borne
a la diffusion des actions : |J( ) — J(0)| < € t. Si on minore les actions de départ J(0) > p
alors les actions restent minorées par max(u — €t,0) = pg. Si € est suffisamment petit alors
on peut arriver & avoir g > 0 et donc & majorer |Z;|~'. L’étude conjointe d’un minimum et
d’un maximum des actions .J est assez complexe et on va réaliser une étude seulement pour
la valeur du minimum des actions correspondant a la valeur minimale des actions pour le
probleme SJS c’est-a-dire que I'on prend |z;(0)] > 9.10*.

4.4.2 Calcul d’une majoration de {Ry, 7;}

On peut majorer ce terme par

{Ro, %} < > I Re, Z kalle-r £

k>nn—+2,k pair

< X kIRl A5 (4.92)

k>nn+2,k pair
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On doit donc majorer les normes ||[Ry]x||x pour obtenir la majoration voulue. On a

5 B min(k,ng)
[Rolk = [Holx = [T*Hol = Y. Ty H (4.93)

[=0,l pair

On commence par calculer les valeurs des T;7H; pour tous les [ entre 2 et ny et pour tout
k inférieur a nz, un entier choisi. Ensuite on se sert des lemmes suivants pour majorer les
normes des 7}y H;. On ne démontre pas ces lemmes car ils font appel aux mémes techniques
que celle utilisées dans la section (4.2).

Lemme 14 Soit (k,l) un couple d’entiers naturels, on a
T3 [Holil k1 < Aky (4.94)

ou les Ay sont définis de la maniére suivante : Ap; # 0 si et seulement si k et | sont pairs.
Ay =0 pour tout | > ng. Pour tout 2 <l <ng et 0 <k <ns,

Ay = T [Holil b+ (4.95)
Pour tout 2 <[ <ng et k> ns,
1 k
A== > (@ +2)(k— g+ DIWllgradi—g, (4.96)
q=2, q pair

Pour pouvoir trouver une majoration du reste, on utilise le lemme suivant :

Lemme 15 Pour 2 <[ < ng, pour tout réel positif ay > (¢, il existe un réel M; positif et
un entier naturel Ny tel que pour k > N;, on a

Apy < Mo (4.97)

En pratique, pour obtenir une meilleure majoration, on choisit des «; assez proches de (¢ :
on calcule explicitement, grace a la formule (4.96), les Ag; pour tous les [ tels que 2 < [ < ng
et pour un grand nombre de valeurs de k (n3 + 2 < k < nyy3). On choisit Pentier ny3 tel que
nays > ny. Ensuite on essaie de majorer les Ay ; par une relation du type A;; < Mlaf pour
2 <[ <nygetk>ny3—ny pour laquelle les oy sont peu supérieurs a a. On vérifie ensuite
que la formule de récurrence (4.96) impose cette relation pour tout & > nj3. On a finalement
[T*Holkllke < X1, 1 pair Ak—14 On calcule explicitement, par la formule de récurrence (4.96),
les ||[T* Hplk||x jusqu’a k = nys3. Ensuite, pour k > ny3, on majore les ||[T*Ho|k||x grace a la
majoration Ay; < Mlaf. On a A;; = 0 pour [ > ny donc, comme njpr3 > ny, on obtient

ng
T Holelle < Y- Ay (4.98)
=1, | pair
On a donc
~ nH
[ Holellk < Y. Mo (4.99)
=2, | pair
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Et finalement, on obtient la majoration suivante de |{Ry, Z;}| :

nps3

{RoZ} < >0 KllRolelle o5+

k>nn+2, k pair

Y kY Mal ) (4100

k>nyr3+2, k pair =2, | pair
Ce qui donne la majoration suivante

nMs3

< > k| [[Rolk|e ok "+

k>nn+2, k pair

U _ (1 = (qups)?) + 2(ups)®
+ Moy (oyps)™re (4.101)
l:2,zl:pair : (1 - (alp5)2)2

4.4.3 Majoration finale

Sion se place dans un domaine ol sup, ||.7—Jo|| est trés petit et pour lequel les conditions

initiales jj(O) ne sont pas trop proche de zéro, on peut arriver a obtenir la majoration

16; — ($o)j| < €y, (4.102)

L’angle ¢o(t) a une variation linéaire en fonction du temps (¢o);(t) = ;1 + (o);(0). Pour
t < tmas, angle ¢; a alors quasiment une variation linéaire :

16;(t) — (75t + (60);(0))] < €4, (4.103)

si t est tel que €4, t << 1.

Dans la figure (4.15), on donne les temps minimum pour s’éloigner de la solution quasi-
périodique (0.1 radian de différence) et du tore J = .J(0) en fonction du rayon du domaine
contenant les conditions initiales.

Pour un certain rayon du domaine de conditions initiales, on a donc le comportement
suivant : pendant un temps f; donné par la courbe 1, les trajectoires restent pres d’une
trajectoire quasipériodique. Passé ce temps ¢1, on perd tout renseignement sur les angles du
systeme mais on reste pres du tore J= J(O) jusqu’au temps t, donné par la courbe 2. Passé
ce temps t9, la diffusion est trop importante et on ne peut plus assurer une régularité dans le
comportement des trajectoires.

4.5 Le cas du probleme SJS

Dans cette section sont présentés des résultats concernant plus particulierement le probleme
SJS. Au vu des études menées dans les sections précédentes, on va tronquer le hamiltonien au
degré ng = 20 et construire la forme normale au degré ny = 50. Le rayon p = p, majorant
les conditions initiales est fixé. On obtient ainsi une mesure du temps minimum pour avoir
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courbe I1
courbe 2 -------

DIFFUSION IMPORTANTE
20 —

15 F g

PRES D’UN TORE

10 |

PRES D’UNE SOLUTION
QUASI PERIODIQUE

L L L L L
0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004

Fi1G. 4.15: Domaines donnés par les études des sections 4.3 et 4.4 : la courbe 1 donne le
logarithme décimal du temps minimum pour une diffusion de 10~* rad de notre solution par
rapport a la solution quasipériodique donnée par 1'équation (4.84) et la courbe 2 donne le
temps minimum pour une diffusion de 1072 des actions J.

une diffusion donnée par rapport a un tore particulier ou mieux, par rapport a une solution
quasipériodique (figure 4.16).

Au vu de la courbe (4.16), on a donc démontré le fait que les variations séculaires du
probleme SJS restent proches d’une solution quasipériodique pendant & peu prés 10® années
et que ces variations restent dans le voisinage proche d’un tore pendant 3 peu pres 10'2 années.

D’autre part, pendant la durée du systeme solaire la diffusion des actions est inférieure a
10~%. Pendant ce temps, grace aux encadrements des variables x1, x5 et y (voir section 4.3.3),
on trouve I'encadrement suivant des excentricités et inclinaisons (en radians) :

(4.104)

C1mas =~ 0,0602 eg, .~ 0,0941 iy, ~ 0.00671 iz,., =~ 0.0165
€1min = 0 €2min = 0 itmin =~ 0.00588  ig,0 ~ 0.0145

En ce qui concerne les excentricités, ces encadrements apportent tres peu par rapport aux
majorations données par la valeur du moment cinétique (2.5). Mais pour les inclinaisons
séculaires, on obtient un encadrement tres précis.
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T T

courbe 1 j+————

courbe 2 {------—-
i

Fic. 4.16: La courbe 1 représente le log;, de la diffusion maximale des angles en fonction du
logip du temps par rapport a une solution quasi-périodique. La coube 2, le log;o de la diffusion
des actions J par rapport au tore J = J(0).

4.6 Analyse en fréquence

4.6.1 Principe

On va comparer deux études différentes de la stabilité du systeme : celle qui a été présentée
lors des sections précédentes, qui fournit un résultat rigoureux de stabilité et I'analyse en
fréquence du systeme, étude numérique destinée a tester la quasipériodicité d’une solution.
L’analyse en fréquence permet de fournir une approximation quasipériodique d’une fonction
a valeurs complexes (Laskar, 1999). Dans ce but, on intégre le probleme séculaire diagonalisé
tronqué Hyq = 3" 1 puir Har avec ng = 20 en partant des conditions initiales z;(0) sur 25
millions d’années et on réalise une analyse en fréquence de la solution fournie. Cette analyse
nous donne une solution z,; approchée de la fonction z; :

N1 )
Zaj(t) = D g €0 (4.105)
k=0

ou les oy, sont des constantes complexes et les w, ; sont des fréquences réelles. Paralellement,
la méthode que nous avons jusqu’alors mise en oeuvre, la normalisation, nous donne un nouvel
hamiltonien de la forme :

H(J,$) = N(J) + Reste(J, }) (4.106)

On a vu que sous certaines conditions, dans un domaine proche du point fixe elliptique, on
peut approcher la solution de ce systeme par une solution quasi-périodique qui correspond
au hamiltonien H(.J, ¢) = N(J) pendant une durée suffisamment longue. Pour les conditions
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SJS, cette durée est approximativement de 100 millions d’années. Ce hamiltonien donne la
solution quasipériodique suivante (4.84) :

Zi(t) = 2;(0)e™i " (4.107)
En considérant la transformation z = T(*l)(,%), on obtient alors un expression quasipériodique

de la fonction z(¢). On ne peut, en pratique, que calculer z,; une expression tronquée en
excentricités et inclinaisons de cette transformation T(*1) :

k=N3>

Zmi(t) = Z() + Y. P32 (4.108)

k=3,k impair

Ot P, est de degré k en les variables 7, Z. Donc, on obtient

(1) = D app €t (4.109)

On doit ensuite comparer les solutions z, ; et z,; données par les deux méthodes (4.105) et
(4.109), c’est a dire comparer les agy et a, et les fréquences w, i et wy, . D’autre part, les
fréquences wy i, et wy x sont combinaisons de trois fréquences fondamentales qui correspondent
aux fréquences 7, (1 < j < 3) pour la forme normale et aux fréquences 7, ;, (1 < j < 3) pour
I’analyse en fréquence.

4.6.2 Comparaisons

On se place ici exclusivement dans le cas des conditions initiales SJS.

Les résultats des études de la forme normale et de ’analyse en fréquence sont rassemblées
dans le tableau suivant, qui donne la solution quasipériodique proche de Z;. Les fréquences sont
données en seconde d’arc par années et on donne les combinaisons de fréquences fondamentales
(Da,1s Vao €t U 3) donnant les fréquences wyp = k17,1 + kalla o + ksla3.

k| ky | ko | ks | fréquence w,pg module g | (g — Qak)/Cnk
1 [-1]01] 0 | —3.48836304242 | 3.4920421 1073 2.010°1
2 10 [-1]0 | —22.4336762084 | 8.2615426 10~° 2.810~H
311 (-2|0 | —41.3789893743 | 1.249934710°° 4710713
4 1-21110 15.4569501235 | 1.223262710°° 1.2107 "
5101 |-2] 749715521598 | 5.0443408 10~ " 2.910° 12
6 | 1|0 |-2] 56.0262389938 | 3.4029564 10~" 1.310~*
7 31 0 | —60.3243025402 | 5.2914489 10~ 7.1107°
8 | 2 |-11-21] 37.0809258281 | 3.003751310~" 5.31077
9 |-1]-21 2 100.893591410 | 2.8632854 10~ 1.410~ 1"
101 0 | -3 2 119.838904576 | 2.4287182 10" 1.0107%

La différence relative des fréquences fondamentales données par ’analyse en fréquence et

la forme normale est
(171 — I;aJ)/l;l =2210"1"
(g — Uyo)/ Ve = 1.6 10~ (4.110)
(173 - Da73)/l73 - 19 10_14
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En réalisant plusieures analyses en fréquence, on peut aussi estimer la diffusion des fréquences :

on réalise deux intégrations sur des intervalles de temps successifs [0, 7] et [T, 27 (ici T = 25
millions d’années) et on compare les résultats d’une analyse en fréquence sur ces deux in-
tervalles. On obtient des diffusions relatives respectivement de 7, 1, V52 et 7,3 de I'ordre de
9.5107!,1.8107 1% et 1.6 10713, Ces valeurs sont de I'ordre de grandeur des différences données
par I’évaluation numérique ci-dessus. Il faut toutefois noter que ces calculs donnent plutot une
valeur maximale de la diffusion et que ces diffusions sont aussi proches de 'ordre de grandeur
de l'erreur numérique des calculs menés (calculs effectués en double précision). On a vérifié
que pour des conditions initiales plus proches du point fixe, ces différences relatives et donc
cette mesure de la diffusion avaient tendance a décroitre.

On va comparer ces valeurs de diffusion avec celles de notre étude théorique. Sur 25 millions
d’années, la diffusion théorique par rapport a une solution quasipériodique est donnée par
I'étude de la section (4.5). La diffusion de la valeur des fréquence est donnée par la formule
(4.87) et, sur une durée de 25 millions d’années, les diffusions relatives respectivement de 7,
75 et 3 sont de I'ordre de 3.31075, 5.2107°¢ et 4.5107°. Ces valeurs sont bien supérieures aux
diffusions réelles des fréquences fondamentales données par les études numériques ci-dessus.
Cette différence s’explique par le fait que la diffusion donnée par la méthode de normalisation
est un majorant de la diffusion, utilisant des majorations grossiéres (par les normes k). Cette
étude permet de voir la différence entre les vraies valeurs de la diffusion (qui sont bien mieux
estimées par une méthode numérique) et les valeurs fournies par notre étude (équation 4.87).
Les valeurs des diffusion sont tres différentes et notre étude (rigoureuse) permet une estimation
plus que grossiere du comportement, quasi-périodique ou non des fonctions. Par contre, la
forme normale N donne une trés bonne approximation des fréquences fondamentales.

4.7 Etude au voisinage d’une résonance séculaire

On peut se demander quelle est I'efficacité des méthodes précédentes quand on est beau-
coup plus proche d’une résonance séculaire c’est-a-dire d’une résonance (qui ne provient pas
de la trace nulle) entre les fréquences linéaires du probleme séculaire (cas ou Fip # {0}). On
va, pour cela, commencer par trouver quelles résonances peuvent faire apparaitre des petits
diviseurs lors de la construction de la forme normale. Le diviseur D qui apparait dans la

solution de 1’équation homologique (2.38) et qui vient du monome 2 Z5" 252752 /F3 753 est

D = (kl — El)Vl + (k‘g - EQ)VQ + (k‘g - Eg)llg (4111)

Les relations de symétrie que I'on a pour le hamiltonien se retrouvent dans 1’équation ho-
mologique et vont empécher les résonances d’apparaitre dans les termes de bas degré. Ces
relations s’expriment de la maniere suivante :

relations de d’Alembert : k; + ko + ks = ki + ko + ks
parite : ks + k3 est pair (4.112)
trace nulle : vi+uve+rv3=0

On se sert de ces relations (trace nulle puis relations de d’Alembert) pour exprimer les di-
viseurs :

D = [(ky — k1) — (ks — k3)]v1 + [(ko — ko) — (k3 — k3)]ve =
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= [2(k1 — 1:71) + (kg - 1:72)]1/1 + [(kl - ]:71) - 2(I€2 - EQ)]VQ (4113)

On note p; = ki — k1 et po = ky — ko. La relation de parité impose de plus que ks + ks
soit pair et donc que ks — ks soit pair. Comme ks — k3 = —p; — po alors on doit avoir
p1 et po de méme parité. On recherche, en tenant compte de ces relations, quelles peuvent
étre les monomes qui peuvent amener une résonance a apparaitre dans le second membre de
degré N. Pour qu'une résonance donne un diviseur petit au degré N et pas avant, il faut
considérer que le monome 2 zZM 2k2 zk2 ks ks qy second membre de Péquation homologique
de degré N, qui va donner ce diviseur, ne contient pas de modules z;z; et donc est tel que
kiky = koky = ksks = 0 (pour tout j de 1 & 3, on doit avoir kj = 0 ou /_fj = 0). Dans ce
cas, on a p; = max(|ki|, |k1|) et p, = max(|ks|, |k2|). Et on va donc considérer que, au degré
N, p; peut prendre toutes les valeurs de —N/2 & N/2, p, de méme en respectant le fait que
p1 + po est pair. p; et p ne peuvent pas prendre une valeur supérieure strictement a4 N/2
sinon cela implique que ky, k;, ko ou ko sont supérieurs strictement & N/2 et les relations de
d’Alembert ne sont plus vérifiées. Pour toutes ces valeurs, la résonance 2p; + po, p1 + 2p2
apparait dans l’équation homologique de degré N. Dans le tableau suivant, on note le degré
minimal d’apparition des résonances (apparition du monéme donnant cette résonance dans le
second membre de 1’équation homologique), jusqu’au degré 50 (degré maximal de construction
de la forme normale dans notre étude). On ne note que les résonances 2p; + pa, p1 + 2p2 ou
ces deux termes sont de signe opposé parce que les fréquences v, et v5 sont de méme signe
(voir figure (4.17)).

Degré Résonances Degré Résonances
4 -1/1 28 -10/1 -8/5
6 pas de résonances 30 -19/7 -17/11
8 pas de résonances 32 -3/2 -11/2
10 -7/1 34 -7/3-25/1-23/5-19/13
12 41 36 -10/7
14 -3/1 38 -9/1-7/5-25/7 -23/11
16 5/2 40 1374 -11/8
18 13/1-11/5 12 “31/1-29/5 -25/13 -23/17
20 2/1 14 ~4/3-16/1 -14/5
22 5/1-13/7 16 | -11/1-9/5-31/7 -29/11 -25/19
24 /4 48 “17/2 -13/10
26 -5/3-19/1 -17/5 50 | -11/3-9/7-37/1-31/13 -29/17

On peut remarquer les relations de d’Alembert et de parité empechent les résonances
d’apparaitre a des bas degrés. Pour voir dans quel cas (pour quelle valeur des parametres)
ces résonances peuvent effectivement créer des petits diviseurs, on va étudier les fréquences
du systeme séculaire en détail. On a vu, dans la section (2.2.2) que les fréquences vy et 1y
sont les valeurs propres de la matrice A, (2.22). Elles sont donc les racines du polynoéme
caractéristique de cette matrice :

C3(a)
2\,

( 03(06)

— X)(

=0 (4.114)



On trouve

— 4+ —)+e— 4.115
Ou € est égal a —1 ou +1 et

Ca), 1 1 4C3 ()

___2
&N T

>0 (4.116)

On peut, en étudiant les valeurs de Cy et C3 (2.19) en fonction du rapport des demi-grands
axes «, prouver que pour « € [0,1], on a C3 > 0 et Cy < 0. On définit les deux fréquences
telles que v; < vy, Pour vy, on prend € = —1 et pour vy, € = +1 dans (4.115). On obtient
finalement, en se servant du fait que A; = f3;,/f1;a;5, le rapport des fréquences comme une
fonction simple du rapport des demis-grands axes :

C C?

73(1+k)— f(l—k)2+4c*§k

—(a) = (4.117)
Cs C?

—(1+k)+ | —=(1 —k)?+4C3k

2 \ 4

Ou k = Ay/As ne dépend que de la valeur de . En effet, on calcule k par la formule suivante

Al Al 0 (6]
k= =0 4.118
Ay Az,o G ( )

Ou Ay, Agp et ap sont les valeurs de Ay, Ay et o pour les parametres du probleme SJS.

La figure (4.17a) montre que pour les valeurs des masses du systéme, la fréquence 1y
est tout le temps supérieure a zéro. Le domaine de variation du rapport des demi-grands
axes, indiqué sur la figure (4.17b) et qui est fourni par I’étude de la section (1.6.3), ne con-
tient pas de résonances séculaires jusqu’au degré 50. On peut toutefois se demander quelle
serait D'efficacité de notre méthode de perturbation pour une valeur du rapport des fréquences
plus proche d’'un résonance. Dans ce but, on a pris, pour les mémes masses du systeme et
le méme demi-grand axe de Saturne, un demi-grand axe de Jupiter un petit peu différent
a; = 5.44398568411732 U.A. de maniere a avoir un rapport des fréquences tres proche de la
résonance 7/1 :

L0 (4.119)
Vo 7
Ce changement de la valeur du demi-grand axe n’est pas trés important, de ’ordre de 4%. On
remet en place alors toutes les techniques des sections (4.1.4) et (4.2) dans ce cas particulier.
On rassemble alors sur une méme figure (4.18) les courbes donnant le rayon de convergence
des transformations 7§ et B,' pour le cas que I'on a déja étudié et pour le cas résonant.

La résonance 1/7 apparait dans 1’équation homologique de degré ny = 10. La grande
valeur du diviseur correspondant dégrade fortement les rayons de convergence a partir de ce
degré. On voit donc bien que la méthode que I'on a employée n’est pas bonne dans le cas ol
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Fi1g. 4.17: figure (a) : Valeur du rapport des fréquences en fonction du rapport des demi
grands axes et figure (b) : zoom de la figure (a), on a indiqué les résonances séculaires proches
de la situation du probleme SJS ainsi que la zone possible d’évolution du demi-grand axe
séculaire (zone hachurée). En trait gras, la valeur du choix que 'on a fait du rapport des demi
grand axes séculaires, correspondant a la valeur initiale du rapport des demi grand axes dans
les variables non séculaires.

on est proche d’une résonance séculaire, les conditions initiales (excentricité et inclinaison) du
probleme SJS n’étant pas comprises dans les domaines de convergence pour une normalisation
supérieure au degré 10. Les domaines de convergence trouvés sont de ’ordre des domaines de
I'étude brute (4.1.3) et cette normalisation n’apporte rien.
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Fi1G. 4.18: Comparaison des rayons de convergence entre le cas non résonant et le cas résonant
(RES) en fonction du degré de normalisation ny pour ny = 16
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Conclusions et perspectives

L’un des résultats les plus importants de ce travail de these est que l'on a démontré que
la construction d’une forme normale de Birkhoff était impossible dans le cas d’un probleme
planétaire de trois corps séculaire a I'ordre un du rapport des masses. Méme si ’étude n’a
pas été réalisée pour un systeme planétaire de n + 1 corps, on devrait retrouver un comporte-
ment similaire. Par conséquent, on met en lumiere la nécessité d’une réduction partielle du
systeme planétaire qui, étant facile a réaliser dans le cas de trois corps, simplifiant grande-
ment les expressions et la taille des séries considérées, et ne changeant pas la nature du
probleme, devrait étre systématiquement réalisée. L’introduction de cette réduction partielle
permet de plus d’avoir une vision plus nette du probleme, et de choisir si le systeme a besoin
d’une réduction totale et laquelle (section 3.3.3). Les résultats de stabilité du chapitre 4 sont
complémentaires aux résultats en temps infini fournis par U.Locatelli et A.Giorgilli pour des
valeurs particulieres de conditions initiales. Ils permettent de fournir un résultat de stabilité
(en temps fini) pour un systéme un peu plus général (ol la norme du moment cinétique n’est
pas fixée) et sur un ouvert de conditions initiales comprenant le point fixe elliptique. De plus,
cette étude a permis de faire surgir des questions nouvelles liées a la construction d’une forme
normale de Birkhoff.

Ce travail de these ouvre la voie a plusieures études.

Premierement, il faudrait faire une étude pratique plus précise de 'apparition de termes
résonants dans le cas plus général de n + 1 corps pour confirmer le fait qu'une forme normale
non résonante n’est pas constructible. Les études menées dans la section (2.4) permettent
d’aborder plus facilement cette question.

Ensuite, il manque une étude des domaines de convergence de la méthode de réduction
partielle. En particulier, pour quelles valeurs des excentricités et inclinaisons la décomposition
(3.31) de la deux-forme symplectique est-elle possible ?

Le chapitre 4 met en lumiere des questions plus pratiques. Le systeme SJS non sécularisé
étant proche de la résonance (2,-5) en moyen mouvement, la sécularisation a l'ordre un du
rapport des masses n’est pas une bonne approximation du systeme. Une nouvelle étude,
partant d’un systeme sécularisé a un ordre supérieur devrait étre menée.

Ce travail a aussi mis le doigt sur la nécessité de mener une étude précise de la série
définissant le hamiltonien du systeme dans des variables liées aux éléments elliptiques. En
particulier, I’étude du rayon de convergence de cette série, des points pour lesquels elle prend
ses valeurs maximales dans un domaine fixé est importante tant pour des études numériques
que théoriques. Les études menées dans ce domaine sont encore trop peu nombreuses ((Sund-
man, 1916), (Silva, 1909) et (Niederman, 1993)) et ont montré la difficulté de ces questions.

Une extension naturelle de ce travail serait I’application des méthodes (réduction partielle
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et méthodes perturbatives) a un probleme plus général : le probléeme planétaire de 5 corps
de la dynamique des planetes extérieures (Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune). Les effets
principaux intervenant dans la dynamique de ce probleme viennent de l'interaction entre
Jupiter et Saturne et ’étude que nous avons mené a permis, entre autre d’avoir une idée
des moyens a mettre en oeuvre pour une telle étude. En particulier, en allant a un degré de
normalisation beaucoup plus faible (vu la taille des séries mises en jeu), on devrait pouvoir
prouver des résultats de stabilité pour des conditions initiales plus proches du point fixe
elliptique mais tout de méme dans un domaine proche des conditions initiales réelles du
systeme.

D’autre part, une étude intéressante serait de mieux comprendre, dans un cadre plus
général, pour un systeme hamiltonien quelconque auquel on applique une méthode de con-
struction d’une forme normale de Birkhoff, comment apparait le degré optimal de normalisa-
tion en fonction de la taille de la perturbation. Les méthodes de N. Nekhoroshev fournissent
avant tout une estimation du comportement asymptotique de ce degré quand la perturbation
tend vers zéro. Il serait intéressant d’étudier plus précisement cette fonction et ses variations.
En particulier le comportement, mis en évidence dans cette étude mais aussi dans I’article de
(Giorgilli et Skokos, 1996), de ”saut” de cette fonction (figures 4.8, 4.9). Avec le développement
des techniques de calcul formel, on peut réaliser une étude plus systématique, a des degrés
élevés de normalisation qui permettrait d’avoir une idée plus précise de ces phénomenes, pour
des systemes hamiltoniens plus génériques.
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Annexe A

On présente, en annexe, deux fagons différentes de réaliser la transformation linéaire de la
section (3.2.1) qui rend standard la forme symplectique a I'ordre zéro. La premiere transfor-
mation orthogonale possible est la symétrie orthogonale par rapport a ’hyperplan orthogonal
av=V/| V]| —e, 1 qui peut étre calculée en utilisant la formule (3.37) :

Ay VAN, o VAN
D, 1+ VA VALA Ay oo VAL
anlD%_z . . .

\/AlAn—l \/A2An—1 An—l

o ... 0 VA

Q :Infl -

+an1 + VA : .. : :
D? , 0 ... 0 VAL
\V Al e \/An72 2\//\“,1 - anl

ott Dy, = />F | A; et I,_; est la matrice identité (n — 1) x (n —1). Dans cette transformation
linéaire, la variable n — 1 joue un roéle spécial mais les n — 2 autres ont le méme role.

Une seconde transformation orthogonale possible est obtenue grace a une orthogonalisation
de Schmidt et la matrice () a alors cette expression :

VAN, VAN VAN VARG VA

DD,  DyDs  DsDy " DpyDpoy Duoy
Dy CVAAy VA VA A VA
Dy Dy D3 DsDy " Dp_9Dp Dy
0 Dy VA3 VMM VA
Q= D3 D3sDy " Dp_oDy_y Dy
Ds
0 0 D_4
D, _ A, _
0 0 0 n—2 _ n—1
anl anl
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Annexe B

On présente la réduction partielle (section 3.2.1) dans le cas de 4 corps en utilisant la
seconde transformation de 'annexe A (orthogonalisation de Schmidt). Le calcul effectif de
cette transformation prend a peu pres une minute en utilisant la procédures TRIP de réduction
partielle donnée dans I’annexe C. Les expressions données sont tronquées au degré 4. Obtenir
ces expressions explicites pour une troncature a un haut degré devient tres rapidement hors
de portée a cause de la longueur des calculs.

Les 18 anciennes variables (de POiHC&I"é) (Al, AQ, A3, T1,T2,T3,Y1,Y2,Ys, )\1, )\2, )\3, T1,T9, T3,
U1, Y2, §3) sont exprimées en fonction des 16 variables du systeme réduit : Ay, Ao, A3, 1, To, T3, 71,

U, A1, A2, )\3,:%1,:%2,533,3_]1,@_]2. On rappelle que Dy = /A1 + Ay et D3 = /A1 + Ay + As.

T = I
L= -1 -1

+ % $1y2y1\/K11\//_\2\/K31D31
- 1 @imd.VA VAVA; Dyt
+ o (&9

T2 = T 1 1
- % 532?]2?71\/K1\/K21\/K3 ngl
+ 1 i, VAVA, VA, Dyt
+ o (&9

r3 = T3 +o (:r,y)4
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Annexe C

Dans cet annexe, on présente les procédures les plus importantes construites pendant notre
étude : la procédure de calcul des transformations de la réduction partielle (section 3.2.1) et
la procédure de normalisation (section 2.3.1). Ces procédures sont écrites en langage TRIP.
Ce logiciel de calcul formel est dedié a la manipulation des séries rencontrées en mécanique
céleste. La plupart des instructions rencontrées dans ces programmes se comprennent assez
facilement. Des outils spécifiques ont néanmoins été créés comme la définition de variables
conjuguées symplectiquement, le crochet de Poisson de deux séries, la représentation de séries
en blocs homogenes ou en blocs de d’Alembert (Laskar, 1989b). Ces outils permettent de
gagner beaucoup de temps de calcul et donc, en particulier, de réaliser la normalisation du
systeme a un degré plus élevé.

1) Procédure de calcul des changements de variables de la réduction par-
tielle.

Remarques :

-On obtient, par cette procédure, les expressions des différents changements de variables
P, et ¢ (équations 3.38 et 3.55).

-Les A ont un réle particulier car ils ne s’expriment que par les variables v/A et aussi par
I'intermédiaire des diviseurs D, = /327 A;. On retrouve ce comportement dans la définition
du tableau B et dans les cas particuliers de dérivation liés a cette expression.

-La procédure se découpe en plusieures parties :

Etape 1) Le calcul de la deux-forme symplectique sous une forme matricielle (matrice
M), tronquée (au degré n) lorsque 1'on remplace les variables yyp et son conjugué par leur
expression (3.29). On calcule aussi la primitive réelle 6; (3.49) de la deux-forme symplectique.

Etape 2) On réalise la transformation linéaire P, (3.38) qui rend standards la deux-forme
et sa primitive a 'ordre zéro en excentricités et inclinaisons.

Etape 3) On définit les chemins 6, et 0.

Etape 4) On inverse la matrice M,, grace a la méthode donnée dans la section ”Calcul
formel” de la section 3.2.1.

Etape 5) On réalise le calcul du champs de vecteur X; par la formule (3.48).

Etape 6) On calcule la transformation ¢; grace a la méthode de Lie donnée dans la section
”Calcul formel” de la section 3.2.1.
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/*nbre de planetes*/
NB=3;

/*degre de troncature des calculs*/
n=4;

/*DEFINITIONS*/
/*variables de Poincarex/

dimvar 1[1:NBJ]$
dimvar raLa[1:NB]$
dimvar x[1:NB]$
dimvar xb[1:NB]$
dimvar y[1:NB]$
dimvar yb[1:NB]$

/*variables issues de la transformation lineaire de 1’annexe Ax/

dimvar Y[1:NB-11$
dimvar Yb[1:NB-11$

/*variables nouvelles de la reduction partiellex/

dimvar 1n[1:NB]$
dimvar raLan[1:NB]$
dimvar xn[1:NB];
dimvar xnb[1:NB];
dimvar yn[1:NB-1];
dimvar ynb[1:NB-1];

tabvar(1)$
tabvar(rala)$
tabvar(x)$
tabvar(xb)$
tabvar(y)$
tabvar (yb)$
tabvar(Y)$
tabvar(Yb)$
tabvar(1ln)$
tabvar(ralLan)$
tabvar(xn)$
tabvar(xnb)$
tabvar(yn)$
tabvar (ynb)$

trT = ({T,n-2});
trvar=({(x,y,xb,yb) ,n})$

trvarmoins1=({(x,y,xb,yb) ,n-1})$
trvarmoins2=({(x,y,xb,yb) ,n-2})$
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for k=1 to NB{
varconj ((x[k],xb[k]), (y[k],yb[k]), (xn[k] ,xnb[k]));
};

for k=1 to NB-1{

varconj ((yn[k],ynb[k]), (Y[k],Yb[k]));
};

sk sk s o o o ok ok sk sk o o o ok ks o s o sk s s o sk sk s o ks o ke ksl s o o ok ks sk ok ks sk ke sk sk sk sk sk s ok ok sk s ok ok sk s s ok sk sk o o sk sk ok o
/*ETAPE 1 : calcul la 2-forme symplectique pour NB planetesx/

sk sk s o o o ok ok sk sk o o o ok ks o s o sk s s o sk sk s o ok sk o ke ok sk s o o ok ks sk ok ks sk ke sk sk s e sk sk s ok ok sk s ok ok sk s s ok sk sk s o sk sk ok o
macro symplect_x_Z[n,M]{

usetronc (trT)$

U=(1+4T) **x(1/2)$
V=(1+T) %% (-1/2)$

efftronc;
usetronc(trvarmoinsil)$

alpha=0;
for k=1 to NB-1
{
auxilliaire=subst(U,T,-x[k]*xb[k]/raLa[k]**2-y[k]*yb[k]/(2*raLa[k]**2))$
alpha=alpha+tauxilliairex*(-y[k]*ralLal[k])$
I
AUX=subst (U, T,-2*x [NB] *xb [NB] /raLa [NB] **2+
x [NB] #*2%xb [NB] **2/rala [NB] **4-2+alpha*conj(alpha) /ralLa[NB] **4) $
AUX2=subst (V,T,-x[NB]*xb[NB]/ (2*ralLa [NB]**2)+AUX/2-1/2)$

F=alpha*AUX2/rala[NB]$
Fb=conj (F)$

efftronc;
/*matrice de la 2-formex/

usetronc(trvarmoins?2)$
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dimvar COOR[1:NB*6-2];

for k=1 to NB {COOR[k]:=raLal[k]$};

for k=1 to NB {COOR[k+NB]:=x[k]$};

for k=1 to NB-1 {COOR[k+2*NB]:=y[k]$};
for k=1 to NB {COOR[k+3*NB-1]:=1[k]$};
for k=1 to NB {COOR[k+4*NB-1] :=xb[k]$};
for k=1 to NB-1 {COOR[k+5*NB-1]:=yb[k]$};

dim B[1:NB*6-2];

for k=1 to NB*6-2
{
B[k]=1$
};

for k=1 to NB
{
B[k]=1/(2*ralLal[k])$
};

for k=1 to NB*6-2

{
for 1=1 to NB*6-2
{
M[k,l] =0$
};
};

for k=1 to NB
{
M[k,NB*3-1+k]=1$
M[k+NB*3-1,k]=-1$
};

for k=1 to NB*2-1
{
M[k+NB,NB*4-1+k]=i$
M[k+NB*4-1,k+NB]=-i$
};

for 1=1 to NB*6-2
{
for k=1 to NBx*x6-2
{
M[k,11=M[k,1]+i*B[k]*B[1]*(deriv(F,COOR[k])*deriv(Fb,COOR[1])-
deriv(F,CO0R[1]) *deriv(Fb,COOR[k]))$
};
};

efftronc;
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macro primitiveq{
/* calcul de la primitive teta de la 2-formex*/
usetronc(trvar) $

dim teta[1:6%NB-2];

for k=1 to NB
{
teta[k]=-COOR[3*NB-1+k]/2$
teta[3*NB-1+k]=(COOR[k])**2/2$
1$

for k=1 to 2*NB-1
{
teta[NB+k]=-i*COOR[4*NB-1+k]/2$
teta[4*NB-1+k]=i*COOR [NB+k] /2$
1$

for k=1 to 6*NB-2
{
tetalk]l=tetalk]+(i/2)*B[k]*(F*xderiv(Fb,COOR[k])-Fb*deriv(F,CO0R[k]))$
1$

%symplect_x_Z[n, [M_red]];
%primitive;
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/*ETAPE2 : transformation lineaire pour rendre la
forme standard pour 1l’ordre O des variablesx/
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dim f[1:NB-1];
dimvar div[1:NB];

tabvar(div) ;
div[1]l=1/rala_1$

trvarY=({(x,Y,xb,Yb) ,n})$
trvarYmoins1=({(x,Y,xb,Yb) ,n-1})$
trvarYmoins2=({(x,Y,xb,Yb) ,n-2})$

usetronc(trvarYmoinsi)$

for k=1 to NB-1

{

f[k]=08$

for 1=k+1 to NB
{
f[k]=f[k]-Y[1-1]*rala[k]*ralal[l]*div[1-1]*div[1]$
};

};

sommecarres=ralLa[1]**2$

for k=2 to NB-1
{
f [k]=f [k]+sommecarres*Y[k-1]*div[k-1]*div[k]$
sommecarres=sommecarres+rala[k+1]**2$

};

/* changement de variables dans la deux-formex/

macro chgvar[fonct]{

aux=fonct$

for k=1 to NB-1

{

aux=subst (aux,y[k],f[k])$
aux=subst (aux,yb[k] ,conj(f[k]))$
};

};

/*pour la 2-formex/
for p=1 to NBx*6-2

{
for q=1 to NB*6-2
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{
%ichgvar [M_red[p,ql]l;
M_red[p,ql=aux$
};
/*jacobiennex/

usetronc(trvarYmoins2)$

dim jaco[1:NB*6-2,1:NB*6-2];
dim transjaco[1:NB*6-2,1:NB*6-2];

for k=1 to NB*6-2

{

for 1=1 to NB*6-2
{
jacol[k,1]1=0$
};

};

for k=1 to NBx*2
{
jaco[k,k]=1%
jaco[k+NB*3-1,k+NB*3-1]=1$
};

for k=1 to NB-1

{

for 1=k to NB-1
{
jaco [k+NB*2,1+NBx2]=-rala[k]*ralLa[l+1]*div[1]*div[1+1]$
jaco[k+NB*5-1,1+NB*5-1]=-raLa[k] *rala[l1+1]*div[1]*div[1+1]$
s

I

sommecarres=rala[1]**2$

for k=2 to NB-1
{
jaco[k+NB*2,k+NBx2-1]=sommecarres*div[k-1]*div[k]$
jaco[k+NB*5-1,k+NBx5-1-1]=sommecarres*div[k-1]*div[k]$
sommecarres=sommecarres+rala[k+1]**2$

};
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/*1la partie deriv(y)/deriv(La)*/

for k=1 to NB-1
{
for 1=1 to NB
{
jaco [k+NB*2,1]=(1/(2*rala[1]))*deriv(f[k],ralal[1])$
jaco[k+NB*5-1,1]1=(1/(2*ralLa[1]))*deriv(conj(f[k]) ,ralal[l])$
for m=1 to NB

{
jaco[k+NB*2,1]=jaco [k+NB*2,1]1-(1/2) *deriv (f [k] ,div[m])*div[m]**3$
jaco[k+NB*5-1,1]=jaco [k+NB*5-1,1]-(1/2) *deriv(conj (f [k]) ,div[m])*div[m]**3$

};

for k=1 to 6*NB-2

{

for 1=1 to 6*NB-2
{
transjacol(k,l]=jaco[1l,k]$
s

s

/*la deux forme dans les nouvelles variablesx*/

auxmat= transjaco &* M_red$
M_red=auxmat &* jaco$

/*on remplace a 1’ordre O par la forme standard*/
trvar0=({(x,Y,xb,Yb),0})$

for k=1 to NB-1
{
usetronc(trvar0)$
aux=M_red [k+NB*2,k+NB*x5-1] *1$
efftronc;
M_red [k+NB*2,k+NB*5-1]=M_red [k+NB*2,k+NB*5-1] -aux+i$
M_red [k+NB*5-1,k+NB*2]=-M_red [k+NB*2,k+NB*x5-1]1$
};

usetronc(trvarY)$
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/* la transformation dans la primitive teta*/

dim tetanew[1:6%NB-2]$

for k=1 to 6*NB-2
{
%chgvar[tetalk]];
teta[k]=aux$
};

/*les lambda,x,xb sont conserves*/

for k=1 to NB
{
tetanew[k+3*NB-1]=teta[k+3*NB-1]$
tetanew [k+NB]=teta[k+NB]$
tetanew [k+4*NB-1]=teta[k+4*NB-1]1$
};

/* les autresx*/

for k=1 to NB-1

{

tetanew [2*NB+k]=0%

tetanew [6*NB-1+k]=0$

for 1=1 to NB-1
{
tetanew[2*xNB+k]=tetanew[2*NB+k] +teta [2*NB+1]*deriv(£f[1],Y[k])$
tetanew[5*NB-1+k]=tetanew [5*NB-1+k]+teta[5*NB-1+1]*deriv(conj (£[1]),Yb[k])$
};

};

macro derivationlambdalk,fonct]{

der=deriv(fonct,ralalk])*(1/(2xralLalk]))$

for 1=max(k,2) to NB
éer=der—deriv(fonct,div[l])*(1/2)*div[1]**3$
};

};

for k=1 to NB
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tetanew[k]=teta[k]$

for h=1 to NB-1
{
%derivationlambdalk,f[h]l];
tetanew[k]=tetanew[k]+teta[2*xNB+h]*der$
%derivationlambdalk,conj(£[h])];
tetanew[k]=tetanew[k]+teta[5*NB-1+h]*der$
};

/* cela remplace les termes dont 1l’expression, compliquee, vaut i/2 par i/2x*/
trvari=({(x,Y,xb,Yb),1})$

for k=1 to NB-1
{
usetronc(trvarl)$
aux=tetanew [k+2*NB]*1$
auxb=tetanew [k+5*NB-1]*1$
efftronc;
tetanew [k+2*NB] =tetanew [k+2*NB] —aux-i/2*Yb[k]$
tetanew [k+5*NB-1]=tetanew [k+5*xNB-1] —auxb+i/2*Y[k]$
};

usetronc(trvarY)$

/* On renomme les variables de facon a avoir toujours x,Y pour les procedures suivantes */
dimvar COORD[1:NB*6-2];

for k=1 to NB {COORD[k]:=ralLalk]$};

for k=1 to NB {COORD[NB+k]:=x[k]$};

for k=1 to NB-1 {COORD[2*NB+k]:=Y[k]$};

for k=1 to NB {COORD[3*NB-1+k]:=1[k]$};

for k=1 to NB {COORD[4*NB-1+k]:=xb[k]$};
for k=1 to NB-1 {COORD[5*NB-1+k]:=Yb[k]$};
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/*ETAPE 3 : definition de 1l’application sigma_tx*/
9% gm
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dim M_redtps[1:NB*6-2,1:NB*6-2]$

for k=1 to NB*6-2

{

for 1=1 to NB*x6-2
{
M_redtps[k,1]=M_redO[k,1]+t*(M_red[k,1]-M_red0[k,1]1)$
};

};

dim tetaO[1:6*NB-2];

for k=1 to NB
{
teta0[k]=0$
tetal [3*NB-1+k]=(COORD [k])**2$
}$

for k=1 to 2*NB-1
{
tetal[NB+k]=0$
tetaO[4*NB-1+k]=i*COORD [NB+k]$
1$

for k=1 to NB*6-2
{

tetalk]=tetaO[k]+(tetanew[k]-tetaO[k])*t$
};
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/*ETAPE 4 : inversion de la matrice de la deux forme symplectiquex/
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macro intro{

dim M_redO[1:NB*6-2,1:NBx6-2] ;
dim M_red[1:NB*6-2,1:NB*x6-2] ;

dim IM_redO[1:NB*6-2,1:NBx6-2];
dim IM_red[1:NB*6-2,1:NB*6-2];
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for k=1 to NB*6-2

{

for 1=1 to NB*6-2
{
M_redO[k,1]1=0%
IM_redO[k,1]1=0%
};

};

for k=1 to NB

{
M_redO[k,NB*3-1+k]=1$
M_redO[k+NB*3-1,k]=-1$
IM_redO[k,NB*x3-1+k]=-1$
IM_redO[k+NB*3-1,k]=1$
};

for k=1 to NB*2-1
{
M_redO[k+NB,NBx4-1+k]=i$
M_redO [k+NB*4-1,k+NB]=-i$
IM_redO[k+NB,NB*4-1+k]=i$
IM_redO[k+NBx4-1,k+NB]=-i$
};

macro inv_mat[dimen,deg,MO,inv_MO,M,inv_M]

{
dim S[1:NB*6-2,1:NBx6-2];

for k=1 to NB*x6-2

{

for 1=1 to NB*6-2
{
S[k,1]1=0%
};

Slk,k]=1%

};

Auxd = MO - M$
Aux1=inv_MO &* Auxd$
Auxd=Aux1$

inv_M=S$
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usetronc(trvarYmoins?2) ;
for d=1 to deg

{

Aux1=S &* Auxd$

S = Aux1$

inv_M = inv_M + S$
d;

};

Auxl=inv_M &* inv_MO$
inv_M = Aux1$

efftronc;
/*afftab(inv_M) $*/

};

%intro;

macro inv
{
%inv_mat [6*NB-2,n-2, [M_red0], [IM_red0], [M_redtps], [IM_red]];
};

%inv;
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/*ETAPE 5 : calcul du champ de vecteurs */
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usetronc(trvary);
dim Xt[1:6%NB-2];

for k=1 to 6*NB-2

{

Xt [k]=0$

for 1=1 to 6*NB-2
{
Xt [k]1=Xt[k]-deriv(tetal[l],t)*IM_red[1,k]$
};
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/* ETAPE 6 : transformation de Lie */

sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk e ok sk sk ok o ok sk ok e ok ok sk ok ok sk sk s ok sk ok ok ook sk ok e ok sk ok s ok ok sk ok ok ok sk ok o ok ok sk ok ok ok sk ok o ok ok sk ok ok sk ok sk ok ok
nmax=n;

dim Flie[1:6%NB-2,0:nmax];
dim W[1:6%NB-2];
dimvar Ncoor[1:6%NB-2];

/*nouvelles coordonneesx*/

for k=1 to NB
{
Ncoor [k] :=ralLan[k]$
Ncoor [NB+k] :=xn[k]$
Ncoor [3*NB-1+k] :=1n[k]$
Ncoor [4*xNB-1+k] :=xnb[k]$
};

for k=1 to NB-1
{
Ncoor [2*NB+k] :=yn[k]$
Ncoor [6*NB-1+k] : =ynb [k]$
};

trtotale=({t,nmax},{(x,xb,Y,Yb),n});
usetronc(trtotale);

macro lie_transf{

for p=1 to nmax
{
for k=1 to 6*NB-2
{
Flie[k,pl=deriv(Fliel[k,p-1]1,t)/p$
for 1=1 to 6xNB-2
{
Fliel[k,pl=Flielk,p] + W[11*B[1]l*deriv(Flie[k,p-1],COORD[1])/p$
s
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/*transformation de Liex/

for k=1 to 6*NB-2

{

Wlk]l=Xt[k]$
Flie[k,0]=COORD[k]$
};

for k=1 to NB

{
Flie[k,0]=COORD [k] **2$
};

%lie_transf;

/*impression des resultatsx*/
dim transfo[1:6%NB-2,0:nmax] ;

for k=1 to 6*NB-2
{
transfo[k,0]=Ncoor [k]$
for p=1 to nmax

{
transfolk,pl=coef_ext(Fliel[k,p], (t,0))$
for 1=1 to 6%NB-2
{
transfol[k,p]l=substvar(transfol[k,p], (COORD[1] ,Ncoor[1]))$
};
};
};
for k=1 to NB
{

transfolk,0]=Ncoor [k]**2$
};

dim trans[1:6%NB-2]$

for k=1 to 6*NB-2
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{
trans [k]=0%
for p=0 to nmax

{
trans[k]=trans[k]+transfolk,pl$

};
};

/*le tableau trans donne finalement les anciennes variables
(lambda,Lambda,x,Y) en fonction des nouvelles (lambda_n,Lambda_n,x_n,Y_n).*/

2) Procédure de calcul du hamiltonien

Cette procédure est inspirée de la procédure ”hamsectrip” calculant le hamiltonien séculaire
totalement réduit et donnée dans la these de P.Robutel (Robutel, 1993).

3) Procédure de normalisation

Cette procédure donne I’algorithme de normalisation pour le systeme partiellement réduit.
Des procédures analogues peuvent étre construites pour le systeme non réduit, pour le systeme
réduit totalement.

Remarques :

- Cette procédure utilise une méthode de Lie et les formules (2.35,2.36) pour le calcul des
séries.

- La résolution de I’équation homologique est obtenue simplement par une intégration (par

rapport & t) du second membre, les variables z; étant définies comme égales & e™i’.

_modenum=NUMQUAD;
canonvar ((z1,z1b), (z2,z2b), (z3,z3b));

varconj((z1,z1b), (z2,22b), (z3,23b));

nmax=48;
nmaxpp=nmax+2;

inithdal(6,nmaxpp) ;
varhdal(z1,z1b,z2,z2b,z3,z3b) ;
paritehdal (z3,z3b);
_mode=P0OLH;
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dim Hsecdiag[1:20];

loadF (Hsecdiag[2])$
loadF (Hsecdiagl[4])$
loadF (Hsecdiag[6])$
loadF (Hsecdiag[8])$
loadF (Hsecdiag[10])$
loadF (Hsecdiag[12])$
loadF (Hsecdiag[14]1)$
loadF (Hsecdiag[16])$
loadF (Hsecdiag[18])$
loadF (Hsecdiag[20])$

hdal (Hsecdiag[2])$
hdal (Hsecdiag[4])$
hdal (Hsecdiag[6])$
hdal (Hsecdiag[8])$
hdal (Hsecdiag[10])$
hdal (Hsecdiag[12])$
hdal (Hsecdiag[14]1)$
hdal (Hsecdiag[16])$
hdal (Hsecdiag[18])$
hdal (Hsecdiag[20])$

fonctaux=Hsecdiag[2]$
zl=expi(t,coef_ext(fonctaux, (z1,1),(z1b,1)),0);
z1b=expi(t,-coef_ext(fonctaux,(z1,1),(z1lb,1)),0);
z2=expi(t,coef_ext(fonctaux, (z2,1), (z2b,1)),0);
z2b=expi (t,-coef_ext(fonctaux, (z2,1),(z2b,1)),0);
z3=expi(t,coef_ext(fonctaux, (z3,1),(z3b,1)),0);
z3b=expi(t,-coef_ext(fonctaux, (z3,1),(z3b,1)),0);

dim H[0:nmax,0:nmax];
dim W[-2:nmaxpp];
dim NH[O:nmax];

/% initialisation du Hamiltonien */
for n=1 to nmax

{ H[O0,n] =0%} $

H[0,0] =Hsecdiag[2]$
H[0,2] =Hsecdiag[4]$
H[0,4] =Hsecdiag[6]$
H[0,6] =Hsecdiag[8]$
H[0,8] =Hsecdiag[10]$
H[0,10] =Hsecdiag[12]1$
H[0,12] =Hsecdiag[141$
H[0,14] =Hsecdiag[16]$
H[0,16] =Hsecdiag[18]$
H[0,18] =Hsecdiag[20]$
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/* algorithme avec T"-1 */
for il = 1 to nmax

{

for ic = 1 to il -1

{

H[il-ic,ic]=0 $

for p = 1 to il-ic

{
H[il-ic,ic] = H[il-ic,ic] + (1/(il-ic))*i*{W[p],H[il-ic-p,ic]}$
};

};
H[i1,0]=0 $
for p =1 to il-1

{

H[il1,0] = H[i1l,0] + (1/il)*i*{W([p],H[il-p,0]1} $

};

AUX = H[il1,0] $
for p =1 to il

{

AUX = AUX + H[il-p,p] $

};

NH[il]= coef_ang(AUX, (z1,0),(22,0),(23,0)) $
AUX = AUX - NH[il] $

/* resolution de 1’equation homologique {W[il],H[0,0]} = R1 =/
W[il] = -il*integ(AUX,t)$

H[il,0]=H[il,0]+(i/il)*{w[il],H[0,0]1} $
il;
time_1;

};
/*1la forme normalex/
dim N[1:50];
N[2]=H[0,0]1%
saveF(N[2])$
for k=4 to nmaxpp step (2)
{
N[k]=NH[k-2]$
saveF (N[k])$
};
/*sauvegarde des fonctions Wx/

for k=1 to nmax

{
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saveF(W[k]);
};
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Annexe D

Dans cet annexe sont données les tailles (le nombre de termes) des différentes séries
numériques intervenant dans les méthodes de perturbation pour le cas de trois corps.

1) Calcul du hamiltonien

a) Hamiltonien du systéme non réduit. Il dépend des variables x1, 1, 2, T2, Y1, U1, Y2, Yo €t
satisfait les relations de d’Alembert et de parité en les variables d’inclinaison.

k (0]2] 4| 6 8 10 12 14 16 18 20
Hp | 1]8]52|200 | 617 | 1568 | 3536 | 7200 | 13625 | 24200 | 40916

b) Hamiltonien du systéme partiellement réduit. Il dépend des variables x1, Z,, x, T2, Y, Y
et satisfait les relations de d’Alembert et de parité en les variables d’inclinaison.

k (0]2]4)|6 8 10 | 12 | 14 16 18 20
Hp | 1161]20 52| 117|225 | 400 | 656 | 1025 | 1525 | 2196

c¢) Hamiltonien du systéme totalement réduit (réduction de Jacobi). Il dépend des variables
T, 21, Lo, To et du parametre d = /A, + Ay — C, et satisfait les relations de parité en la
variable d’inclinaison (variable d). Il ne satisfait plus les relations de d’Alembert. On considere
dans ce cas le hamiltonien H; comme étant la partie de degré k en les variables &, Z1, T2, T2
et d. En effet d est de 'ordre des excentricités et inclinaisons.

k (0]2]4)|6] 8 10 | 12 14 16 18 20
Hp | 153278211 | 381|756 | 1176 | 1985 | 2825 | 4316

d) Hamiltonien du systeme totalement réduit (réduction de Jacobi). Il dépend des variables
Ty, 21, Ta, To (la valeur du moment cinétique C', est fixée). Il ne conserve pas de symétrie. Le
degré est ici compté avec les variables 1, T, T2, To.

k10246 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20
Hp | 1110 35|84 165 | 286 | 425 | 578 | 741 | 910 | 1081

Les remarques qui accompagnent ces tableaux et que 1’on retrouve dans plusieures sections
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de la these (en particulier section 3.3.3) sont les suivantes. Le hamiltonien non réduit contient
beaucoup plus de termes que les hamiltoniens réduits pour un méme degré de troncature
en les inclinaisons et excentricités. Comme, avec la réduction partielle, on ne perd aucun
renseignement sur le systeme, celle-ci doit etre réalisée.

Ensuite, quand on compare la réduction partielle avec la réduction totale (dans lequel,
on ne remplace pas d par sa valeur numérique), pour les premiers termes de la série (jusqu’a
ny = 20), on a a peu pres deux fois moins de termes pour la réduction partielle.

Il faut noter que le fait que le hamiltonien réduit totalement avec d numérique contient
pour les faibles degrés plus de termes que le hamiltonien réduit totalement avec d explicite
n’est qu’une contradiction apparente. En effet, les termes en plus proviennent de termes de
degrés supérieurs dans le hamiltonien réduit totalement avec d explicite. On peut vérifier ce
fait en se reportant aux développements des différent hamiltoniens donnés dans ’annexe E.

2) Normalisation

On donne le nombre de termes des séries intervenant dans les processus de normalisation
a partir du hamiltonien partiellement réduit.

k 1214]6 8 10 | 12 | 14 | 16 18 20 22 24 26 28
Wi | - 2444|102 | 204 | 372 | 620 | 980 | 1470 | 2130 | 2982 | 4074 | 5432 | 7112
N |3]6 [10] 15 | 21 | 28 | 36 | 45 25 66 7 90 104 | 119

k 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

Wi | 9144 | 11592 | 14490 | 17910 | 21890 | 26510 | 31812 | 37884 | 44772 | 52572 | 61334

Ni | 135 152 170 189 209 230 252 275 299 324 350
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Annexe E

On présente, dans cet annexe, les expressions analytiques des hamiltoniens séculaires a
I’ordre un du rapport des masses pour le probleme planétaire de trois corps. Les hamiltoniens
sont développés dans les variables de Poincaré, tronqués a 'ordre 4 en excentricités et in-
clinaisons pour le probleme non-réduit (NR), partiellement réduit (PR) et totalement réduit

(TR).
Les expressions dependent des parametres et variables suivants :

« = ay/ay, rapport des demi grand axes
A1

k=
'AEJ (j=1or2)
i - (j=1lor2)
1
Y=y |
I\ 2(A; + Ay)
1
D=d |-
\ 2(A1 + As)

K = —pypa 1 fama /A3my.

et des coefficients C;(«) dont l'expression est donnée dans I’annexe. Les z;,y; sont les
variables de Poincaré’s, y la variable du systeme partiellement réduit (section 3.1.1) et d le
parametre apparaissant dans le systéme totalement réduit (remarque 8 dans la section 3.1.2).

Pour le hamiltonien non-réduit, on reprend les notations de 'article (Laskar et Robutel,
1995) :

Hy ngp = K(
CQ(O() (X 2 + XlXQ) B B
+ Cs () (%( 1 X1+ XoXo) +2(V1Ys + V1Y, — V1Y) — Yo 1))))
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H4, NR — (

Ciler) (X4 XoV1 Y, + X1 XoY1Ys)
+ C5(Ol) ( X X2 + XlXQX )
+ C@(OZ) (X X1X2 + XlX XQ)
+ Cra)  (X1XoY1Y) + X1 XYY + X XL Y0V, +X1X2Y2Y2)
+ Cs(a) (2 (X1X:2Y1Y2 +2(12(25/15/§ X1{(2Y1Y2
SX N Y) — X XYE - X XV
—Xngy; — XlXQYVQZ)
+ Co(e)  (XFYP + X5YP + X3VP + X3Y7
COXIVLY, - 2XPVIYY)
+ 010(04) (X2X2 + X2X2)
+ Cii(a) (X1X V1Y) + XoXoYhYs)
+ Cia(a)  (YEV1Yy + V1YY, + VYY) + YV Y5Y2)
+ 013(&) (X2X2)
+ Crs(@) (YZY2 + Y2VE +YAY? + YZYZ)
+ Cis(a)  (X1X1V1Ys + XoXoYiYo + X X1 V1Ys + X XoY1Y5)
+ 015(04) (X2X2)
+ Cir(a)  (X2Y2E+ X2Y2+ X2Y2 + X2V
COXIY, - 2X2V1Y))
+ Crs(a) (iX1X1X2X2 + 4Y13_/1Y2Y2

—XHXo1Y) - XX 15Y5) )

Les coefficients C} sont définis par les expressions suivantes, dépendant des coefficients de
Laplace b%) (Laskar et Robutel, 1995).

2 1/2
3 1
(0) (1)
CQ (Oé) gab3/2 — (Z 4 )b3/2
1
Ci(a) = Zabgl/é
15 15 3 3
_ (0) (1)
C4(Oé) = (—ZOZ Z 3)b5/2 (5 + 3 a2 + 50&4)1)5/2



Cola) = (o~ @)+ (5 — ra” + i)
Crle) = (gt G- ot = Jo )
Cs(a) = l%onbél/é

Co() =~ + (oo + o)

Cufa) = 1ma®¥h+ (g — o'Wl

o) = 3o e

Cunte) = —go+ G Jo 0l

Cis(a) = —a®b) + (——a + —a?)b!)

Cute) = o
Custa) = o+ (g + go )
) = b o~
Cirle) = _g W+ (196a - 136(13) e
Cig(a) == 2bg})2

On donne alors les expressions du systeme partiellement réduit, obtenu en utilisant les
équations (3.12,3.13).

Hy pr = K(
Cola) (X1 Xy + X1 Xy) -
+ Cs(a)  (5(X1 X1+ XpX5) =22+ k7' +K)YY) )
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Hy pr = K( - - - -
Cila) (—Xo X1V Y- X, X,VY)

+ 05(&) (X X1 X2—|— X1 XQX)

+ CG(CY) (X1 X2 X2+ X2 X1 XQ)

+ Cr(a) (k —|—k)(X2X1YY+X1X2YY)

+ Cs(a) ((2+k+Ek™ )(X1 X, Y24+ X, X2Y)
22X LYYV +2X, X,VY)

+ Co(e) (—1)2+k1+k)(X2Y2+X2Y?)

+ 010(&) (X2 X2+ X2 XZ)

+ Cile) (KX, XYV + kX, X,V Y)

+ Cip(a) (=2)(k + k1Y Y2

+ 013(04) (XQXQ)

+ 014(&) (2+I€2+I€ )Y2 YZ

+ Cisle) (—2X, XV Y —2X, X, YY)

+ 016(&) (XZXZ)

+ Ciz(@) (=1)2+k~" +k)(X} Y2+ X7 V?)

+ Cisle) (mk' X, Xy VYV 447272
XTI XX Xo—- EX X YY)

On peut remarquer que Hy pgr ne dépend pas du parametre Cs(«) comme on aurait pu
s’y attendre, venant de la partie de degré deux du hamiltonien non réduit H, ng. En effet,
le terme en C3(«) est égal a zéro pour le degré 4 mais des termes apparaissent au degré 6.

On donne finalement I’expression analytique du hamiltonien totalement réduit, en prenant
compte du fait que le parametre D est du méme ordre de grandeur que les variables X. Cette
expression est obtenue en utilisant le changement de variables (3.19).

Hy rp = K(
CQ(O[) (X1X2 —|—X1X2) ~
LG (A4 )&&+@J%Mﬂ2

—22+ k™' +k)D?) )
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Hy 7 = K( B
- 04(&) (X2X1 + X1X2)7 B
X(D2 — (5;1X1X1/4 — 551X2X2/4)

+ 05(06) (X%XJ?; + XIXEXS)
+ CG(CY) (X1 X2X12 +)_(12X1X2)_
+ 07(&) (kil + k‘) (X2X1 + X1X2)

X(D? =671 X, X /4 - 651 XX, /4) )
+ Og(Oé) ((5162()(1 X2 + :Xl X2) + Q(X} XQ + Xg Xl))
X (D27— (5;1X1X1/4 — 551X%X2/4) -
Cola)  816(X2 + X2)(D? — 6, X1 X, /4 — 85,1 X5 X /4)

+ Cio(a) (X3 XF+ X7 X3)
+ CH(CY) (kil X, Xl +k Xy XQ)
X(D2 — (51_1X1X1/4 — (52_1X2X2/4)
- Cra(a) 2(k+ k™Y (D? — 6, X, X, /4 — 6,1 X, X, /4)?
+ Ciz(@) (AT X7)
+ Cila) (2+k+E72)(D? - 67" X 1 X, /4 — 651 X5 X, /4)?
- Cis(e) 2(XoXs + X1 X1)(D? — 67" X1 X1 /4 — 65 ' X0 X0 /4)
+ Cigla) (X7 X3)
— Cir(a) 6162(X2+ X3)(D? — 6, X1 X1 /4 — 6,1 X5 X, /4)
+ Cig(a) (— k71 Xy Xo(D? — 6,1 X1 X1 /4 — 0, ' X, Xo /4)+

AD? =6 X1 X1 /4 -6, X0 X0 /4)? 4+ 1 X1 X0 X0 X,
— k X; Xi(D? =671 X1 X /4 - 05,1 X0 X, /4))

On peut alors comparer cette expression avec ’expression donnée dans (Robutel, 1995).
Dans cet article, le developpement de la série est réalisé en utilisant le parametre Dy qui a le
méme ordre en excentricité et inclinaison que D?. On peut alors comparer le terme de degré
zéro en Dy et D. Dans (Robutel, 1995), il y avait une erreur de frappe dans 'expression des
coefficients Hf?f,o,o; Hf?z),l,o and HS?Q),Q,O. Les variables X; de notre étude ne sont pas exactement
les mémes que dans cet article (voir équations 3.21 et 3.22) et cela explique pourquoi il y a
certains changments de signe dans les coefficients ngquﬂ. La partie du hamiltonien séculaire
totalement réduit est écrite sous la forme :

m) [ Zdndy = HY) (o, k) D" XPXPXXE.

3
el
S
2

=

Comme le hamiltonien est une fonction ne prenant que des valeurs réelles, on a les relations
suivantes entre les termes :

et seule la moitié de ces termes est reproduite ici.
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Coefficients de la partie quadratique, Hy g

_ 1
H1(01)0 ola, k) = H(g?o RACH 1) = §(2 + k)abz(),l/)z(a)
3 1
H1(00)0 (o, k) = H(gol Lolask) = —gabg%(a) + 1(1 + a2)b§1/)2(a)
1
H{ 3000, k) = —5 @+ k+ENab) ()

Coefficients de la partie de degré 4, Hy, rr

H?E?I),O,O(aa k) = Hé?()),l,l (aa k_l)
15

= —@(1 + k) bé/)z( )

3
+o L+ R)Ba+a b8, ()
H1(1)02(04 k) H0013(041‘C )

15
— =L+ Ba?fa)

634( + k) (o + 30%)b), (a)

_ 9

H o0 k) = Hyl a(an k™) = =2 (14 K)ot ()
15 15

{100 k) = (— g (0 +30%) = k(o o®)bi) (0)

3 3
64(2 + 302 4 6at) + 3—2k(2 + 302 + 2a4))b§1/)2(a)

15 15 _
Hi o (0,k) = (— (Bo+0®) = ok (4 a))b) (o)

3 3
(64(6+3a + 20 )+32k Y2+ 302 + 20 ))bg/;(a)
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3
HI(UI) 1 l(aa k) = 6—4(5]?71 + 24 —+ 5]{})052();0/)2(04)

Pt Rt}

3
o5 (K7 E) (- a?)h o)

3
HY o0, k) = o506+ 18k + k) a?b), (a)
3 3 3\2.2\5(1)
+6—4(2a +4a” — (a+ a”)k%)by jp (@)

45 9
0 0 1
Hi3s0(0k) = o0’ (@) = —(a+a”)if)(a)

3
HS?S,Q,Z(a, k) = 58(71(2 + 18k + 6)042175)[;)2(04)

3
(20" — (0t a')k ) ()

15 3 9
2 - . 1
H(g,o),o,Q(a, k)y=02+k+k 1)(§a2bé/)2 — (Ea + 1_6a3)b‘£’/)2)
H(S,ZO),I,I(CY’ k) = H1(,21),0,0(CY, k) =

s - 0
_1_6(71‘7 219k 17 + 5/€)a2bé/)2
3
—i—g(k—? ko1 — k) (a + a?’)bél/)Z)
9 —
H(S,Zl),o,l(a, k) = E@ +k+k 1)&21%1/)2

1. 1D
Hiaolon k) = 2+ k+ 571 (o + o®)bg))

390, 3, 4
(-3~ 50"— 7900)
4 15 9 3
H(E,ZZ),O,O(O% k)=02+k+k 1)(50426;0/)2 — (Ea + 1_6a3)bél/)2)

3
Hi00(, k) = S(Th™2 + 20k + 26 + 20k + TK)a®b)

3
— L7 2 242k ) (o 4 0
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