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Introduction

Le travail entrepris au cours de cette th
ese a pour objectif la construction
des liens analytiques entre les syst
emes de r�ef�erence introduits en astronomie
par la prise en compte de la nature relativiste de l�espace�temps�

Depuis la publication de la th�eorie de la relativit�e g�en�erale par Albert Ein�
stein� les e�orts de compr�ehension de cette th�eorie du champ de gravitation
ont amen�e physiciens et astronomes 
a r�eviser leurs concepts fondamentaux
d�espace et de temps� Le syst
eme de r�ef�erence� dans son acceptation newto�
nienne du terme� s�en trouve boulevers�e et une th�eorie relativiste compl
ete
de description des syst
emes de coordonn�ees s�est peu 
a peu mise en place
pour l��etude de la dynamique des corps dans le syst
eme solaire� la r�eduction
des donn�ees astronomiques et la d�e�nition des constantes du syst
eme solaire
�masses des corps� unit�es de distance et de temps������

La communaut�e astronomique dispose donc aujourd�hui d�une classe de
syst
emes de r�ef�erence� plus large qu�en th�eorie newtonienne de la gravitation�
Le travail entrepris consiste 
a calculer� dans le cadre des concepts th�eoriques
relativistes� les liens analytiques entre les coordonn�ees temporelles ��echelles
de temps� et les coordonn�ees d�espace introduites� Pour mener 
a bien ce tra�
vail� une �etape indispensable consiste 
a construire une solution analytique
pour le mouvement des plan
etes du syst
eme solaire r�epondant au mod
ele
relativiste de la dynamique des N corps en champ faible� Cette dynamique
est mod�elis�ee par les �equations d�Einstein� Infeld et Ho�man lesquelles sont
�ecrites en variables rectangulaires� La construction d�une solution analytique

a ce probl
eme di��erentiel s�e�ectue en plusieurs �etapes� Nous avons com�
menc�e notre �etude par le calcul d�une solution h�eliocentrique au troisi
eme
ordre des masses pour les plan
etes du syst
eme solaire en variables ellip�
tiques puis nous avons compl�et�e cette solution par une m�ethode it�erative�
Cette solution ainsi compl�et�ee est ensuite convertie en variables rectangu�
laires avant d��etre exprim�ee en temps coordonn�ee barycentrique� �echelle de
temps naturellement associ�ee au syst
eme de r�ef�erence barycentrique� Puis�
ces solutions sont utilis�ees pour l�obtention de liens analytiques entre les sys�
t
emes de r�ef�erence relativistes� 
a savoir le lien entre les �echelles de temps
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coordonn�ee barycentrique et g�eocentrique� et le calcul des di��erences entre
les angles d�Euler �reliant les plans de l��ecliptique et de l��equateur� obtenus
pour chacun des deux syst
emes de r�ef�erence g�eocentriques que la th�eorie de
la relativit�e introduit en astronomie�

Le m�emoire aborde ensuite la construction par une m�ethode it�erative
d�une solution en variables rectangulaires r�epondant au probl
eme di��erentiel
d�Einstein� Infeld et Ho�man� La m�ethode des orbites interm�ediaires cir�
culaires est utilis�ee� Les di�cult�es rencontr�ees sont analys�ees� La suite du
m�emoire se penche alors sur le choix d�une orbite interm�ediaire k�epl�erienne
pour l�int�egration� Le r�esultat est l�obtention d�une �equation di��erentielle 
a
coe�cients variables dont la �n du m�emoire expose la m�ethode de calcul du
noyau r�esolvant�

En�n� l�application des solutions plan�etaires 
a l�int�egration des trajec�
toires g�eod�esique dans le syst
eme solaire est abord�ee en �n de m�emoire par
la pr�esentation de l�int�egrateur g�eod�esique RMI �Relativistic motion integra�
tor�� Les premiers r�esultats obtenus de d�e�exion des rayons lumineux rasant
le Soleil et de trajectoire du satellite arti�ciel de la Terre Lageos con�rment
la validit�e du mod
ele utilis�e pour la construction de RMI�
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Chapitre �

Relativit�e g�en�erale

��� L�espace�temps

De tout temps� philosophes et scienti�ques se sont forg�e une conception du
monde� une cosmogonie en accord avec les doctrines scienti�ques� religieuses
et philosophiques de l��epoque qui les ont vu vivre� Les r�evolutions scienti�ques
successives n�ont cess�e de donner aux questions en apparence �el�ementaires
de la conception de l�espace et du temps� une port�ee toujours croissante� Le
chemin parcouru depuis Copernic� prodigieux progr
es de l�esprit scienti�que
et de la capacit�e d�abstraction� a permis une compr�ehension en profondeur
de ces notions� en m�eme temps qu�un bouleversement complet des concepts
qui sous�tendent leur description ��

Na��vement parlant� l�espace est l�ensemble des choses qui �sont�� sans
r�ef�erence 
a quoi que ce soit d�ext�erieur si ce n�est un processus de cr�eation�
C�est ainsi que la notion d�objet mat�eriel pr�ec
ede la notion d�espace�

Mais quelles limites� quelle structure donner 
a cet ensemble� comment le
repr�esenter en termes math�ematiques pour ouvrir la voie 
a une �etude syst�e�
matique des relations entre les objets le composant� C�est en extrapolant des
relations de voisinage que la notion d�espace s�ouvre une v�eritable existence
ind�ependante de l�observateur� une existence en soi� telle la �
eche de Z�enon
d�El�ee ne pouvant atteindre les limites de l�Univers� Les remaniements pro�
fonds de la structure de l�espace�temps qu�impose la th�eorie d�Einstein ne
modi�ent pas cette approche conceptuelle de l�espace �Ein���  

Un contact permanent de deux corps en trois ou plusieurs
�points� signi�e qu�ils sont unis comme un corps compos�e �quasi
rigide�� Il est permis de dire que le second corps forme alors un

�� On consultera a pro�t �CTS��� sur le sujet
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prolongement �quasi rigide� de premier corps et peut� 
a son tour�
�etre prolong�e d�une mani
ere quasi rigide� La possibilit�e de prolon�
ger un corps de mani
ere quasi rigide est sans limite� La quintes�
sence des prolongements quasi rigides d�un corps K� est �l�espace�
in�ni d�etermin�e par lui�

On peut d
es lors axiomatiser les propri�et�es de l�espace ainsi d�e�ni� ce
qui revient 
a choisir la g�eom�etrie de celui�ci� Dans la g�eom�etrie des Grecs�
l�espace joue seulement un r�ole qualitatif puisque la position des corps par
rapport 
a l�espace est certes d�etermin�ee� mais n�est pas d�ecrite au moyen de
nombres�

Les conceptions spatiales de la physique classique� h�erit�ee de Copernic et
Galil�ee� ne laissent gu
ere de libert�e 
a la structure globale de l�espace� in�ni
et absolu �New�
�  

L�espace absolu� qui est sans relation 
a quoi que ce soit d�ext�e�
rieur� de par sa nature demeure toujours semblable et immobile�

Dans ce cadre� la g�eom�etrie de l�espace est euclidienne 
a trois dimensions�
deux droites parall
eles ne se coupant jamais et le th�eor
eme de Pythagore
�etant v�eri��e� On peut donc y construire un rep
ere cart�esien absolu� c�est�
a�
dire s�y rep�erer 
a partir d�un point origine et de trois axes de coordonn�ees
orthonorm�es� La concr�etisation de ce rep
ere math�ematique S dans l�espace
r�eel se fait au moyen d�un syst
eme de r�ef�erence absolu� que l�on suppose au
repos� Pour Newton� ce syst
eme de r�ef�erence �etait form�e du Soleil �ou plus
exactement du centre de masse du syst
eme solaire qu�il supposait �etre au
repos� et de trois axes �ctifs pointant vers trois �etoiles�

La notion du temps n��echappe pas 
a l�extrapolation qui fonde la notion
d�espace �New�
�  

Le temps absolu� vrai et math�ematique� qui est sans relation

a quoi que ce soit d�ext�erieur� en lui�m�eme et de sa nature coule
uniform�ement! on l�appelle aussi �dur�ee��

Ainsi� le temps absolu et uniforme existe a priori� ind�ependamment de
tout mouvement� Le temps r�eel se mesure quant 
a lui 
a l�aide d�horloges�
c�est�
a�dire de ph�enom
enes r�ep�etitifs et p�eriodiques �la clepsydre chez les
Egyptiens� le mouvement diurne du Soleil puis la r�evolution de la Terre autour
du Soleil 
a partir de ���� et en�n les processus de transition atomique apr
es
���� �Bdl����

Dans ce cadre spatio�temporel� qui restera celui de la physique jusqu�au
d�ebut du xxe si
ecle� tout mouvement d�un objet sans �etendue peut �etre
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repr�esent�e dans un rep"ere S par une courbe x� # x��t� � o
u t d�esigne le
temps absolu �en acceptant le concept de point mat�eriel��

Plus pr�ecis�ement� la loi newtonienne du mouvement d�un point mat�eriel
s��ecrit  

mi
d��x

dt�
# �F� �����

l�acc�el�eration d��x
dt�

subie par le point mat�eriel �etant fonction des forces exerc�ees

par les autres corps du syst
eme� lesquelles sont comprises dans �F � On retrouve

a travers cette loi la �
ere loi de Newton �principe de l�inertie�  pour les

particules libres �F # �� donc d��x
dt�

# �� si bien que leur mouvement est rectiligne
et uniforme par rapport 
a l�espace absolu�

Cependant� pour une loi de force donn�ee� la validit�e de ce principe d�iner�
tie ne s��etend plus 
a tous les rep
eres S mais seulement 
a ceux qui poss
edent
un mouvement appropri�e �rep
eres inertiels�� En raison de ce fait� l�espace
coordonn�ee acquiert une propri�et�e physique ind�ependante� qui est �etrang
ere

a la notion purement g�eom�etrique d�espace� D�autre part� la loi ����� avec
�F # �� a la m�eme forme dans les rep
eres inertiels en mouvement rectiligne
uniforme par rapport 
a un rep
ere absolu� si bien que l�on ne peut d�eterminer
le syst
eme de r�ef�erence absolu 
a l�aide de particules libres� On pourrait cepen�
dant concevoir que des particules acc�el�er�ees� pour lesquelles �F n�est pas nul�
puissent� elles� permettre de d�eterminer le syst
eme de r�ef�erence absolu� Mais
si la force �F ne d�epend que des positions relatives des corps perturbateurs
et perturb�es� elle se transforme comme un vecteur sous le groupe de Galil�ee
et la loi ����� est encore invariante� Par exemple� il est impossible de savoir
si le barycentre du syst
eme solaire est au repos absolu ou non�

Il appara��t exp�erimentalement que toutes les lois de la m�ecanique d�e�
pendent des positions relatives� propri�et�e si g�en�erale qu�on en est arriv�e 
a
l��eriger en principe �le Principe de relativit�e  les lois de la m�ecanique sont
invariantes de Galil�ee��

Ainsi� l�espace absolu de la m�ecanique newtonienne� investi d�une pro�
pri�et�e physique ind�ependante de sa g�eom�etrie et impossible 
a mat�erialiser
n�existe pas vraiment� Seule sa classe d��equivalence dynamique� c�est�
a�dire
l�ensemble des rep
eres en translation rectiligne uniforme par rapport 
a lui�
est absolue puisque tout mouvement acc�el�er�e par rapport 
a l�ensemble des
rep
eres inertiels est en revanche observable �l�acc�el�eration ne se transformant
plus comme un vecteur��

De plus� les physiciens du xixe si
ecle furent confront�es 
a la non�invariance
des lois de l��electromagn�etisme sous une transformation de Galil�ee� puis�
qu�une charge en mouvement cr�ee un champ magn�etique �exp�erience de Biot
et Savart� et un champ �electrique appara��t dans un rep
ere o
u un champ ma�
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gn�etique est variable �loi d�induction de Faraday�� Einstein prit le parti de
parier sur le principe de relativit�e et postula que les �equations de Maxwell
gardent la m�eme forme dans tous les rep
eres inertiels� Ceci implique d�aban�
donner la transformation de Galil�ee et d�adopter une nouvelle g�eom�etrie pour
l�espace�temps� la g�eom�etrie de Minkowski� dans laquelle l�espace et le temps
sont repr�esent�es par un espace pseudo�euclidien 
a quatre dimensions $� L��el�e�
ment de longueur dans cet espace devient� pour deux points de coordonn�ees
minkowskiennes x�� � # �� �� �� � et x� % dx�  

ds� # �dx��� � �dx��� � �dx��� � �dx��� #
�X

���

�X
���

���dx
�dx�

# ���dx
�dx� # dx�dx

�	 �����

Les derni
eres �egalit�es d�e�nissent la m�etrique minkowskienne ��� ainsi que la
convention de sommation d�Einstein� Les coordonn�ees xi� i # �� �� � sont
les coordonn�ees spatiales et t # x�
c� o
u c est la vitesse de la lumi
ere dans
le vide� est le temps coordonn�ee�

Ainsi� la repr�esentation de l�espace et du temps di�
ere en th�eorie newto�
nienne et en relativit�e restreinte bien que la concr�etisation du rep
ere absolu
se fasse de la m�eme mani
ere� par le choix de trois axes spatiaux centr�es sur
un solide de r�ef�erence suppos�e au repos absolu� et d�une horloge immobile
dans ce syst
eme�

Cependant� le probl
eme de la concr�etisation d�un rep
ere acc�el�er�e dans
l�espace physique r�eel est plus d�elicat en relativit�e restreinte qu�en th�eo�
rie newtonienne� Les transformations g�en�erales de coordonn�ees de la forme
x� # x��x

��� peuvent d�ependre de x�� c�est�
a�dire du temps� si bien que
les grilles de coordonn�ees curvilignes sont a priori �molles� en relativit�e res�
treinte� Le passage 
a un rep
ere acc�el�er�e fait donc perdre sa pertinence 
a la
notion de solide de r�ef�erence �contraction des longueurs�� A ce probl
eme ou�
vert� une �solution� souvent adopt�ee consiste 
a admettre que tout syst
eme
de coordonn�ees x

�� peut �etre associ�e 
a un rep
ere mat�eriel de r�ef�erence� solide
ou non� Il devient alors possible de rapporter la description des ph�enom
enes
physiques 
a des rep
eres non�inertiels dans lesquels l�intervalle ds� ����� s��ecrit  

ds� # g��dx
��dx

�� avec g�� # ���
�x�

�x��
�x�

�x��
	 �����

D�autre part� les exp�eriences de Newton� d�Eotvos� de Dicke et de Bra�
ginski ont con�rm�e 
a une tr
es bonne pr�ecision l��equivalence de la masse grave
et de la masse inerte d�un corps� Ainsi peut�on interpr�eter que tous les corps�
quels que soient leurs constituants� leur �energie interne ou forces de coh�esion
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tombent de la m�eme fa&con dans un champ de gravitation� D
es lors� l�acc�e�
l�eration d�un corps dans un champ de gravitation devient ind�ependante de
sa masse� Ce r�esultat remarquable� qui permet d�identi�er forces d�inertie et
de gravitation fonde la relativit�e g�en�erale sous le nom de Principe d��equiva�
lence �� Il implique d�une part que la gravitation doit �etre d�origine g�eom�e�
trique� tout comme les forces d�inertie� et qu�une acc�el�eration peut simuler
un champ gravitationnel d�autre part� De plus� la notion de particule �libre��
sur laquelle repose la d�e�nition des rep
eres inertiels� perd de sa signi�cation
vu qu�une particule acc�el�er�ee par un champ de gravitation est libre pour un
observateur en co�mouvement� c�est�
a�dire en chute libre dans ce champ� En
d�autres termes� tous les rep
eres deviennent �equivalents puisque les rep
eres
inertiels perdent leurs privil
eges� Comme la notion de corps solide �au sens
naturel du terme� se trouve de facto restreinte aux rep
eres inertiels ainsi que
nous l�avons vu pr�ec�edemment� elle fut abandonn�ee par Einstein�

Ainsi� 
a l�espace absolu de la m�ecanique newtonienne se substitue naturel�
lement un ensemble d��ev�enements $� di��erenci�es par leur �etiquetage dans un
rep�erage quelconque lequel� localement� peut se r�eduire 
a l�espace�temps de
Minkowski� Math�ematiquement� cet espace�temps peut �etre repr�esent�e par
une vari�et�e 
a quatre dimensions� Rappelons que l�on appelle vari�et�e topolo�
gique un espace topologique �c�est�
a�dire un ensemble de points pour lesquels
la notion de voisinage est d�e�nie� s�epar�e M� tel que tout point P admette
un voisinage hom�eomorphe 
a un ouvert de Rn� n� entier constant sur toute
composante connexe de M� est la dimension de la vari�et�e� Si � d�esigne l�ho�
m�eomorphisme de W �P � dans U � o
u W �P � est un voisinage ouvert de P dans
M et U un ouvert de Rn� �W �P �� �� est une carte locale de M en P �

En ce sens� une carte locale� que l�on appelle aussi par abus de langage un
syst
eme de coordonn�ees� n�exprime pas des relations m�etriques mais seule�
ment le voisinage des choses d�ecrites �en l�occurrence le voisinage du point
P �� c�est�
a�dire l�ordre topologique des points dans l�espace �y compris son
caract
ere quadridimensionnel dans le cas de la vari�et�e espace�temps $��

De plus� une vari�et�e g�en�erale M de dimension n poss
ede une courbure
intrins
eque qui� si elle n�est pas nulle� interdit une correspondance isom�etrique
globale entre M et IRn� Il n�existe donc pas� dans le cas de l�espace�temps

�� On peut remarquer que ce principe d�	equivalence est local� Supposons en e
et que
l�on puisse absorber globalement la gravitation dans la g	eom	etrie de l�espace�temps et
consid	erons alors deux particules en chute libre dans ce champ� La distance entre ces deux
particules devrait rester inchang	ee au cours du mouvement puisqu�elles sont libres dans
cette g	eom	etrie� Or ceci ne peut �etre v	eri�	e globalement 
il su�t pour s�en convaincre de
consid	erer le champ gravitationnel du soleil� les lignes de forces convergeant au centre du
soleil� les particules en chute libre se rapprocheront l�une de l�autre�



���� L�ESPACE�TEMPS ��

P

W(P)

ϕ

ϕ

ϕ(P)

R

M

-1

n

U

Fig� ��� � Vari�et�e topologiqueM et carte locale �W �P �� �� en P �

$� d�application

f  $ � IR�
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telle que l�intervalle carr�e �el�ementaire ds� entre deux �ev�enements voisins
puisse s�exprimer en fonction des di��erences in�nit�esimales de coordonn�ees
selon

ds� # c�dt� � dl� # �dx��� � �dx��� � �dx��� � �dx��� �����

La nouvelle g�eom�etrie de l�espace�temps $ n�est donc plus lorentzienne�
m�eme si elle peut� localement s�y ramener par l�interm�ediaire du principe
d��equivalence� ce qui se traduit par la possibilit�e de relier les di��erences de
coordonn�ees aux mesures physiques locales de distance et de dur�ee au moyen
d�une forme quadratique g�en�erale 
a coe�cients non constants �la m�etrique
g���  

ds� # g��dx
�dx� �����

en utilisant la convention d�Einstein d�e�nie par l��equation ����� ��

��M d	esignant une vari	et	e di
	erentiable� une m	etrique riemannienne est un tenseur
deux fois covariant g qui d	e�nit en tout point P de M un produit scalaire sur l�espace
tangent �aM en P not	e �

ds� � g��dx
�dx�� 
����

En particulier� g d	e�nissant un produit scalaire� on doit avoir �

g�� � g�� 
����

Une vari	et	e riemannienne est un couple 
M� g� o�u g est une m	etrique riemannienne sur
M�
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Fig� ��� � Cartes locales le long d�une ligne d�univers '�

La g�eom�etrie de $ se retrouve donc cod�ee dans la m�etrique g�� et la
connaissance de ce tenseur est n�ecessaire 
a la d�etermination de la g�eom�etrie
de l�espace�temps $� Or� en relativit�e g�en�erale� le tenseur m�etrique est d�ordre
deux et sym�etrique� c�est�
a�dire qu�il poss
ede dix coe�cients ind�ependants�
et donc que dix �equations su�sent 
a le d�eterminer  les �equations du champ�
Les consid�erations suivantes sont 
a la base de leur formulation  

� l��energie est proportionnelle 
a la masse inertielle ��egale 
a la masse gra�
vitationnelle�� En outre� c�est une des composantes du tenseur �energie�
impulsion� Le membre de droite de ces �equations ne contiendra que ce
tenseur!

� les �equations du champ devront �etre formul�ees sous forme covariante
assurant leur invariance par un changement de coordonn�ees!
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� par analogie avec la loi de Poisson� ces �equations devront �etre du second
ordre!

� toute solution de ces �equations peut� par changement de coordonn�ees
donner une in�nit�e d�autres solutions� La solution g�en�erale du probl
eme
doit donc contenir quatre fonctions arbitraires et satisfaire quatre iden�
tit�es� Comme le tenseur T �� est 
a divergence nulle� il en sera de m�eme
du membre de gauche de ces �equations�

Ces consid�erations se r�esument dans la formulation g�en�erale des �equations
du champ  

S�� # �T �� �����

o
u T �� est le tenseur �energie�impulsion et S�� un tenseur sym�etrique d�ordre
deux� fonction des g�� et de leurs d�eriv�ees et 
a divergence nulle�

En ����� Elie Cartan d�emontre que le tenseur v�eri�ant ces propri�et�es est
unique �Car��� et on conna��t un tel tenseur en g�eom�etrie de Riemann� le
tenseur d�Einstein  

h
�
R�� � �

�
g�� �R % �(�

�
�����

o
u R�� est le tenseur de Ricci et R la courbure riemannienne scalaire�
Du fait de l�introduction de la constante �� on peut toujours consid�erer

que h est �egal 
a �� ( est la constante cosmologique qui ne joue pas de r�ole
en m�ecanique c�eleste en raison de son ordre de grandeur�
Les �equations du champ s��ecrivent ainsi  

R�� � �

�
Rg�� # �T �� ������

Les identit�es �S��
�� � �� impliquent alors les �equations r�T

�� # �� sans
qu�il soit n�ecessaire de les postuler en suppl�ement�

En contractant le tenseur S�� donn�e par R�� � �
�Rg

��� ainsi que les
�equations ������� on trouve  

�R # �T ������

avec T # T �
�� et les �equations ������ peuvent se mettre sous la forme �equi�

valente  

R�� # �T �� %
�

�
Rg��

# �
�
T �� � �

�
g��T

�
������

Ces �equations permettent de d�eterminer  
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� six composantes du tenseur m�etrique g��� quatre composantes demeu�
rant arbitraires du fait de la covariance des �equations�

� trois composantes vi de la vitesse de la mati
ere�
� la densit�e de masse 
� une �equation d��etat suppl�ementaire �etant n�eces�

saire pour relier la pression p et cette densit�e�
Dans le cas o
u l�on se situe 
a l�ext�erieur des masses gravitant� on a T �� � �

et les �equations du champ se r�eduisent 
a  

R�� � �

�
Rg�� # � ������

En multipliant cette relation par g��� on a  

R # � ������

Donc� dans le cas ext�erieur  

R�� # � ������

qui constitue la loi de gravitation dans le vide telle qu�Einstein l�avait for�
mul�ee au d�epart�

Ainsi� la th�eorie de la relativit�e g�en�erale� dont de nombreuses v�eri�cations
exp�erimentales e�ectu�ees tout au long du xxe si
ecle ont confort�e la place
de th�eorie ad�hoc de la gravitation� donne�t�elle 
a l�espace et au temps un
nouveau statut� L�espace�temps $ n�est plus le r�eceptacle passif de la mati
ere�
dou�e d�une existence ind�ependante de cette derni
ere� Au contraire� la mati
ere
fa&conne sa g�eom�etrie� La structure g�eom�etrique qui lui est impos�ee� d�ecrite
par le tenseur m�etrique g��� est contrainte par les �equations d�Einstein �������
cette contrainte �etant elle�m�eme conditionn�ee par la distribution d��energie
T �� de $�

Cette conception implique un remaniement conceptuel de la notion de
syst
emes de r�ef�erence� La th�eorie newtonienne de la gravitation autorisait
en e�et une d�e�nition rigoureuse et conceptuellement simple de cette notion
�Kov���� Un syst
eme de r�ef�erence newtonien est compl
etement d�etermin�e
une fois que l�on a pr�ecis�e son origine �qui peut �etre en mouvement� et les
orientations de ses axes de r�ef�erence� Mais� les concepts fondamentaux de
droites� plans� etc���� perdent leur signi�cation pr�ecise en g�eom�etrie rieman�
nienne donc dans la th�eorie de la relativit�e� On leur substitue les notions de
courbes auto�parall
eles �ou g�eod�esiques��

Les courbes auto�parall
eles d�une vari�et�e M sont les courbes particuli
eres
pour lesquelles le transport parall
ele du vecteur tangent 
a la courbe en un
point P reste tangent 
a cette courbe� Une auto�parall
ele est donc la g�en�e�
ralisation de la droite euclidienne en tant que courbe toujours parall
ele 
a
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elle�m�eme� Dans le cadre des vari�et�es riemanniennes� les g�eod�esiques sont les
courbes qui extr�emisent l�actionZ q

�g��dx�dx� ����	�

ce qui nous donne pour �equation d�une g�eod�esique de vecteur tangent t  

dt�

d�
% '�

��t
�t� # � ����
�

o
u les '�
�� sont les coe�cients de la connexion surM� Si on identi�e connexion

et symboles de Christo�el� les notions d�auto�parall
eles et de g�eod�esiques se
confondent�

Ainsi� un syst
eme de r�ef�erence relativiste appara��t plus comme un �mol�
lusque de r�ef�erence� comme le d�e�nissait Einstein� poss�edant un nombre in�ni
de degr�es de libert�e� Dans le cas o
u l�espace�temps $ poss
ede une m�etrique
statique �� l�utilisation de coordonn�ees gaussiennes est possible �ABS�� Cela
n�est cependant vrai que localement lorsque $ poss
ede moins de sym�etrie�

Pour le d�e�nir sans ambigu��t�e� il faut �Dam���  

� donner explicitement les expressions math�ematiques de tous les coef�
�cients m�etriques� g��� comme fonction des coordonn�ees x�� et aussi
comme fonctionnelles des composantes du tenseur d��energie�impulsion�
T ��� d�ecrivant la mati
ere!

� pr�eciser la description utilis�ee pour la mati
ere �en indiquant la structure
de T �� et la mod�elisation adopt�ee pour approximer la distribution et
le mouvement de la mati
ere!

� lever toute ambigu��t�e r�esiduelle venant d�une possible invariance de
forme des fonctionnelles g�� �x� T �x���

En ����� au cours de sa vingti
eme assembl�ee g�en�erale� l�Union Astro�
nomique Internationale �UAI� pose les bases des recommandations 
a suivre
dans le futur pour se conformer 
a ce programme de red�e�nition du concept
de syst
eme de r�ef�erence� Nous exposons en annexe les recommandations I

a IV de la r�esolution A� �Recommandations du Groupe de travail sur les

�� Cas correspondant �a une distribution de mati�ere et d�	energie stationnaire pour la�
quelle il existe un syst�eme de coordonn	ees tel que�

g�i � �
��g�� � �

�
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syst
emes de r�ef�erence� qui servira de base 
a notre travail� Le travail entrepris
au cours de cette th
ese a en e�et pour objectif

� de r�ealiser� dans le cadre de la r�esolution A� de l�UAI� la construc�
tion d��eph�em�erides pour l�ensemble des plan
etes du syst
eme solaire�
exprim�ees dans un syst
eme de coordonn�ees d�e�ni d�une mani
ere non
ambigu�e au sens des remarques faites pr�ec�edemment!

� d�exprimer cette solution en temps coordonn�ee barycentrique TCB!

� d��etudier les liens analytiques entre les �echelles de temps dont l�usage
est pr�econis�e dans la r�esolution A�!

� de donner des expressions analytiques des matrices de rotation liant au
g�eocentre les deux champs de bases vectorielles orthonorm�ees associ�ees
aux syst
emes de r�ef�erence g�eocentriques DGRS et KGRS�

Pour ce faire� nous avons poursuivi la d�emarche suivante� dont chaque
�etape fera l�objet d�un des chapitres de ce m�emoire  

� construction d�une solution plan�etaire au troisi
eme ordre des masses
en variables elliptiques dont les constantes d�int�egration sont d�etermi�
n�ees par ajustement 
a la th�eorie num�erique DE��� du Jet Propulsion
Laboratory �JPL�!

� construction 
a partir de cette solution d�une solution d�ordre �elev�e pour
l�ensemble des plan
etes du syst
eme solaire en variables elliptiques par
une m�ethode it�erative dont les constantes d�int�egration sont d�etermi�
n�ees par ajustements aux solutions DE��� et DE��� du JPL!

� construction de solutions en variables rectangulaires h�eliocentriques et
barycentriques�

� construction de solutions en variables rectangulaires h�eliocentriques et
barycentriques exprim�ees en temps coordonn�ee barycentrique TCB�

� application des solutions construites aux changements de syst
emes de
coordonn�ees relativistes�

� d�eveloppement d�une m�ethode de r�esolution analytique des �equations
d�Einstein�Infeld�Ho�man pour compl�eter les solutions pr�ec�edentes des
perturbations relativistes mutuelles entre plan
etes�



��

Chapitre �

Int�egration du mouvement des

plan�etes en coordonn�ees

elliptiques

��� Th�eories actuelles

����� Introduction

Actuellement� on dispose de deux types de m�ethodes pour construire une
th�eorie du mouvement des plan
etes du syst
eme solaire� Les m�ethodes num�e�
riques d�evelopp�ees dans di��erents laboratoires de m�ecanique c�eleste utilisent
des int�egrateurs num�eriques sophistiqu�es qui produisent des solutions ajus�
t�ees aux observations� Parmi ces solutions� nous citerons les solutions DExxx
du Jet Propulsion Laboratory �JPL� o
u xxx renvoie aux versions de l��eph�e�
m�eride ����� ���� ���� ��	� qui vont nous servir dans la suite�

La solution DE��� est construite dans le rep
ere de r�ef�erence J���� de
l�International Earth Rotation Service �IERS�� Elle s�appuie sur di��erents
types d�observations des corps du syst
eme solaire  observations optiques m�e�
ridiennes� photographiques� radar� mesures de distance Terre�Lune� mesures
sur des sondes spatiales� occultations� Exprim�ee dans l��echelle de temps dy�
namique barycentrique �TDB�� cette �eph�em�eride couvre la p�eriode ��� avril
����� �� juin ������ Elle inclut dans son mod
ele l�ensemble des plan
etes du
syst
eme solaire et un nombre important d�ast�ero��des ������

D�un autre c�ot�e� les solutions semi�analytiques ont �et�e sans cesse ra��
n�ees depuis le xviie si
ecle� Depuis Picard� Lalande et Delambre� beaucoup
de chemin a �et�e parcouru et en ����� Le Verrier calcule 
a la main une th�eorie
analytique du mouvement des plan
etes d�une pr�ecision de l�ordre de � se�
conde de degr�e ���� pour les plan
etes int�erieures et de quelques �� 
a quelques
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dizaines de �� pour les plan
etes g�eantes� Le Bureau des longitudes �Bdl� pu�
blie depuis ���� des �eph�em�erides issues� pour les plan
etes de la solution
VSOP�� �Bre��b� qui sert encore aujourd�hui dans de nombreux travaux de
m�ecanique c�eleste�

L�existence de deux types d�approche compl�ementaires fournit des moyens
e�caces� 
a la fois de d�eterminer les constantes d�int�egration intervenant dans
les solutions mais aussi de comparer les solutions entre elles pour s�assurer
de la validit�e de celles�ci �Bre��a��

����� Les solutions VSOP

Les th�eories analytiques de grande pr�ecision du mouvement des plan
etes
du syst
eme solaire ont �et�e construites dans les ann�ees �� au Bureau des
longitudes �Bre��b� et �Sim���� Exprim�ees 
a la fois en variables elliptiques�
sph�eriques et rectangulaires� des solutions sont regroup�ees sous l�appellation
VSOP�
 �Variations s�eculaires des orbites plan�etaires� et le tableau ����� en
donne les caract�eristiques �BF����

Tab� ��� � Solutions VSOP�	� ecl�
�ecliptique� BSS
Barycentre du syst�eme
solaire� Me
Mercure� V
V�enus� BTL
Barycentre Terre�Lune� M
Mars�
J
Jupiter� S
Saturne� U
Uranus� N
Neptune et Sol
Soleil� les variables
L� B et r d�esignant respectivement la longitude� la latitude et le rayon vecteur
d�une plan�ete�

Corps

Solution Variables � � � � � � 	 
 � Plan de ref�

VSOP
	 a� �� k� h� q� p Me V BTL M J S U N ecl� J����

VSOP
	A X� Y� Z Me V T M J S U N BTL ecl� J����

VSOP
	B L� B� r Me V T M J S U N ecl� J����

VSOP
	C X� Y� Z Me V T M J S U N ecl� de la date

VSOP
	D L� B� r Me V T M J S U N ecl� de la date

VSOP
	E X� Y� Z Me V T M J S U N Sol BSS� ecl� J����

Ces solutions ont �et�e obtenues par int�egration des �equations de Lagrange
����� pour les variables a� �� k� h� q et p� o
u a d�esigne le demi�grand axe de
l�ellipse osculatrice� � la longitude moyenne et les variables non singuli
eres
k� h� q et p sont reli�ees aux variables elliptiques classiques e� i� � and ) �cf�
�gure ���� par les formules  
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� # ) % �

k # e cos� ! h # e sin� �����

q # sin
i

�
cos ) ! p # sin

i

�
sin )

o
u e� i� � and ) sont respectivement l�excentricit�e� l�inclinaison� l�argument
du p�erih�elie et la longitude du n*ud ascendant de l�orbite�

Si on pose  
� #

p
�� e�

� # �
�� % ��

R # Gm�
�
�


� VV�

r��

� �����

m� �etant la masse de la plan
ete perturbatrice� V et V� les rayons vecteurs
h�eliocentriques des plan
etes perturb�ee et perturbatrice respectivement� +
la distance mutuelle entre les deux plan
etes et r� # jV�j� les �equations de
Lagrange s��ecrivent  

da

dt
#
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# � �

na�

�
�

��

�R

�p
%

q

��

�
�R

��
� h

�R

�k
% k

�R

�h

	

dp
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Les r�esultats de l�int�egration� not�es �� sont exprim�es sous forme de s�eries
de Poisson du temps dans lesquelles les arguments 
a longue p�eriode �c�est�
a�
dire les arguments associ�es aux longitudes des n*uds et des p�erih�elies� dont
les p�eriodes sont comprises entre quelques dizaines de milliers d�ann�ees et
quelques millions d�ann�ees� sont d�evelopp�es en polyn�omes du temps  

� #
MX
m��

TmPm �����
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Fig� ��� � El�ements elliptiques i� � et ) pour une ellipse osculatrice E�

o
u Pm est une s�erie de Fourier  

Pm #
X
j�J

Am�j sin��m�j� % Bm�j cos��m�j� �����

avec �Am�j� Bm�j� � IR�� J �etant un ensemble de cardinal �ni� Les arguments
�m�j dans ����� sont des combinaisons lin�eaires des longitudes moyennes
�l # ��l % Nl T � c�est�
a�dire  

�m�j #

X
l��

km�j�l�l ���	�

pour km�j�l � ZZ� Les moyens mouvements moyens Nl� �l # �� ��� trouv�es dans
l�expression des longitudes moyennes �l sont donn�es dans le tableau ����� et
correspondent 
a l�ajustement de la th�eorie VSOP�� 
a la solution num�erique
DE��� du JPL�

La pr�ecision des solutions VSOP est d�etermin�ee par deux facteurs princi�
paux� la pr�ecision du calcul de chaque terme d�une s�erie� ce que nous appelle�
rons la pr�ecision interne de la th�eorie� et le niveau de troncature de cette s�erie�
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Tab� ��� � Moyens mouvements moyens de VSOP��� L�unit�e est le rad�an�
l�ann�ee correspondant �a ��
��
 jours de Temps dynamique barycentrique�

Plan�ete N

Mercure �	���
 ��� ��� �
� �

V�enus ������ ��� ��	 ��� �

Bary� Terre�Lune 	���� �
� ��� ��� �

Mars ����� 	�� ��	 	�� �

Jupiter ����� 	�� �	� ��� 	

Saturne ����� ��� ��� ��� �

Uranus ���
� 
�� ��� �	
 �

Neptune ����� ��� ��� 	�
 �

Les solutions VSOP ont �et�e tronqu�ees au niveau de ���� mas �� mas # ��������
pour les plan
etes int�erieures et ������ mas pour les plan
etes g�eantes� Quant

a la pr�ecision interne de la th�eorie� la r
egle suivante s�applique  pour chaque
plan
ete� une fr�equence minimum � est impos�ee a�n que chaque terme de fr�e�
quence �� � � soit calcul�e 
a la pr�ecision de � mas au moins et que les autres
termes soient calcul�es 
a la pr�ecision �
�� � � mas � � mas ���
���� � � mas
dans le cas de la longitude moyenne �� Bien entendu� cette fr�equence mini�
mum � est choisie en fonction des capacit�es de calcul disponibles puisqu�en
diminuant �� on obtient des s�eries plus volumineuses� Le tableau ��� donne�
pour chaque plan
ete� la fr�equence � et la p�eriode associ�ee qui ont �et�e utilis�ees
pour la construction de VSOP���

La qualit�e de cette th�eorie est d�etermin�ee par une comparaison aux obser�
vations� Cette �etape de la construction de la th�eorie VSOP permet en outre
de calculer les six constantes d�int�egration par plan
ete� En guise d�observa�
tions� les th�eories num�eriques DExxx du Jet Propulsion Laboratory ont �et�e
utilis�ees�

Le tableau ����� regroupe les di��erences maximales entre VSOP�� et
DE��� sur l�intervalle de temps � �� septembre ����� � h � �	 f�evrier �����
� h �� Les unit�es sont ����� pour les variables sans dimension k� h� q et p�
����� rad pour la longitude moyenne � �ainsi qu�un �equivalent en secondes
de degr�e� et ����� unit�e astronomique �au� pour le demi�grand axe �
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Tab� ��� � Fr�equence � en ���an�

Plan�ete Mercure V�enus Terre Mars

Fr�equence ����an� ���� ���� ��� ���

P�eriode �ann�ees� 	�� ���	 ���� ����

Plan�ete Jupiter Saturne Uranus Neptune

Fr�equence ����an� ��� ��� ��� ���

P�eriode �ann�ees� 	��� 	��� 	��� 	���

��� La solution VSOP����

����� Perturbations au troisi�eme ordre des masses

Notations

Les �equations de Lagrange ����� pour un probl
eme 
a n corps �Soleil %
�n��� plan
etes� est un syst
eme de 	�n��� �equations di��erentielles du premier
ordre� Consid�erons le probl
eme restreint  le Soleil� une plan
ete perturbatrice
�P �� de masse m� et une plan
ete perturb�ee �P � de masse m� Nous noterons
� l�un des douze �el�ements elliptiques a� �� k� h� q et p de �P � ou �P ��! V
et V� les vecteurs positions h�eliocentriques de �P � et �P �� respectivement�
En�n� nous �ecrirons r # jVj� j	j �etant la norme euclidienne� r� # jV�j et
+ # jV �V�j

M�ethode

Pour ce probl
eme restreint� nous �ecrirons une des �equations de Lagrange sous
la forme simpli��ee  

d�

dt
# f	 �xi� ���
�

o
u xi est l�un des douze �el�ements elliptiques a� �� k� h� q et p de �P � ou �P ��
et f	 est une fonction d�ordre � par rapport aux masses plan�etaires�

On e�ectue alors un d�eveloppement de Taylor de xi au voisinage de la
solution k�epl�erienne x

���
i  

xi # x
���
i % +���xi % +���xi �����

o
u +�k�xi sont les perturbations du k�i
eme ordre par rapport aux masses�
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Tab� ��� � Di��erences entre VSOP�� et DE��� sur l�intervalle de temps
����� � ������ Les unit�es sont ����� pour k� h� q et p� ����� rad pour la
longitude moyenne � et ����� unit�e astronomique pour le demi�grand axe a�
Un �equivalent en secondes de degr�e est donn�e pour ��

Plan�ete a � k h q p

Mercure � �� ��	�����	� �� �� 
 �

V�enus �� ��� ��	������� ��� ��� 	� ��

Terre 	� �	� ��	������� �	� ��� �� 	�

Mars �
� ��� ��	������� ��	 ��� �	 ���

Jupiter ���
 ��
� ��	�����
� ���� ���� ��� ���

Saturne ����	 ��	� ��	������� ���� �	�
 ��� ���

Uranus ����� ��
� ��	������� ��	� ���� �

 ���

Neptune ���

� ���� ��	���	��� 
��� �	
� ��� ���

On d�eveloppe ensuite en s�erie de Taylor la fonction f	 au voisinage du
mouvement elliptique x

���
i � et ce au troisi
eme ordre  

d�

dt
# f	

�
x
���
i

�
%

��X
i��

�
�f	
�xi

	
+���xi %

��X
i��

�
�f	
�xi

	
+���xi

%
�

�

��X
i��

��X
j��

�
��f	
�xi�xj

	
+���xi+

���xj �����

Pour calculer les d�eriv�ees successives de f	� on exprime cette fonction
sous la forme suivante  

f	 �xi� # D	V	 �R�V % R�V
�� ������

avec  

R� # �n a m�

� % m

�

+�

R� #
n a m�

� % m

�
�

+�
� �

r��

�
������

et o
u chaque D	V est une quantit�e vectorielle�
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De cette mani
ere� on obtient sous forme ferm�ee les d�eriv�ees premi
ere et
seconde de f	 �CBM
�� et �Bre���� Cette forme ferm�ee des d�eriv�ees permet
de d�eduire exactement les pr�ecisions auxquelles elles doivent �etre calcul�ees
a�n d�assurer la pr�ecision interne de la th�eorie�

La m�ethode consiste alors 
a construire les perturbations ordre par ordre�
Les perturbations +���xi sont obtenues en int�egrant f	

�
x
���
i

�
� l�int�egration deP��

i��

�

f�

xi

�
+���xi donne les perturbations du second ordre +���xi et en�n on

calcule les perturbations du troisi
eme ordre en int�egrant les termes restants
de ������

Int�egration

L�int�egration des �equations pr�ec�edentes a �et�e men�ee pour les corps sui�
vants  Mercure� V�enus� barycentre Terre�Lune� Mars� Jupiter� Saturne� Ura�
nus et Neptune avec le jeu de masses IERS ���� �McC��� donn�e par la table
������

Tab� ��� � Masses IERS ���� utilis�ees pour VSOP����� Nous donnons le
rapport MSoleil
MPlan�ete�

Plan�ete Masse

Mercure 	 ��� 	�������

V�enus ��� ����
���

Bary� Terre�Lune ��� �����	��

Mars � ��� 
�������

Jupiter � ��
����	

Saturne � ��
�����

Uranus �� ��������

Neptune �� ��������

Pour les constantes utilis�ees �c�est�
a�dire les valeurs des moyens mouve�
ments moyens� des longitudes 
a l�origine� etc����� nous avons utilis�e les �el�e�
ments moyens J���� donn�e dans �Bre��b� pour d�emarrer l�int�egration�

Les fr�equences � donn�ees dans ����� ont �et�e conserv�ees mais nous avons
choisi des pr�ecisions de ���� mas pour les plan
etes int�erieures et ���� mas
pour les grosses plan
etes� Les s�eries obtenues ont �et�e tronqu�ees au niveau de
���� mas pour les plan
etes int�erieures et �	���� mas pour les grosses plan
etes�
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����� M�ethode it�erative

N�ecessit�e d
une th�eorie plus compl�ete

Anticipant sur les r�esultats du prochain chapitre� nous admettrons l�in�
su�sance de la th�eorie au troisi
eme ordre des masses surtout pour le syst
eme
solaire ext�erieur ��

Pour les quatre plan
etes g�eantes� les perturbations d�ordre �� � ou m�eme
	 sont importantes et ne peuvent pas �etre n�eglig�ees au niveau de pr�ecision
que nous souhaitons atteindre� Cependant� a�n d�obtenir les perturbations 
a
un ordre �elev�e des masses� il faudrait� dans la logique de ce qui a �et�e vu pr�e�
c�edemment� conna��tre le d�eveloppement de Taylor des seconds membres des
�equations de Lagrange 
a un ordre plus �elev�e� Ces d�eveloppements deviennent
tr
es vite complexes et volumineux� et il est utile� voire indispensable d�avoir
recours 
a une m�ethode it�erative �Bre��� pour s�a�ranchir de cette di�cult�e�

En ce qui concerne le syst
eme solaire int�erieur� les �gures ����� �����
repr�esentent les di��erences entre la th�eorie au troisi
eme ordre des masses et
DE��� sur un si
ecle pour certaines variables des plan
etes int�erieures� Ces
�gures indiquent que des termes 
a courtes p�eriodes manquent ou sont mal
calcul�es dans la th�eorie au troisi
eme ordre des masses�
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Differences Theorie au troisieme ordre des masses - DE403
Venus

Fig� ��� � Di��erences entre DE��� et la th�eorie au troisi�eme ordre des
masses pour la longitude moyenne � de V�enus� la Terre et Mars sur un
si�ecle� Les unit�es sont ����� radian�

�� On pourra pour s�en convaincre comparer les donn	ees relatives aux grosses plan�etes
des tableaux 
���� et 
����� La th	eorie au troisi�eme ordre des masses� pour ces corps�
n�atteint pas le niveau de pr	ecision de VSOP���
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Mercure - Differences Theorie au troisieme ordre des masses-DE403

Fig� ��� � Di��erences entre DE��� et la th�eorie au troisi�eme ordre des masses
sur un si�ecle pour Mercure� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua�
pour le demi�grand axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et �����

pour les variables k� h� q et p�
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La �gure ����� repr�esente le r�esultat d�une analyse de Fourier sur un si
ecle
des di��erences entre notre th�eorie au troisi
eme ordre des masses et DE���
pour le demi�grand axe de Mercure�
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Fig� ��� � Analyse spectrale de la di��erences entre la th�eorie au troisi�eme
ordre des masses et DE��� pour le demi�grand axe de Mercure� L��echelle
est logarithmique pour les p�eriodes donn�ees en ann�ees� Les amplitudes sont
donn�ees en unit�es astronomiques �ua�� Les termes principaux ont �et�e relev�es
avec des p�eriodes de �� jours� �
 jours� �
 jours et � ans�

Cette analyse montre que la puissance spectrale de ces r�esidus est quasi
essentiellement contenue dans l�intervalle de p�eriode ��� ��� ans� Le m�eme
ph�enom
ene se produit pour les autres plan
etes telluriques� Cela ne signi�e
pas que seules des courtes p�eriodes sont mal d�etermin�ees ou inconnues dans
la th�eorie au troisi
eme ordre des masses �� Cependant� la m�ethode it�erative

�� Pour prouver ce point il faudrait e
ectuer cette analyse spectrale sur un 	echantillon
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permet l�am�elioration des courtes p�eriodes�
Ainsi� dans le cas du syst
eme solaire int�erieur tout comme dans celui du

syst
eme solaire ext�erieur� nous avons besoin d�une th�eorie d�evelopp�ee 
a un
ordre �elev�e des masses� La m�ethode it�erative dont nous discutons le principe
ci�apr
es est bien adapt�ee 
a ce type de probl�ematique�

Rappelons que pour chercher la solution d�une �equation di��erentielle

dy

dt
# f�t� y� ������

qui satisfait 
a la condition initiale

y�t�� # y� ������

telle que dans un certain rectangle

D fjt� t�j � a� jy � y�j � bg ������

les conditions suivantes soient satisfaites  

� f�t� y� est une fonction continue des deux variables t et y !

� f�t� y� poss
ede une d�eriv�ee partielle 
f

y

born�ee

on peut proc�eder par it�eration de Picard� c�est�
a�dire construire une suite
�yn�t�� de fonctions d�e�nie par les relations de r�ecurrence  �

y��t� � y�
yn�t� # y� %

R t
t�
f�u� yn���u��du

������

qui converge vers la solution exacte de l��equation ������ avec la condition
initiale ������ sur un intervalle t� � h � t � t� % h o
u  

h # min

�
a�

b

M

	
� M # max

�t�y��D
jf�t� y�j ����	�

La m�ethode it�erative consiste donc 
a substituer dans les membres de
droite des �equations de Lagrange ����� une solution approch�ee du probl
eme
plan�etaire� disons l�it�eration In�� pour construire en int�egrant ����� l�it�eration
In�

L�utilit�e de cette m�ethode pour la construction des perturbations d�ordre
�elev�ees dans la th�eorie du syst
eme solaire ext�erieur a �et�e soulign�ee dans �Bre����
Son utilisation pour le syst
eme solaire complet n�a jamais �et�e entreprise et

plus long� de quelques milliers d�ann	ees par exemple �
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semblait m�eme impossible compte tenu des moyens informatiques disponibles
alors �Bre
��  

En e�et� la m�ethode utilis�ee nous oblige 
a calculer globalement
les seconds membres des �equations de Lagrange conservant ainsi�
avant int�egration� tous les arguments 
a la pr�ecision n�ecessaire 
a
la bonne d�etermination des petits diviseurs� Ceci fait prolif�erer
les arguments au�del
a des possibilit�es de l�ordinateur utilis�e� en
particulier dans l��equation du demi�grand axe da

dt
devant subir une

double int�egration pour donner les perturbations en longitude� La
cons�equence a �et�e une pr�ecision insu�sante dans la d�etermination
des petits diviseurs� notamment en ce qui concerne les plan
etes
inf�erieures�

Cette situation ayant chang�e� non pas quant 
a la pr�esence de petits divi�
seurs dans la solution mais en ce qui concerne les possibilit�es des ordinateurs�
nous avons appliqu�e cette m�ethode 
a l�ensemble du syst
eme solaire �Mercure�
V�enus� barycentre Terre�Lune� Mars� Jupiter� Saturne� Uranus et Neptune��

La solution de d�epart du processus it�eratif que nous avons utilis�ee est la
th�eorie au troisi
eme ordre des masses dont nous avons discut�e la construc�
tion pr�ec�edemment� Une solution de d�epart moins �elabor�ee� c�est�
a�dire une
solution d�evelopp�ee 
a un ordre moins �elev�e des masses� risquerait d�entra��ner
la divergence de la m�ethode it�erative� La raison de ce ph�enom
ene est la sui�
vante� Le calcul ordre par ordre des amplitudes des termes r�esonants de la
th�eorie �par exemple le terme �Uranus � ��Neptune de p�eriode ���� ans dans
la longitude moyenne d�Uranus� fait appara��tre des contributions qui s�an�
nulent� En e�et� pour ce terme� les deux contributions aux perturbations du
troisi
eme ordre par rapport aux masses� c�est�
a�dire d�apr
es l��equation �����  

O�� #
Z ��X

i��

�
�f	
�xi

	
+���xi

d�un cot�e� et  

O�� #
Z �

�

��X
i��

��X
j��

�
��f	
�xi�xj

	
+���xi+

���xj

d�un autre cot�e� sont respectivement de ���	 et ����� secondes de degr�e dans
la longitude moyenne d�Uranus� soit une perturbation de � secondes de degr�e
au troisi
eme ordre des masses� La m�ethode it�erative lanc�ee avec une solution
de d�epart d�evelopp�ee au premier ordre ne permet le calcul que de la seconde
contribution O��� soit ����� secondes de degr�e� L��ecart entre les � secondes
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de degr�e attendues et les ����� secondes calcul�ees par la m�ethode it�erative
rend celle�ci divergente�

La construction de la th�eorie au troisi
eme ordre des masses �etait donc
n�ecessaire 
a cet �egard�

����� R�eduction d�une it�eration

Une fois calcul�es les seconds membres des �equations de Lagrange 
a l�aide
de l�it�eration In��� on int
egre ����� pour obtenir l�it�eration In�

Le r�esultat de l�int�egration� que nous appellerons r�esultat brut dans ce
qui suit� n�est pas directement exploitable� D�une part� les compl�ements 
a la
longitude provenant des perturbations du demi�grand axe n�ont pas �et�e pris
en compte dans la solution� D�autre part� une multitude d�arguments 
a tr
es
longues p�eriodes dont nous savons qu�ils ne sont pas calcul�es 
a une pr�ecision
su�sante� si bien que leur convergence n�est pas assur�ee� se retrouvent dans
la solution brute� En�n� les constantes d�int�egration de l�it�eration In�� qui
servent 
a int�egrer le syst
eme ������ issues d�un ajustement de cette it�eration

a un ensemble d�observations� doivent �etre recalcul�ees par un ajustement de
l�it�eration In 
a ce m�eme ensemble d�observations� Examinons point par point
ces �etapes de la r�eduction du r�esultat brut�

Compl�ements �a la longitude provenant du demi�grand axe

La solution brute de l�int�egration n�inclut pas les compl�ements 
a la longi�
tude provenant du demi�grand axe � Par la troisi
eme loi de Kepler
n��a

�
� # cste� on calcule pour une perturbation +a du demi�grand axe un

compl�ement 
a la longitude  

+n # n�

�
��

�

+a

a�
%

��

�

�
+a

a�

��
� ��

�	

�
+a

a�

��
% 	 	 	



����
�

Ces compl�ements� calcul�es 
a l�aide de la solution brute� sont ajout�es 
a la
longitude 
a chaque it�eration�

Termes quasi�r�esonants

La construction d�une th�eorie 
a variation s�eculaire a pour objet l�obten�
tion d�une solution valable sur des intervalles de temps de quelques milliers
d�ann�ees� Dans ce type de th�eorie� les arguments d�ependant des longitudes
des n*uds et des longitudes des p�erih�elies plan�etaires sont d�evelopp�es en
polyn�omes du temps par construction�
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Cependant� le r�esultat brut d�une it�eration contient une multitude de
termes quasi�r�esonants �c�est�
a�dire des termes associ�es 
a des fr�equences tr
es
faibles� dont on sait que les amplitudes correspondantes ne sont pas calcu�
l�ees 
a une pr�ecision su�sante avant int�egration� L�int�egration d�un terme de
ce type divisant son amplitude par une fr�equence proche de z�ero� a pour
cons�equence d�augmenter consid�erablement cette amplitude� Non contr�ol�e�
ce comportement des termes quasi�r�esonants ferait diverger la solution dans
son ensemble� D�une part en raison de la recombinaison de ces termes arti�
�ciellement gros avec les autres termes de la s�erie 
a l�it�eration suivante et
d�autre part en d�ephasant la solution lors de l�ajustement des constantes
d�int�egration� A�n de contr�oler cette di�cult�e au cours des it�erations� et ce
malgr�e le volume important des s�eries trait�ees� nous avons adopt�e la m�ethode
suivante� Nous savons que dans le r�esultat brut � de l�int�egration� un terme
g�en�eral de fr�equence �� not�e xn # an sin��t�� a �et�e calcul�e 
a une pr�ecision p
�egale 
a  

si � � �� p # � �
�

si � � �� p # �
�
�
�

��
si � # �

p # � �
�

si � �# �

������

o
u � et � sont donn�es dans le tableau ���	��

Tab� ��	 � Fr�equence ��� et pr�ecision associ�ee ���� Les unit�es sont le radian
par millier d�ann�ees pour �� l�ann�ee pour la p�eriode associ�ee �a � et �����

pour les pr�ecisions ��

Plan�ete Merc� V�enus Terre Mars

Fr�equence ���� ���� �
�� �
�

P�eriode ���� ���� ���� ����


Pr�ecision ����� ����
 ����� �����

Plan�ete Jup� Sat� Uran� Nept�

Fr�equence ���� �	�� ��
� ���	

P�eriode ����

 �
���� �	����	 �		���	

Pr�ecision ����� 	���� ���� ����

Supposons que la th�eorie au troisi
eme ordre des masses nous ait donn�e
pour ce terme le r�esultat x� # a� sin��t�� Posons + # jan � a�j� Nous d�e��



�	 CHAPITRE �� COORDONN�EES ELLIPTIQUES

nissons alors la quantit�e � par la relation  

� #
���p

+
������

Pour chaque terme � de chaque �el�ement a� �� k� h� q et p de chaque
plan
ete� nous calculons alors � et l�un des cas suivants se produit  

� si � � ���� on rejette le terme c�est�
a�dire que nous conservons la valeur
obtenue dans la th�eorie au troisi
eme ordre des masses�

� si �� � � � ���� on rejette le terme au cours des premi
eres it�erations�

� si � � ��� on conserve le terme�

A ce crit
ere� nous avons ajout�e une condition portant sur la p�eriode des
termes obtenus� Pour chaque �el�ement de chaque plan
ete� nous avons �x�e une
p�eriode de coupure Pc telle que tous les termes de p�eriode sup�erieure 
a Pc ont
�et�e remplac�es par leur valeur obtenue dans la th�eorie au troisi
eme ordre des
masses� Le choix de Pc a �et�e e�ectu�e en fonction des termes quasi�r�esonants
pr�esents dans la solution et dont nous savons que la convergence n�est pas
imm�ediate�

Ces deux crit
eres de r�eduction ont permis la convergence de l�ensemble des
termes 
a courtes p�eriodes dans la m�ethode it�erative� et ce au bout de quelques
it�erations� Ce fait est important pour le comportement global de la solution
au cours des it�erations� La convergence des termes 
a longue p�eriode est en
e�et li�ee 
a la bonne d�etermination de leurs amplitudes avant int�egration�
laquelle ne peut �etre obtenue qu�au moyen d�une stabilit�e des termes 
a courtes
p�eriodes�

A�n de conserver de plus en plus de termes provenant du calcul d�une
it�eration� nous avons assoupli les crit
eres d�e�nis pr�ec�edemment au cours des
it�erations �augmentation de Pc�� assurant une convergence progressive de la
solution� Chaque it�eration a �et�e soigneusement examin�ee a�n de veiller au
comportement de ces termes issus de la m�ethode it�erative�

En�n� pour certains arguments 
a longues p�eriodes �c�est�
a�dire ceux de
p�eriode sup�erieure 
a Pc�� ou pour certains termes rejet�es en raison de l�appli�
cation du crit
ere sur la valeur de � � nous avons examin�e les amplitudes ob�
tenues au cours des it�erations successives et leur comportement convergent
ou divergent� et� suivant le r�esultat de cette analyse� nous avons choisi de
lib�erer certains d�entre eux� c�est�
a�dire de conserver les amplitudes issues
de la m�ethode it�erative� Pour certains termes 
a tr
es longue p�eriode� nous
avons conserv�e l�amplitude d�etermin�ee au troisi
eme ordre des masses et pour
ceux�l
a� les perturbations d�ordre � et plus sont n�eglig�ees
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����� Compl�ements �a la solution

Avant d�examiner le calcul des constantes d�int�egration de la solution
In� nous allons d�ecrire les di��erents compl�ements analytiques ajout�es 
a la
solution pr�ec�edente� 
a savoir les compl�ements li�es 
a la relativit�e� aux pertur�
bations exerc�ees par la Lune et aux perturbations par quelques ast�ero��des�
L�ajout de ces compl�ements� outre le fait qu�il contribue de mani
ere impor�
tante 
a l�obtention d�une solution tr
es pr�ecise� c�est�
a�dire tr
es proche des
observations� permet� lors de l�ajustement de cette solution 
a un ensemble
d�observations� de comparer des mod
eles similaires� En d�autres termes� la
solution brute est une solution newtonienne d�un syst
eme solaire sans Lune
ni ast�ero��des� alors que les observations sont celles du syst
eme solaire�

Relativit�e

En variables elliptiques� nous pouvons compl�eter la solution par les per�
turbations relativistes d�eduites du probl
eme de Schwarzschild� Ces compl�e�
ments aux �equations de Lagrange s�expriment sous la forme suivante �Bru
��  

d�aR
dt

# �
�p

�� e�
na�

r�
�k sinw � h cosw�

�
��
a

r
� �

�
d��R
dt

# �

p
� � e�

� %
p

�� e�
na

r�

�
����� � e��

a�

r�
� �� � e��

a

r
% ��

a

r
� 





%�
�
��� � e��

a

r
� �� % 	

r

a

�
d�kR
dt

# �
�p

�� e�
na

r�

h
��k sinw cosw � �h cos�w % �h sin�w

%��� � e�� sinw % ��k� � h�� sinw � �hk cosw � �h
i

d�hR
dt

# �� �p
�� e�

na

r�

h
��h sinw cosw % �k cos�w � �k sin�w

%��� % e�� cosw � ��k� � h�� cosw � �hk sinw � �k
i

������

o
u w # v % �� v d�esignant l�anomalie vraie� et � est le rayon gravitationnel
du Soleil�

Ces compl�ements ne sont pas complets au deuxi
eme ordre en �
c� En e�et�
les perturbations relativistes mutuelles seraient 
a prendre en compte bien
que celles�ci soient d�ordre M
c� o
u M d�esigne une masse plan�etaire� Nous
les avons introduits pour toutes les plan
etes consid�er�ees dans la m�ethode
it�erative �Mercure� V�enus� barycentre Terre�Lune� Mars� Jupiter� Saturne�
Uranus et Neptune��
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Lune

Les perturbations de la Lune sur Mercure� V�enus� le barycentre Terre�
Lune et Mars sont ajout�ees 
a notre solution sous la forme de compl�ements
analytiques� Ces compl�ements sont issus de la th�eorie de la Lune ELP ����
�CTC����

Pluton

Il est n�ecessaire de tenir compte de Pluton dans notre solution� En e�et�
n�egliger Pluton conduit 
a un triple d�esavantage� Premi
erement� l�orbite de
Neptune se trouve mal d�etermin�ee� deuxi
emement� cette impr�ecision nuit 
a
la bonne connaissance des constantes d�int�egration de la solution� fait impli�
quant une mauvaise d�etermination des arguments quasi�r�esonants et troisi
e�
mement cette lacune conduit 
a une mauvaise d�etermination de la position
du barycentre du syst
eme solaire� Cependant la prise en compte de Pluton
soul
eve des di�cult�es nouvelles� Nous pourrions envisager en e�et d�int�egrer
les �equations de Lagrange pour les huit plan
etes et Pluton par la m�ethode
expos�ee pr�ec�edemment� Cependant� la forte excentricit�e de l�orbite de Plu�
ton �e # �	���� et la valeur importante du rapport des demi�grands axes de
Neptune�Pluton rend compliqu�e le calcul de l�inverse de la distance entre ces
deux plan
etes dont nous avons besoin pour l�expression des d�eriv�ees succes�
sives de la fonction f	 �cf eqs� ���� et ������

Ainsi� nous avons choisi de compl�eter VSOP���� des perturbations de
Pluton sur le syst
eme solaire ext�erieur� Pour ce faire� nous utilisons les per�
turbations au premier ordre des masses produites par Pluton� calcul�ees par
J��L� Simon �Sim���� que nous ajoutons sous forme de compl�ements analy�
tiques� Les �el�ements de Pluton sont issus de �Cha���� et ont �et�e r�e�evalu�es par
ajustement 
a DE����

Ast�ero��des

Les perturbations induites par les ast�ero��des ne sont pas n�egligeables au
niveau de pr�ecision que nous souhaitons atteindre� Nous avons 
a cet e�et
port�e notre �etude sur les plus massifs d�entre eux ou bien sur ceux qui in�
troduisent une quasi r�esonance avec Mars et Jupiter� en l�occurrence Vesta�
Iris� Bamberga� C�er
es et Pallas

Nous avons calcul�e les perturbations au premier ordre des masses induites
par ces cinq corps sur l�ensemble du syst
eme solaire� Pour ce calcul� nous
avons utilis�e les �el�ements elliptiques 
a J���� de ces corps report�es dans le
tableau ���
�� les masses des ast�ero��des �etant identiques 
a celles utilis�ees dans
la construction de DE��� �McC�	��



���� LA SOLUTION VSOP���� ��

Tab� ��
 � El�ements elliptiques des ast�ero��des� Pour les masses� on donne
le rapport MAst�ero��de
MSoleil� Les unit�es sont le radian par an pour N � le
rad pour �� et ����� pour le rapport MAst�ero��de
MSoleil�

Ast�ero��de N �� k h

Vesta ��
�� �
	 ��� � ����� ��
 
	 ������ ��	 ��� �����	 ��
 ���

Iris ��
�� ��� 
�� � ��
�
 ��� �	 ���	� 	
	 ��
 ���	� ��� ���

Bamberga ����� ��� ��	 � ����� ��� �� ����� ��� ��	 ���
� ��� ��


C�er�es ���	� 
	� �
� � ����	 �
	 
� ����	� ��� �	� ����� ��� ���

Pallas ���	� ��� ��� � ����� �	� �� �����
 ��� ��� ����� 	�� ���

Ast�ero��de q p Masse

Vesta ������ ��� 	�� ���	� ��� 
�� �����

Iris ������ ��� ��	 �����
 �
� ��	 �����

Bamberga ����� ��� �
� ������ ��� �	� �����

C�er�es ����� ��	 ��� ����� ��� ��� ��	��

Pallas �����
 ��� ��� ����� ��� �	� �����

Les contributions analytiques de ces perturbations au premier ordre des
masses sont introduites dans VSOP�����

����� Constantes d�int�egration

Une fois calcul�ee l�it�eration In 
a l�aide des constantes d�int�egration de
l�it�eration In��� nous compl�etons le r�esultat des contributions analytiques
d�ecrites pr�ec�edemment�

Nous devons ensuite chercher les nouvelles valeurs des constantes d�int�e�
gration pour la nouvelle solution� En e�et� il est facile de r�ealiser par exemple
que la pr�esence d�un terme 
a tr
es longue p�eriode dans l�expression de la longi�
tude moyenne d�une plan
ete va d�ephaser celle�ci 
a l�origine des temps choisie
�en l�occurrence J���� dans notre th�eorie�� Si aucune correction n�est ap�
port�ee 
a la longitude 
a l�origine de cette plan
ete� la solution ne repr�esentera
plus le syst
eme solaire r�eel mais un syst
eme solaire �ctif r�epondant seule�
ment aux m�emes lois dynamiques� De m�eme� la pr�esence d�un tel terme 
a
tr
es longue p�eriode dans une autre variable que la longitude modi�erait le
plan� l�excentricit�e ou la ligne des n*uds de l�orbite osculatrice 
a J�����
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D�autre part� les �equations de Lagrange ne sont un probl
eme de Cau�
chy qu�
a partir du moment o
u les conditions initiales sont impos�ees� Pour
d�eterminer ces conditions initiales� ou constantes d�int�egration� nous devons
nous r�ef�erer aux observations astronomiques des plan
etes� Pour ce faire� nous
avons choisi d�ajuster notre solution 
a la solution DE��� du JPL �SNWF���
qui est construite sur un ensemble d�observations �optiques� radar� sondes
plan�etaires���� couvrant la p�eriode � ���� � ���� ��

Nous avons d�ecid�e de d�eterminer nos constantes d�int�egration sur l�inter�
valle de temps ��er janvier ����� �h � �er janvier ����� �h �� intervalle compa�
tible avec l�ensemble d�observations� Ce choix n�est pas anodin� En e�et� nous
pourrions envisager na��vement que les donn�ees de Cauchy pour une plan
ete
soient d�eduites de quelques observations bien particuli
eres de celle�ci� r�eali�
s�ees donc 
a des dates bien pr�ecises� Ces observations n��etant pas exemptes
d�erreurs de mesure� les conditions initiales obtenues ne seraient pas pr�ecises�
Pour limiter ce probl
eme� nous adoptons la d�emarche suivante� Ajustons
notre th�eorie 
a DE��� sur l�intervalle mentionn�e� puis d�eterminons une r�e�
gression lin�eaire �T % � sur les r�esidus obtenus �T �etant compt�e 
a partir de
J������ Le coe�cient � repr�esente la correction 
a apporter aux constantes de
l�it�eration In�� pour obtenir celles de l�it�eration In� Le coe�cient � obtenu
n�est utilis�e que dans le cas de la longitude moyenne et sert alors 
a corriger le
moyen mouvement moyen de l�it�eration In�� pour obtenir celui de l�it�eration
In�

Cependant� si nous choisissons un intervalle de comparaison di��erent� il
n�y a aucune raison d�obtenir la m�eme r�egression lin�eaire mais plut�ot de nou�
veaux coe�cients �� et ��� Mais alors le choix de l�intervalle de comparaison
est d�eterminant� C�est ainsi que nous avons pr�ef�er�e l�intervalle ��er janvier
����� �h � �er janvier ����� �h �� Celui�ci� comme nous l�avons mentionn�e
couvre 
a peu pr
es la p�eriode des observations ayant servi 
a construire DE����
De plus� par d�e�nition m�eme des th�eories 
a variations s�eculaires� le but de
notre solution est d��etre d�une tr
es grande pr�ecision sur un intervalle de temps
court �mille ans de part et d�autre de J���� et tout particuli
erement sur la
p�eriode actuelle��

Une derni
ere remarque s�impose ici� La premi
ere comparaison 
a DE���
est e�ectu�ee en substituant dans l�it�eration In les constantes d�int�egration
d�eduites de la comparaison de l�it�eration In�� 
a DE��� �c�est�
a�dire celles
ayant servi 
a construire l�it�eration In�� Cette premi
ere comparaison implique
des corrections aux moyens mouvements moyens� aux longitudes 
a l�origine
et aux valeurs des variables k� h� q et p 
a l�origine �d�eduites des coe�cients
� et ��� Ces corrections� en retour� vont modi�er les substitutions num�e�
riques e�ectu�ees dans nos s�eries de l�it�eration In� si bien qu�une nouvelle
comparaison de cette it�eration In 
a DE��� est n�ecessaire pour d�eterminer
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les constantes d�int�egration� Ainsi� c�est par it�eration successives que nous
obtenons les constantes d�int�egration de l�it�eration In�

Explicitons maintenant la m�ethode utilis�ee�

Lien entre l
�equateur et l
�ecliptique dynamique

La solution DE��� est construite dans l��equateur dynamique moyen J����
alors que notre solution est construite dans le plan de l��ecliptique dynamique
J�����

La premi
ere �etape de la m�ethode consiste donc 
a d�eterminer les deux
angles � et � apparaissant dans la matrice de rotation entre ces deux plans�
Nous noterons  �B
 x

y
z

�CA
SA

# M ��� ��

�B
 x
y
z

�CA
DE���

������

o
u SA repr�esente la solution analytique� �x� y� z�R sont les coordonn�ees car�
t�esiennes d�une plan
ete dans le rep
ere R et  

M ��� �� #

�B
 � � �
� cos � sin �
� � sin � cos �

�CA
�B
 cos� sin� �
� sin� cos� �

� � �

�CA ������

Pour d�eterminer � et �� nous proc�edons par approximations successives

a partir des valeurs  �

�� # ��o�	���	�����
�� # ��	��		�� �����rad # ��	���
���

������

L�ajustement d�une r�egression lin�eaire aux r�esidus entre les deux solutions
pour les variables p et q de la Terre fournit les deux quantit�es +q and +p
desquelles sont d�eduites les contributions +� # � � �� et +� # � � �� par
les formules  �

+� # ��+q

+� # � �
p
sin ��

������

Les constantes d�int�egration de l�it�eration In sont ensuite d�eduites de
celles de l�it�eration In�� par ajustements successifs 
a la solution DE���� les
plans fondamentaux �etant reli�es par la matrice de rotation �������

Constantes d
int�egration de VSOP����

L�ensemble de la th�eorie construite� c�est�
a�dire le r�esultat de la m�ethode
it�erative obtenue au bout de huit it�erations� compl�et�e des contributions ana�
lytiques d�ecrites pr�ec�edemment �relativit�e� Lune� Pluton et ast�ero��des� sera
d�esormais not�e VSOP���� dans la suite du m�emoire�
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Nous avons obtenu� par le proc�ed�e d�ecrit pr�ec�edemment� une matrice de
rotation ������ entre les plans fondamentaux de VSOP���� et DE��� avec
pour valeurs des angles � et �  

�
�DE��� # ��o�	���	

��

���
�
�DE��� # ��	

��

���	�
������

Avec ces valeurs de � et �� par construction� la matrice de rotation ������
annule la partie constante des variables en inclinaison q et p de la Terre en
J�����

Les constantes d�int�egration d�eduites de la comparaison de VSOP���� 
a
DE��� sont donn�ees dans le tableau ������

Tab� ��� � Constantes d�int�egration de VSOP���� issues de la comparai�
son �a DE���� Les unit�es sont le rad
an pour N et le rad pour ��� l�ann�ee
correspondant �a ��
��
 jours de Temps dynamique barycentrique�

Plan�ete N �� k

Mercure �	���
 ��� ��� 	�� � ����� 	�� 	�� �� ����� 		� 	�� 
	

V�enus ������ ��� ��
 ��� � ���
	 ��� ��� �� ������ ��� ��� ��

Terre 	���� �
� ��� ��� � ��
�� �	� ��	 �	 ������ 
�� ��� �


Mars ����� 	�� ��� ��� � 	���� ��� 		� �� ����� �	� ��� 
�

Jupiter ����� 	�� �
� ��� � ����� ��	 ��� �� ����	 ��� ��� ��

Saturne ����� ��� �
� 
�� � ���
� ��	 ��� �	 ������ �	� �	� ��

Uranus ���
� 
�� 		� ��
 	 ����� ��
 ��
 
� ������ ��� ��� ��

Neptune ����� ��� ��� ��� � ����� ��� ��� �� ����� ��� ��� ��

Plan�ete h q p

Mercure ����� 
�� ��� �
 ����� 	�� 	�� �� ����� 	�� ��� ��

V�enus ����� �		 ��� �� ����	 ��� ��� �� ����� ��� ��� ��

Terre ����	 ��� ��� �� ����� ��� ��� �� ����� ��� ��� ��

Mars �����
 ��� 
�� 	
 ����� �
� ��� �� ����� ��� ��
 ��

Jupiter ����� ��� 	�� 
� ������ �	� ��� �� ����� ��� ��� �	

Saturne ����� ��� ��� 	� ������ 
�
 ��� �	 ����� ��� ��� ��

Uranus ����� 	�� ��� 	� ����� ��� �
� �� ����	 ��	 ��� ��

Neptune ����	 	�� ��� �
 ������ ��� ��	 
	 ����� ��	 ��� ��
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����	 Comparaisons �a DE�
�

Pour chaque th�eorie �th�eorie au troisi
eme ordre des masses compl�et�ee des
perturbations relativistes� des perturbations analytiques au premier ordre des
masses par les ast�ero��des et des perturbations de la Lune sur le barycentre
Terre�Lune� et VSOP������ nous avons calcul�e les di��erences avec la solution
num�erique DE���� Ces di��erences sont obtenues par substitution du temps
dans les s�eries analytiques de la th�eorie au troisi
eme ordre des masses ou de
VSOP����� e�ectu�ees 
a l�aide des constantes d�int�egration respectives de ces
solutions �� Nous donnons ci�apr
es les r�esultats de ces comparaisons�

Di��erences entre la th�eorie au troisi�eme ordre des masses et DE���

Tab� ��� � Di��erences maximales entre la th�eorie au troisi�eme ordre des
masses compl�et�ee des perturbations relativistes� des contributions analytiques
au premier ordre des masses induites par la prise en compte des ast�ero��des
et des perturbations de la Lune sur le barycentre Terre�Lune� et DE��� sur
������������ BTL
Barycentre Terre�Lune� Les unit�es sont ����� pour k� h�
q et p� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� unit�e astrono�
mique pour le demi�grand axe a� Un �equivalent en secondes de degr�e est
donn�e pour ��

Plan�ete a � k h q p

Mercure ��� �
 ��	�������� �	 �	 ��	 ��


V�enus ��� �	 ��	�������� �� �� 
�� ��	

BTL �� 	� ��	�������� 
� 
� ��	 ���

Mars �
	 �	� ��	����
��� ��� ��� 	�	 ��


Jupiter ����� ���� ��	�������� 	��� ���� �� 	�

Saturne ����
	 �	��
 ��	�������� ����
 �	�		 ��� ���

Uranus �	���� 	��� ��	������	� 	��	 		�� �
 ��

Neptune ����
� ���� ��	���
��	� ���� �
�� �� ��

Le tableau ����� donne les �ecarts maximaux entre notre th�eorie au troi�
si
eme ordre des masses compl�et�ee des perturbations relativistes� des contri�
butions analytiques au premier ordre des masses induites par la prise en

�� Nous n�avons pas indiqu	e les constantes d�int	egration de la th	eorie au troisi�eme ordre
des masses dans ce m	emoire puisque celles�ci ne sont pas celles que nous retenons pour la
solution compl�ete VSOP�����
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compte des ast�ero��des et des perturbations de la Lune sur le barycentre Terre�
Lune� d�une part� et DE��� d�autre part� sur un si
ecle ��er janvier ����� �h �
�er janvier ����� �h ��

Les illustrations graphiques de ces di��erences sont repr�esent�ees par les
�gures ����� pour Mercure et ����� pour les longitudes moyennes de V�enus�
du barycentre Terre�Lune et de Mars�

Comme nous l�avons discut�e dans le chapitre consacr�e 
a la pr�esentation
de la m�ethode it�erative� on constate l�insu�sance de la th�eorie au troisi
eme
ordre des masses pour les quatre plan
etes g�eantes �chi�res en bleu dans le
tableau �������

Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur �����������

Les di��erences entre VSOP���� et DE��� sur l�intervalle de temps ������
����� sont report�ees dans le tableau ������ et repr�esent�ees sur les �gures �����

a ������� On y constate une am�elioration sensible des r�esidus pour l�ensemble
des plan
etes sur cet intervalle de temps par rapport 
a VSOP�� �cf� tableaux
����� et ��������

Le cas de la longitude de Mars reste un peu probl�ematique et pour le
moment aucune explication n�a �et�e trouv�ee pour rendre compte de ces �ecarts
entre les deux solutions� L�hypoth
ese des petits corps du syst
eme solaire reste
la plus plausible m�eme si en tenant compte des cinq ast�ero��des Vesta� Iris�
Bamberga� C�er
es et Pallas nous avons calcul�e les perturbations principales
de la ceinture d�ast�ero��des sur Mars�

L�ensemble des ��� petits corps pris en compte dans la solution DE��� et
non dans VSOP���� repr�esente une masse totale de �	� ����� masse solaire
et pourrait expliquer ces r�esidus �elev�es�

En comparant les tableaux ����� et ������� on constate une am�elioration
importante de la qualit�e des variables en inclinaison de la Terre� q et p� Ce
point est important puisqu�il nous assure une d�etermination de l��ecliptique
dynamique 
a une pr�ecision de �	������� �les angles � et � intervenant dans la
matrice ��������

Le tableau ������ regroupe les gains obtenus avec VSOP���� par rapport

a VSOP��� L�ensemble des plan
etes pro�te de l�am�elioration apport�ee par
la solution VSOP���� et notamment les grosses plan
etes avec des r�esidus
r�eduits d�un facteur �� 
a �� pour les longitudes�
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Tab� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur l�intervalle de temps
���� � ����� BTL 
 Barycentre Terre�Lune� Les unit�es sont ����� unit�e
astronomique �ua� pour le demi�grand axe a� ����� radian pour la longitude
moyenne � et ����� pour les variables k� h� q et p� Un �equivalent en secondes
de degr�e est donn�e pour ��

Plan�ete a � k h q p

Mercure ��� �� ��	������
� � � ��� ���
V�enus ��
 �� ��	�������� �� � ��� ���
BTL ��� �� ��	�������� � �� ��� ���
Mars ��� ��� ��	�������� �� �� ��	 
��
Jupiter 	� �� ��	������
� �� �	 ��� ���
Saturne ��� �� ��	�����
�� �� �� 
�� ���
Uranus ��
	 
� ��	�������� 		 �
 ���� ����
Neptune ���� �� ��	������	� 	� 	� ��� ����

Tab� ���� � Rapports entre les di��erences du tableau ������ et du tableau
������

Plan�ete a � k h q p

Mercure � � � � �� ��
V�enus �� �� �� �� �� �

BTL �� � �� 	 �� ��
Mars �� � �	 �� �	 ��
Jupiter �� �� �� �� �� ��
Saturne �� �� �
� 
� �� ��
Uranus �� �� �� �
 � ��
Neptune �� �� ��� �� �� ��
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Mercure - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ��� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur un si�ecle pour Mercure�
Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand axe a�
����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables k� h� q
et p�



���� LA SOLUTION VSOP���� �


1900.0 1950.0 2000.0
-2.0

-1.0

0.0

1.0

p

1900.0 1950.0 2000.0
-1.0

0.0

1.0

2.0

q

1900.0 1950.0 2000.0
-2.0

0.0

2.0

4.0

h

1900.0 1950.0 2000.0
-10.0

0.0

10.0

k

1900.0 1950.0 2000.0
-20.0

0.0

20.0

λ

1900.0 1950.0 2000.0
-1.0

0.0

1.0

a

Venus - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ��	 � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur un si�ecle pour Venus�
Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand axe a�
����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables k� h� q
et p�
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Terre - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ��
 � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur un si�ecle pour la Terre�
Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand axe a�
����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables k� h� q
et p�
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Mars - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ��� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur un si�ecle pour Mars�
Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand axe a�
����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables k� h� q
et p�
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Jupiter - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ��� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� un si�ecle pour Jupiter� Les
unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand axe a� �����

radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables k� h� q et p�



���� LA SOLUTION VSOP���� ��

1900.0 1950.0 2000.0
-10.0

0.0

10.0

p

1900.0 1950.0 2000.0
-10.0

0.0

10.0

q

1900.0 1950.0 2000.0
-40.0

0.0

40.0

h

1900.0 1950.0 2000.0
-20.0

0.0

20.0

k

1900.0 1950.0 2000.0
-100.0

0.0

100.0

λ

1900.0 1950.0 2000.0
-500.0

0.0

500.0

a

Saturne - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� �Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur un si�ecle pour Saturne�
Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand axe a�
����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables k� h� q
et p�
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Uranus - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur un si�ecle pour Uranus�
Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand axe a�
����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables k� h� q
et p�
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Neptune - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur un si�ecle pour Nep�
tune� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand axe a�
����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables k� h� q
et p�
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Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur �����������

Nous avons entrepris une comparaison entre VSOP���� et DE��� sur
tout l�intervalle de validit�e de cette solution num�erique ���	���������� Les
r�esultats de cette comparaison sont report�es dans le tableau ������ et sont
repr�esent�es par les �gures ������ 
a �������

Tab� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur l�intervalle de temps
���� � ����� BTL 
 Barycentre Terre�Lune� Les unit�es sont ����� unit�e
astronomique �ua� pour le demi�grand axe a� ����� radian pour la longitude
moyenne � et ����� pour les variables k� h� q et p� Un �equivalent en secondes
de degr�e est donn�e pour ��

Plan�ete a � k h q p

Mercure ��� ��� ��	����	��� ��� �� ��	 ���
V�enus ��
 ��� ��	�������� 	� �� ��	 ���
BTL ��� ��� ��	������	� �� ��	 ���� �	��
Mars ���� ���� ��	������
� �� �
 ��� ����
Jupiter ��� 	�
 ��	�������� �� �� ���� 
��
Saturne ��
� ���� ��	�������� �� �� ���� ����
Uranus �	�� 	�
 ��	������
� 
� 	� ���� ����
Neptune �
�� ��� ��	�������� �� �� �	�� �	��

Les r�esidus observ�es proviennent essentiellement des termes 
a longues
p�eriodes que la th�eorie 
a variation s�eculaire VSOP���� ne d�etermine pas ou
mal� N�eanmoins� mis 
a part Mercure� les longitudes de Mars et de la Terre�
ces r�esidus restent inf�erieurs aux di��erences entre VSOP�� et DE��� sur
un si
ecle �tableau ������� La solution VSOP���� garde donc un niveau de
pr�ecision �equivalent ou meilleur sur six cents ans que celui de VSOP�� sur
un si
ecle�
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Mercure - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur six cents ans pour
Mercure� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand
axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables
k� h� q et p�
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Venus - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur six cents ans pour
Venus� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand
axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables
k� h� q et p�
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Terre - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur six cents ans pour
la Terre� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand
axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables
k� h� q et p�
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Mars - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���	 � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur six cents ans pour
Mars� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand
axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables
k� h� q et p�
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Jupiter - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���
 � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur six cents ans pour
Jupiter� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand
axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables
k� h� q et p�
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Saturne - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur six cents ans pour
Saturne� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand
axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables
k� h� q et p�
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Uranus - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur six cents ans pour
Uranus� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand
axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables
k� h� q et p�
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Neptune - Differences VSOP2000-DE403

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��� sur six cents ans pour
Neptune� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le demi�grand
axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour les variables
k� h� q et p�
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����� Comparaison �a une int�egration num�erique in�

terne

A�n de tester la pr�ecision interne de VSOP����� nous avons e�ectu�e
une comparaison de cette solution 
a une int�egration num�erique interne� Le
principe de cette comparaison est le suivant� Nous calculons 
a l�aide de la
th�eorie analytique des conditions initiales que nous injectons dans une in�
t�egration num�erique du probl
eme des N corps en gravitation newtonienne�
L�int�egrateur nous permet d�obtenir pour un ensemble de dates les positions
et vitesses des N corps que nous comparons aux valeurs obtenues en substi�
tuant ces m�emes dates dans la th�eorie analytique� L�int�egrateur num�erique
mod�elisant le probl
eme des N corps� nous ne consid�erons que la solution
analytique des �equations de Lagrange issue de la m�ethode it�erative � pour
calculer les conditions initiales et les positions�vitesses aux dates choisies�
Ainsi nous comparons des mod
eles �equivalents� Les r�esultats de cette compa�
raison donnent une bonne id�ee de la pr�ecision interne 
a laquelle la r�esolution
analytique du probl
eme des N corps a �et�e obtenue�

L�int�egration a �et�e r�ealis�ee sur un si
ecle et sur 	��� ans ����� ans de part
et d�autre de J������ Nous avons utilis�e le programme d�int�egration de Le
Guyader �Guy��� bas�e sur les s�eries de Taylor et qui permet d�obtenir avec
une grande pr�ecision le mouvement des plan
etes sur de grands intervalles de
temps �et en particulier de Mercure dont la rapide r�evolution orbitale est
g�enante pour ce type d�int�egration��

Les �gures ������ 
a ������ donnent les di��erences� pour la longitude moyenne
�� entre la th�eorie analytique et l�int�egration num�erique sur ces deux inter�
valles de temps� La date � en abscisse correspond 
a J����� le temps est compt�e
en ann�ees et l�unit�e des ordonn�ees est la seconde de degr�e�

Comme on peut le noter sur ces graphiques� les r�esidus obtenus sur un
si
ecle en comparant notre solution 
a l�int�egration num�erique interne sont plus
faibles que ceux obtenus dans la comparaison 
a DE���� sauf pour Jupiter�
Saturne et Uranus o
u ils sont �equivalents� Ces r�esultats montrent que les
�ecarts entre VSOP���� et DE��� ne proviennent pas d�une mauvaise r�esolu�
tion analytique des �equations de Lagrange puisque la pr�ecision interne de la
th�eorie VSOP���� est sup�erieur 
a son niveau de pr�ecision en comparaison 
a
DE���� Si nous supposons que la r�esolution du probl
eme des N corps r�ealis�ee
par DE��� est d�un niveau de pr�ecision interne �equivalent� les r�esultats des
comparaisons expos�es pr�ec�edemment montrent alors que des divergences de
mod
ele faibles doivent exister entre VSOP���� et DE��� �ast�ero��des� Lune�
relativit�e� �����

�� c�est��a�dire VSOP���� sans compl	ements relativistes� ni Lune� ni ast	ero��des
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Fig� ���� � Comparaison �a une int�egration num�erique interne� Longitudes
de Mercure� V�enus� la Terre et Mars sur un si�ecle� La date � en abscisse
correspond �a J����� le temps est compt�e en ann�ees et l�unit�e des ordonn�ees
est la seconde de degr�e�
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Fig� ���� � Comparaison �a une int�egration num�erique interne� Longitudes
de Mercure� V�enus� la Terre et Mars sur ���� ans� La date � en abscisse
correspond �a J����� le temps est compt�e en ann�ees et l�unit�e des ordonn�ees
est la seconde de degr�e�
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Fig� ���� � Comparaison �a une int�egration num�erique interne� Longitudes
de Jupiter� Saturne� Uranus et Neptune sur un si�ecle� La date � en abscisse
correspond �a J����� le temps est compt�e en ann�ees et l�unit�e des ordonn�ees
est la seconde de degr�e�
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Fig� ���� � Comparaison �a une int�egration num�erique interne� Longitudes
de Jupiter� Saturne� Uranus et Neptune sur ���� ans� La date � en abscisse
correspond �a J����� le temps est compt�e en ann�ees et l�unit�e des ordonn�ees
est la seconde de degr�e�
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����
 Comparaison �a DE�
��

La m�ethode de comparaison 
a la solution DE��� a ensuite �et�e appliqu�ee

a la solution DE��� du JPL �Sta����

Pour cette solution num�erique� nous avons obtenu les valeurs suivantes
de � et � �intervenant dans la matrice de rotation �������  �

�DE��� # ��o�	���	�������
�DE��� # ��	������	

����	�

Le tableau ������ regroupe les di��erences maximales entre VSOP���� et
DE��� sur l�intervalle de temps � �er janvier ����� �h � �er janvier ����� �h �
pour l�ensemble des plan
etes� le moyen mouvement moyen ayant �et�e corrig�e
de son �eventuelle d�erive s�eculaire  

Tab� ���� � Di��erences entre VSOP���� et DE��
 sur l�intervalle de temps
���� � ����� BTL 
 Barycentre Terre�Lune� Les unit�es sont ����� unit�e
astronomique �ua� pour le demi�grand axe a� ����� radian pour la longitude
moyenne � et ����� pour les variables k� h� q et p� Un �equivalent en secondes
de degr�e est donn�e pour � dont l��eventuelle d�erive s�eculaire a �et�e corrig�ee�

Plan�ete a � k h q p

Mercure ��� �� ��	�������� ��� �� ���
 ����
V�enus ��
 �
 ��	�������� �� � ��� ���
Terre ��� �� ��	�������� � �� ��� ���
Mars ��� ��� ��	�������� �	 �� ��� ����
Jupiter ���	� �� ��	�������� �� �� ��� ���
Saturne ������ �� ��	�����
�� 	� �� ��� 
�	
Uranus ���
��� �
 ��	�����
�� 	
 	� ���� ����
Neptune �
�	��� �� ��	�������� �	 	� ��� ���	

Si on compare les tableaux ������ et ������� on constate des di��erences sur
les variables k et h de Mercure bien plus importantes dans la comparaison

a DE��� que dans celle e�ectu�ee avec DE���� et on retrouve le m�eme type
de comportement pour les variables q et p de toutes les plan
etes int�erieures
�quantit�es soulign�ees dans le tableau �������� Nous avons donc e�ectu�e une
comparaison directe des deux solutions DE��� et DE��� qui indique claire�
ment qu�il y a une divergence lin�eaire entre elles ��gure ������
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Mercure - Differences DE403-DE405

Fig� ���� � Di��erences entre DE��� et DE��
 pour les variables a� �� k� h�
q� et p de Mercure� Les unit�es sont ����� unit�e astronomique �ua� pour le
demi�grand axe a� ����� radian pour la longitude moyenne � et ����� pour
les variables k� h� q et p�




� CHAPITRE �� COORDONN�EES ELLIPTIQUES

Nous reportons dans le tableau ������ les coe�cients � des droites de
r�egression �	T %� ajust�ees aux di��erences entre VSOP���� et DE���� Dans
ce tableau� les chi�res en noir correspondent 
a des d�erives s�eculaires entre
VSOP���� et DE��� que nous avions d�ej
a constat�e lors de la comparaison de
VSOP���� 
a DE��� �cf� tableau ���� et �gures ��	� ��
 et ����� En revanche�
les chi�res en bleu correspondent 
a des d�erives s�eculaires entre VSOP���� et
DE��� absentes quand on compare VSOP���� 
a DE���� et que nous allons
tenter d�expliquer�

Tab� ���� � Pentes des r�egressions lin�eaires entre VSOP���� et DE��

pour les variables k� h� q et p des plan�etes int�erieures �BTL 
 Barycentre
Terre�Lune�� Les unit�es sont ������si�ecle�

Plan�ete k h q p

Mercure ��� ��� �� ��
V�enus �� �� � �
BTL � ��� � �
Mars ��� ��� � ��

Peut�on expliquer les �ecarts entre DE��� et DE��	�

Le mod
ele pour DE��� est quasiment le m�eme que pour DE���� les seules
di��erences r�esidant dans des valeurs di��erentes de la masse du barycentre
Terre�Lune d�une part� et dans la prise en compte des ast�ero��des d�autre part�
Pour ces derniers� des �el�ements k�epl�eriens augment�es de d�erives s�eculaires
sont utilis�es dans DE���� alors que pour DE���� les orbites des ast�ero��des
sont int�egr�ees 
a l�aide de DE��� �Sta����

Nous allons utiliser les m�ethodes d�evelopp�ees pour la construction de la
solution VSOP���� a�n de tester l�in�uence de ces di��erences de mod
eles� A
la di��erence des moyens mouvements moyens N ajust�es 
a l�observation� les
termes s�eculaires des variables k� h� q et p sont des perturbations calcul�ees
analytiquement dans VSOP����� Seules les valeurs osculatrices J���� de ces
variables sont ajust�ees 
a l�observation� Il n�est donc pas possible de modi�er
ces termes s�eculaires� Le cas de la variable k de Mercure �etant le plus critique�
nous le retiendrons en exemple� La th�eorie au troisi
eme ordre des masses nous
donne  
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k # �	��� 		� 	�	 �� constante d�int�egration
�������
	�
 ����� T perturbations s�eculaires

au premier ordre des masses
%����	�� ����� T perturbations s�eculaires

au deuxi
eme ordre des masses
��	�� ����� T perturbations s�eculaires

au troisi
eme ordre des masses
% � � �

o
u T est mesur�e en si
ecle depuis J�����

Modi�cation des masses
Nous pouvons imaginer que l�introduction d�une masse di��erente pour le
syst
eme Terre�Lune puisse modi�er signi�cativement les termes s�eculaires des
variables k� h� q et p des plan
etes int�erieures dans une solution analytique�
Les valeurs des masses du syst
eme Terre�Lune dans DE��� et DE��� sont�
en unit�es astronomiques��jour� dans le syst
eme barycentrique �BRS� muni
de l��echelle de temps dynamique barycentrique �TDB�  

GMDE��� # �	���
����
�����

 � ����

GMDE��� # �	���
�����	
����� � ����

Un calcul direct de l�in�uence de cette modi�cation de masses conduit 
a
une modi�cation des termes s�eculaires des variables k� h� q et p des plan
etes
int�erieures de quelques ����� par an soit quelques ����� au bout d�un si
ecle
ce qui reste largement inf�erieur aux quelques ���
 attendus� Dans le cas de
la variable k de Mercure� nous avons  

j+kjMasse � �	�� ����� T

o
u T est compt�e en si
ecle�

Ast�ero��des
La solution VSOP���� contient les perturbations au premier ordre des masses
des ast�ero��des Vesta� Iris� Bamberga� C�er
es et Pallas �appel�e premier groupe��

Il reste 
a �etudier les perturbations de l�ensemble des petits corps int�egr�es
dans la solution DE��� et non pris en compte pour la cr�eation de VSOP�����
soit ��� ast�ero��des pour une masse totale de �	� ����� masse solaire� Nous
avons suppos�e que ces ��� ast�ero��des �etaient r�eunis en un seul et que ce
corps unique �appel�e second groupe� suivait la m�eme orbite que C�er
es� Bien
entendu cela mod�elise tr
es pauvrement la ceinture d�ast�ero��des mais nous
ne souhaitons qu�obtenir une approximation de l�in�uence de ces ��� petits
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Tab� ���� � Termes s�eculaires des perturbations par les ast�ero��des au premier
ordre des masses sur les variables k� h� q et p de Mercure� Les unit�es sont
����� �si�ecle�

Ast�ero��des +ks +hs +qs +ps

Vesta ����� ���	 ����� �����
Iris ����� ���� ���� �����
Bamberga ����� ����� ���	 ����
C�er�es ����� ���� ����� �����
Pallas ��
� ���� ����	 ���
�

Second groupe ����� ���	 ����� ���	�

Total �����	 ���� ����	 �����

corps sur Mercure� Nous avons ensuite calcul�e les perturbations au premier
ordre des masses du second groupe sur les variables k� h� q et p de Mercure�
Le tableau ������ regroupe les termes s�eculaires de ces perturbations sur les
variables k� h� q et p de Mercure�

Ainsi� pour le cas de Mercure� on trouve  

+kAst
 # �		�� ����� T �perturbations s�eculaires du �er groupe�

��	�� ����� T �perturbations s�eculaires du �nd groupe�

Ces perturbations sont donc insu�santes pour expliquer les divergences
lin�eaires entre DE��� et DE��� et a fortiori si� entre ces solutions num�eriques�
seules les trajectoires des petits corps sont modi��ees�

Modi�cation des constantes d
int�egration
La th�eorie VSOP���� a �et�e construite par ajustement 
a la solution DE����
De cet ajustement� nous obtenons les constantes d�int�egration de la th�eorie
�tableau ����� Si nous avions choisi DE��� au lieu de DE���� nous aurions
obtenus les constantes d�int�egration report�ees dans le tableau ����	��

L�utilisation de ce jeu de constantes dans la m�ethode it�erative conduirait 
a
une nouvelle solution� disons VSOP������ A�n d��evaluer les di��erences entre
VSOP���� et VSOP������ nous avons calcul�e les solutions au premier ordre
des masses � issues de ces deux jeux de constantes �tableaux ����� et ����	���
Les r�esultats de ces int�egrations �etant not�es �DE��� et �DE��� respectivement�

�� dont nous savons qu�elles repr	esentent ��� de la solution globale
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Tab� ���	 � Constantes d�int�egration de VSOP���� issues de la comparaison
�a DE��
� Les unit�es sont le rad
an pour N et le rad pour ���

Plan�ete N �� k

Mercure �	���
 ��� ��� 
� ����� 	�� 	�� �
 ����� 		� 	�� ��
V�enus ������ ��� ��
 �
 ���
	 ��� ��� �� ������ ��� ��� ��
Terre 	���� �
� ��� �� ��
�� �	� ��� 	� ������ 
�� ��� 	�
Mars ����� 	�� ��� �� 	���� ��� 	�� �� ����� �	� ��� �

Jupiter ����� 	�� �	� �� ����� ��	 	�� 
� ����	 ��� ��� ��
Saturne ����� ��� �
� 	� ���
� ��	 
�	 �� ������ ��� �

 	�
Uranus ���
� 
�� 		� �� ����� ��
 
�� �
 ������ ��� ��� 	�
Neptune ����� ��� ��� �� ����� ��� �
� �� ����� ��� ��� 
�

Plan�ete h q p

Mercure ����� 
�� ��	 �� ����� 	�� 	�� 
� ����� 	�� ��
 ��
V�enus ����� �		 ��� �� ����	 ��� ��	 �� ����� ��� ��� 
�
Terre ����	 ��� ��� �� ����� ��� ��� �� ����� ��� ��� ��
Mars �����
 ��� 
�� �� ����� �
� ��� 	� ����� ��� ��
 ��
Jupiter ����� ��� 
�� �� ������ �	� 	�� �� ����� ��� ��� �

Saturne ����� ��� ��� �� ������ 
�
 ��� �� ����� ��� �
� 
�
Uranus ����� 	�
 ��� �� ����� ��� ��� �� ����	 ��	 ��� ��
Neptune ����	 	�� ��� �� ������ ��� ��	 �� ����� ��	 ��� 	�

nous avons calcul�e les di��erences �DE��� � �DE��� pour les variables k� h� q
et p des plan
etes int�erieures�

Nous avons regroup�e dans le tableau ����
� les coe�cients s�eculaires +�s
de ces di��erences �� � fk� h� q� pg�

Par exemple� dans le cas de la variable k de Mercure� nous avons obtenu  

kDE��� � kDE��� # �	��� ��� ��� ��

% �	��	 ����� sin ��� % �	
�� ����� cos ���

� �	�
� ����� sin�� � �	��� ����� cos��

% 	 	 	

� �	��	�� ����� T % 	 	 	

o
u T est compt�e en si
ecle depuis J����� �� # �Jupiter�
La comparaison des tableaux ����� et ���
�� montre que les modi�cations

des constantes d�int�egration peuvent expliquer les di��erences s�eculaires entre
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Tab� ���
 � Coe�cients s�eculaires des di��erences� pour les variables k�
h� q et p� entre une solution au premier ordre des masses calcul�ee avec les
constantes d�int�egration DE��� �tableau ������ et une solution au premier
ordre des masses calcul�ee avec les constantes d�int�egration DE��
 �tableau
�������� Les unit�es sont ������si�ecle�

Plan�ete +ks +hs +qs +ps

Mercure �����	 ���
	 ����� �����
V�enus ������ ���
� ����	 �����
Terre ������ ���	� ����� 	��
�
Mars ����	 ����� 	���� ���
�	

DE��� et DE��� pour les variables q et p de V�enus� la Terre et Mars� Pour
ce qui concerne Mercure� par contre� ces modi�cations de constantes d�int�e�
gration restent insu�santes�

Conclusion
Pour conclure cette analyse� r�esumons le cas de la variable k de Mercure�
Pour cette variable� nous avons trouv�e une di��erence s�eculaire entre DE��� et
DE��� de pente +�T # ��� ����� par si
ecle� La modi�cation de la masse du
syst
eme Terre�Lune n�explique que quelques ����� par si
ecle� La modi�cation
des constantes d�int�egration implique une contribution de �	��	 ����� par
si
ecle� Les ast�ero��des contribuent 
a la hauteur de �		�� ����� par si
ecle pour
le premier groupe et le second groupe ne peut expliquer plus que �	�� �����

par si
ecle� Le total de ces perturbations s�eculaires not�e +T est bien inf�erieur

a +�T � La �gure ����	� donne le rapport +�T
+T pour les variables k� h�
q et p pour Mercure ��echelle logarithmique�� Comme le montre cette �gure�
on ne peut expliquer plus de ��, des �ecarts entre DE��� et DE��� pour
Mercure par les hypoth
eses test�ees pr�ec�edemment�

Le cas des divergences s�eculaires entre DE��� et DE��� pour les variables
q et p de V�enus� la Terre et Mars se comprend quant 
a lui par l�in�uence des
modi�cations des constantes d�int�egration�

L�ajustement de VSOP���� 
a DE���� que nous avons e�ectu�e pour le
calcul des constantes d�int�egration de cette th�eorie analytique� n�a mis en
�evidence aucune divergence lin�eaire importante entre ces deux solutions pour
le mouvement des corps du syst
eme solaire� En revanche� la solution DE���
pr�esente� pour Mercure� une d�erive s�eculaire des variables k� h� q et p� as�
soci�ees �cf� �equation ���� 
a l�excentricit�e et 
a la longitude du p�erih�elie de
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Fig� ���	 � Contributions de la modi�cation des masses� des constantes d�in�
t�egration et des ast�ero��des aux termes s�eculaires des variables k� h� q et p de
Mercure�

l�orbite pour k et h� 
a la longitude du n*ud ascendant et 
a l�inclinaison du
plan de l�orbite pour q et p� Ces d�erives ne peuvent pas s�expliquer par les
di��erences de mod
ele entre DE��� ou DE��� que les auteurs de ces solutions
nous ont communiqu�ees� Il faut donc prescrire� en l�absence d�informations
compl�ementaires� l�utilisation de DE��� et non de DE��� pour le calcul des
�eph�em�erides de position des corps du syst
eme solaire�
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����� Solutions d�eriv�ees

Solutions en coordonn�ees cart�esiennes

A partir de la solution VSOP����� nous avons construit des solutions
en variables rectangulaires h�eliocentriques �VSOP����A� et barycentriques
�VSOP����B�� Ces solutions rectangulaires ont �et�e compar�ees 
a la solution
DE����

Pour la solution rectangulaire h�eliocentrique� les di��erences maximales
obtenues par comparaison 
a DE��� sont regroup�ees dans le tableau �������
Ces di��erences� exprim�ees en m
etres� sont compatibles avec les �ecarts obtenus
en variables elliptiques �cf tableau ������

Tab� ���� � Di��erences maximales entre les coordonn�ees rectangulaires X�
Y et Z des solutions VSOP����A et DE��� sur ������������ Les �ecarts sont
exprim�es en m�etres�

Plan�ete +X +Y +Z
Mercure �� 	� ��
V�enus ��	 ��� ��
Terre ��	 ��	 ��	
Mars � 	�� � �
� ���
Jupiter � 

� � ��� � ���
Saturne �� 	�� �� ��� � �	�
Uranus �� �
� 

 �	� �	 �
	
Neptune �� ��� 	� ��	 �� �	

BTL �	� ��
 ��	

On notera l�absence de Pluton dans le tableau ������� Cela tient au fait
que la solution analytique utilis�ee pour cette plan
ete a pour vocation une
prise en compte des e�et perturbatifs qu�elle induit sur les plan
etes g�eantes
et dans le calcul de la position du barycentre du syst
eme solaire et non une
�eph�em�eride de position pr�ecise de Pluton�

La solution barycentrique rectangulaire VSOP����B est simplement ob�
tenue en calculant la position du barycentre du syst
eme solaire B 
a l�aide de
VSOP����A� d�apr
es la formule classique  X

i

Mi
���
BPi # �� ����
�

la sommation �etant �etendue aux corps Pi consid�er�es dans ce travail �Mercure�
V�enus� Barycentre Terre�Lune� Mars� Jupiter� Saturne� Uranus� Neptune et
Pluton�� Mi d�esignant les masses plan�etaires�
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La comparaison 
a DE��� e�ectu�ee sur les solutions rectangulaires ba�
rycentriques VSOP����B nous a conduit 
a constater que les Soleils bary�
centriques de VSOP����B et de DE��� di��eraient de plusieurs centaines
de m
etres ��gure ���
�� ce qui n�est pas compatible avec la pr�ecision de la
solution h�eliocentrique VSOP�����
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-50.0
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Fig� ���
 � Di��erences entre VSOP����B et DE��� pour les coordonn�ees
rectangulaires barycentriques X� Y et Z du Soleil� Le calcul de la position du
barycentre du syst�eme solaire a �et�e �e�ectu�e �a l�aide des masses IERS �����
Les di��erences sont donn�ees en m�etres�

Ces �ecarts importants proviennent principalement de deux di��erences
dans le calcul de la position du barycentre du syst
eme solaire de DE���
et de VSOP���� �eq� ���
�  la prise en compte des ast�ero��des ainsi que les
di��erences entre les masses IERS ���� � et les masses de DE��� �tableau
������

Le probl
eme des ast�ero��des est r�esolu en introduisant dans la formule
����
� les perturbations au premier ordre des masses des cinq ast�ero��des consi�
d�er�es dans le cadre de ce travail� c�est�
a�dire Vesta� Iris� Bamberga� C�er
es et
Pallas�

Pour ce qui concerne les di��erences de masses� nous avons entrepris la
construction� 
a partir de la solution rectangulaire h�eliocentrique VSOP����A�
d�une solution barycentrique utilisant le jeu de masses de DE����

�� utilis	ees pour construire VSOP����
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Tab� ���� � Di��erences absolue j+M j entre les masses IERS ���� et les
masses de DE���� Les valeurs des masses donn�ees sont divis�ees par la masse
du Soleil�

Plan�ete MDE��� M IERS ���� j+M j
Saturne ����������	 ����� ���������
� ����� ��	�� ������

Uranus ���		������ ����� ���		���		� ����� 
�	�	 ������

Pluton 
���	���
�� ����� 
���
��
��
 ����� ����	 ������

Comme le montre la �gure ������� 
a comparer 
a la �gure ����
�� cette
d�emarche nous ram
ene 
a un Soleil plus proche de DE���� ce qui nous permet
de nous assurer que les di��erences entre le Soleil barycentrique de DE��� et
de VSOP����B proviennent bien de cette modi�cation de masses�
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Fig� ���� � Di��erences entre VSOP����B et DE��� pour les coordonn�ees
rectangulaires barycentriques X� Y et Z du Soleil� Le calcul de la position du
barycentre du syst�eme solaire a �et�e �e�ectu�e �a l�aide des masses de DE����
Les di��erences sont donn�ees en m�etres�

Il faut cependant garder pr�esent 
a l�esprit que la solution en coordon�
n�ees rectangulaires barycentriques VSOP����B� issue de VSOP����� doit
�etre construite 
a l�aide du m�eme jeu de masses �IERS ������ Cette solution
pr�esente donc pour le Soleil des �ecarts de quelques centaines de m
etres avec
DE���� Ces �ecarts se propagent 
a l�ensemble des plan
etes puisque le vecteur
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barycentrique d�un corps est obtenu par addition 
a son vecteur h�eliocentrique
du vecteur Barycentre�Soleil�

Cependant� en ce qui concerne la vitesse barycentrique de la Terre� d�e�
duite de la solution VSOP����B par d�erivation des s�eries analytiques� la
pr�ecision obtenue par comparaison 
a DE��� est tout 
a fait compatible avec
les exigences de la mission spatiale d�astrom�etrie GAIA �Mig���� �GMPF�����
Comme le montre la �gure ������� les di��erences maximales entre VSOP����B
et DE��� sont inf�erieures 
a deux dixi
emes de millim
etres par seconde sur
l�intervalle de temps ������������ ce qui reste bien inf�erieur 
a l�exigence de
�	�mm	s�� requise par GAIA�

1980.0 2000.0 2020.0
0.00

0.10

0.20

dV (mm/s)

Fig� ���� � Di��erences entre VSOP����B et DE��� pour la vitesse barycen�
trique de la Terre� L�unit�e est le mm
s�

Solutions en Temps Coordonn�ee Barycentrique

Les recommandations de l�UAI �voir annexe �� stipulent que les �eph�e�
m�erides de position des corps du syst
eme solaire doivent �etre exprim�ees en
TCB� Or� l�argument �temps� utilis�e dans la th�eorie VSOP���� est� puisque
les constantes d�int�egration de cette th�eorie ont �et�e obtenues par ajustement

a DE���� le m�eme que celui utilis�e dans cette solution num�erique� 
a savoir
le temps dynamique barycentrique �TDB�� Nous pr�esentons ici les solutions
rectangulaires VSOP����C et D� respectivement h�eliocentrique et barycen�
trique� exprim�ees en Temps coordonn�ee barycentrique�

L��echelle de temps TDB est 
a cheval entre le temps coordonn�ee bary�
centrique �TCB� et le temps terrestre �TT� 	� En e�et� TDB et TT sont les

�� not	e aussi TDT
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�echelles de temps qui ont �et�e introduites en ��
	 sur recommandations de
l�UAI� avec la contrainte de ne di��erer que de termes p�eriodiques� TT est
quant 
a lui la forme id�eale du TAI 
� par d�e�nition� et il est reli�e 
a celui�ci
par d�ecalage de l�origine � �SF���� �GS���� Les �echelles de temps TT� TDB
et TCB ont �et�e synchronis�ees en ��

� le �er janvier 
a ��h��m��s TAI exac�
tement �jour julien �������	�� et leur lecture �etaient alors  ��

� janvier�
�d	����
�� �jour julien �������	����
����

Par recommandation de l�UAI �IAU���� l��ev�enement J������ est d�e�ni au
g�eocentre 
a la date �er Janvier ���� ��� TT �TT # �������	��� L�introduction
du TCB dans VSOP���� pose la question de l��epoque de r�ef�erence que nous
devons utiliser pour la solution� Aucune recommandation n�est donn�ee sur
l��epoque initiale 
a utiliser dans les �eph�em�erides de position des corps du
syst
eme solaire et libre choix nous est laiss�e entre trois solutions raisonnables�

a savoir  

� ��

� Janvier� �d	����
�� TT� c�est�
a�dire l��epoque de synchronisation
des �echelles TT� TDB et TCB�

� J�����TCB�� c�est�
a�dire l��ev�enement TCB # �������	� au g�eocentre�

� J�����TDB� ��epoque de r�ef�erence de la solution VSOP������ c�est�
a�
dire l��ev�enement TDB # �������	� au g�eocentre� avec la convention
de synchronisation explicit�ee auparavant�

L��echelle de temps TCB a une marche plus �rapide� que l��echelle TDB�
Cela signi�e que l��ev�enement TCB # �������	� au g�eocentre �J�����TCB��
pr�ec
ede l��ev�enement TDB # �������	� au g�eocentre �J�����TDB�� �cf� ��
gure ������ A J�����TCB�� l��echelle de temps TAI indique exactement TAI #
�������	�����
� au g�eocentre� ce qui correspond 
a un d�ecalage de ��	�����
secondes �SI� entre les deux �ev�enements �J���� TCB� et J�����TAI� ��

L��epoque J�����TDB� correspond� si on n�eglige les di��erences p�eriodiques
entre TDT et TDB 
a l��ev�enement TAI # �������	���	�
� au g�eocentre�
A cet �ev�enement pr�ecis� TAI # �������	���	�
� au g�eocentre� correspond
l��ev�enement TCB # �������	������� au g�eocentre�

Le tableau ������ r�esume ce qui vient d��etre dit sur les di��erentes �epoques
J�����

�� TAI est la forme r	ealis	ee du TT
�� TT � TAI � ��s���� �a l�origine en �����
��� Calcul e
ectu	e dans le cas o�u on n	eglige les di
	erences p	eriodiques entre les 	echelles

TDB et TT� Si on soustrait les ������ secondes 
SI� historiques entre les 	echelles TAI et
TDB� cela nous donne un d	ecalage de �������� secondes 
SI� entre les deux 	ev	enements
J����
TCB� et J����
TDB��
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Tab� ���� � Tableau donnant� pour les �ev�enements �er janvier �a ��h��m��s

TAI �not�ee ��		�TAI��� J�����TAI�� J�����TDB� et J�����TCB� les lec�
tures de TAI� TDB et TCB au g�eocentre dont on n�eglige les di��erences de
marche p�eriodiques�

Echelle TAI TDB TCB

���� �TAI� � ��� ����	





 � ��� ����	

���	 � �������	

���	
J�


�TAI� � �	� 	�	�






 � �	� 	�	�


���	 � �	�	�	�


	
��
J�


�TDB� ��	� 	���������	 � �	� 	�	�






 � �	�	�	�


��
�
J�


�TCB� ��	� 	���������� � �	� 	���������� � �	�	�	�








Par construction� l��epoque origine de VSOP���� est J�����TDB� �les
constantes d�int�egration ayant �et�e ajust�ee 
a DE����� Nous avons choisi�
pour la solution d�eriv�ee exprim�ee en TCB� d�adopter pour �epoque origine
J�����TDB� de sortes que seules de l�eg
eres modi�cations des constantes
d�int�egration a�ectant les moyens mouvements moyens et les masses soient

a consid�erer�

L�utilisation pratique d�une solution VSOP���� exprim�ee en TCB consis�
tera donc� pour une date donn�ee en TCB 
a substituer dans la solution la
quantit�e TCB � �������	������ avec la convention suivante  

TCB # �������	�������� 
 ��epoque#J�����TDB��

En g�en�eral� la date d�une observation est exprim�ee en TAI� A�n de comparer
cette observation 
a VSOP����� on utilisera le lien analytique entre les �echelles
de temps TCB et TCG ou bien� si on peut n�egliger les di��erences p�eriodiques
entre TT et TDB� on appliquera les formules simples suivantes  

� NTAI#nombre de secondes du Syst
eme International �SI� entre J����
�TDB� et la date #lecture de TAI 
a la date � �����������	�
� en
secondes �SI�!

� NTCB#nombre de secondes �SI� correspondant sur l��echelle TCB #
NTAI � �
�� � LB�!

� Valeur 
a entrer dans VSOP���� # � ��� ���	������� % NTCB exprim�e
en jour juliens�

Pour ce qui concerne la substitution de TCB 
a TDB dans VSOP�����
�ecrivons sans perdre de g�en�eralit�e une des variables rectangulaires d�une pla�
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Fig� ���� � Lecture des �echelles TCB� TDB� TT et TAI au g�eocentre en
fonction de l��epoque� L�axe des absisses indique l��epoque d�un �ev�enement et
l�indication de l��echelle en en TAI pour cet �ev�enement� Les d�erives entre les
di��erentes �echelles ont �et�e fortement exag�er�ees par soucis de clart�e�

n
ete sous la forme analytique ��  

X��T � # �T � T��� �a� sin �
P

k c�k �Nk�T � T�� % ��k��
%b� cos �

P
k c�k �Nk�T � T�� % ��k���

������

��� Les solutions analytiques VSOP����A ou B se pr	esente comme combinaison lin	eaire
de tels termes�
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o
u T #TDB� T�#J�����TDB�� Nk sont les moyens mouvements en longitudes
moyennes et les coe�cients �T �T���a� et �T �T���b� sont homog
enes 
a des
longueurs�

D�apr
es �FFKA�	� et �Hel�	�� les transformations suivantes permettent de
substituer TCB �not�e t� 
a TDB �not�e T � dans les �equations du mouvement�
en notant t� #J�����TDB� dans l��echelle TCB # � ��� ���	�������  

t� t� #
�

�� LB

�T � T��

�a� #
�

�

�� LB

����
a�

�b� #
�

�

�� LB

����
b� ������

�Nk # �� � LB�Nkd�GM� #
�

�� LB

GM

o
u LB est une constante d�ependant des valeurs de LC et W�� respectivement
constante de proportionnalit�e entre les �echelles de temps TCB et TCG ��

et valeur du potentiel au niveau du g�eo��de �Fuk���� La valeur actuellement
estim�ee de LB est d�euite de la valeur de W��Bur���  

W� # 	�	�	��		�� � �	���	m�
s��

et vaut  
LB # �	������
�� � ���
 � �� ����		

Dans ces transformations� les quantit�es avec un chapeau sont associ�ees

a BRS avec l��echelle de temps TCB� et celles sans chapeau 
a BRS muni de
TDB�

Ces transformations ������ sont �equivalentes 
a un changement conforme
de la m�etrique g du syst
eme �c TDB� x�� x�� x�� au syst
eme �c TCB� �x�� �x�� �x���
de la forme  

�g # e�g ������

avec � # � ln
�

�
��LB

�
� De ce fait� les angles sont conserv�es par la transforma�

tion�
Les moyens mouvements en longitudes moyennes du tableau ����� ainsi

que les masses du tableau ����� doivent �etre recalcul�es conform�ement aux
formules ������� Le tableau ������ regroupe les valeurs des constantes d�int�e�
gration dans le syst
eme BRS �muni de TCB��

��� C�est��a�dire que TCB�TCG� LC� TCB� � � ��
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Tab� ���� � Constantes d�int�egration des solutions VSOP����C et D issues
de la comparaison �a DE���� Ces constantes sont exprim�ees dans le syst�eme
BRS muni de TCB� Les unit�es sont le rad
an pour N et le rad pour ���

Plan�ete N �� k

Mercure �	���
���
�	��	� �����	��	���� ����		�	��
	

V�enus ���������������� ���
	�������� �������������

Terre 	�����
�
������ ��
���	���	�	 �����
������


Mars �����	�����
��� 	�������		��� �����	����
�

Jupiter ����	���	����� ������	����� ���	��������

Saturne ��������
	���� ��
���	����	 ������	��	���

Uranus ��
�
��		�	��� �������
��

� �������������

Neptune ���������

��	 ������������� ������������

Plan�ete h q p

Mercure ����
������
 ����	��	���� ����	�������

V�enus �����		����� ���	�������� ������������

Terre ���	�������� ������������ ������������

Mars ����
���
��	
 �����
������ ���������
��

Jupiter �������	��
� ������	������ �����������	

Saturne ����������	� �����
�
����	 ������������

Uranus ����	�����	� ��������
��� ���	��	�����

Neptune ���		������
 ����������	
	 ������	�����

Le tableau ������ reprend les caract�eristiques des solutions analytiques
d�evelopp�ees au cours de cette th
ese� Outre les variables de la solution �ellip�
tiques ou rectangulaires�� le plan de r�ef�erence� le centre du rep
ere de chaque
solution� ce tableau donne l��echelle de temps de la solution et le tableau de
constantes de la solution� Le vecteur h�eliocentrique ou barycentrique de la
Terre est obtenu sur la base de la solution VSOP���� pour le barycentre
Terre�Lune et 
a l�aide du vecteur Terre�Lune de la th�eorie ELP�����CTC���
gr�ace 
a la formule  

�����
BTL	T #

��
� % �

��
TL	

Nous avons utilis�e pour ce faire la valeur suivante du rapport de la masse de
la Terre 
a la masse de la Lune�SNWF���  

� # �	����������



���� LA SOLUTION VSOP���� ��

Un point dans une colonne indique que la solution est disponible pour le
corps concern�e� Rappelons que la solution pour Pluton ne contient que les
perturbations au premier ordre des masses calcul�ees par J��L� Simon �Sim���

Tab� ���� � Solutions VSOP����� BSS
Barycentre du syst�eme solaire�
BTL
Barycentre Terre�Lune� ec
�ecliptique� ell
variables elliptiques a� ��
k� h� q et p� X� Y� Z 
variables rectangulaires�

Solution VSOP���� VSOP����A VSOP����B VSOP����C VSOP����D

Mercure � � � � �

V�enus � � � � �

Terre � � � �

Mars � � � � �

Jupiter � � � � �

Saturne � � � � �

Uranus � � � � �

Neptune � � � � �

Pluton � � � � �

BTL � � � � �

Soleil � �

Variables ell X�Y�Z X�Y�Z X�Y�Z X�Y�Z

Plan de ref� ec� J���� ec� J���� ec� J���� ec� J���� ec� J����

Centre Soleil Soleil BSS Soleil BSS

Echelle de temps TDB TDB TDB TCB TCB

Tableau de cste� ��
 ��
 ��
 ���� ����



�	 CHAPITRE �� COORDONN�EES RECTANGULAIRES

Chapitre �

Int�egration du mouvement des

plan�etes en coordonn�ees

rectangulaires

��� Pr�esentation

En m�ecanique newtonienne� le probl
eme des N corps en interaction mu�
tuelle n�admet pas de solution explicite pour N � �� L�approche relativiste
du probl
eme complique encore un peu plus les choses puisque l�on ne conna��t
pas de solutions explicites des �equations du champ et par cons�equent des
�equations du mouvement des corps� m�eme pour N#��

Apr
es la publication de la th�eorie de la relativit�e g�en�erale � Einstein� Infeld
et Ho�man d�evelopp
erent une m�ethode o
u les �equations du champ ������
sont r�esolues dans le cas ext�erieur et o
u les masses sont consid�er�ees comme
des singularit�es �EIH�	�� Ce sont les �equations �EIH� dont nous souhaitons
obtenir une solution analytique ��

Pour obtenir ces �equations� il faut se placer loin de la source et consid�erer
des vitesses faibles devant la c�el�erit�e c de la lumi
ere dans le vide� Ainsi le
probl
eme des N corps dans le syst
eme solaire est caract�eris�e par trois aspects
simpli�cateurs �approximation PPN� �Bru��a�  

�� Les mouvements sont lents  v� c�
�� Le champ de gravitation 
a l�int�erieur et 
a l�ext�erieur des corps est

faible  U � c�� U �etant le potentiel newtonien ce qui exclut l�application de
ces m�ethodes aux pulsars binaires par exemple�

�� Les corps sont consid�er�es comme quasi�ponctuels� c�est�
a�dire que nous

�� Fock s�est servi du tenseur 	energie�impulsion des corps non ponctuels pour d	eriver
les 	equations du mouvement �Foc����
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avons  L� R o
u L d�esigne la taille caract�eristique du corps et R la distance
caract�eristique entre deux corps�

Sous ces hypoth
eses� v�eri��ees dans le syst
eme solaire � les solutions des
�equations �EIH� d�ecrivent� via la m�etrique obtenue� 
a la fois le syst
eme de
coordonn�ees utilis�e et la dynamique des N corps dans ce syst
eme de coor�
donn�ees� L�argument temps utilis�e dans ces �equations de la dynamique des
corps est le temps coordonn�ee barycentrique �TCB�� Cela rend ces �equations
particuli
erement int�eressantes pour la probl�ematique de cette th
ese� En ef�
fet� la construction d�une solution des �equations de Lagrange expos�ee dans le
chapitre pr�ec�edent� constitue une �etape indispensable 
a l�obtention de liens
analytiques entre les syst
emes de r�ef�erence relativistes� mais le r�esultat ob�
tenu ne constitue un point de d�epart satisfaisant 
a l�obtention de ces liens
analytiques que dans la mesure o
u  

� les perturbations relativistes y sont incluses 
a un niveau su�sant de
pr�ecision!

� la solution est exprim�ee en TCB!

� les constantes physiques du probl
eme �masses� constantes d�int�egra�
tion� sont exprim�ees dans le syst
eme de r�ef�erence barycentrique �BRS�
avec pour �echelle de temps TCB� tel qu�il est d�ecrit dans les recom�
mandations de l�UAI�

En ayant inclus dans VSOP���� les perturbations relativistes du pro�
bl
eme de Schwarzschild et en ayant transform�e ces solutions pour les exprimer
en TCB� nous r�epondons 
a ces exigences� Cependant� les �equations �EIH��
qui incluent les perturbations relativistes entre plan
etes et qui sont expri�
m�ees dans le syst
eme �BRS�� o�rent d�embl�ee une mod�elisation du probl
eme
coh�erente et compl
ete�

Nous examinerons donc dans ce chapitre une m�ethode de r�esolution de
ces �equations et les di�cult�es nouvelles que cette m�ethode soul
eve� Rappe�
lons tout d�abord le moyen d�obtenir les �equations �EIH� dans le cadre du
probl
eme des N corps soumis aux conditions ��� �� et �� d�ecrites pr�ec�edem�
ment�

��� Lagrangien du probl�eme des N corps

On peut montrer que la perte d��energie d�un syst
eme de masse grave
par rayonnement d�ondes de gravitation n�appara��t qu�au cinqui
eme ordre en
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�
c� Aux quatre premi
eres approximations� le syst
eme est conservatif si bien
qu�on peut le d�ecrire au moyen d�une fonction de Lagrange ��

Pour d�eterminer cette fonction de Lagrange dans le cas du syst
eme solaire�
nous utilisons le fait que les champs gravitationnels en jeu sont faibles� de
m�eme que les vitesses coordonn�ees des corps de composantes vji � De plus� les
corps sont suppos�es ponctuels ��

Supposons le champ de gravitation cr�e�e par un syst
eme de particules
donn�e� La fonction de Lagrange d�une particule a� de masse grave Mi� n�ap�
partenant pas au syst
eme s��ecrit  

La # �Mac
ds

dt
# �Mac

�

�
g�� % �g�k

vka
c

% gjk
vja
c

vka
c

	 �
�

�����

o
u vka # dxka
dt� x
k
a d�esignant la position de la particule a�

Approximation post�newtonienne

Pour des applications au syst
eme solaire� on utilise l�approximation des
champs faibles et des vitesses faibles� Dans cette optique� on lin�earise les
�equations d�Einstein autour de la m�etrique de Minkowski en puissance d�un
petit param
etre� typiquement �v
c�� o
u v est la vitesse orbitale du corps
consid�er�e �� On �ecrit donc formellement  

g�� # ��� % h��

# � % h
���
�� % h

���
�� % h

���
�� % 	 	 	

g�i # ��i % h�i

# h
���
�i % 	 	 	

gij # �ij % hij

# ��ij % h
���
ij % 	 	 	

o
u h
�k�
�� est de l�ordre �
ck� La parit�e est �x�ee par la condition que la m�e�

trique soit invariante par renversement du temps et les ordres sont justi��es
a posteriori�

�� Ce n�est pas le cas pour un champ 	electromagn	etique pour lequel la fonction de
Lagrange n�est donn	ee qu�aux termes du troisi�eme ordre pr�es�

�� C�est��a�dire� rappelons�le� que nous nous pla�cons �a des distances R grandes par rap�
port �a la taille caract	eristique L des corps et petites par rapport �a la longueur d�onde �
des ondes de gravitation 	emises par le syst�eme�

�� Par la loi de Newton� si M est la masse du Soleil et r la distance au corps� GM�r et
v� sont du m�eme ordre�
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On constate alors en calculant les expressions des symboles de Christo�el
et du tenseur de Ricci que ce dernier se simpli�e beaucoup si on utilise un
syst
eme de coordonn�ees tel que  

��
�p�gg��� # � 
 g��'�

�� # � �����

De tels syst
emes de coordonn�ees sont dits harmoniques�
Ensuite� on d�eveloppe le tenseur �energie�impulsion d�ecrivant la source du

champ de gravitation selon  

T �� # T ����� % T ����� % 	 	 	 � T �i # T ����i % 	 	 	 � T ij # T ���ij % 	 	 	

et on r�esout les �equations du champ ordre par ordre� L�int�egration au premier
ordre est relativement imm�ediate � et donne  

h
���
�� # ��� avec � # �G R d�x�T �������x��t�

j�x��x�j

h
���
�i # �i avec �i # �G R d�x�T ����i��x��t�

j�x��x�j

h
���
ij # ���ij�

h
���
�� # ���� % �

�����

les int�egrales �etant prises sur toute l��etendue des sources �Soleil et plan
etes�!
�x��x� est la distance spatiale �harmonique� entre la plan
ete et un point cou�
rant de la source! � n�est autre que le potentiel newtonien et l�expression
explicite du potentiel additionnel � importe peu� En�n� la condition d�har�
monicit�e ����� s�exprime par ���
�t% �r	�� # � et est �equivalente 
a la condi�
tion de conservation du tenseur �energie�impulsionr�T

��� Une derni
ere �etape
consiste 
a utiliser le fait que la distance spatiale entre les corps est grande
vis�
a�vis de leur taille caract�eristique� Dans ce cas on peut d�evelopper dans
les expressions de �� � �et �� j�x� �x�j selon j�x� �x�j�� # �
r % ��x	�x�� 
r� % 	 	 	

Dans le cas o
u �x est la distance de la plan
ete au centre de masse des
sources du champ� on montre �Wei
�� que le r�ole de � est seulement de
remplacer� dans l�expression de �� M ��� par M # M ��� % M ��� �avec M �i� �R
d�xT �i���� o
u seul importe le fait que M est la masse totale cr�eant le champ�

Dans le cas du syst
eme solaire� on applique cette technique dans un sys�
t
eme de coordonn�ees rectangulaires barycentriques harmoniques� avec pour
mod
ele de distribution d��energie�impulsion un courant de particules � et on
trouve les corrections jusqu�au quatri
eme ordre inclus en �
c 
a la m�etrique de

�� On se retrouve en e
et en pr	esence d�	equations de propagation�
�� Le tenseur 	energie impulsion d�un tel syst�eme physique est donn	e par c�T�� � �u�u�

o�u � est la densit	e de masse au repos et u� les composantes de la quadri�vitesse des
particules�
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Minkowski ��� # �� �ij # ��ij� ��i # �� donnant la m�etrique barycentrique
en coordonn�ees rectangulaires harmoniques g�� # ��� % h�� �Bru��a�  �����������������

h���t�x� # ��
P

i
GMi

ric�
% �

�P
i
GMi

ric�

��
% �

P
i
GMi

ric�
P

j ��i
GMj

rijc�

��c��
P

i
GMi

ric�
v�i � c��

P
i
GMi

ric�

�
v�i � ri -vi � �

r�
i

�rivi�
�
�

h�k�t�x� # �c��
P

i
GMi

ric�

�
vki
�

hjk�t�x� # �
P

i
GMi

ric�
�jk

�����
les sommations �etant �etendues 
a tous les corps du syst
eme solaire� Dans cette
expression� ri # x � xi� xi est le vecteur position barycentrique du corps i�
ri # jrij� rij # xi � xj et vi # dxi
dt�

D�eveloppant le radical de ����� et n�egligeant la constante non essentielle
�Mic

�� il vient  

Li #
Miv

�
i

�c�
%
Miv

�
i

�c�
�Mic

�

�
h��
c�

% h�j
vji
c

%
�

�c�
hjkv

j
iv

k
i �

h���
�

%
h��
�c�

v�i

	
�����

Les valeurs des h�� sont prises ici au point ri� Ce faisant� il est 
a noter qu�il
faut omettre dans l�expression ci�dessus les termes devenant in�nis� Cette
proc�edure correspond 
a une renormalisation de la masse de la particule i qui
a pour r�esultat qu�elle prend sa valeur r�eelle� tenant compte du champ cr�e�e
par la particule m�eme�

Rempla&cons dans ����� les h�� par les valeurs des coe�cients de la m�e�
trique barycentrique en coordonn�ees rectangulaires ������ On obtient  

L #
X
i

Miv
�
i

�
%
X
i

X
j ��i

�GMiMjv
�
i

�c�rij
%
X
i

Miv
�
i

�c�
%
X
i

X
j ��i

GMiMj

�rij
���	�

�X
i

X
j ��i

GMiMj

�c�rij
�
�vi	vi� % �vi	nij��vj	nij���

X
i

X
j ��i

X
k ��i

G�MiMjMk

�c�rijrik

o
u nij est le vecteur unitaire dirig�e du corps i vers le corps j�

����� Equations du mouvement�

Les �equations d�Euler Lagrange obtenues 
a partir du Lagrangien ���	��
c�est�
a�dire les �equations barycentriques du mouvement g�eod�esique 	 s��ecrivent  

d

dt

�L

�v
#
�L

�r
�����

�� La notion de g	eod	esique introduite au premier chapitre est fondamentale en ce sens
que les particules plong	ees dans un champ de gravitation et n�interagissant pas avec celui�
ci� appel	ees point mat	eriel ou particule test selon les auteurs� suivent ces courbes particu�
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En coordonn�ees rectangulaires� sous forme d��equations du mouvement
perturb�e et si on pose rij # xi � xj� rij # jrijj et -� � # d� �
dt� on
trouve�Bru��a�  

�xi # �X
j ��i

GMj

r�ij
rij %

X
j ��i

GMj

c�
�Aijrij % Bij -rij� �����

les expressions de Aij et de Bij �etant  �����������
Aij #

�x�i
r�ij
� �

�r�ij
r�ij

% �
�r�ij

�rij -xj�
� % G ��Mi % �Mj �

�
r�ij

%
P

k ��i�j GMk

�
�

r�
ij
rik

% �
r�
ij
rjk

% �
rijr

�
jk

� 	
�

�
rikr

�
jk

� �
�

�
r�
jk
r�
ij

�rijrik�
�

Bij # �
r�
ij

��rij -rij % rij -xj�

A partir des �equations barycentriques� on construit sans di�cult�es les
�equations h�eliocentriques en rempla&cant dans ����� les vecteurs de position
barycentrique xi des plan
etes par les vecteurs h�eliocentriques Ri # xi � x��
l�indice � se rapportant 
a des quantit�es li�ees au soleil�

�Ri # �G�M� % Mi�
-Ri

R�
i

%
X
j ��i

GMj

�
Rj �Ri

r�ij
� Rj

R�
j

	
������

li�eres qui extr	emisent l�action 
����� �Lic��� �

La trajectoire spatio�temporelle de tout point mat	eriel dans un champ
de gravitation ext	erieur donn	e est une g	eod	esique du ds� ext	erieur� orient	ee
dans le temps�

Cette loi r	esulte des 	equations du champ� En e
et� dans le cas d�un  ux de particules
test sans interaction� T�� � �u�u�� u� 	etant les composantes de la quadri�vitesse de la
particule� et le cas ext	erieur des 	equations du champ s�	ecrit � R�� � �� Ceci implique�

r�R
�� � ��r�T

�� � �

puisque� par d	e�nition de la connexion riemannienne� r�g
�� � ��

Compte tenu que la conservation de l�impulsion exprim	ee sous forme covariante est
r�

�
�u�

�
� �� on a u�r�u

� � �� Or

Du�

ds
� r�u

�dx
�

ds
� r�u

�u� � � �

donc �

Du�

ds
�

d�x�

ds�
� !���

dx�

ds

dx�

ds
� � 
����

qui� d�apr�es 
����� est l�	equation d�une g	eod	esique�
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%
�
GM�

c�
Ai� %

GMi

c�
A�i

�
Ri %

�
GM�

c�
Bi� %

GMi

c�
B�i

�
-Ri

%
X
j ��i

GMj

c�

h
Aij �Ri �Rj� % A�jRj % Bij

�
-Ri � -Rj

�
% B�j

-Rj

i

��� M�ethode envisag�ee�

����� Notations

Nous noterons ZZ l�ensemble des entiers relatifs� IR la droite num�erique
et lC l�ensemble des nombres complexes� Pour z � lC� nous noterons respecti�
vement .z et jzj le complexe conjugu�e de z et sa norme� IRn et lCn seront tous
deux munis de la norme euclidienne que nous d�esignerons par la notation j	j�

Soit m un entier strictement positif� Etant donn�es m r�eels �n�� n�� 	 	 	 � nm��
nous noterons pour tout m�uplet �k�� k�� 	 	 	 � km� de ZZm  

k	n # k�n� % k�n� % 	 	 	% kmnm ������

Nous supposerons �x�es � N�uplets de r�eels n # �n�� n�� 	 	 	 � nN� et
� # ���� ��� 	 	 	 � �N�� Soit �max� un entier positif� Etant donn�ee� pour tout
entier � � ��� �max�� une partie �nie I� d��el�ements de ZZN � nous consid�ere�
rons les fonctions S de la forme  

S  IR � lC ������

t ��
�maxX
���

X
ki�I�

t� ��A�i sin �ki	nt% ki	�� % B�i cos �ki	nt% ki	����

o
u pour tout � � ��� �max�� �A�i� B�i� � lC��
Nous noterons FP�max�t� l�espace vectoriel des s�eries de Fourier�Poisson S

de la forme ������ en la variable t� de degr�e inf�erieur ou �egal 
a �max� FP�max�t�
se d�ecompose en trois sous�espaces� ce que nous �ecrirons formellement  

FP�max�t� # lC�max�t� % F �t� % P�max�t�

o
u lC�max �t� est l�espace des polyn�omes en t de degr�e inf�erieur ou �egal 
a �max 
a
coe�cients complexes�F �t� l�espace des fonctions purement trigonom�etriques
et P�max�t� l�espace des fonctions mixtes� Nous supposerons que dans cette
d�ecomposition� le terme constant d�une s�erie S � FP�max�t� est inclus dans
la composante polynomiale de S �et non dans F �t���

Nous munirons Mn�IR�� alg
ebre des matrices carr�ees d�ordre n 
a coe��
cients r�eels �ou aussi bien Mn�lC�� de la norme suivante� Pour un �el�ement



���� M�ETHODE ENVISAG�EE� ��

de Mn�IR�� notons M sa matrice associ�ee dans une base B et mij son terme
g�en�eral�

On pose alors  

jjujj # jjM jj #
X

��i�j�n

jmijj

Cette norme v�eri�e les propri�et�es suivantes� Soient u et v deux endomor�
phismes� M et M � leur matrice associ�ee et x un �el�ement de IRn ou lCn� On
a  �

jju o vjj # jjM	M �jj � jjM jjjjM �jj
jjM	xjj � jjM jjjjxjj

Nous appellerons Id l��el�ement neutre de Mn�IR� �ou de Mn�lC���
On rappelle que l�application exponentielle v�eri�e pour A et B �el�ements

de Mn�IR� �ou de Mn�lC�� tels que M # max�kAk� kBk�  

k exp �A�� exp �B�k � eMkA�Bk
Il su�t en e�et de remarquer que An�Bn # An���A�B�%An���A�B�B%
	 	 	% �A�B�Bn�� si bien que nous avons  

kAn �Bnk � nkA�BkMn��

����� Orbites interm�ediaires�

En variables elliptiques� les �equations de Lagrange rendent compte de
l��evolution temporelle des �el�ements osculateurs d�une orbite� La solution du
probl
eme des deux corps en gravitation newtonienne �etant une ellipse k�e�
pl�erienne� ce choix de variables pour r�esoudre le probl
eme des N corps est
judicieux puisque les �equations de Lagrange sont justement les �equations
d��evolution de l�ellipse osculatrice 
a la trajectoire et on est en droit de penser
que cette �evolution ne sera pas trop rapide si la fonction perturbatrice est de
magnitude faible �ce qui est le cas dans le syst
eme solaire �� Ce fait donne
aux �equations de Lagrange le statut privil�egi�e d��equations de perturbations
au voisinage d�une orbite elliptique�

En th�eorie relativiste de la gravitation� nous avons vu que les �equations
du mouvement s��ecrivent en coordonn�ees rectangulaires sous la forme �������
Cette forme contient� outre les perturbations newtoniennes contenues dans
les �equations de Lagrange � les perturbations relativistes directes et les per�
turbations relativistes mutuelles entre plan
etes�

Pour construire une solution plan�etaire 
a partir de ces �equations� nous
pouvons envisager de convertir ������ en coordonn�ees elliptiques puis de d�e�
gager du r�esultat un syst
eme analogue au syst
eme ����� que nous pourrons
int�egrer en utilisant les m�ethodes expos�ees dans le pr�ec�edent chapitre�
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Cette m�ethode� tr
es co�uteuse en calculs� n�a pas �et�e envisag�ee dans le
cadre de cette th
ese� Cependant� l�int�egration du syst
eme ������ par une
m�ethode it�erative ne peut pas �etre imm�ediate puisque� ce syst
eme n��etant
pas un syst
eme d��equations aux variations� la convergence de la m�ethode
sera tr
es lente� voire impossible�

A�n de transformer le syst
eme ������ en un syst
eme d��equations aux
variations� nous proc�edons comme suit� Pour une plan
ete donn�ee� d�ecrivant
une orbite �x� y� z� # �x�t�� y�t�� z�t�� solution du syst
eme ������� d�e�nissons
les variables sans dimension p complexe et w r�eelle par les relations  

�
x % iy # a��� p�ei�

z # aw
������

o
u � # nt% �� n �etant le moyen mouvement moyen de l�orbite�
La variable p repr�esente l��ecart entre une trajectoire solution de ������

projet�ee dans le plan �z � �� et l�orbite circulaire k�epl�erienne de demi�grand
axe a �parcourue donc avec un moyen mouvement n d�eduit de la troisi
eme
loi de Kepler� contenue dans ce m�eme plan�

E�ectuons le changement de variables ������ dans ������� Pour cela� �ecri�
vons les �equations du mouvement en variables rectangulaires ������� sous la
forme simpli��ee  �����

�x % G�M� % M� x
r�

# PX

�y % G�M� % M� y
r�

# PY

�z % G�M� % M� z
r�

# PZ

������

PX� PY et PZ �etant les composantes des perturbations �newtoniennes et
relativistes��

On a en d�erivant ������ par rapport au temps  

�
-x% i -y # �ina��� p�� a -p�ei�

-z # a -w
������

puis  

�
�x % i�y # ��a�p� �ina -p � n�a��� p��ei�

�z # a �w
����	�

En rempla&cant ������ et ����	� dans ������� on obtient le syst
eme  

��� �p % �in -p � n�p # n�
h
��� e�i�

n�a

�
�G�M��M�

r�
�x% iy� % PX % iPY

�i
�w # �

a

h
�G�M��M�

r�
z % PZ

i ����
�
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qui est �equivalent 
a  

��� �p % �in -p � n�p # n�
h
�� % a�

r�
��� p�� �

n�a
�PX % iPY �e�i�

i
�w #

h
�a�

r�
w % PZ

i ������

Nous poserons d�esormais  �
P� # �� % a�

r�
��� p� � �

n�a
�PX % iPY �e�i�

W� # �a�

r�
w % �

n�a
PZ

������

et ainsi nous obtenons le syst
eme  �
�p % �in -p � n�p # n�P�
�w # n�W�

������

����� Forme g�en�erale de la solution�

Pour r�esoudre le syst
eme ������� on proc
ede par it�eration de Picard �������
A�n de �permettre� la convergence de ce proc�ed�e it�eratif� on va lin�eariser le
syst
eme d��equations di��erentielles au voisinage de p # �� Un simple calcul
nous donne la partie lin�eaire de P�  

n�
�P�
�p

�����
p��

#
�

�
n�p %

�

�
n�.p ������

si bien qu�en retranchant cette valeur aux deux membres de la premi
ere
�equation de ������� on obtient  

�
�p % �in -p� �

�
�p % .p� # n�P

�w % n�w # n�W
������

avec �
P # ��

��p % .p� % �a
�

r�
� ���� � p�� �

n�a
�PX % iPY �e�i�

W # ��a
�

r�
� ��w % �

n�a
PZ

������

La solution g�en�erale de ce syst
eme s��ecrit  

p # Aei� � � .Ae�i� % inB % �inCt� �C

%
�

�
ine�i�

Z
��P � .P �ei�dt %

�

�
inei�

Z
�� .P � P �e�i�dt

� �in
Z
Pdt� �

�
n�
Z Z

�P � .P �dtdt ������

w # Dei� % .De�i� %
�

�
ine�i�

Z
Wei�dt� �

�
inei�

Z
We�i�dt
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o
u A et D sont des constantes d�int�egration complexes� B et C des constantes
d�int�egration r�eelles�

Ainsi pos�e� le probl
eme de la construction d�une th�eorie plan�etaire revient

a e�ectuer les op�erations suivantes  �etant donn�ee une approximation de la
solution du syst
eme ������� c�est�
a�dire N fonctions p

���
i et N fonctions w

���
i

pour les N corps� on construit N fonctions p
���
i et N fonctions w

���
i en cal�

culant les seconds membres de ������ 
a l�aide des �N fonctions p
���
i et w

���
i

puis on recommence ce proc�ed�e jusqu�
a obtenir �N fonctions p
�K�
i et w

�K�
i au

bout de K it�erations� La question de la convergence de ce proc�ed�e est trait�ee
dans les deux prochains paragraphes�

����� Di�cult�es techniques

Notre objectif est la construction d�une th�eorie 
a variations s�eculaires des
orbites plan�etaires� Dans ce type de solution� les arguments 
a longue p�eriode
�c�est�
a�dire� rappelons�le� les termes associ�es aux longitudes des n*uds et
des p�erih�elies des orbites� sont d�evelopp�es par construction en polyn�omes du
temps� La solution contiendra donc explicitement un polyn�ome du temps�
D�apr
es l�expression ������ il en sera de m�eme pour P �

Par construction� les quantit�es p et P sont respectivement du premier et
du second ordre en excentricit�e� Cependant� si la partie r�eelle de P est du
second ordre en excentricit�e� ce n�est que par la di��erence de deux quantit�es
du premier ordre�

� �
��p % .p� ������

d�un cot�e et
�a�
r� � ���� � p� ����	�

de l�autre�
Ces deux quantit�es peuvent �etre obtenues sous forme analytique si on

utilise la th�eorie VSOP pour les calculer� Mais il faudrait� pour obtenir une
pr�ecision su�sante sur la d�etermination de P � que les solutions analytiques
VSOP permettent le calcul de ces quantit�es 
a une tr
es grande pr�ecision�
Explicitement� si on veut calculer P 
a la pr�ecision absolue �� il nous faudra
obtenir la quantit�e p 
a la pr�ecision absolue �
���
e�� o
u e est l�excentricit�e
de l�orbite �e � ��� Pour �eviter cet inconv�enient� nous pouvons d�evelopper P
en fonction de l�excentricit�e et obtenir une expression du type  

P # e��

o
u � est de l�ordre de ��
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Une autre di�cult�e concerne la forme ������ de la solution� Soit � la partie
purement polynomiale de la fonction P � que nous supposerons s��ecrire  

� #
�maxX
j��

�aj % ibj� t
j ����
�

o
u i� # ��� aj et bj �etant r�eels� Soit C un r�eel� Consid�erons la fonction
lin�eaire / d�e�nie par  

/  lC�max�t� � FP�max���t�
� �� 0 # �

�
ine�i�

R
��� � .��ei�dt % �

�
inei�

R
��.� � ��e�i�dt

��in
R
�dt� �

�
n�
R R

�� � .��dtdt
%�inCt� �C

������
On constate imm�ediatement que l�image de / est incluse dans lC�max���t�

si bien que /��� est un polyn�ome �celui de p dans le cas o
u 0 est le polyn�ome
de P �� Ainsi� nous noterons  

/��� #
�max��X
���

��t
� ������

o
u �� � lC�
Nous avons calcul�e le polyn�ome /��� et nous obtenons  

�� #
�X
j��

����j��j % ��1

n�j

��
a�j

�j % �
� �

n
b�j��

	
% i

�
�

b�j
�j % �

%
�

n
a�j��

	

� �C

������

�� #
�X
j��

����j��j % ��1

n�j

�
a�j�� � ���j % ��

n
b�j�� % �i

�
�j % �

n
a�j�� % �b�j��

�

��in�a� % ib�� % �inC ������

et pour � � �  

��� #
�X
j��

����j��
��j�1

����1

�

n�j���

�
a�j � ���j % ��

n
b�j��



%

�n

��
b����

%�i

�� �X
j��

����j��
��j�1

����1

�

n�j���

�
��j % ��

n
a�j�� % �b�j


��
��in

��
a���� � �in�

��� � ������
b���� ������
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����� #
�X
j��

����j��
��j % ��1

��� % ��1

�

n�j���

�
a�j�� � ���j % ��

n
b�j��

	
%

�n

�� % �
b��

%�i

�� �X
j��

����j��
��j % ��1

��� % ��1

�

n�j���

�
�j % �

n
a�j�� % �b�j��

���
� �in

�� % �
a�� � �in�

������� % ��
b���� ������

Comme on peut le constater� on trouve dans l�expression ������ du coef�
�cient ��� la quantit�e  

� �in

��
a���� � �in�

��� � ������
b���� ������

et une quantit�e de la m�eme forme dans l�expression ������ du coe�cient ������
C�est donc par di��erence de deux termes d�amplitudes quasiment �egales et de
signes oppos�es �comme nous l�ont montr�e les calculs entrepris au d�ebut de ce
travail� que les coe�cients du polyn�ome de p s�obtiennent apr
es �evaluation
du membre de gauche de la solution �������

Cette circonstance est est un handicap pour un calcul de grande pr�ecision
de la solution� Notamment� l��eph�em�eride de d�epart en coordonn�ees rectan�
gulaires permettant le calcul de p

���
i � donc de P � doit �etre d�ej
a extr�emement

pr�ecise pour assurer la convergence de la m�ethode it�erative�
Nous envisageons ci�apr
es une autre forme de la solution du syst
eme ������

que nous transformons en un syst
eme du premier ordre�

����� Autre forme de la solution

On associe 
a la premi
ere �equation di��erentielle du syst
eme ������� le sys�
t
eme �equivalent  

dX�s�

ds
�A�	X�s� # H�X�s�� % 2�X�s��X ��s�� ������

dans lequel on a pos�e  

X�s� #

�BBB

px
py
-px
-py

�CCCA et A� #

�BBB

� � � �
� � � �
n� � � �n
� n� ��n �

�CCCA ����	�

Les quantit�es X ��t� sont les vecteurs d��etat des autres corps du syst
eme� H
est une fonction de X donn�ee par la partie k�epl�erienne de ������ c�est�
a�dire
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que nous avons pos�e  

H�X�s�� #

�BBBB

�
�

n�
h
�� % a�

r�
��� px�

i
�n�py a�r�

�CCCCA ����
�

et la fonction 2 quant 
a elle� contient les perturbations newtoniennes et
relativistes de composantes �X�Y ��

Dans le probl
eme plan limit�e au deuxi
eme ordre en jpj� p �etant consid�er�e
comme un petit param
etre du probl
eme� nous avons  

H�X�s�� #

�BBB

�
�

�n�px % �
�
n���p�x � p�y�

�n�py � �n�pxpy

�CCCA% o�jpj�� ������

On notera  

+A #

�BBB

� � � �
� � � �

�n� � � �
� �n� � �

�CCCA ������

et  

H��X�s�� #

�BBB

�
�

�
�
n���p�x � p�y�
��n�pxpy

�CCCA ������

si bien qu�avec ces notations� le syst
eme ������ prendra la forme suivante  

dX�s�

ds
�A�	X�s� # +A	X�s� % H��X�s�� % 2�X�s��X ��s�� ������

On �ecrit sans di�cult�es une solution explicite de ������ sous la forme  

X�t� # e�A��
A�
tX��� %
Z t

�
e�A��
A�
�t�s�	 �H��X�s�� % 2�X�s��X ��s��� ds

������
avec  

e�A��
A�
t #
�X
k��

�A� % +A�k tk

k1
������
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Calculs des matrices eA�
t et e�A��
A�
t

On montre sans di�cult�e par r�ecurrence sur p que  

A�p
� # ����pn�p��

�BBB

���p � ��n � � ��p

� ���p � ��n �p �
� ��pn� ��p % ��n �

�pn� � � ��p % ��n

�CCCA
et

A�p��
� # ����pn�p

�BBB

� ��pn ��p % �� �

�pn � � ��p % ��
��p % ��n� � � ��p % ��n

� ��p % ��n� ���p % ��n �

�CCCA
En calculant les sommes associ�ees 
a chacune des composantes de la ma�

trice
P�

p��
A
p
� t

p

p� � on reconna��t les d�eveloppements en s�eries enti
eres de fonc�
tions usuelles� Par exemple pour la premi
ere composante� on a  

�X
p��

Ap
� t

p��� ��

p1
#

�X
p��

����p�nt��p

��p�1
%

�X
p��

����p���p�nt��p

��p�1

# cos�nt� % nt
�X
q��

����q��q % ���nt��q��

��q % ��1

# cos�nt� % nt
�X
q��

����q�nt��q��

��q % ��1

# cos�nt� % nt sin�nt�

Ainsi� nous avons� en posant � # nt  

eA�
t #

�BBB

cos��� 
 � sin��� �� cos��� 
 sin��� t cos��� t sin���
� sin��� 
 � cos��� cos��� 
 � sin��� �t sin��� t cos���

n� cos��� n� sin��� cos���� � sin��� � cos��� 
 sin���
�n� sin��� n� cos��� �� cos���� sin��� cos���� � sin���

�CCCA
������

De m�eme� on trouve  

e�A��
A�
t #

�BBBB

� � � cos��� � sin���

n
�� cos�����

n

	 sin��� � 	� � �cos�����
n

����� sin���
n

�n sin��� � cos��� � sin���
	n cos���� 	n � �� sin��� �� % � cos���

�CCCCA ������
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��	 Exponentielle de Dyson

����� Introduction

Le probl
eme int�egrable de Kepler ne constitue qu�une mod�elisation extr�e�
mement simpli��ee du mouvement d�une plan
ete soumise 
a l�action perturba�
trice des autres corps du syst
eme solaire� La prise en compte des perturba�
tions newtoniennes et relativistes dans la mod�elisation de la dynamique des
plan
etes a pour e�et de transformer l�ellipse k�epl�erienne en une trajectoire
perturb�ee� proche cependant �sur des intervalles de temps raisonnables� de
l�ellipse k�epl�erienne si la perturbation est de magnitude faible� L�orbite in�
term�ediaire circulaire dont nous avons discut�e la m�ethode dans le chapitre
pr�ec�edent permet l�obtention d�un syst
eme d��equations di��erentielles 
a co�
e�cients constants� Dans le cas cependant des plan
etes 
a orbite fortement
excentrique� comme Mercure �e 
 �	����� le param
etre perturbatif p peut
devenir grand en magnitude �pour Mercure� on a en e�et jpj 
 �	����

Nous envisageons dans ce chapitre l�introduction d�une orbite interm�e�
diaire plus �complexe� dans le probl
eme plan�etaire en coordonn�ees rectan�
gulaires� Celle�ci pourra �etre une ellipse k�epl�erienne� tournant ou non� Ce
choix d�une nouvelle orbite interm�ediaire implique d�une part un calcul du
noyau r�esolvant du syst
eme� qui 
a la di��erence du cas pr�ec�edent �p #�orbite
circulaire�� ne sera plus repr�esent�ee par l�exponentielle d�un endomorphisme
ind�ependant du temps� et d�autre part un abaissement de l�ordre de grandeur
du param
etre perturbatif jpj�

����� Orbite interm�ediaire k�epl�erienne

Etant donn�ees dans le plan z � � une orbite k�epl�erienne E� de demi�grand
axe a� d�excentricit�e e et de moyen mouvement moyen n� et �xk�t�� yk�t�� les
coordonn�ees d�un point de E au temps t� Nous d�e�nirons la quantit�e sans
dimension pk par la relation  

xk�t� % iyk�t� # a��� pk�t��e
i� ����	�

o
u i� # ���
Soit maintenant �x�t�� y�t�� z�t�� une orbite solution du syst
eme �������

Nous d�e�nirons comme pr�ec�edemment la quantit�e sans dimension p par la
relation  

x�t� % iy�t� # a��� p�t��ei� ����
�

S�eparons la partie k�epl�erienne pk de p  

p # pk % �p ������
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et d�erivons l��equation di��erentielle v�eri��ee par �p� A cet e�et� nous poserons  

p # px % ipy
pk # pkx % ipky
�p # �px % i�py
r�k
a

� # �x�k % y�k�
a
� # ��� pk���� .pk�

S # �� % a�

r�
��� p�

Sk # �� % a�

r�
k

��� pk�

/� # � � �pkx % �p�kx � p�ky
/� # �pkxpky � �pky
/� # �� % �pkx � p�kx % �p�ky
R # S � Sk � a�

r�
k

��px �/� % i/�� % �py �/� % i/���

P # � �
n�a

�PX % iPY �e�i�

������

Par d�e�nition de la quantit�e pk et en se limitant au probl
eme plan� il
est imm�ediat de noter que pk v�eri�e l��equation di��erentielle en p du syst
eme
������ dans lequel on n�eglige les perturbations X et Y � c�est�
a�dire l��equation
di��erentielle du probl
eme de Kepler  

�pk % �in -pk � n�pk # n�
�
�� %

a�

r�k
��� pk�



# n�Sk ������

En e�ectuant un d�eveloppement de la quantit�e S au voisinage de �p # ��
on trouve  

S # Sk % a�

r�
k

h
�
��p ��� pk� ��� .pk� % �

��p ��� pk�
�
i

% o
�
�p�

�
# Sk % a�

r�
k

��px�/� % i/�� % �py�/� % i/��� % o
�
�p�

�
# Sk % a�

r�
k

��px�/� % i/�� % �py�/� % i/��� %R
������

L��equation en p du syst
eme ������ s��ecrit  

d��pk % �p�

dt�
% �in

d�pk % �p�

dt
� n��pk % �p� # n�S � �

a
�PX % iPY � e�i�

# n�Sk % n��S � Sk� % n�P
si bien qu�avec les notations ������ et les r�esultats ������ et ������� nous
obtenons  

d��p

dt�
% �in

d�p

dt
� n��p # n�

a�

r�k
��px �/� % i/�� % �py �/� % i/��� % n� �R% P�

������
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P contenant les perturbations�
Par analogie avec le chapitre pr�ec�edent ��equation ������ transformons le

syst
eme ������ en un syst
eme du premier ordre  

dX�s�

ds
�A�s�	X�s� # n� �R% P� ������

dans lequel on a pos�e  

X�s� #

�BBBB

�px
�py
d�px
dt
d�py
dt

�CCCCA ������

et

A�s� #

�BBBBB

� � � �
� � � �

n� a
�

r�
k

�� % /��s�� n� a
�

r�
k

/��s� � �n

n� a
�

r�
k

/��s� n� a
�

r�
k

�� % /��s�� ��n �

�CCCCCA ������

Cette forme ������ du probl
eme di��erentiel est bien moins utilisable que
son homologue ������ puisque la fonction A�s� se substitue 
a la matrice A
du chapitre pr�ec�edent� Or� on ne conna��t pas d�expression explicite du noyau
r�esolvant d�un tel syst
eme� et l�int�egration n�est donc pas imm�ediate� Nous al�
lons cependant exposer une m�ethode g�en�erale de r�esolution de ce type d��equa�
tions reposant sur la notion de produit int�egral �Ave��� dont la construction
est rappel�e en annexe �� Rappelons les notations utilis�ees pour construire le
produit int�egral�

Soient I un intervalle de IR de la forme ��� T �� c et t deux �el�ements de
I� F d�esignera un espace de Banach de dimension �nie �certains r�esultats
d�emontr�es sur la r�esolvante s��etendent sans di�cult�e 
a la dimension in�nie
mais nous n�en aurons pas besoin ici�� Ck�I� F � d�esignera l�espace vectoriel
des fonctions de classe Ck d�e�nies sur I et 
a valeur dans F � Nous munirons
cet espace vectoriel de la norme de la convergence uniforme  

jjf jj� # sup
t����T �

jjf�t�jj

o
u jjf�t�jj d�esigne la norme de f�t� dans F �
Ck�I�End�F �� d�esignera l�ensemble des fonctions de classe Ck sur I 
a

valeur dans les endomorphismes de F � Pour A �el�ement de Ck�I�End�F ���
nous noterons  

jjAjj� # sup
t����T �

jjA�t�jj
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o
u cette fois�ci� jjA�t�jj d�esigne la norme de A�t� d�eduite de la norme sur F
par une relation du type  

jjA�t�jj # sup
X�F�jjXjj��

jjA�t�	Xjj

Le produit int�egral sur �c� t�� d�une fonction A de C��I�End�F ��� not�e
R�A� c� t�� est un endomorphisme de F v�eri�ant les propri�et�es suivantes  

� Avec la notation ������� on a pour A � cste  

R�A� c� t� # exp �
Z t

c
A�s�ds� # eA�t�c�

� kR�A� c� t�k � e�t�c�kAk��

� �Th�eor
eme de Jacobi�Liouville�

detR�A� c� t� # exp
Z t

c
tr �A�s��ds

o
u detR�A� c� t� est le d�eterminant de R�A� c� t� et tr �A�s�� la trace de
la matrice A�s�

� D�apr
es le th�eor
eme de Jacobi�Liouville� R�A� c� t� est inversible et
R�A� c� c� # Id� Ceci permet de d�e�nir� pour c � t� R�A� c� t� par
�R�A� t� c�����

� �Relation de Chasles�

Avec la convention pr�ec�edente� on a R�A� c� t� # R�A�u� t�R�A� c� u�
pour c� t et u dans I�

� Si c � u � t alors f�u� # R�A� c� u� est d�erivable et f ��u� # A�u�f�u��

Dans le cas de l��equation di��erentielle ������ que nous cherchons 
a r�e�
soudre� nous nous pla&cerons dans le cas particulier F # IR� et la fonction
A utilis�ee dans le produit int�egral ci�dessus d�esigne alors une application de
I dans l�ensemble des endomorphismes de IR� qui s�identi�e 
a l�ensemble
des matrices carr�ees 
a �x� �el�ements� ce qui est bien le cas dans l��equation
������� De plus� toujours dans le cas de l��equation di��erentielle ������� on
a tr�A�s�� # � et donc� d�apr
es le th�eor
eme de Jacobi�Liouville� le produit
int�egral de A sur l�intervalle �c� t� � I est un �el�ement de SL��� �groupe uni�
modulaire des automorphismes de IR� de d�eterminant %���
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����� Equations di��erentielles lin�eaires �a coe�cients

variables

Le th�eor
eme suivant permet de faire le lien entre les �equations di��eren�
tielles lin�eaires 
a coe�cients variables� dont ������ est un exemple� et le pro�
duit int�egral d�e�ni ci�dessus� Nous noterons X � la d�eriv�ee de X par rapport

a t�

Th�eor�eme � Soit X� � F � t� � I et A  I � End�F � une fonction
continue� Alors �X  I � F et une seule telle que ��

X ��t� # A�t�	X�t� pour t � I
X�t�� # X�

����	�

Cette application est C� et on a X�t� # R�A� t�� t�	X��

D�emonstration
L�existence de X r�esulte de la derni
ere des propri�et�es du produit int�egral
rappel�ees ci�dessus� Pour l�unicit�e� nous supposerons qu�il existe une fonction
Y r�epondant 
a la question� Posons Z�t� # ��t���	Y �t� o
u ��t� # R�A� t�� t��

Z est d�erivable 
 et  

Z ��t� # ���t��� � ���t� � ��t���	Y �t� % ��t���	Y ��t�

# ���t��� � �A�t�	��t�� � ��t���	Y �t� % ��t���	�A�t�	Y �t��

# �

Donc Z � cste et ��t�� # IdE � Z�t�� # X� � Z�t� # X� si bien que
Y �t� # ��t�	X� # X�t�

y

Corollaire � L��equation di��erentielle X��t�
A�t��X�t� poss�ede une solution
maximale X  IR � F v�eri�ant X�t�� # X� et toute autre solution Y  
I � IR� F v�eri�ant ���
�� est la restriction de X �a I�

Corollaire �

�� Rappelons que l�application J qui �a un isomorphisme d�espaces de Banach associe
son inverse est de classe C� avec �

DJ 
u��h � �u�� � h � u��
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i� L�espace vectoriel des solutions maximales X  IR � F de X ��t� #
A�t�	X�t� est isomorphe �a F �
ii� La solution g�en�erale R�A� t�� t� de X ��t� # A�t�	X�t� d�epend lin�eaire�

ment de X��

Th�eor�eme � Soient X� � F � t� � I� A  I � End�F � et B  I �
End�F � deux fonctions continues� Soient X  I � F et Y  I � F les
solutions �uniques� respectives des �equations di��erentielles�

X ��t� # A�t�X�t�
X�t�� # X��
X ��t� # B�t�X�t�
X�t�� # X�

Alors
kX�t�� Y �t�k � ejt�t�jM 	jt� t�j	kA�Bk�	kX�k

o�u M # max�kAk�� kBk���

D�emonstration
Le th�eor
eme � donne les expressions de X et Y � Il su�t ensuite d�appliquer
le lemme � donn�e en annexe �� �etendu aux fonctions continues�

y
On appelle R�A� t�� t� la r�esolvante ou le noyau r�esolvant de l��equation

X ��t� # A�t�	X�t��

Exponentielle de Dyson

Soit A  I � End�F � une fonction continue� Si c et t � I� on d�e�nit
par r�ecurrence les applications Rn  I � End�F � par

R��A� c� t� # IdE

Rn���A� c� t� #
Z t

c
A�s�Rn�A� c� s�ds ����
�

On montre facilement par r�ecurrence que

kRn�A� c� t�k � kAkn�jt� cjn
n1

La s�erie Rn�A� c� t� converge donc uniform�ement sur I vers une limite

R�A� c� t� #
�X
n��

Rn�A� c� t�
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qui v�eri�e

R�A� c� t� # IdE %
Z t

c
A�s�R�A� c� s�ds

Il r�esulte de cette derni
ere �egalit�e que u�t� # R�A� c� t� est d�erivable par
rapport 
a t et qu�elle v�eri�e l��equation di��erentielle u��t� # A�t�u�t� avec la
condition initiale u�c� # IdF si bien que R�A� c� t� s�identi�e 
a la r�esolvante
de l��equation X ��t� # A�t�X�t��

L�exponentielle de Dyson fournit donc une m�ethode pour obtenir une
expression explicite du noyau r�esolvant d�une �equation di��erentielle lin�eaire
homog
ene X ��t� # A�t�X�t�� Le th�eor
eme suivant montre qu�il est possible
de s�eparer les variables dans l��evaluation de la r�ecurrence ����
�� ce qui per�
mettra le calcul du noyau r�esolvant au moyen d�un manipulateur alg�ebrique
de s�eries 
a une seule variable�

Th�eor�eme � Soit A � C��I�End�F ��� Soit R�A� c� t� la r�esolvante de l��equa�
tion di��erentielle lin�eaire X ��t� # A�t�	X�t� et Rn�A� c� t� le terme g�en�eral
de la s�erie convergeant uniform�ement vers R�A� c� t� sur tout compact de I�
Alors il existe une suite �An���n�� de fonctions d�erivables de I dans End�F �
et une suite �Bn���n�� de fonctions d�erivables de I dans End�F � telles que
pour c et t � I �

�n � IN Rn�A� c� t� #
nX

k��

����kAn�k�t�	Bk�c� ������

D�emonstration
Soit � un �el�ement de I� Posons A� # IdF et d�e�nissons An par la formule de
r�ecurrence

An���t� #
Z t

�
A�s�An�s�ds ������

De m�eme� posons B� # IdF et d�e�nissons par r�ecurrence les fonctions Bn en
posant  

Bn���t� #
nX

k��

����k�nAn���k�t�	Bk�t� ���	��

Les fonctions An et Bn ainsi d�e�nies sont d�erivables d�apr
es les r
egles clas�
siques concernant les fonctions d�e�nies par des int�egrales� Pour n # �� on
a

R��A� c� t� # IdE # A��t�	B��c�

Supposons donc que nous puissions �ecrire

Rn�A� c� t� #
nX

k��

����kAn�k�t�	Bk�c�
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Par d�e�nition de Rn���A� c� t�� nous avons

Rn���A� c� t� #
Z t

c
A�s�	

nX
k��

����kAn�k�s�	Bk�c�ds

#
nX

k��

����k
Z t

c
A�s�	An�k�s�ds	Bk�c�

#
nX

k��

����k �An���k�t��An���k�c�� 	Bk�c�

#
nX

k��

����kAn���k�t�	Bk�c��
nX

k��

����kAn���k�c�	Bk�c�

Or� d�apr
es la d�e�nition de la suite �Bn�

nX
k��

����kAn���k�c�	Bk�c� # ����nBn���c�

Comme A� # IdF � on a bien

Rn���A� c� t� #
nX

k��

����kAn���k�t�	Bk�c� % ����n��A��t�	Bn���c�

#
n��X
k��

����kAn���k�t�	Bk�c�

y

Remarque
Bien que la d�e�nition par r�ecurrence des suites �An� et �Bn� fasse inter�

venir un r�eel � arbitraire� on peut remarquer qu�il n�en est pas de m�eme
de Rn �par construction�� Il existe donc une in�nit�e de suites �An� et �Bn�
r�epondant 
a la question�

����� Equations di��erentielles lin�eaires �a coe�cients

variables avec second membre

D�e�nition � Soient A un �el�ement de C��I�End�F �� et B dans F � On dit
que l�application di��erentiable f v�eri�e l��equation di��erentielle lin�eaire du
premier ordre X ��t� # A�t�	X�t� % B�t� sur I si

�t � I� f ��t� # A�t�	f�t� % B�t� ���	��
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Il est facile de d�emontrer l�unicit�e d�une application f v�eri�ant�
X ��t� # A�t�	X�t� % B�t�
X�t�� # X�

���	��


a l�aide du th�eor
eme �� L�existence de cette solution r�esulte des propri�e�
t�es du produit int�egral� En e�et� soit R�A� t�� t� la r�esolvante de l��equation
di��erentielle lin�eaire homog
ene associ�ee X ��t� # A�t�	X�t�� Posons f�t� #
R�A� t�� t�	g�t� o
u g  I � F est une fonction inconnue� On a

f ��t� # A�t�	R�A� t�� t�	g�t� % R�A� t�� t�	g
��t� # A�t�	f�t� % R�A� t�� t�	g

��t�
���	��

Ainsi� on obtient en reportant cette expression dans f ��t� # A�t�	f�t�%B�t�  

g��t� # R�A� t� t��	B�t�

puisque R�A� t�� t��� # R�A� t� t��� L�int�egration de cette expression compte
tenu de la condition initiale g�t�� # R�A� t�� t��	f�t�� # f�t�� # X� donne

g�t� # X� %
Z t

t�
R�A� s� t��	B�s�ds

En utilisant la relation de Chasles et le fait que pour L forme lin�eaire continue
sur F et u fonction continue de I dans F � on a

L�
Z t

t�
u�s�ds� #

Z t

t�
�L � u��s�ds

on obtient

f�t� # R�A� t�� t�	X� %
Z t

t�
R�A� s� t�	B�s�ds ���	��

Th�eor�eme � Soient A et B des �el�ements de C��I�End�F ��� Soient R�A� c� t� #P�
n��Rn�A� c� t� la r�esolvante de l��equation di��erentielle homog�ene X ��t� #

A�t�	X�t�� �An���n�� et �Bn���n�� deux suites de fonctions continues v�eri�
�ant

�n � �� Rn�A� c� t� #
nX

k��

����kAn�k�t�	Bk�c� ���	��

Alors la solution g�en�erale de l��equation di��erentielle lin�eaire avec second
membre ������ s��ecrit

X�t� #
�X
n��

An�t�
�X
k��

����kBk�t��X� %
�X
n��

An�t�
Z t

t�

�X
k��

����kBk�s�B�s�ds

���		�
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D�emonstration
D�apr
es l�expression ���	�� de la solution du syst
eme ���	��

X�t� # R�A� t�� t�	X� %
Z t

t�
R�A� s� t�	B�s�ds ���	
�

on a  

X�t� #
�X
n��

Rn�A� t�� t�	X� %
Z t

t�

�X
n��

Rn�A� s� t�	B�s�ds

#
�X
n��

nX
k��

����kAn�k�t�	Bk�t��	X�

%
Z t

t�

�X
n��

nX
k��

����kAn�k�t�	Bk�s�	B�s�ds

On reconna��t dans l�expression

�X
n��

nX
k��

����kAn�k�t�	Bk�s�

le produit des s�eries
P�

n��An�t� et
P�

k������kBk�s� si bien que nous avons
le r�esultat d
es lors que ces s�eries convergent�

Or� on montre facilement par r�ecurrence que  

�t � I� jjAn�t�jj � �
jjAjjn�jt� �jn

n1

� �
jjAjjn�T n

n1

La s�erie de terme g�en�eral An�t� converge donc normalement sur I�
Nous n�avons pas r�eussi 
a d�emontrer la convergence de la suite �Bn� car

pour celle�ci� le m�eme type de majoration conduit 
a l�existence d�une suite
de r�eels ��n� d�e�nie par r�ecurrence sur n  �

�� # �
�n #

Pn��
j��

�j
�n�j��

telle que� pour tout n � � et tout t � I� on ait  

jjBn�t�jj � jjAjjn�jt� �jn
n��X
k��

�k
�n� k�1

Cependant� par construction� la suite ��n� diverge�

y
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Le calcul explicite de la solution d�une �equation di��erentielle 
a coe�cients
variables peut donc s�envisager ainsi  connaissant la matrice A�t�� on calcule
les suites �An� et �Bn� d�apr
es les formules de r�ecurrence ������ et ���	��� On
utilise ensuite la formule ���		� pour obtenir le r�esultat� Ces calculs peuvent
�etre r�ealis�es au moyen d�un manipulateur alg�ebrique�

Dans le cas qui nous int�eresse� la fonction A�s� est donn�ee par ������
et� par construction� cette fonction est �proche� de la fonction constante A�

�cf� ���	� obtenue pour une orbite interm�ediaire circulaire� Donc la matrice
R�A� c� t� est a priori �proche� de la matrice R�A�� c� t� dont nous savons
qu�elle est �egale 
a exp �A��t� c��� A�n de nous assurer de ce r�esultat� nous
d�emontrons ci�apr
es que la r�esolvante d�epend contin�ument de la fonction
A�s� �et m�eme di��erentiablement��

Notations � On note �

� ) # C��I�End�F ��� C��I�End�F ��� I � I

� 3 # Ck�I�End�F ��� I � I

� Pour e # �A�M� c� t� �el�ement de )� on posera

kek� # kAk% kMk% jcj% jtj
qui d�e�nit une norme sur )�

Propri�et�e � Soient c et t deux �el�ements de I� L�application �

/  C��I�End�F �� � GL�F �
A �� R�A� c� t�

���	��

est continue�

D�emonstration
R�A� c� t� est �el�ement de GL�F � d�apr
es le th�eor
eme de Jacobi�Liouville�
Soient A et A� deux �el�ements de C��I�End�F ��� Rn�A� c� t� et Rn�A�� c� t�
les termes g�en�eraux des s�eries convergeant vers R�A� c� t� et R�A�� c� t� res�
pectivement� On sait que  � kRn�A� c� t�k � kAknjt�cjn

n�

kRn�A�� c� t�k � kA�knjt�cjn

n�

Par r�ecurrence sur n� on montre que  

�n � �� kRn�A� c� t��Rn�A�� c� t�k � kA�A�k �kAk% kA�k�n�� jt� cjn
n1
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Par d�e�nition�

R��A� c� t��R��A
�� c� t� #

Z t

c
�A�s��A��s�� ds

donc
kR��a� c� t��R��A

�� c� t�k � jt� cj �kA�A�k�
si bien que la propri�et�e est v�eri��ee au rang ��

On a de plus  

Rn���A� c� t� � Rn���A
�� c� t� #Z t

c
�A�s��A��s��Rn�A� c� s� % A��s��Rn�A� c� s��Rn�A�� c� s��ds

si bien que  

kRn���A� c� t� � Rn���A
�� c� t�k �Z t

c
kA�A�kkAk

njs� cjn
n1

% kA�kkA�A�k �kAk% kA�k�n�� js� cjn
n1

ds

� kRn���A� c� t� � Rn���A
�� c� t�k �

kA�A�kjt� cjn��
�n % ��1

�
kAkn % kA�k �kAk% kA�k�n��

�

Or kAnk � kAk �kAk% kA�k�n�� si bien que  

kRn���A� c� t��Rn���A
�� c� t�k � kA�A�k �kAk% kA�k�n jt� cjn��

�n % ��1

et la propri�et�e est d�emontr�ee au rang n % ��
La s�erie de terme g�en�eral ��n� # �kAk% kA�k�n�� jt�cjn

n� est convergente
vers une limite not�ee �� Ainsi�

�� � � � �� #
�

�
� kA�A�k � �

� kR�A� c� t��R�A�� c� t�k �
�X
n��

kRn�A� c� t��Rn�A�� c� t�k � �

y
Th�eor�eme 	 L�application

S  ) � End�F �
�A�M� c� t� �� R t

c A�s�M�s�ds
���	��

est di��erentiable sur )
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D�emonstration
Ce r�esultat d�ecoule des th�eor
emes classiques de di��erentiabilit�e des fonctions
d�e�nies par des int�egrales de fonctions continues �on v�eri�e sans peine que
l�application qui 
a A et A� � C��I�End�F �� associe AA� � C��I�End�F �� est
continue�� Notons e # �A�M� c� t� et h # �a�m� h�� h�� deux �el�ements de )�
On a  

S�e% h� # S�e� % S�A�m� c� t� % S�a�M� c� t�
%S�A�M� c % h�� c� % S�A�M� t� t% h��
%S�A�m� c% h�� c� % S�a�M� c % h�� c� % S�a�m� c% h�� c�
%S�A�m� t� t% h�� % S�a�M� t� t% h�� % S�a�m� t� t% h��

On posera donc

DSje	h # S�A�m� c� t� % S�a�M� c� t� % A�t�M�t�h��A�c�M�c�h� ���
��

qui d�e�nit bien la di��erentielle de S en e�

y
Corollaire � L�application

R  3 � End�F �
�A� c� t� �� R�A� c� t�

���
��

est di��erentiable sur 3

Ainsi� la solution d�une �equation di��erentielle 
a coe�cients variables d�e�
pend di��erentiablement des conditions initiales et de plus la r�esolvanteR�A� c� t�
d�une �equation di��erentielle X ��t� # A�t�	X�t� d�epend di��erentiablement de
la fonction A�

On pourra donc chercher une expression de la r�esolvante de l��equation
������� pour laquelle nous avons A�s� # A�%��s�� sous la forme d�une pertur�
bation de la r�esolvante de l��equation X ��t� # A�	X�t� �qui vaut exactement
exp �A��t� c����

On peut montrer �Pou��� que si l�on a A�t� # A��t� % ��t�� alors  

R�A� c� t� # R�A�� c� t�H�t� ���
��

o
u la fonction H�t�  I � End�F � satisfait 
a l��equation di��erentielle

dH�t�

dt
# D�t�	H�t�

avec la d�e�nition  

D�t� # R�A�� c� t���t�R�A�� t� c�
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Chapitre �

Th�eorie des Syst�emes de

R�ef�erence

	�� Syst�emes de r�ef�erence relativistes en as�

tronomie

����� Introduction

Comme nous l�avons vu dans le premier chapitre� la th�eorie de la rela�
tivit�e g�en�erale substitue 
a l�espace euclidien et au temps absolu une vari�et�e
pseudo�riemannienne $ de dimension �� Dans ce contexte� les syst
emes de co�
ordonn�ees �privil�egi�es� pour la description des lois physiques n�existent plus�
et pour rendre la forme de ces lois invariante sous un changement quelconque
du syst
eme de coordonn�ees� elles sont �ecrites 
a l�aide de tenseurs �sous forme
covariante��

D�autre part� la r�ealisation d�un syst
eme de r�ef�erence implique de pouvoir
d�e�nir univoquement la notion de solide de r�ef�erence� ce qui reste tr
es subtil
en relativit�e� La g�eom�etrie non�euclidienne utilis�ee en relativit�e induit une
autre di��erence fondamentale avec la th�eorie newtonienne de la gravitation�
Si en e�et on e�ectue le transport parall
ele �de Fermi�Walker� d�un vecteur
v� le long de g�eod�esiques d�une vari�et�e formant un contour ferm�e ABC ��
ce vecteur sera augment�e apr
es un tour complet d�une quantit�e �v� li�ee 
a la
courbure de la vari�et�e le long de la trajectoire� En d�autres termes� un syst
eme
de r�ef�erence en chute libre � ne peut pas a priori retrouver sa con�guration

�� Dans le cadre de la m	ecanique c	eleste� ce contour ferm	e sera d	e�ni par exemple en
projetant sur une sous�vari	et	e x� � cste la trajectoire spatio�temporelle d�un corps dans
le probl�eme k	epl	erien�

�� Par exemple un syst�eme de coordonn	ees li	e �a une plan�ete suppos	ee ponctuelle dans
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spatiale apr
es une r�evolution�

vα vα+δvα

A

B
C

vα vα+δvα

A

B
C

Fig� ��� � Transport parall�ele du vecteur v� le long de la courbe �ABC��

Il faudra ainsi distinguer les syst
emes de r�ef�erence en chute libre de ceux
construits 
a partir de catalogues d��etoiles ou de sources extra�galactiques�
Les premiers� adapt�es 
a la formulation des lois dynamiques auxquelles ob�eit
le syst
eme physique �etudi�e� ne co��ncideront pas avec les deuxi
emes� dont les
vecteurs de base ne sont soumis 
a aucune condition de transport parall
ele
le long de g�eod�esiques� Cette distinction fondamentale� produit de la th�eo�
rie de la relativit�e en tant que th�eorie non�euclidienne de la gravitation� se
retrouve dans les notions de syst�eme de r�ef�erence dynamiquement et cin�ema�
tiquement non�tournant� On admet pour d�e�nition d�un syst
eme de r�ef�erence
cin�ematiquement non�tournant par rapport 
a un syst
eme S� un syst
eme de
r�ef�erence dont les axes gardent une orientation �x�ee par rapport 
a S� En rai�
son de la �mollesse� des grilles de coordonn�ees en relativit�e� cette condition
de non�rotation ne peut �etre que locale et en fait� elle revient 
a une condition
de non�rotation en un point d�une base vectorielle orthonorm�ee vis 
a vis d�un
syst
eme de coordonn�ees en ce point�

En�n� la notion d��echelle de temps� d�importance fondamentale dans les
applications astronomiques� se trouve �etre compl
etement boulevers�ee en rela�
tivit�e puisque dans cette th�eorie de la gravitation� l�espace et le temps ne sont
plus dissoci�es et du coup� le temps uniforme de la m�ecanique newtonienne
n�existe plus�

le probl�eme des deux corps�
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On lui substitue les notions de temps propre et de temps coordonn�ee�
Le premier est le temps qui s��ecoule 
a la montre d�un observateur � et le
second sert 
a �etiqueter les �ev�enements �les points de $�� il s�agit donc de la
coordonn�ee t reli�ee 
a x� par la formule � x� # ct�

Il y aura donc autant de temps coordonn�ee que de syst
emes de coor�
donn�ees utilis�es pour repr�esenter l�espace�temps� On peut ainsi distinguer le
temps coordonn�ee barycentrique �attach�e au syst
eme de r�ef�erence barycen�
trique�� les temps coordonn�ees g�eocentrique� topocentrique� plan�etocentrique�
etc���

����� Syst�emes de r�ef�erence

Actuellement� la hi�erarchie des syst
emes de r�ef�erence d�ecrite dans �BK����
�Bru��b�� �BBF��� et �KV��� constitue une approche rigoureuse 
a ce pro�
bl
eme� Elle est sch�ematis�ee par le diagramme ����� tir�e de �Kli��� 

Dans ce diagramme� on distingue trois niveaux pour la construction des
syst
emes de r�ef�erence� Les param
etres q� �q et 4q permettent de condenser les
expressions des m�etriques associ�ees 
a ces syst
emes de r�ef�erence� Au niveau
barycentrique� on construit le syst
eme de r�ef�erence barycentrique �BRS� qui
par d�e�nition est cin�ematiquement et dynamiquement non�tournant�

Au niveau g�eocentrique� on construit deux syst
emes de r�ef�erence qui se�
ront respectivement cin�ematiquement et dynamiquement non�tournant vis�
a�
vis de �BRS�� soit �KGRS� et �DGRS�� Le param
etre q prendra la valeur � ou
� suivant que l�on se situe dans �KGRS� ou �DGRS�� Le syst
eme �DGRS��
par d�e�nition en chute libre dans �BRS�� sera par cons�equent adapt�e 
a la
formulation des �equations de la dynamique des corps dans le voisinage de la
Terre� lesquelles� dans ce syst
eme ne comprendront pas d�acc�el�eration com�
pl�ementaire� Quant au syst
eme �KGRS�� dont les axes ne tournent pas par
rapport 
a �BRS�� il permet la r�eduction ais�ee de donn�ees astronomiques puis�
qu�une observation astrom�etrique de position ramen�ee 
a �KGRS� sera ais�e�
ment transform�ee en une position barycentrique au moyen d�une translation
alors qu�une transformation plus complexe est impliqu�ee dans le lien �DGRS��
�BRS�� On consid
ere aussi un syst
eme de r�ef�erence tournant avec la Terre
si bien que dans ce syst
eme tous les points de la Terre ont des composantes
�xes� Il s�agit du syst
eme GRS� qui co��ncide avec le syst
eme ITRS�

En�n� au niveau topocentrique� on reproduit la distinction expos�ee au
niveau g�eocentrique� Cela nous am
ene naturellement 
a consid�erer quatre sys�
t
emes de r�ef�erence � respectivement cin�ematiquement non tournant ��q # ��

�� Il y a donc autant de temps propres que d�observateurs potentiels�
�� On utilise ct et non t a�n que x� soit de la dimension d�une longueur�
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~q=1 ~q=0

q̂=1 q=0^ q̂=1 q=0^ q=0^

Niveau BRS
t, x

Niveau TRS
~ ~^x, q, q, qτ,

Niveau GRS
u, x, q^

BRS
+

GRS
+

54321

DGRS KGRS

BRS

q=1 q=0

DTRSTRS
+ KTRS

q=0

Fig� ��� � Hi�erarchie des syst�emes de r�ef�erence aux niveaux barycentrique�
g�eocentrique et topocentrique� Les liens en traits pleins indiquent des syst�emes
dynamiquement non tournants l�un par rapport �a l�autre et les traits pointill�es
des syst�emes cin�ematiquement non tournants�

et dynamiquement non tournant ��q # �� par rapport 
a �KGRS� et �DGRS��
Cependant� la relation �S est cin�ematiquement non tournant par rapport

a S�� n�est pas transitive� En d�autres termes� si un syst
eme S est cin�e�
matiquement non tournant par rapport 
a un autre syst
eme S�� ce dernier
�etant lui m�eme cin�ematiquement non tournant par rapport 
a un syst
eme S���
cela ne signi�e pas que S sera cin�ematiquement non tournant par rapport

a S ��� Par exemple� �TRS��#�DTRS� est par construction dynamiquement
non�tournant par rapport 
a �DGRS�� Donc ce rep
ere tourne par rapport

a �DGRS�� �TRS�� par contre� en tant que rep
ere cin�ematiquement non�
tournant par rapport 
a �DGRS� garde une orientation �x�ee vis�
a�vis de ce
dernier�

Il faut donc� pour compl�eter cette th�eorie des syst
emes de r�ef�erence ajou�
ter au tableau pr�ec�edent un syst
eme de r�ef�erence cin�ematiquement non tour�
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nant par rapport 
a �BRS�  �KTRS�� Le param
etre 4q permet cette distinction�
celui�ci valant � pour le syst
eme de r�ef�erence cin�ematiquement non tournant
par rapport 
a �BRS� et � pour les autres �Kli���� Puisque �TRS��#�KTRS�
a �et�e construit avec la contrainte d��etre cin�ematiquement non�tournant par
rapport 
a BRS� �KTRS� tourne vis�
a�vis de �KGRS�� Deux matrices Rij et
K ij d�ecrivent cette rotation entre �KTRS� et �KGRS� �cf� paragraphes sui�
vants��

Le terme s�eculaire principal de la matrice de rotation Rij� est appel�e
pr�ecession topocentrique �pr�ecession de Schi�� et K ij ne poss
ede que des
termes p�eriodiques dont l�amplitude maximale �����	 mas� ne peut pas �etre
toujours n�eglig�ee �Kli����

Ce qui a �et�e vu pour GRS et TRS se transpose sans di�cult�e pour un
corps quelconque du syst
eme solaire� Les m�etriques ainsi construites devront
faire intervenir des matrices antisym�etriques de pr�ecession g�eod�esique et to�
pocentrique� Il n�existe pas encore d��evaluation analytique de ces matrices�
Par contre� les liens entre les �echelles de temps coordonn�ee associ�ees aux sys�
t
emes de r�ef�erence plan�etocentrique de Mercure� V�enus� Mars� la Lune et le
temps coordonn�ee barycentrique ont �et�e calcul�es dans le cadre de ce travail�
Les r�esultats de ces calculs sont pr�esent�es dans l�annexe ��

On peut noter en�n que la notion de syst
eme de r�ef�erence topocentrique
en chute libre est ambigu�e dans la mesure o
u un observateur terrestre n�est
pas en chute libre dans le champ gravitationnel terrestre� Cependant� l�utilit�e
de ce type de syst
eme de r�ef�erence est plus �evidente dans le cas o
u l�on �etudie
le mouvement d�un satellite arti�ciel de la Terre�

Nous pr�esentons les m�etriques associ�ees aux divers syst
emes de r�ef�erence
d�ecrits ci�dessus ainsi que quelques liens entre eux�

Dans les expressions des m�etriques suivantes� le point d�esignera la d�eriva�
tion par rapport au temps coordonn�ee du syst
eme de r�ef�erence sous�jacent�

Syst�eme de R�ef�erence Barycentrique �BRS�

Le syst
eme solaire �etant consid�er�e comme isol�e� on d�ecrit le mouvement
des plan
etes dans le syst
eme de r�ef�erence barycentrique �BRS� qui par d�e�ni�
tion est 
a la fois dynamiquement et cin�ematiquement non�tournant� Ceci se
traduit par l�absence de terme de rotation �Coriolis� dans la m�etrique et donc
dans les �equations du mouvement� Ce syst
eme peut �etre r�ealis�e physiquement
par trois gyroscopes en chute libre ��

On utilise le syst
eme de coordonn�ees rectangulaires �x� # ct� x�� x�� x���
t d�esignant le temps coordonn�ee barycentrique �TCB� compt�e depuis

�� Ou en transport de Fermi�Walker le long de la ligne d�univers de leur origine com�
mune�



	��� SYST�EMES DE R�EF�ERENCE RELATIVISTES ���

J�����TCB��
Les corrections jusqu�au quatri
eme ordre inclus en �
c 
a la m�etrique de

Minkowski ��� # �� �ij # ��ij� ��i # �� donnant la m�etrique barycentrique
en coordonn�ees rectangulaires harmoniques g�� # ��� % h�� sont  �����������������

h���t�x� # ��
P

i
GMi

ric�
% �

�P
i
GMi

ric�

��
% �

P
i
GMi

ric�
P

j ��i
GMj

rijc�

��c��
P

i
GMi

ric�
-x�i � c��

P
i
GMi

ric�

�
-x�i � ri�xi � �

r�
i

�ri -xi�
�
�

h�k�t�x� # �c��
P

i
GMi

ric�

�
-xki
�

hjk�t�x� # �
P

i
GMi

ric�
�jk

�����
les sommations �etant �etendues 
a tous les corps du syst
eme solaire� Dans cette
expression� ri # x� xi� xi est le vecteur position barycentrique du corps i�
ri # jrij et rij # xi � xj et -xi # dxi
dt� Mi est la masse du corps i�

On peut consid�erer ensuite les syst
emes BRSV� BRSC� BRSQ et BRS��
Les rep
eres de r�ef�erence associ�es �KMK��� admettent pour origine le bary�
centre du syst
eme solaire et pour plan principal l��ecliptique J���� �C� ou
bien l��equateur moyen J���� �V� ou encore l��equateur de la date �Q et ���
Le syst
eme BRS� est construit sur le mod
ele de GRS� �voir ci�apr
es��

En d�e�nitive� la projection de BRSV sur la sous�vari�et�e x� # cste co��ncide
avec le syst
eme ICRS�

Syst�emes de R�ef�erence G�eocentriques �GRS�

On utilise le syst
eme de coordonn�ees ��x� # cu� �x�� �x�� �x��� u d�esignant
le temps coordonn�ee g�eocentrique �TCG��

L�expression de la m�etrique suivante n�est d�evelopp�ee que jusqu�au deuxi
eme
ordre en �
c ce qui ne permet pas de formuler les �equations du mouvement
des satellites arti�ciels de la Terre avec su�samment de pr�ecision� Pour cela�
les �equations seront �ecrites dans le rep
ere barycentrique puis converties en
�equations g�eocentriques �voir �Bru��a��� Comme expos�e pr�ec�edemment� la
pr�esence du param
etre q dans l�expression de la m�etrique permettra de dis�
tinguer entre les syst
emes de r�ef�erence cin�ematiquement �q # �� et dynami�
quement �q # �� non�tournant�

En notant �h�� les corrections 
a la m�etrique de Minkowski� on a  

�������������

�h���u��x� # ��c��
h

�UE % Qj�xj % T ��x�
i

�h�i�u� �x� # c��
h
�q � �� -F ij�xj % �

�
�U i
E % T i��x�� viET ��x�

�
%�

�

�
� -ajE�xj�xi � -aiE�xj�xj

�i
�hij�u��x� # �h���ij

�����
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o
u

�UE #
GME



%

�

�
�
G�IkmE

�
��km %

�


�
�xk�xm

	
% 	 	 	

est le g�eopotentiel calcul�e dans GRS �
 # ��xk�xk������

�U i
E # G�ijk ��jE �IkmE

�xm


�

est le g�eopotentiel vecteur calcul�e dans GRS� ��jE et �IkmE �etant respectivement
les composantes de la vitesse angulaire et les moments quadripolaires de la
Terre calcul�es dans GRS tandis que viE et aiE sont les composantes de la vitesse
et de l�acc�el�eration barycentrique du g�eocentre� T ��x� et T i��x� repr�esentent
les potentiels de mar�ee et le potentiel vecteur de mar�ee� Leurs expressions
sont  

T ��x� # .UE�xE % x�� .UE�xE�� .UE�j�xE��xj �����

et

T i��x� # .U i
E�xE % x�� .U i

E�xE�� .U i
E�j�xE��xj �����

.UE et .U i
E d�esignant les potentiels et potentiels vecteurs gravitationnels in�

duits par les autres masses que la Terre � et

f�i #
�f

��xi

Qi d�esigne la partie non g�eod�esique de l�acc�el�eration barycentrique de
la Terre 	 r�esultant de l�interaction entre les moments quadripolaires et les
masses ext�erieures  

Qi # � �

�ME

�IkmE .UE�ikm�xE�

En�n� en posant F i # �
�
�ikmF

km� F ik # �ikmF
m� �ijk �etant le symbole de

Levi�Civita compl
etement antisym�etrique ����� # %��� et en n�egligeant Qi�
on a  

-F i #
X
A ��E

GMA

r�EA

�
��

�
�vE � rEA�i % ��vA � rEA�i

�

o
u vE et vA sont les vitesses barycentriques du g�eocentre et du corps A�

Le terme s�eculaire principal de cette fonction vectorielle �d�ecrit aussi par
la matrice antisym�etrique F ij� est la pr�ecession g�eod�esique �de de Sitter�

�� C�est��a�dire "UE 
xE� �
P

A��E
GMa

rEA
et "U i

E
xE � �
P

A��E
GMa

rEA
viE �

�� C�est��a�dire que l�on a � aiE � "UE�i
xE�� Qi�
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dont une approximation dans le cadre d�une Terre sans masse 
 en orbite
k�epl�erienne autour du Soleil est  

-F i #
�

�

n�a�

r�

p
�� e�ki

n� a et e �etant les �el�ements elliptiques usuels et ki un vecteur unitaire ortho�
gonal au plan de l�orbite� Ce terme s�eculaire principal est aussi celui de la
rotation de DGRS par rapport 
a BRS �ou KGRS�� Il vaut �	���� par si
ecle�
Une expression analytique des F i peut �etre trouv�ee dans �BBF���� En�n�
les termes p�eriodiques �nutation g�eod�esique� se trouvent dans �BBF��� et
�Fuk���� Nous avons recalcul�e cette fonction vectorielle pour les plan
etes in�
t�erieures�

Les rep
eres de r�ef�erence associ�es 
a KGRS et DGRS admettent tous deux
pour origine le g�eocentre� Les axes de KGRS gardent avec les axes du BRS une
orientation �xe et donc KGRS admet l��ecliptique J���� pour plan principal ��

Tableau r�ecapitulatif

Les abr�eviations suivantes sont utilis�ees  

� S�S�  Syst
eme solaire

� Ec�  Ecliptique

� Eq�  Equateur

� cin�  cin�ematique

� dyn�  dynamique

� TCB  Temps coordonn�ee barycentrique

� TCG  Temps coordonn�ee g�eocentrique

� TCT  Temps coordonn�ee topocentrique

� D�N�  Dynamiquement non�tournant

� C�N�  Cin�ematiquement non�tournant

� S�R�  Syst
eme de r�ef�erence

�� Au sens que le champ gravitationnel terrestre n�est pas pris en compte dans la r	eso�
lution des 	equations d�Einstein�

�� Une fois de plus� on peut faire la distinction entre les rep�eres V� C et Q�
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REPERE ECHELLE ORIGINE PLAN NATURE EQUIVALENT
DE TEMPS PRINCIPAL IERS

BRSV TCB Barycentre S�S� Eq� J���� D�N� ICRS
BRSQ TCB Barycentre S�S� Eq� J���� D�N�
BRSC TCB Barycentre S�S� Ec� J���� D�N�
BRS� TCB Barycentre S�S� Ec� J���� C�N�
DGRSV TCG G	eocentre Eq� J���� dyn� D�N�
KGRSV TCG G	eocentre Eq� J���� cin� C�N�
DGRSQ TCG G	eocentre Eq� J���� dyn� D�N�
KGRSQ TCG G	eocentre Eq� J���� cin� C�N�
DGRSC TCG G	eocentre Ec� J���� dyn� D�N�
KGRSC TCG G	eocentre Ec� J���� cin� C�N�
GRS� TCG G	eocentre Eq� de la date C�N� ITRS

	�� Relations analytiques entre les syst�emes

de r�ef�erence

����� Liens spatiaux

Di��erence entre les angles d
Euler de DGRS et KGRS

On peut rendre compte de la position de l��equateur terrestre dans ces deux
syst
emes de r�ef�erence au travers des angles d�Euler �� �� � pour DGRS et
�K� �K� �K pour KGRS� Les angles dynamiques �dans DGRS� sont calcul�es

a partir d�une th�eorie de la rotation de la Terre alors que leurs correspondants
cin�ematiques sont d�eduits de l�observation�

La distinction entre �KGRS� et �DGRS� am
ene tout naturellement 
a en�
visager le lien entre les angles d�Euler �� �� � d�un cot�e et �K� �K� �K d�un
autre cot�e� lien n�ecessaire pour d�ecrire la rotation de la Terre dans ces deux
syst
emes de r�ef�erence �Bru���� Nous adopterons la convention d�orientation
de ces angles qui les rend positifs pour des temps positifs�

Notons �P �u� et �PK�u� les matrices de rotation entre les rep
eres GRS��
KGRS et DGRS  h

GRS�
i

# �P �u��DGRS�h
GRS�

i
# �PK�u��KGRS� �����

On a� Ri��� d�esignant la matrice de rotation d�angle � autour du i�
eme
axe du rep
ere  

�P �u� # R����R�����R�����
�PK�u� # R���K�R����K�R����K� ���	�
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B

A
θ

D
γ

2000

ϕ
ec. J2000

ec. de la date

eq. J2000

eq. de la date

γ

ψ

Fig� ��� � Angles d�Euler �� � et �� B d�esigne l�intersection du m�eridien
d�origine et de l��equateur de la date�

Le lien entre les matrices �P �u� et �PK�u� fait intervenir la matrice de
pr�ecession g�eod�esique FC  

�P �u� # �PK�u��E � c��FC� ���
�

o
u E est la matrice unit�e� On en d�eduit  

�� �K # � c��

sin �

�
F �
C sin� % F �

C cos�
�

� � �K # c��
�
F �
C cos� � F �

C sin�
�

�����

� � �K # c��
�
F �
C �

cos �

sin �

�
F �
C sin� % F �

C cos�
�


Les expressions analytiques de �� � et � se trouvent dans �BRS�
� ��� A
l�aide de ces expressions analytiques des angles d�Euler� on trouve en �as  

� � �K # �� ��� ��		�	t � ����
	��t� � 
��	��t�

���	�� sin����� ���	�� cos���� % �	�� sin��� % D � F �

��	
� sin����� % �	�� cos����� % 	 	 	

%t ��
	�	 sin���� % 		�
 cos���� % 	 	 	�

%t� ���	�
 sin��� % D � F �� 		�� cos��� % D � F � % 	 	 	�

%t� ��	�� sin��� % D � F �� �	�� cos��� % D � F � % 	 	 	�

��� Dans cet article� les angles sont not	es �� � et � avec la correspondance � � ��	� � �
��� et ils ont 	et	e calcul	es dans le cadre d�une Terre rigide�
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� � �K # �	�	t % � ���	��t� � � 
��	��t�

��	�� cos��� % D � F �

%�	�
 sin���� � ����� �	�� cos���� � ���� % 	 	 	

%t ��	�� sin��� % D � F � % 	 	 	�

%t� ���	�� sin��� % D � F � % �	�� cos��� % D � F � % 	 	 	�

�� �K # ��	��t � �� 

�			t� � ���	��t�

%�	�� sin��� % D � F � % 	 	 	

%t ��	�� sin���� % �	�� cos���� % 	 	 	�

%t� ���	�� sin��� % D � F �� �		� cos��� % D � F � % 	 	 	�

%t� ��	�
 sin��� % D � F �� �	�� cos��� % D � F � % 	 	 	�

t �etant exprim�e en milliers d�ann�ees de TDB depuis J���� et �SBC����  

D # �	����		
���� % 


��	

��	����� t

F # �		�
�������
 % �����			�������� t

les longitudes moyennes ��� �� et �� provenant quant 
a elles du tableau ������

Di��erences induites sur la vitesse de rotation de la Terre�

A cette di��erence entre les angles d�Euler est associ�ee une modi�cation
des composantes de la vitesse de rotation de la Terre� Si )i et )i

K d�esignent les
composantes du vecteur rotation de GRS� par rapport 
a DGRS et KGRS
respectivement� on a  

)i #
�

�
�ijk

-�Pmj	
-�Pmk et )i

K #
�

�
�ijk

-�PKmj	
-�PKmk �����

o
u -�� # d��
du� u # TCG� En calculant )i et )i
K 
a l�aide de ���	� et ������

et en notant ) la norme de �� on trouve �par millier d�ann�ees de TDB� 

)K � ) # ��
�		��� � ��	���� sin���� % ��	���� cos����

� ��	���� sin����� % ��	���� cos�����

% t
h
��	���� sin���� % ��	���� cos����

���	���� sin������ ��	���
 cos�����
i
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t �etant exprim�e en milliers d�ann�ees de TDB depuis J����� Le terme constant
de cette di��erence� d�amplitude ��� 
�	 ����� radian par seconde� est induit
par la pr�ecession g�eod�esique entre les syst
emes KGRS et DGRS� Il entra��ne
une modi�cation de la valeur de la vitesse de rotation de la Terre ) d�environ
� ����� en valeur relative�

Ainsi� la d�etermination de la vitesse de rotation de la Terre 
a partir
d�observations e�ectu�ees dans le syst
eme KGRS est 
a corriger de cette va�
leur pour la comparaison 
a une th�eorie dynamique exprim�ee dans le rep
ere
DGRS�

����� Liens temporels

Comme il a �et�e vu dans l�introduction de ce chapitre� en relativit�e g�e�
n�erale� les notions de temps coordonn�ee et de temps propre se substituent
au temps absolu de Newton� Le temps coordonn�ee est �multipli�e par c� la
premi
ere des quatre coordonn�ees utilis�ees pour repr�esenter l�espace�temps
relativiste� Il est par exemple math�ematiquement �equivalent 
a l�une des co�
ordonn�ee r� � ou encore � dans un syst
eme de coordonn�ees sph�eriques� En
d�autres termes� il a pour unique �fonction� d��etiqueter les �ev�enements et n�a
par cons�equent aucune signi�cation physique intrins
eque ���

Le temps propre d�un observateur est dot�e lui d�une signi�cation physique
en soi� Il s�agit du temps qui s��ecoule 
a la montre de cet observateur� L�inter�
valle d� est donc le m�eme �en tant que quantit�e scalaire� dans tout rep
ere�
En relativit�e restreinte� ce temps propre s�identi�e au temps coordonn�ee dans
le rep
ere o
u l�observateur est au repos� Ainsi� en vertu du principe d��equiva�
lence� il en sera localement de m�eme en relativit�e g�en�erale �en consid�erant
le rep
ere inertiel tangent 
a la ligne d�univers de l�observateur dans lequel la
m�etrique se r�eduit 
a celle de Minkowski��

Liens entre les �echelles de temps coordonn�ee

Si on consid
ere un observateur situ�e au centre de masse d�un corps du sys�
t
eme solaire� on peut� en vertu du principe d��equivalence� trouver un syst
eme
de coordonn�ees �w� # cu�w�� w�� w�� en co�mouvement avec l�observateur
dans lequel on ait  

ds� � c�d� � # c�du�

��� Pour s�en convaincre� il su�t de se souvenir que les 	equations du champ 	etant cova�
riantes� elles sont invariantes sous une transformation arbitraire du syst�eme de coordonn	ees
utilis	e� laquelle peut �etre quadri�dimensionnelle �
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o
u u d�esigne le temps coordonn�ee du syst
eme de r�ef�erence de l�observateur
et � le temps propre de cet observateur� Si cet observateur est plac�e dans un
syst
eme de coordonn�ees �x� # ct� x�� x�� x��� on a  

ds� # c�g��dt
� % �cg�idx

idt % gijdx
idxj

On aboutit 
a la relation di��erentielle reliant les temps coordonn�ees asso�
ci�es 
a un rep
ere plan�etocentrique et 
a un rep
ere quelconque  

du # dt�g�� % �g�iv
i
c % gijv

ivj
c�����

o
u vi sont les composantes de la vitesse de l�observateur dans le rep
ere S�
En utilisant le d�eveloppement de la m�etrique au voisinage de la m�etrique

de Minkowski g�� # ��� % h��� on trouve au quatri
eme ordre en �
c  

du

dt
# � %

�

�
h
���
�� �

�

�

v�

c�
� �

�

v�

c�
%

�

�
h
���
��

v�

c�
%

�

�
h
���
�� �

�

�
�h

���
�� �� % h

���
�i

vi

c
������

Cette relation di��erentielle �donc locale� a �et�e int�egr�ee pour les corps
suivants  Mercure� V�enus� la Terre� Mars et la Lune� en prenant BRS pour
syst
eme de coordonn�ees �x� # ct� x�� x�� x��� Les r�esultats sont pr�esent�es
en annexe sous la forme de s�eries de Fourier�Poisson du temps coordonn�ee
barycentrique TCB�



��


Chapitre �

Int�egrateur g�eod�esique


�� Introduction

Les moyens de mesure actuels� qu�il s�agisse des tirs laser sur satellites
arti�ciels de la Terre et sur la Lune �SLR et LLR�� des donn�ees d�interf�ero�
m�etrie 
a tr
es longue base �VLBI� ou des donn�ees radar� ont atteint un niveau
de pr�ecision tel que les e�ets pr�edits par la th�eorie de la relativit�e g�en�erale sur
la dynamique des corps ne peuvent pas �etre n�eglig�es� Cela implique de consi�
d�erer la relativit�e g�en�erale comme le cadre sous�tendant la mod�elisation des
trajectoires des corps dans le syst
eme solaire� voisinage de la Terre compris�
On obtient ainsi des mod
eles correctifs aux pr�evisions newtoniennes� 
a la fois
pour ce qui est de la pr�ediction des orbites et pour la r�eduction des donn�ees
collect�ees depuis la Terre �par exemple� correction de pr�ecession g�eod�esique
et correction de Lense � Thirring pour un satellite arti�ciel de la Terre��

D�apr
es le principe des g�eod�esiques� un corps test soumis 
a l�action d�un
champ de gravitation suit une trajectoire g�eod�esique� L��equation di��eren�
tielle d�une g�eod�esique ����
� s��ecrit explicitement en fonction des d�eriv�ees
partielles des coe�cients de la m�etrique� La m�etrique� elle� est solution des
�equations du champ d�Einstein pour la distribution de masse et d��energie
source du champ de gravitation� Ainsi� la connaissance de la m�etrique asso�
ci�ee 
a la distribution d��energie et d�impulsion du syst
eme physique permet
de conna��tre les �equations du mouvement d�un corps test� On les �ecrit expli�
citement �  

d�x�

d��
% '�

��

dx�

d�

dx�

d�
# � �����

�� On utilise la convention de sommation d�Einstein et le syst�eme de coordonn	ees 
x��
pour 
 � �����
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o
u � repr�esente le param
etre a�ne du probl
eme� Le param
etre a�ne � est
choisi en fonction du type de particule test choisi �photon ou particule mas�
sive� pour l�int�egration� Dans le cas d�une particule de mati
ere� nous pourrons
choisir le temps propre� Dans le cas du photon� ce choix est impossible puisque
pour celui�ci ds� # �� mais le choix de � n�est pas fondamental en ce sens
que la trajectoire du photon nous int�eresse plus que son �equation horaire�


�� M�ethode

Le syst
eme 
a int�egrer est le syst
eme ����� transform�e en un syst
eme
d�ordre � en posant  �

u� # dx�

d�
du�

d�
# �'�

��u
�u�

�����

Les symboles de Christo�el apparaissant dans ����� s�expriment en fonc�
tion des d�eriv�ees partielles de la m�etrique �  

'�
�� #

�

�
g�� �g�� �� % g�� �� � g�� ��� �����

o
u g�� d�esigne la m�etrique inverse reli�ee 
a g�� par  

g��g
�� # ��� �����

Dans les applications que nous envisageons� la m�etrique g�� est soit la
m�etrique barycentrique en coordonn�ees cart�esiennes ������ soit la m�etrique
g�eocentrique� soit une m�etrique solution des �equations du champ �Schwarz�
schild �	���� Kerr �	���� Levi�Civita��

Dans le cadre de l�approximation champs faibles et vitesses faibles� on
d�eveloppe la m�etrique g�� au voisinage de la m�etrique de Minkowski ���  

g�� # ��� % h�� �����

avec
��� # � � ��i # � � �ij # ��ij ���	�

On d�eveloppe les coe�cients h�� selon les puissances de �
c  �������
h���t� r� # c��h

���
�� �t� r� % c��h

���
�� �t� r� % c��h

���
�� �t� r� % 	 	 	

h�k�t� r� # c��h
���
�k �t� r� % c��h

���
�k �t� r� % c��h

���
�k �t� r� % 	 	 	

hjk�t� r� # c��h
���
jk �t� r� % c��h

���
jk �t� r� % c��h

���
�� �t� r� % 	 	 	

���
�

�� Avec la notation usuelle 
 � � �
�� �
�x�

�
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o
u les h�k��� d�ependent des potentiels et potentiels vecteurs au point �t� r��

Pour le calcul de g�� � on utilise un d�eveloppement analogue 
a �����  

g�� # ��� % h�� �����

avec  

��� # � � ��i # � � �ij # ��ij �����

Les coe�cients h�� s��ecrivent alors au moyen des coe�cients h�� selon  

�����
h�� # �h�� % �h���� % 	 	 	
h�i # h�i � h��h�i % h�shis % 	 	 	
hij # �hij � hishjs % 	 	 	

������

Les symboles de Christo�el ������ se r�eduisent 
a  

'�
�� #

�

�
g�� �h�� �� % h�� �� � h�� ��� ������

et sont calcul�es 
a l�aide d�une formule de d�erivation num�erique 
a l�ordre
�  

f ��x� #
�

��
�f�x� �h� % �f�x � h�� �f�x % h�� f�x % �h�� % O�h��

������
Le choix de la valeur de h d�epend du type de probl
eme 
a traiter �photon
dans le syst
eme solaire� satellite arti�ciel de la Terre� satellite naturel des
plan
etes� plan
etes� ����� Une �etude des divergences entre d�erivation num�erique
et d�erivation exacte pour une fonction g�en�erique f�x� # �

x
donne les valeurs

admissibles pour le param
etre h� Le choix a �et�e fait� par soucis d��economie
de temps de calcul� de calculer toutes les d�eriv�ees partielles de la m�etrique
ainsi que la m�etrique inverse au point courant� avant d�entreprendre le calcul
des seconds membres du syst
eme ������

L�int�egration est e�ectu�ee 
a l�aide d�un int�egrateur num�erique du type
DOPRI� �� Cet int�egrateur donne la trajectoire param�etrique d�une parti�
cule test dans la m�etrique choisie� Cette trajectoire est une g�eod�esique du
champ ext�erieur� Ainsi nous obtenons en sortie quatre fonctions discr
etes du
param
etre a�ne �� x���� # ct��� et xi��� pour i # �		��

�� Sch	ema explicite de Runge�Kunta d�ordre 	elev	e� fond	e sur les formules de Prince et
Dormet avec pas d�int	egration variable �HNW����
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�� Calcul des coe�cients h��

La donn�ee des coe�cients h�� par le choix d�une m�etrique ���� ou 	��
ou 	�� ou autre���� permet de calculer la m�etrique g�� 
a l�aide de ������ ainsi
que leurs d�eriv�ees partielles en utilisant la formule ������� puis la m�etrique
inverse d�apr
es le formulaire ������ donc les seconds membres de ����� apr
es
�evaluation des symboles de Christo�el ������

Dans le cas de la m�etrique barycentrique ������ on utilise une solution pla�
n�etaire pour substituer les valeurs num�eriques des coordonn�ees dans ������
Au voisinage d�un corps massif� il peut �etre utile de remplacer l�approxi�
mation masse ponctuelle par un d�eveloppement plus complet du potentiel
gravitationnel de la forme  

U�r� �� �� #
GM

r

�X
l

lX
m��

�
R

r

�l
P lm�sin���

�
C lm cosm� % Slm sinm�

�

������


�	 Tests et r�esultats

����� G�eod�esique isotrope � le cas du photon

Les trajectoires des rayons lumineux sont des g�eod�esiques isotropes le long
desquelles on a ds� # g��u

�u� # �� Dans ce cas� seule la trajectoire nous
int�eresse et le choix du param
etre � est arbitraire� La condition ds� # � sert

a normaliser la quadrivitesse u� au cours de l�int�egration�

Pour ce cas� nous avons choisi pour l�int�egration la m�etrique de Schwarz�
schild �	��� avec pour corps central le Soleil� La relativit�e g�en�erale pr�edit�
dans ce cadre� une d�e�exion des rayons lumineux passant au voisinage du
Soleil� �

La valeur classique dans ce cas �+� # �	
���� a �et�e obtenue avec une
excellente pr�ecision par l�int�egrateur �+�RMI # �� 
������

����� Les particules test � Orbite de Lageos

On d�esigne par particule test une particule dont le champ propre n�a pas d�in�

�� La v	eri�cation exp	erimentale par Eddington en ���� de cet e
et con�rma pour la
premi�ere fois la nature relativiste du champ de gravitation�
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�uence sur le champ ext�erieur� C�est le cas des plan
etes dans l�approximation
masse ponctuelle et a fortiori des satellites arti�ciels de la Terre�

La condition de constance de la quadrivitesse le long de la g�eod�esique
devient alors  

g��u
�u� # c�

�
d�

d�

	
������

o
u � est le temps propre de la particule� On choisira � # � ce qui conduit 
a
la condition de normalisation g��u

�u� # c��
Nous avons int�egr�e l�orbite du satellite Lageos sur une dur�ee d�un jour�

dans le cadre relativiste d�un corps central sph�erique en rotation dont la
m�etrique Kerr �	��� est la solution des �equations du champ correspondantes�
Dans ce cadre� o
u la distribution de mati
ere est en mouvement� la th�eorie de
la relativit�e g�en�erale pr�edit un entra��nement des rep
eres inertiels locaux � en
plus de l�e�et relativiste Schwarzschild li�e 
a la courbure de l�espace�temps�

Les e�ets d�avance du p�erih�elie de l�orbite c�est�
a�dire l�e�et de Schwarz�
schild donn�e par  

+� #
	�GM

c�a��� e��
������

o
u M est la masse du corps central� a et e d�esignant respectivement le demi�
grand axe et l�excentricit�e de l�orbite et la pr�ecession de Lense�Thirring ont
�et�e retrouv�es 
a la pr�ecision machine ��gure �����


�
 Conclusion

Nous avons r�ealis�e un logiciel d�int�egration qui permet de calculer les
trajectoires des particules massives ou non �ondes �electromagn�etiques� fond�e
sur la d�etermination des g�eod�esiques suivies par ces particules� L�avantage
de cette m�ethode est de traiter directement les �equations du mouvement
relativiste� Une telle approche est applicable 
a la r�eduction des donn�ees ob�
servationnelles �observations radar� optiques� laser� ainsi qu�au calcul des
trajectoires des corps massifs �ast�ero��des� plan
etes� satellites naturels ou ar�
ti�ciels�� A�n de compl�eter cet int�egrateur� il faudra y inclure la mod�elisation
des changements de syst
emes de r�ef�erence relativistes dont nous avons ob�
tenu les expressions ainsi que les d�eveloppements des champs de gravit�e au
voisinage des plan
etes �Sa�	��

�� l�e
et Lense�Thirring
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Fig� ��� � Di��erences entre une orbite de Lageos calcul�e par le CNES et
par RMI� Le temps en abscisse est exprim�e en secondes� Les trois graphiques
correspondent aux di��erences en radial� along track et cross track �de haut
en bas��
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Conclusion g�en�erale

Ce travail a permis l�obtention d�une nouvelle solution analytique de
grande pr�ecision pour le mouvement des plan
etes du syst
eme solaire� baptis�ee
VSOP����� et de solutions d�eriv�ees �A� B� C et D�� Ces solutions� outre le fait
qu�elle utilisent un jeu de masses r�ecemment d�etermin�e �IERS ���� ont �et�e
calcul�ees 
a des pr�ecisions tr
es importantes qui permettront leurs utilisations
dans de nombreux travaux astronomiques �r�eduction de donn�ees observation�
nelles� calcul des liens analytiques entre syst
eme de r�ef�erence astronomiques�
th�eorie de la rotation de la Terre������

Les solutions ont �et�e obtenues dans le cadre des recommandations de
l�Union astronomique internationale de ����� qui pr�econisent l�introduction
de la th�eorie de la relativit�e g�en�erale dans les calculs de m�ecanique c�eleste
pr�esents ou 
a venir� Il ne s�agit pas tant l
a d�une contraignante vision de
la dynamique dans le syst
eme solaire� s�appuyant sur des notions complexes
et math�ematiquement lourdes de physique gravitationnelle� que d�un souci�
justi��e� de donner un cadre unique et coh�erent 
a la communaut�e astrono�
mique dans son ensemble� cadre sous�tendu par une th�eorie dont aucune
preuve observationnelle n�est venu �ebranler les fondations �pour le moment
peut��etre�����

Ces th�eories analytiques VSOP����x ont servi de base 
a la construction
des liens spatio�temporels entre les syst
emes de r�ef�erence relativistes barycen�
trique et g�eocentrique� liens indispensables si l�on souhaite pouvoir comparer
th�eorie et observations� Nous avons �etendu ce travail aux plan
etes int�erieures
pour les liens entre les �echelles de temps� et le travail entrepris invite 
a envi�
sager le calcul des liens entre les coordonn�ees spatiales dans un proche avenir
�l��equivalent de la pr�ecession g�eod�esique du syst
eme GRS pour les plan
etes
int�erieures par exemple��

Un �etude a �et�e men�ee sur le probl
eme relativiste plan�etaire en coordon�
n�ees rectangulaires� mod�elis�e par les �equations d�Einstein� Infeld et Ho��
man �EIH�� Lin�earis�ees au voisinnage d�une orbite circulaire� les �equations
EIH forment un syst
eme d��equations di��erentielles lin�eaires 
a coe�cients
constants� avec second membre� Les di�cult�es techniques que nous avons
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rencontr�ees lors du calcul it�eratif d�une solution 
a ce syst
eme d��equations ont
�et�e analys�ees et une forme di��erente de la solution est envisag�ee�

Lin�earis�ees au voisinage d�une orbite k�epl�erienne� les �equations EIH forment
un syst
eme d��equations di��erentielles lin�eaires 
a coe�cients variables avec se�
cond membre� Nous avons d�ecrit et d�evelopp�e les outils permettant de calcu�
ler la solution g�en�erale d�un tel syst
eme� Ces outils g�en�eraux pourront servir
pour r�esoudre d�autres probl
emes di��erentiels du m�eme type� et notamment
tout syst
eme di��erentiel lin�earis�e au voisinage d�une solution particuli
ere� pas
n�ecessairement constante dans le temps�

En�n� nous avons d�evelopp�e un outil d�int�egration des trajectoires g�eod�e�
siques dans le syst
eme solaire� voisinage de la Terre y compris� pr�esent�e en �n
de m�emoire� Cet outil� dont les th�eories plan�etaires VSOP����x ainsi que les
liens analytiques entre syst
emes de r�ef�erence deviendront des composantes� a
�et�e test�e dans quelques cas classiques de gravitation relativiste� Les r�esultats
s�accordent aux pr�edictions au niveau de pr�ecision des ordinateurs utilis�es
et laissent envisager un d�eveloppement �able de telles m�ethodes pour calcu�
ler les trajectoires des photons ou des particules de mati
ere dans le syst
eme
solaire�
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��� Annexe � � R�esolution A	 de l�Union as�

tronomique internationale

Au cours de la XXIe assembl�ee g�en�erale de l�Union Astronomique In�
ternationale �IAU���� les recommandations suivantes ont �et�e adopt�ees �entre
autres�  

RECOMMANDATION I

consid�erant

qu�il convient de d�e�nir� dans le cadre de la th�eorie de la relativit�e
g�en�erale� plusieurs syst
emes de coordonn�ees spatio�temporelles�

recommande

que les coordonn�ees spatio�temporelles �x� # ct� x�� x�� x�� soient
choisies de telle fa&con que dans chaque syst
eme de coordonn�ees�
centr�e au barycentre de tout ensemble de masses� le carr�e ds�

de l�intervalle soit exprim�e au plus faible niveau d�approximation
sous la forme  

ds� # �c�d� �

# �
�

� � �U

c�

�
�dx��� %

�
� %

�U

c�

� ��
dx�

��
%
�
dx�

��
%
�
dx�

���

o
u c est la vitesse de la lumi
ere� � le temps propre et U la somme
des potentiels de gravitation de l�ensemble de masses consid�er�e et
d�un potentiel de mar�ee engendr�e par les corps ext�erieurs 
a cet
ensemble� ce potentiel �etant �ecrit de fa&con 
a s�annuler au bary�
centre�
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Notes pour la recommandation I

�� Cette recommandation introduit explicitement la th�eorie de la
Relativit�e g�en�erale comme base pour la d�e�nition du rep�ere de
r�ef�erence spatio�temporel c�eleste�

�� Cette recommandation reconna��t que l�espace�temps ne peut
pas �etre d�ecrit par un syst�eme de coordonn�ees unique parce qu�un
choix judicieux d�un syst�eme de coordonn�ees peut faciliter de fa�
�con signi�cative la r�esolution des probl�emes et clari�er la signi�
�cation physique des ph�enom�enes qui s�y rapportent� Lorsqu�on
se trouve loin de l�origine spatiale� le potentiel de l�ensemble de
masses auquel appartient le syst�eme de coordonn�ees devient n�e�
gligeable alors que le potentiel des corps se manifeste seulement
par des termes de mar�ee qui disparaissent �a l�origine�

�� Le ds� propos�e ne comprend que les termes n�ecessaires au ni�
veau actuel de la pr�ecision des observations� Des termes d�ordre
plus �elev�e peuvent �etre ajout�es si les utilisateurs le jugent utile� si
l�UAI l�estime n�ecessaire de fa�con g�en�erale� on ajoutera d�autres
termes� Cette addition pourra �etre faite sans changer le reste de
la recommandation�

�� Le potentiel dans la formule donnant le ds� doit �etre d�e�ni avec
le signe plus�


� Au niveau de l�approximation qu�implique cette recommanda�
tion� le potentiel de mar�ee comprend tous les termes du deuxi�eme
degr�e au moins par rapport aux coordonn�ees spatiales locales dans
le d�eveloppement du potentiel newtonien cr�e�e par les corps ext�e�
rieurs�

RECOMMANDATION II

consid�erant

� la n�ecessit�e de d�e�nir un syst
eme de coordonn�ees barycen�
triques ayant pour origine spatiale le centre de masse du
syst
eme solaire et un syst
eme de coordonn�ees g�eocentriques
ayant pour origine spatiale le centre de masse de la Terre�
ainsi que l�avantage qu�il y aurait 
a d�e�nir les syst
emes de
coordonn�ees analogues pour d�autres plan
etes et la Lune�
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� que les syst
emes de coordonn�ees devraient correspondre aux
meilleures r�ealisation des syst
emes de r�ef�erence spatiaux et
temporels�

� que les m�emes unit�es physiques devraient �etre utilis�ees dans
tous les syst
emes de coordonn�ees�

recommande que

� les r�eseaux de coordonn�ees spatiales ayant pour origine le
barycentre du syst
eme solaire et le centre de masse de la
Terre ne pr�esentent pas de rotation globale par rapport 
a un
ensemble d�objets extragalactiques �eloign�es�

� les coordonn�ees temporelles d�erivent d�une �echelle de temps
construite en utilisant des horloges atomiques en fonction�
nement sur la Terre�

� les unit�es physiques de base pour l�espace�temps dans tous
les syst
emes de coordonn�ees soient la seconde du syst
eme
international d�unit�es �SI� pour le temps propre et le m
etre
SI pour les longueurs propres� li�e 
a la seconde SI par la valeur
de la vitesse de la lumi
ere c # ���
����� ms���

Notes pour la recommandation II

�� Cette recommandation indique les structures et les quantit�es
physiques qui seront utilis�ees pour construire les rep�eres de r�e�
f�erence et les �echelles de temps bas�es sur la d�e�nition id�eale du
syst�eme donn�ee par la recommandation I�

�� La contrainte cin�ematique relative �a la rotation des syst�emes
de r�ef�erence g�eocentrique et barycentrique ne peut �etre r�ealis�ee
de fa�con parfaite� On fait l�hypoth�ese que la rotation moyenne
d�un grand nombre d�objets extragalactiques peut �etre consid�er�ee
comme repr�esentant la rotation de l�Univers que l�on admet �etre
nulle�

�� Si le syst�eme de r�ef�erence barycentrique� tel qu�il est d�e�ni par
cette recommandation� est utilis�e dans des �etudes de dynamique
dans le syst�eme solaire� les e�ets de la pr�ecession g�eod�esique d�ori�
gine galactique peuvent devoir �etre pris en compte�

�� De plus� la contrainte cin�ematique relative �a l��etat de rotation
du syst�eme de r�ef�erence g�eocentrique� tel qu�il est d�e�ni dans cette
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recommandation� implique que si on e�ectue des �etudes de dyna�
mique dans ce syst�eme �par exemple les mouvements de la Lune
ou des satellites de la Terre�� les e�ets variables avec le temps de
la pr�ecession g�eod�esique du rep�ere g�eocentrique par rapport au re�
p�ere barycentrique doivent �etre pris en compte en introduisant les
termes d�inertie correspondant dans les �equations du mouvement�


� Les constantes et grandeurs astronomiques seront exprim�ees en
unit�e du Syst�eme international �SI� sans facteur de conversion
qui d�ependraient des syst�emes de coordonn�ees dans lesquels elles
sont mesur�ees�

RECOMMANDATION III

consid�erant

� qu�il est souhaitable de normaliser les unit�es et les origines
des temps coordonn�ees utilis�es en astronomie�

recommande que

� les unit�es d��echelle de temps�coordonn�ees de tous les sys�
t
emes de coordonn�ees centr�es au barycentre d�un ensemble
de masses soient choisies de sorte qu�elles soient toutes com�
patibles avec l�unit�e de temps propre� la seconde SI�

� les lectures de ces temps�coordonn�ees soient ��

 janvier ��
�h�m��	���s exactement pour ��

 janvier �� �h�m�s TAI
exactement �JD#��������� TAI�� au g�eocentre�

� les temps�coordonn�ees dans les syst
emes de coordonn�ees qui
ont leur origine spatiale respectivement au centre de masse
de la Terre et au barycentre du syst
eme solaire et qui sont
�etablis conform�ement aux sections �� et �� ci�dessus soient
d�esign�es par les Temps�coordonn�ee g�eocentrique �TCG� et
Temps�coordonn�ee barycentrique �TCB��

Notes pour la recommandation III

�� Dans le domaine commun �a deux syst�emes de coordonn�ees quel�
conques� la loi de transformation tensorielle appliqu�ee au tenseur
m�etrique est valable sans modi�cation suppl�ementaire de l�unit�e
de temps� En cons�equence� la di��erence des temps�coordonn�ees de
ces syst�emes pr�esente une variation s�eculaire� La Recommanda�
tion 
 ���	�� des commissions de l�UAI �� �� et ��� compl�et�ee par
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la Recommandation 
 ���	�� des commissions de l�UAI �� ��� et
��� sp�eci�e que le temps dynamique terrestre �TDT� et le temps
dynamique barycentrique �TDB� ne doivent di��erer que par des
variations p�eriodiques� Il en r�esulte que TDB et TCB ont une
di��erence de marche� La relation entre ces �echelles de temps� en
secondes� est donn�ee par �

TCB � TDB # LB � �JD � �������� �� � �	���	

La valeur actuellement estim�ee de LB est �� ������ � ���
����
������ �Fukushima et al�� Celestial Mechanics� ��� ��
� ������

�� La relation TCB�TCG exige une transformation quadri�dimen�
sionnelle compl�ete �

TCB � TCG # c��
�Z t

t�

�
v�e
� % Uext�xe�

�
dt % ve	�x� xe�

�
	

xe et ve d�esignant la position et la vitesse barycentrique du centre
de masse de la Terre et x la position barycentrique de l�obser�
vateur� Le potentiel ext�erieur Uext est le potentiel newtonien de
tous les corps du syst�eme solaire� sauf la Terre� Dans l�int�egrale�
t # TCB et t� est choisi pour �etre en accord avec les origines
sp�eci��ees par la note �� Comme approximation de TCB�TCG�
exprim�e en secondes� on peut utiliser �

TCB�TCG # LC��JD��������	����	���%c��ve	�x�xe�%P	
La valeur actuellement estim�ee de LC est �� ������ � ���
����
������ �Fukushima et al�� Celestial Mechanics� ��� ��
� ������
LC peut �etre exprim�e par ��GM
�c�a�% � o�u G est la constante
de la gravitation� M la masse du Soleil� a est la distance h�elio�
centrique moyenne de la Terre� et o�u � est un tr�es petit terme
�de l�ordre de � � ������ provenant du potentiel des plan�etes au
niveau de la Terre� La quantit�e P repr�esente les termes p�erio�
diques qui peuvent �etre �evalu�es en utilisant la formule analytique
de Hirayama et al� ��Analytical expression of TDB � TDT��� in
Proceedings of the IAG Symposia� UGGI XIXe Assembl�ee g�en�e�
rale� Vancouver� ����� ao�ut� ���	�� Pour les observateurs sur la
surface de la Terre� les termes d�ependant de leurs coordonn�ees
terrestres sont diurnes� avec une amplitude maximale de �� ��s	

�� Les origines des temps coordonn�ees ont �et�e arbitrairement �x�ees
de sorte que ces temps coincident tous avec le Temps terrestre
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�TT� de la recommandation IV� au g�eocentre� pour ��		 janvier
�� �h�m�s �Voir note � de la recommandation IV��

�� Quand des r�ealisations de TCB et TCG sont n�ecessaires� il
est sugg�er�e que ces r�ealisations soient d�esign�ees par des expres�
sions telles que TCB�xxx�� o�u xxx indique la source de l��echelle
de temps r�ealis�ee �par exemple TAI� et la th�eorie utilis�ee pour la
transformation en TCB ou TCG�

RECOMMANDATION IV

consid�erant

� que les �echelles de temps utilis�ees pour dater les �ev�enements
observ�es depuis la surface de la Terre ainsi que pour la m�e�
trologie terrestre doivent avoir comme unit�e d��echelle la se�
conde du SI� telle qu�elle est r�ealis�ee par des �etalons ter�
restres de temps�

� la d�e�nition du temps atomique international �TAI�� approu�
v�ee par la ��e Conf�erence g�en�erale des poids et mesures
���
�� et compl�et�ee par une d�eclaration de la �e session du
Comit�e consultatif pour la d�e�nition de la seconde ������

recommande que

� la r�ef�erence temporelle pour les �eph�em�erides apparentes g�eo�
centriques soit le Temps terrestre �TT��

� TT soit une �echelle de temps di��erant du TCG de la recom�
mandation III par une marche constante� l��echelle de TT
�etant choisie de sorte qu�elle s�accorde avec la seconde du SI
sur le g�eo��de

� 
a l�instant ��

 janvier �� �h�m�s TAI exactement� la lecture
de TT soit ��

 janvier �� �h�m��	���s exactement�

Notes pour la recommandation IV

�� La base de la mesure du temps sur la Terre est le Temps ato�
mique international �TAI� qui est mis �a la disposition de ses utili�
sateurs par la publication de corrections �a ajouter aux lectures des
�echelles de temps et horloges nationales� L��echelle de temps TAI
a �et�e d�e�nie par la 
�e session du Comit�e international des poids
et mesures ���	�� comme une �echelle de temps r�ealis�ee� Comme
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les erreurs dans la r�ealisation du TAI ne sont pas toujours n�egli�
geables� on a jug�e n�ecessaire de d�e�nir une forme id�eale du TAI�
mis �a part le d�ecalage de ������s� qui est maintenant d�esign�e par
Temps terrestre� TT�

�� L��echelle de temps TAI est �etablie et diss�emin�ee suivant le
principe de la synchronisation coordonn�ee� dans le syst�eme de
coordonn�ees g�eocentrique� comme cela a �et�e expliqu�e dans les do�
cuments CCDS� �e session ������ et Rapports du CCIR� �����
annexe au volume VII �������

�� A�n de d�e�nir TT� il est n�ecessaire de d�e�nir pr�ecis�ement le
syst�eme de coordonn�ees auquel il appartient en donnant sa m�e�
trique relativiste� Compte tenu des incertitudes en fr�equence des
meilleurs �etalons� il su�t �a pr�esent ������ d�employer la m�etrique
donn�ee dans la recommandation I�

�� Pour assurer une continuit�e approximative avec l�argument
temporel pr�ec�edemment utilis�e pour les �eph�em�erides� le Temps des
�eph�em�erides TE� un d�ecalage de temps est introduit de sorte que
TT�TAI
��� ���s exactement pour ��		 janvier �� �h TAI� Cette
date correspond �a la mise en pratique d�un pilotage de la fr�equence
du TAI� introduit pour que l�unit�e d��echelle du TAI reste en ac�
cord �etroit avec les meilleures r�ealisations de la seconde du SI sur
le g�eo��de� On peut consid�erer que TT est �equivalent au TDT d�e�
�ni par la Recommandation 
 ���	�� des commissions de l�UAI
�� �� et �� et par la Recommandation 
 ���	�� des commissions
de l�UAI �� ��� et ��


� La divergence entre TAI et TT est une cons�equence des d�efauts
physiques des �etalons atomiques de temps� Dans l�intervalle ��		�
����� outre le d�ecalage constant de ��� ���s � l��ecart entre TAI
et TT est probablement rest�e entre les limites approximatives de
����s� On esp�ere que cet �ecart s�accro��tra plus lentement �a l�ave�
nir� par suite de l�am�elioration des �etalons de temps� Dans bien
des cas� en particulier pour la publication d��eph�em�erides� cet �ecart
est n�egligeable� Dans ces cas� on peut d�eclarer que l�argument des
�eph�em�erides est TAI ��� ���s�

�� Le Temps terrestre TT di��ere du TCG de la Recommandation
III par un facteur d��echelle! on a� en secondes �

TCG� TT # LG � �JD � �������� �� � �	���	
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La valeur actuellement estim�ee de LG est 	� �	����� ���������
������	 Cette valeur num�erique est d�eduite de la derni�ere esti�
mation du potentiel gravitationnel sur le g�eo��de� W # 	�	�	�	�
�����m�
s� �Chovitz� Bulletin G�eod�esique� ��� �
�� ������ Les
deux �echelles de temps sont distingu�ees par des noms di��erents
a�n d��eviter les erreurs de facteur d��echelle� La relation entre les
quantit�es LB et LC de la recommandation III� notes � et �� et LG

est LB # LC % LG�

	� L�unit�e d��echelle de TT est la seconde du SI sur le g�eo��de�
Les multiples usuels� tels que le jour de TT de ����� secondes
du SI sur le g�eo��de et le si�ecle julien de TT de ��
�
 jours de
TT� peuvent �etre employ�es� pourvu que la r�ef�erence au TT soit
clairement indiqu�ee chaque fois qu�il peut y avoir ambigu��t�e� Les
intervalles d��echelles correspondant de TAI et de TT ont des du�
r�ees qui s�accordent dans la limite des incertitudes des �etalons
atomiques primaires �par exemple �a moins de ��� ����� en va�
leur relative� en ������

�� Les rep�eres de l��echelle TT peuvent suivre n�importe quel sys�
t�eme de datation bas�e sur la seconde� par exemple la date du ca�
lendrier habituelle ou la Date julienne� pourvu que la r�ef�erence
au TT soit clairement indiqu�ee chaque fois qu�il peut y avoir am�
bigu��t�e�

�� Il est sugg�er�e que les r�ealisations de TT soient d�esign�ees par
TT�xxx� o�u xxx est un identi�cateur� Dans la plupart des cas une
approximation convenable est �

TT �TAI� # TAI % ��� ���s	

Cependant� dans certaines applications� il peut �etre avantageux
d�utiliser d�autres r�ealisations� Le BIPM� par exemple� a produit
des �echelles de temps telles que TT�BIPM����

RECOMMANDATION V

consid�erant

� que des travaux importants ont d�ej
a �et�e r�ealis�es en em�
ployant le Temps dynamique barycentrique �TDB�� d�e�ni
par la recommandation � ���
	� des commissions de l�UAI
�� �� et �� et la Recommandation � ���
�� des commissions
de l�UAI �� ��� et ���



���� ANNEXE � � R�ESOLUTION A	 DE L�UNIONASTRONOMIQUE INTERNATIONALE���

reconna��t

� que lorsqu�une discontinuit�e avec les travaux ant�erieurs est
jug�ee ind�esirable� TDB peut �etre utilis�e�

Note pour la recommandation V

Certaines grandeurs et constantes astronomiques ont des valeurs
num�eriques qui d�ependent de l�usage de TDB ou de TCB� Quand
on donne ces valeurs� l��echelle de temps employ�ee doit �etre sp�eci�
��ee�
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��� Annexe � � Quelques solutions des �equa�

tions du champ

A part quelques m�etriques tr
es particuli
eres solutions des �equations du
champ� correspondant 
a des distributions d��energie et d�impulsions tout aussi
particuli
eres� �Schwarzschild� Kerr� Robertson�Walker������ on ne conna��t pas
de solution exacte aux �equations d�Einstein� m�eme dans des cas aussi simples
que le probl
eme de Kepler� On ne sait m�eme pas si une telle solution existe
compte tenu qu�on ignore si les algorithmes d�approximation propos�es donnent
des s�eries asymptotiques 
a la solution� D�autre part� le probl
eme de Cauchy
n�est pas r�esolu dans le cas g�en�eral� Autant il est possible d�a�rmer l�exis�
tence de solution �su�samment proche� de l�espace�temps plat� autant des
donn�ees de Cauchy lisses � arbitraires ne permettent pas d�a�rmer l�existence
et l�unicit�e de solutions globales� d�ependant de fa&con continue des donn�ees
initiales et causales� Le probl
eme de Cauchy des �equations d�Einstein est
trait�e en d�etail dans �Lic����

N�eanmoins� les m�etriques suivantes permettent d�e�ectuer en m�ecanique
c�eleste relativiste les calculs d�orbitographie et de m�etrologie 
a une tr
es bonne
approximation�

M�etrique de Schwarzschild

Consid�erons un espace�temps 
a sym�etrie sph�erique� statique �une �etoile
sans rotation par exemple�� En coordonn�ees �t� r� �� ��� la m�etrique associ�ee

a un tel espace�temps s��ecrit en dehors du corps massif  

ds� #
�

�� �GM

rc�

�
c�dt� � dr�

� � �GM
rc�

% r�
�
d�� % sin� � d��

�
�	���

o
u M d�esigne la masse du corps central�
Lorsque r ��� �	��� tend vers la m�etrique de Minkowski en coordonn�ees

sph�eriques� �t� r� �� �� mesurent donc le temps propre et les distances propres
des observateurs 
a l�in�ni�

La singularit�e en r # �GM
c�

est une pathologie de la m�etrique li�ee au choix
du syst
eme de coordonn�ees �l�analogue de l�origine de l�espace euclidien en
coordonn�ees sph�eriques�� 
a l�inverse de la singularit�e r # �� singularit�e vraie
de l�espace en laquelle les invariants de courbure divergent ��

�� Lisse signi�e ici non�analytique� En e
et� des donn	ees de Cauchy analytiques per�
mettent d�assurer l�existence et l�unicit	e des solutions�

�� Par exemple� R����R
���� vaut ��
GM�r�c���� r	egulier en r � �GM�c� mais singu�

lier en r � ��
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Cette m�etrique permet de calculer les trajectoires post�newtoniennes des
corps et ainsi la correction 
a l�avance des p�erih�elies plan�etaires dans le pro�
bl
eme des deux corps  

+� #
	�GM

c�a��� e��
�	���

ainsi que l�e�et Shapiro et la d�e�exion des rayons lumineux au voisinage d�un
corps massif�

M�etrique de Kerr

La solution de Kerr est la m�etrique d�un corps sph�erique en rotation�
Cette m�etrique prend la forme suivante  

ds� # p�r� ��c�dt� % �b�r� ��cdtdr % �d�r� �� sin� �cdtd� � q�r� ��dr�

�a��r� ��d�� � f��r� �� sin� �d�� � �g�r� �� sin� �drd� �	���

Les fonctions a� b� d� f� g� p et q sont paires en la variable � et une trans�
formation ad�hoc du syst
eme de coordonn�ees permet d�annuler les fonctions
b et g� Usuellement� les trois formes suivantes sont utilis�ees  

b�r� �� �mr
R� � �mr

r��A�

q�r� �� � % �mr
R�

R�

r���mr�A�
R�

r��A�

�
� % �mr

r��A�

�
g�r� �� A

�
� % �mr

R�

�
� �mrA

r��A�

�	���

tandis que les autres fonctions ont pour valeur  

p�r� �� # � � �mr

R�
d�r� �� #

�mrA

R�
a��r� �� # R�

f��r� �� # r� % A� %
�mr

R�
A� sin� �

avec R� # r� % A� cos� �� A et m # GM
c�

sont des constantes de la solution
adopt�ee�

En calculant cette m�etrique dans le cas des champs faibles� on trouve  

A #
�I�

cM

o
u � est la vitesse de rotation du corps central et I son moment d�inertie�
valant ML�

� pour une sph
ere homog
ene de rayon L� Pour une �etude plus
d�etaill�ee de cette m�etrique� on consultera 
a pro�t �BL	
� et �Car		��
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��� Annexe � � Produit int�egral sur un espace

de Banach

	���� Notations

Soit F un espace de Banach de dimension �nie� Nous appellerons Ck�I� F �
l�espace vectoriel des fonctions de classe Ck d�e�nies sur un compact I de
IR que nous supposerons �etre de la forme ��� T � et 
a valeur dans F � Nous
munirons cet espace vectoriel de la norme de la convergence uniforme  

jjf jj� # sup
t����T �

jjf�t�jj �	���

o
u jjf�t�jj d�esigne la norme de f�t� dans F �
On notera Ck�I�End�F �� l�ensemble des fonctions de classe Ck sur I 
a

valeur dans les endomorphismes de F � Pour A �el�ement de Ck�I�End�F ���
nous noterons  

jjAjj� # sup
t����T �

jjA�t�jj �	�	�

o
u cette fois�ci� jjA�t�jj d�esigne la norme de A�t� d�eduite de la norme sur F
par une relation du type  

jjA�t�jj # sup
X�F�jjXjj��

jjA�t�	Xjj �	�
�

	���� Produit int�egral de fonctions en escalier

Soient c et t deux r�eels tels que � � c � t � T � Soient �ti���i�n n r�eels tel
que c # t� � t� � 	 	 	 � tn # t� Soient A�� 	 	 	 � An n endomorphismes de F �
On note A l�application  

A  �c� t� � End�F �

s ��
�
Ai si s � �ti��� ti� pour i �# n
An si s � �tn��� t�

�	���

A est une fonction en escalier dont� par d�e�nition� le produit int�egral sur
�c� t� est  

R�A� c� t� # exp ��tn � tn���An� 	 	 	 exp ��t� � t��A�� �	���

Remarque
On a pour A � cste� avec la notation ������  

R�A� c� t� # exp �
Z t

c
A�s�ds� # eA�t�c� �	����
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Lemme � Soient A et B deux fonctions en escalier d�e�nies sur �c� t� et �a
valeurs dans End�F �� Alors �

kR�A� c� t��R�B� c� t�k � �t� c�e�t�c�MkA�Bk�
o�u M # max�kAk�� kBk���

D�emonstration
Remarquons que le produit int�egral ne change pas si l�on rajoute des sub�
divisions 
a l�intervalle �c� t� si bien qu�on peut se donner une subdivision
c # t� � t� � 	 	 	 � tn # t telle que A � cste et b � cste sur tout intervalle
�ti� ti����

De plus� en notant +ti # ti � ti�� pour � � i � n� ai # exp �+tiAi� et
bi # exp �+tiBi�� on a  

kR�A� c� t��R�B� c� t�k # kan	an�� 	 	 	 a� � bn	bn�� 	 	 	 b�k
� kan 	 	 	 a� � an 	 	 	 a�	b�k%

kan 	 	 	 a�	b� � an 	 	 	 a�	b�	b�k% 	 	 	

% 	 	 	 % kan	bn�� 	 	 	 b� � bn 	 	 	 b�k
� ka� � b�k	kank 	 	 	 ka�k

%ka� � b�k	kank 	 	 	 ka�k	kb�k% 	 	 	

% 	 	 	

%kan � bnk	kbn��k 	 	 	 kb�k

En�n� l�application exponentielle est continue sur End�F � et v�eri�e pour
A endomorphisme de F � k exp �A�k � exp kAk� si bien que l�on obtient la
majoration  

kR�A� c� t��R�B� c� t�k
� +t�kA� �B�k exp �+t�M � exp �+t�M � 	 	 	 exp �+tnM �

% 	 	 	

%+tnkAn �Bnk exp �+tnM � exp �+tn��M � 	 	 	 exp �+t�M �

� �t� c�kA�Bk�e�t�c�M

y
Le lemme pr�ec�edent permet� pour A fonction r�egl�ee� c�est�
a�dire limite

uniforme d�une suite �Ak� de fonctions en escaliers sur �a� b� d�a�rmer que

kR�Ap� c� t��R�Aq� c� t�k � �t� c�e�t�c�MkAp �Aqk� �	����
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o
u M est un majorant des kAkk� si bien que la suite R�Ak� c� t� est de Cau�
chy� F �etant un espace de Banach� End�F � est complet donc R�Ak� c� t� est
convergente� On d�e�nit ainsi pour A  �c� t�� End�F � fonction r�egl�ee  

R�A� c� t� # lim
k���

R�Ak� c� t� �	����

Propri�et�e � Soient A un �el�ement de C��I�End�F ��� c et t deux r�eels de I�
On a les propri�et�es �
i� kR�A� c� t�k � e�t�c�kAk��
ii� R�A� c� t� est inversible et R�A� c� c� # Id� Ceci permet de d�e�nir pour

c � t R�A� c� t� par �R�A� t� c�����
iii� �Relation de Chasles� Avec la convention du ii�� si A  I � End�F �

est une fonction r�egl�ee� on a R�A� c� t� # R�A�u� t�R�A� c� u� pour c� t et u
dans I�
iv� Si c � u � t et si A  I � End�F � est continue alors f�u� #

R�A� c� u� est d�erivable et f ��u� # A�u�f�u��

D�emonstration
i� Etant donn�ee une suite �Ak� de fonctions en escalier convergeant unifor�
m�ement vers A sur �c� t� �une telle suite existe car toute fonction continue
est r�egl�ee�� On a en vertu de la d�e�nition de R�Ak� c� t� et de la propri�et�e
k exp �A�k � exp �kAk��  

kR�Ak� c� t�k � e�t�c�kAkk� �	����

La propri�et�e s�en d�eduit par continuit�e de la norme�
ii� Pour une fonction en escalier A� nous avons

�R�A� c� t���� # exp ��+t�A�� 	 	 	 exp ��+tnAn� �	����

avec les notations du lemme �� Par continuit�e de l�application qui 
a un en�
domorphisme inversible associe son inverse� nous avons le r�esultat�

iii� On v�eri�e ais�ement le r�esultat pour une fonction en escalier� Compte
tenu du lemme �� l�application qui� 
a une fonction en escalier sur �c� t�� associe
son produit int�egral entre c et t est continue pour les topologies d�e�nies par
k	k� sur l�ensemble des fonctions en escalier sur �c� t� et une norme quelconque
sur End�F �� On prolonge ainsi le r�esultat aux fonctions r�egl�ees par continuit�e�

iv� Soit �Ak� une suite de fonctions en escalier convergeant uniform�ement
vers A sur I� Prenons jhj assez petit pour que Ak soit constant sur �u� u%h��
On a

R�Ak� u� u% h� # exp �h	Ak�u�� # IdE % h	Ak�u� % o�h� �	����
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De plus� d�apr
es la propri�et�e iii�� on a

R�Ak� c� u% h��R�Ak� c� u� # �R�Ak� u� u% h� � IdE�R�Ak� c� u�

# h	Ak�u�	R�Ak� c� u� % o�h�

si bien que fk�u� # R�Ak� c� u� est d�erivable� Or� compte tenu du lemme ��
on a

kR�A� c� u��R�Ak� c� u�k � �u� c�e�u�c�MkA�Akk� �	��	�

o
u M # max�jjAjj�� jjAkjj��� Donc� par continuit�e de A  

sup
u��c�t�

kR�A� c� u��R�Ak� c� u�k � �t� c�e�t�c�kA�Akk� �	��
�

et la convergence uniforme de la suite �Ak� vers A sur I nous assure que le
second membre de cette in�egalit�e tend vers � quand k tend vers l�in�ni� Ainsi�
la suite �fk� converge uniform�ement vers f sur �c� t� et les fk �etant d�erivable�
il en est de m�eme de f �

y
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��	 Annexe 	 � Liens analytiques entre les

temps coordonn�ees

Les tableaux suivants regroupent les coe�cients des di��erences entre les
temps coordonn�ees associ�es aux rep
eres plan�etocentriques de Mercure� V�e�
nus� la Terre� Mars et la Lune et TCB� le temps coordonn�ee barycentrique�
calcul�ees au centre de masse de ces corps� Ces di��erences sont �ecrites sous la
forme suivante �  

TCB�TCP # A�t%A�t
�%A�t

� % 	 	 	%
X
�

t�
X
i

A�i sin���it%��i� �	����

o
u t # TCB est compt�e en milliers d�ann�ees juliennes depuis J�����TDB��
les amplitudes Ai et A�i sont en micro�secondes et

��it % ��i #
��X
k��

p�ik��nkt % ��k� #
��X
k��

p�ik��k �	����

Les amplitudes A�i sont donn�ees en colonne �� les fr�equences ��i en co�
lonne �� les phases 
a l�origine ��i en colonne �� Les entiers p�ik sont donn�es
dans les colonnes � 
a �	� Les quantit�es �nk d�esignent les moyens mouvements
moyens et ��k les phases 
a l�origine J�����TDB�� d�eduits des constantes d�in�
t�egration du tableau ����� par les formules ������� On trouvera leurs valeurs
dans le tableau �������

��k # �nkt% ��k repr�esente donc la longitude moyenne moyenne rapport�ee 
a
l��equinoxe dynamique J�����TDB�� D� F et l sont les arguments de Delaunay
de la Lune�

En�n� on trouvera en colonne � les p�eriodes associ�ees aux fr�equences ��i
en ann�ees�

Toutes les s�eries ont �et�e tronqu�ees au niveau de �	� �s �except�ee la s�erie
pour Mars tronqu�ee elle au niveau de �	� �s� pour des raisons de place avant
tout� Les s�eries compl
etes �
a la pr�ecision de la nanoseconde� sont disponibles
sur le serveur de l�Institut de m�ecanique c�eleste du Bureau des longitudes�

�� Dans le cas de la Terre� nous avons TCP�TCG
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	���� Mercure
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��
 Glossaire
 Abr�eviations

M Vari�et�e topologique

$ L�espace�temps de la relativit�e g�en�erale

c Vitesse de la lumi
ere dans le vide

G Constante de la gravitation universelle

�constante de couplage du champ gravi�que�

ds� El�ement de longueur sur une vari�et�e

��� M�etrique de Minkowski

g�� M�etrique riemannienne

h�� Corrections 
a la m�etrique de Minkowski dans

l�approximation vitesses faibles� champs faibles

'�
�� Symboles de Christo�el

R�� Tenseur de Ricci

R Courbure riemannienne scalaire

T�� Tenseur �energie�impulsion

�� ou �� D�erivation partielle par rapport 
a x�

r� ou �� D�erivation covariante par rapport 
a x�

vi Composantes de la vitesse �i # �		��

UAI Union Astronomique Internationale

JPL Jet Propulsion Laboratory

Bdl Bureau des longitudes

IERS International Earth Rotation Service

IMCCE Institut de m�ecanique c�eleste et de calcul des �eph�em�erides

DExxx Solutions num�eriques du JPL �xxx # ���� ���� ���� ��	�

V SOP�� Solution analytique du Bdl

V SOP�
 Solutions analytiques du Bdl d�eriv�ees de V SOP��

V SOP���� Solution analytique obtenue au cours de cette th
ese

V SOP����x Solutions analytiques d�eriv�ees de V SOP���� �x#A� B� C ou D�
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a Demi�grand axe d�une ellipse

e Excentricit�e d�une ellipse

i Inclinaison d�une orbite sur l��ecliptique

n Moyen mouvement

n� Moyen mouvement moyen �not�e n dans le chapitre ��

N Moyen mouvement en longitude moyenne

� Longitude moyenne

�� % N t Longitude moyenne moyenne

�� Longitude 
a l�origine

� Argument du p�erih�elie

� Longitude du p�erih�elie

) Longitude du noeud ascendant

k� h� q� p Variables sans dimension d�eduites de e� i� � et )

In It�eration num�ero n

�xxx� �xxx Angles entre les plans fondamentaux de la solution

DExxx du JPL et V SOP���� �xxx # ��� ou ����

� Temps propre

TCB Temps Coordonn�ee Barycentrique

TDB Temps Dynamique Barycentrique

TCG Temps Coordonn�ee G�eocentrique

TAI Temps Atomique International

TT �autrefois TDT� Temps Terrestre

TCP Temps Coordonn�ee Plan�etocentrique

J�����TAI� Ev�enement TAI # �������	� au g�eocentre

J�����TT� Ev�enement TT # �������	� au g�eocentre

J�����TCB� Ev�enement TCB # �������	� au g�eocentre

J�����TDB� Ev�enement TDB # �������	� au g�eocentre�

Epoque origine des solutions VSOP����

LB Valeur moyenne du rapport d�TCB��d�TT���

LC Valeur moyenne du rapport d�TCB��d�TCG���

LG Valeur moyenne du rapport d�TCG��d�TT���

W� Potentiel au niveau du g�eo��de

BRS Syst
eme de r�ef�erence barycentrique

GRS Syst
eme de r�ef�erence g�eocentrique

KGRS Syst
eme de r�ef�erence g�eocentrique cin�ematiquement

non tournant

DGRS Syst
eme de r�ef�erence g�eocentrique dynamiquement

non tournant
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GRS� Syst
eme de r�ef�erence g�eocentrique tournant

avec la Terre

TRS Syst
eme de r�ef�erence topocentrique

ITRS International Terrestrial Reference System

EIH Equations d�Einstein� Infeld et Ho�man

i
p��

ZZ Ensemble des entiers relatifs

IR Ensemble des r�eels

lC Ensemble des nombres complexes

.z� jzj Complexe conjugu�e de z et norme de z

k	n # k�n� % k�n� % 	 	 	% kmnm Produit scalaire des m�uplets k et n

lC�max �t� Espace vectoriel des polyn�omes en t 
a coe�cients

complexes de degr�e inf�erieur ou �egal 
a �max

Mn�IR� Alg
ebre des matrices carr�es d�ordre n 
a

coe�cients r�eels

jjujj Norme de l�endomorphisme u

tr �A�� det �A� Trace et d�eterminant de la matrice A

Id El�ement neutre de Mn�IR�

exp �A� Exponentielle de la matrice A

�x� y� z� Coordonn�ees rectangulaires d�une plan
ete

�p�w� # �px % ipy� w� Orbite interm�ediaire

PX �PY et PZ Composantes des perturbations newtoniennes et

relativistes

X�s� Vecteur de composantes �px�s�� py�s�� dpx
ds� dpy
ds�

I # ��� T � Intervalle d��etude de la solution de l��equation

di��erentielle en X

F Espace de Banach de dimension �nie

End�F � Espace vectoriel des endomorphismes de F

GL�F � Espace vectoriel des automorphismes de F

Ck�I� F � Espace vectoriel des fonctions de classe Ck

d�e�nies sur I et 
a valeur dans F

Ck�I�End�F �� Ensemble des fonctions de classe Ck sur I


a valeur dans les endomorphismes de F

jj	jj� Norme de la convergence uniforme sur Ck�I�End�F ��

R�A� c� t� Noyau r�esolvant de l��equation di��erentielle

DX�s�
ds # A�s�X�s�
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�� �� � Angles d�Euler du syst
eme DGRS

�K� �K� �K Angles d�Euler du syst
eme KGRS

FC Matrice de pr�ecession g�eod�esique
�P �u� Matrice de rotation entre l��ecliptique et l�equateur

du syst
eme DGRS  h
GRS�

i
# �P �u��DGRS�

�PK�u� Matrice de rotation entre l��ecliptique et l�equateur

du syst
eme KGRS  h
GRS�

i
# �PK�u��KGRS�

RMI Relativistic motion integrator
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