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1 Introduction

1.1 Je présente ici quatre articles :

— [H1] : “Une nouvelle méthode pour mesurer 1’écart des variétés invariantes” (“A

new method for measuring the splitting of invariant manifolds,” Annales Scien-
tifiques de I’Fcole Normale Supérieure, t. 34, p. 159-221, 2001) ;

[H2] : “Stabilité et instabilité en classe Gevrey pour les systémes hamiltoniens
quasi-convexes presque intégrables,” écrit avec Jean-Pierre Marco ( “Stability and
instability for Gevrey quasi-convex near-integrable Hamiltonian systems,” Publi-
cations Mathématiques de [’Institut des Hautes Etudes Scientifiques, vol. 96,
p- 199-275, 2002) ;

[H3] : “Sommation de Borel et écart des séparatrices de I'application de Hénon,”
écrit avec Vassili Gelfreich (“Borel summation and splitting of separatrices for
the Hénon map,” Annales de UInstitut Fourier, Grenoble, t. 51, 2, p. 513-563,
2001);

[H4] : “Solutions monogenes et quasi-analytiques d’une équation cohomologique,”
écrit avec Stefano Marmi (“Quasi-analytic monogenic solutions of a cohomologi-
cal equation,” Memoirs of the American Mathematical Society, Vol. 164, no. 780,
2003, vi+83 pp.).



Les deux premiers articles concernent la théorie des perturbations des systémes
hamiltoniens, les deux derniers sont plus directement centrés sur la théorie de la
résurgence ; tous traitent de questions d’asymptotique liées a divers systemes dyna-
miques.

1.2 Ces quatre articles s’inscrivent a des degrés divers dans le prolongement de ma
these de doctorat “Résurgence paramétrique et exponentielle petitesse de I'écart des
séparatrices du pendule rapidement forcé” (publiée sous une forme légérement abrégée
aux Annales de UInstitut Fourier [A2]). Il s’agissait alors d’étudier le systéme & deux
degrés de liberté engendré par le hamiltonien

1
H(q,¢,p,I) =1+ §p2+€(cosq—1)(1+usin<p), (1.1)

dont la dépendance particuliere en I montre que la variable conjuguée p € T = R/27Z
peut étre identifiée au temps!, et qui se réduit & un pendule simple d’ouverture /e
dans les variables (¢,p) € T x R lorsque le paramétre p est nul. Pour p petit, 7 =
{(0,¢,0,0), ¢ € T} est une orbite périodique hyperbolique dont les variétés stable
et instable sont des surfaces lagrangiennes proches des séparatrices du pendule non
perturbé. Alors qu’elles coincident si p = 0, elles sont susceptibles de s’écarter 'une de
Pautre en général, et c’est ce phénomene d’écart de séparatrices (separatriz splitting
en anglais) que l'on voulait analyser avec € > 0 petit ; il se trouve que ce phénomene
est exponentiellement petit par rapport a e.

Le méme probléme (aux notations et & quelques détails pres) a été posé par Poincaré
a la fin du deuxiéme volume des Méthodes nouvelles de la mécanique céleste, dans
un chapitre intitulé Divergence des séries. On peut en effet décrire les deux variétés
lagrangiennes a ’aide d’une méme série de puissances de +/g, fonction génératrice
formelle trouvée en résolvant ’équation de Hamilton-Jacobi, dont Poincaré remarque
la divergence en examinant le premier ordre en p; il observe aussi que les coefficients
de cette série croissent grosso modo comme n!, c’est-a-dire qu’elle appartient a ce que
nous appelons aujourd’hui une classe de Gevrey. L’objet de la these était de mener a
terme 1’étude commencée par Poincaré en considérant tous les ordres de perturbation
en i dans I’équation de Hamilton-Jacobi, de prouver que la divergence était de type
ressommable, plus précisément résurgent au sens de la théorie de J. Ecalle, et d’en
déduire une formule asymptotique pour I’écart des séparatrices (cet objectif n’a été
atteint a I’époque qu’au prix d’une simplification un peu artificielle : le remplacement
de sin ¢ par exp(ip) dans (1.1); je pense maintenant disposer des outils nécessaires
pour revenir au probléme initial).

1.3 Ce bref retour en arriere était destiné a introduire les themes essentiels des quatre
articles énumérés ci-dessus : écart des séparatices (pour les trois premiers), asympto-
tique Gevrey en théorie des perturbations (pour les trois derniers), résurgence (pour
les deux derniers).

a) Le premier article est consacré a I’étude de I’écart (exponentiellement petit) des
variétés stable et instable pour un systéme qui est une généralisation directe de (1.1)
a d+ 1 degrés de liberté (d > 2) :

1 1
H(g,o,p, 1) =w-1+ 50412 + 51?2 +e(cosq — 1)(1 + pM(q, ¢)), (1.2)

avec des variables (q,) € T x T? et (p,I) € R x R L’analogue de 7 est le tore
{(0,¢,0,0), ¢ € T4}, qui porte un flot de Kronecker de fréquence w € R<, et les

1 est en fait équivalent d’étudier le hamiltonien non autonome %pQ + e(cosq — 1)(1 + psint).



propriétés arithmétiques de ce vecteur jouent désormais un role décisif. Je n’ai pas tenté
d’analyser la divergence de la série asymptotique commune aux deux variétés2, mais la
méthode de Hamilton-Jacobi s’est révélée étonnamment fructueuse ; elle m’a amené a
introduire un certain champ de vecteurs sur une partie de I’espace de configurations T x
T<, le champ caractéristique de la paire de variétés considérées, dont ’analyse livre des
informations qualitatives et quantitatives sur 1’écart des variétés invariantes.

Le hamiltonien (1.2) avait été introduit par P. Lochak sous le nom de systéme d’Ar-
nold généralisé, parce que, dans sa note fameuse de 1964 sur l'instabilité des systemes
hamiltoniens presque intégrables, Arnold avait lui-méme considéré un exemple & trois
degrés de liberté analogue a celui de Poincaré et proposé un mécanisme d’instabi-
lité fondé sur les solutions hétéroclines transverses joignant des tores invariants voi-
sins. C’est 1a une des motivations principales pour ’étude des “moustaches” de 7 : il
faut montrer que les variétés invariantes s’écartent effectivement 1'une de l'autre pour
mettre en place le mécanisme d’Arnold, et la mesure de cet écart se relie a la durée
sur laquelle 'instabilité se développe.

Nous verrons cependant que 1’étude de ’écart de variétés invariantes est beaucoup
plus délicate dans le cas de 3 degrés de liberté ou plus que dans le cas de 2. Il faut
renoncer a obtenir un équivalent asymptotique pour € — 0, et se contenter de re-
chercher un encadrement. La méthode de Hamilton-Jacobi conduit & une majoration
de I’écart dans la plus grande généralité, mais pour le moment nous ne disposons de
bornes inférieures que dans des cas particuliers a 3 degrés de liberté.

b) Le deuxiéme article, écrit en collaboration avec Jean-Pierre Marco (Université
Paris 6), traite des systémes hamiltoniens qui sont obtenus comme (1.2) par pertur-
bation d’un systeme intégrable écrit en variables actions-angles :

H(r,0) =h(r)+ f(r,0), 6e€T" reR" (1.3)

avec f “petite”, f = ¢F par exemple (le hamiltonien (1.2) est un cas particulier, avec
r = (p,I) et @ = (q,p)). La problématique est celle du théoreme de Nekhorochev sur
la stabilité des variables d’action pendant un temps exponentiellement long, et I'on
essaie de trouver des exemples exhibant effectivement une instabilité au-dela de cette
durée (c’est-a-dire des exemples de “diffusion d’Arnold” avec estimation de la vitesse
de dérive).

Le nom de Gevrey apparait ici & deux niveaux. Premierement, nous supposons
que h et f sont des fonctions Geuvrey, c’est-a-dire que leurs dérivées successives sont
soumises & des bornes du type n!® pour un certain « > 1, mais qu’elles ne sont donc
pas nécessairement analytiques (sauf si « = 1); il s’agit donc d’'un élargissement du
cadre de travail habituel, et nous commencons par étendre le théoréeme de stabilité de
Nekhorochev a cette situation. Deuxiemement, la démonstration, qui est en fait une
adaptation de la méthode des orbites périodiques due a P. Lochak, utilise des séries
entieres Gevrey, solutions formelles d’un probléme de moyennisation développées en
puissances d’un petit parametre (& coefficients fonctions Gevrey des variables 0; et ;) :
les coeflicients sont bornés par n!“, ces séries sont donc susceptibles de diverger, méme
si « = 1. Ces majorations nous permettent de passer d’une forme normale formelle a
une forme normale approchée avec erreur exponentiellement petite.

Cet article est né d’une collaboration avec Michel Herman,? & qui reviennent ’idée
de cette généralisation du théoreme de stabilité et une méthode originale de construc-
tion d’exemples Gevrey non analytiques exhibant une instabilité des variables d’ac-

2A ce sujet, on pourra cependant consulter [H1], remarque 3.1, p. 177-178.
3Le lecteur trouvera dans lintroduction de [A7] une évocation de notre rencontre avec Michel
Herman.



tion (pour un nombre quelconque de degrés de liberté); Jean-Pierre Marco et moi
avons travaillé avec lui pour améliorer les bornes obtenues et, apres sa mort soudaine
en novembre 2000, nous avons obtenu des résultats presque optimaux. A posteriori,
les meilleurs exemples d’instabilité que nous avons pu construire nous sont apparus
comme un cas limite du mécanisme d’Arnold (avec des “tores moustachus” T"~! dont
les intersections homoclines et les intersections hétéroclines non transverses se cal-
culent explicitement — c’est ici que le théme de I’écart des séparatrices ressurgit),
mais le recours & des fonctions & support compact (Gevrey d’ordre o > 1) rend l'ap-
proche complétement différente et les calculs beaucoup plus élémentaires (comparer
avec [AD]).

c) Le troisieme article, écrit en collaboration avec Vassili Gelfreich (Freie Univer-
sitat Berlin — University of Warwick), nous ramene a la non-intégrabilité dans le cas
de deux degrés de liberté, mais pour un systeme discret cette fois-ci :

F i (u,v) = (utv—u?v—u?). (1.4)

Cette application symplectique de C? possede un seul point fixe, I’origine, qui est para-

bOh ue. Nous montrons ce endant l’eXistence de deux “Sé aratrices 7 des COU.I'beS inva-
’
+ — + —

riantes paramétrées z — (u®(z),v*(2)) (avec quatre fonctions entieres ut,u=, v, v
de la variables complexe z) telles que
Frut(2),0%(2)) = (u™ (2 + k), 0™ (2 + k) ——— (0,0). (1.5)

k—4oo

Il s’agit plutot de “demi-séparatrices” : chacune a sa partie réelle tangente a I'origine
au demi-axe {u € R™,v = 0}.

Les deux courbes partagent le méme développement asymptotique (%(z),?(z)) en
puissances négatives de z, mais dans des secteurs du plan complexe différents; nous
montrons comment les reconstituer & partir de cette unique série divergente, pour
laquelle nous menons a terme l'analyse résurgente. Nous obtenons en particulier une
formule asymptotique pour 1’écart des séparatrices lorsque la partie imaginaire du
parametre z tend vers l'infini.

Cette étude présente un intérét en elle-méme dans le cadre de la dynamique des
germes de transformations de deux variables complexes, mais elle est aussi motivée par
un probléeme de dynamique réelle discrete tres analogue a celui posé dans ma these a
propos du systéme continu (1.1) : le probléme de ’évaluation de I’écart des séparatrices
se pose en effet pour I'application symplectique

F.: (¢,p)— (g1 = q+ep1,p1 =p+eq(l —q)),

et V. Gelfreich a proposé dans un article antérieur une méthode pour déduire un
équivalent asymptotique de l’écart associé a F. de la formule que nous prouvons
pour F. Il a développé en détail la méthode en question dans le cas de “I’applica-
tion standard,” qui avait suscité les travaux de Vladimir Lazutkin (dont V. Gelfreich
est 1'éleve) dés les années 1980, et ainsi justifié rigoureusement la formule annoncée
par Lazutkin. Dans ces travaux de Lazutkin et Gelfreich, c’est une certaine application
“semi-standard” qui apparait comme probléeme auxiliaire, et F est a F. ce que I'appli-
cation semi-standard est a ’application standard. L’application standard est analogue
a lapplication de premier retour du flot engendré par le pendule perturbé (1.1), alors

que F. correspond plutot a la perturbation d’un systeme intégrable polynomial.

d) Le quatrieme article, écrit en collaboration avec Stefano Marmi (Université
d’Udine — Ecole Normale Supérieure de Pise), est consacré a ’étude de 1’équation

flgz) = f(2) = g(2), (1.6)



ot g € C et g(z) € 2C{z} sont donnés. Il s’agit de “I’équation cohomologique”, c’est-
a-dire de la linéarisation de ’équation de conjugaison d’un germe de difféomorphisme
local de C a sa partie linéaire z +— gz. C’est en fait le plus simple des “problemes de
petits diviseurs” ; en effet, si 'on écrit Zf;l gn2"™ la série de Taylor de g, on voit sur
I’expression de la série de Taylor de la solution

HOEDY

n>1

n
In” (1.7)
qr —1
que chaque racine de 'unité A provoque une résonance : ¢ = A est un pole pour certains
coefficients, et si |g| = 1, une condition arithmétique sur ’argument de ¢ est nécessaire
pour assurer la convergence de la série (1.7). La convergence est revanche garantie des
que |g| # 1; du point de vue de la théorie des fonctions holomorphes, nous avons donc
deux solutions f~(q,2) et f(q, z), respectivement définies dans D x D,. et E x D,., si
lon désigne par D,. le disque de convergence de g, tandis que

D={qeC]| |¢g/ <1}, E={qeC]| |¢|>1}.

Notre propos est d’examiner la dépendance de ces solutions par rapport a ¢, en parti-
culier I’asymptotique pour ¢ voisin des racines de I'unité ou d’autres points du cercle
unité, et d’essayer de relier ces deux fonctions.

On peut facilement déterminer des fonctions a, dépendant linéairement de g, in-
dexées par I’ensemble R des racines de I'unité, telles que

g =Y ) (18)

AequA

Cette formule rappelle bien str la définition d’une fonction méromorphe par une série
de parties polaires. Pour chaque résonance A, on vérifie que (¢ — A)f*(g,2) tend
effectivement vers le “résidu” ap(z) lorsque ¢ tend vers A non tangentiellement au
cercle unité (uniformément en z), et il y a méme une “série de Laurent” associée
a A : un développement asymptotique en puissances de ¢ — A, valable & l'intérieur ou
a lextérieur du cercle unité. Mais cette série asymptotique ne saurait converger, en
raison des racines de 'unité arbitrairement proches de A qui sont autant de singularités
et qui conduisent a regarder le cercle unité comme une frontiere naturelle. Un des
résultats de l'article est la description complete de la structure résurgente de cette
série, dont f* et f~ sont les deux resommées naturelles; il y a ici une certaine analogie
avec le probleme de résurgence paramétrique évoqué plus haut a propos du pendule
rapidement forcé, mais le caractere linéaire de ’équation (1.6) facilite les choses.

Nous étudions également les séries asymptotiques associées aux points du cercle
unité satisfaisant une condition diophantienne : nous montrons leur caractere Gevrey
(d’un ordre dépendant de I’exposant dans la condition diophantienne), et répondons de
diverses maniéres & la question de la quasi-analyticité (peut-on retrouver la fonction f+
a partir de son développement asymptotique en un point donné?). Et une grande
partie de 'article est consacrée a ’étude du caractere monogene de la solution, au sens
de la théorie de Borel, dans la lignée de certains travaux de Michel Herman sur les
difféomorphismes du cercle (pour lesquels la linéarisation de 1’équation de conjugaison
a une rotation conduit & I’équation (1.6) écrite dans des variables logarithmiques).

1.4 Les articles présentés ici en vue de I'habilitation ne correspondent pas a mes
travaux les plus récents — la rédaction de [H2|, qui est le plus récent des quatre,
remonte déja a 2001 —, mais j’ai préféré maintenir la liste que j'avais arrétée il y a



deux ans, pensant qu’il était intéressant de proposer une synthese de mes derniéres
occupations d’alors.

Depuis, en collaboration avec Pierre Lochak et Jean-Pierre Marco, nous avons
publié T'article [A5], avec lequel [H1] a une relation étroite (le chapitre 3 de [A5]
donne en particulier un résumé détaillé de [H1] et des variantes). On trouvera aussi
dans [R1] un bref résumé (en anglais) de [H1]. J’ai écrit avec Carme Olivé et Tere Seara
larticle [A6] qui reprend les méthodes de [H3] (en améliorant certains points) pour les
appliquer & une équation de Hamilton-Jacobi (qui a d’ailleurs un rapport étroit avec le
pendule perturbé (1.1)); on trouvera dans [R2] un résumé et une comparaison de ces
deux études résurgentes. Quant a [H2], j’en ai donné un résumé (toujours en anglais)
dans [R3], indiquant les résultats et les méthodes employées, et avec Jean-Pierre Marco,
nous avons récemment donné une suite & ce travail : dans [A7], nous avons étendu la
méthode de Michel Herman pour obtenir des exemples de perturbations Gevrey de
systemes intégrables qui exhibent de fagon encore plus frappante leur instabilité.

Les quatre articles proprement dits sont trop longs pour étre résumés fidelement
(leur longueur tient en partie au désir de donner au lecteur suffisamment de détails, tout
en l'initiant & des concepts qui peuvent ne pas lui étre familiers : théorie des fonctions
résurgentes et calcul étranger, théorie des fonctions monogenes). Nous venons de les
survoler en essayant de dégager les parentés qui existent entre eux, nous passerons
maintenant en revue les résultats contenus dans chaque article.



2 Ecart des variétés invariantes

2.1 Dans le premier article [H1], on étudie le modele d’Arnold généralisé (1.2) avec
une perturbation

F(q,¢) = (cosq — 1)M(q, )
réelle analytique sur T x T¢, un vecteur w € R?, une matrice diagonale réelle o =
diag(a,...,aq) (la notation al? signifie > a;I?). Rappelons que T = R/27Z. L'es-
pace des phases est T x T x R x R?, fibré cotangent de ’espace de configuration T x T<.
Le champ de vecteurs associé s’écrit

g=p $j = wj +a;l;
D = esing — ued I = —pedy, F.
Si e = 0, le systéme est completement intégrable avec (¢, ») = (p,w + o). Nous nous
intéressons & des valeurs de (p, I) voisines de (0,0), donc & une région résonante de
lespace de phases (les vecteurs fréquences correspondants sont voisins de (0,w), qui
est simplement résonant si w est non résonant).
Un premier travail consiste & montrer que le tore invariant 7 = {(0,¢,0,0), ¢ €
T?} est partiellement hyperbolique, c’est-a-dire qu'il posséde des variétés stable et in-
stable. On définit par exemple la variété instable en fixant ¢; € |7, 27 et en considérant

W™ ={M e T*C|dist(¢" (M), T) p—— 0 exponentiellement vite },

ot C = |—q1, 1 [xTY, et ¢ désigne le flot au temps ¢ engendré par le hamiltonien H. Il
est démontré dans la section 5 de 'article que, pour |u| assez petit et € > 0 quelconque,
W™ est une sous-variété analytique de T*C. Comme elle est lagrangienne exacte et
qu’elle se projette bien sur C, on peut ’écrire comme le graphe de la différentielle
d’une fonction génératrice S~ :

W™ = {(q, 9,045 (¢,9), 0,5 (q,¢)), (¢,¢) € C}.

De méme, en posant C’ = |27 — q1, 27 + ¢1[ x T¢, on trouve une variété stable

Wt ={M eT*C"|dist(¢" (M), T) P 0 exponentiellement vite },

graphe lagrangien exact associé 4 une fonction S+ analytique sur C’ x T<.
Les fonctions génératrices ST et S~ qui apparaissent sont solutions de ’équation
de Hamilton-Jacobi
H(q,¢,0,5%,0,5%) =0. (2.1)

Elles sont uniquement déterminées par les conditions S* = Sy + O(u), avec Sy =
4e1/2(cos 4 — 1), et S~ — Sp nulle sur {g = 0} x T¢ de méme que sa différentielle (resp.
St — Sy nulle sur {g = 27} x T¢ de méme que sa différentielle). Ces fonctions dépendent
analytiquement de p (dans un voisinage de 0 ne dépendant que de ¢1), ainsi que de € a
condition de se restreindre & R** (ou & un secteur bissecté par R*T d’ouverture assez
petite).

2.2 Mesurer 'écart des variétés invariantes, c’est donc évaluer la différence AS =
St — S~ sur ]¢}, qi[, avec ¢} = 27 — q1, ou plutot sa différentielle : les points critiques
de cette fonction se relevent en des intersections de W™ et W™, en lesquels les espaces
tangents a ces variétés sont déterminés par les dérivées partielles d’ordre 2 de AS.
Voici le premier résultat contenu dans ’article a ce sujet :



Théoréme 2.1 Siw satisfait une condition diophantienne
Vk € ZU\ {0}, [k-w|>~[k|'T (2:2)

pour un certain T (nécessairement > d) et un certain vy > 0, il existe g, C,w > 0 tels
que

AAS), 1 (A8)| < O ] exp(—w( ) ™) (2.3)

pour q €1¢t, q1[, ¢ € T% & >0, p € [—po, po]-

Nous verrons plus loin comment les propriétés arithmétiques de w interviennent ; no-
tons tout de suite que ’élément le plus important de la majoration (2.3) est l'expo-
sant 1/27 de 1/¢, dont la valeur maximale 1/2d doit étre reliée au théoreme de Nekho-
rochev. En effet, ce théoréme garantit une certaine stabilité des variables d’action p et T
et une incidence relativement faible de la non-intégrabilité sur des intervalles de temps
exponentiellement longs devant 1/e; I'exposant qui intervient alors est 1/2(d 4 1) en
général (puisque d + 1 est le nombre de degrés de liberté), mais cet exposant atteint
précisément 1/2d dans les régions résonantes — cf. la section 3 ci-dessous.

Pour aller plus loin, il est commode d’introduire une nouvelle variable :

u=logtang/4 < ¢ = qo(u) := arctane"

(la fonction t +— go(e'/?t) n’est autre que la paramétrisation temporelle de la sépara-
trice du pendule non perturbé, engendrée par Sp). Nous indiquerons par un tilde ce
changement de variable; par exemple la fonction

F(u, ) = F(qo(u), )

est analytique sur R, décroit exponentiellement lorsque u tend vers oo (ce qui cor-
respond & ¢ tendant vers 0 ou 27). Nous supposerons désormais que F se prolonge
analytiquement & (C/27Z) x Tf , ot T, = {¢ € (C/2nZ)* | | Im ;| < ho} désigne
la bande d’analyticité par rapport aux angles ¢;. Notre changement de variable est
susceptible de faire apparaitre des singularités sur I’axe imaginaire, les premieres étant
situées en im/2 et —imw/2; la fonction F' se prolonge donc analytiquement & C x ']I‘;im,
avec C = C\ +£2[1,+oo[. On peut alors mesurer la taille de la perturbation F' par la
fonction A(8) = sup e Reul|F(u, )], oit le supremum est pris sur les valeurs de (u, ¢)
telles que dist(u, :I:%r[l, +oo[) > d et p € TZO_(;. Dans les exemples typiques, A(J) se
comporte comme une puissance négative de § pour § > 0 petit.

Avec ces conventions, ’approximation au premier ordre en p de AS, dite “approxi-
mation de Poincaré-Melnikov”, est

ASl(u,cp)zel/Q/ F(u—l—C,cp—i—E_l/%w)dC.

— 00

Elle s’obtient en reportant S = So 4 151 + O(p?) dans (2.1) : 'équation pour S (g, ¢)
s’écrit alors DyS; = —e'/2F dans les Variabhis (u, <p~), avec Dy = et/22 +w - %, et
l'on en tire des représentations intégrales de Sy et S; .

Sous les mémes hypotheéses que précédemment (y compris la condition diophan-
tienne (2.2)), nous disposons de majorations plus fines de 1’écart des variétés inva-
riantes :
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Théoréme 2.2 Il existe v,b,e9 > 0 tels que, pour tout (ro,7) € N x N¢ vérifiant
1<ro+r[ <2,

_rotlrl+d—r7 1

Or0 L AS| < b AT ) exp(—w*(g)ﬁ

)s
_ rotlr|+3d+3—7

_ L roriritodro—7 1\ 27
OO (AS — S| bR AR 2 T ep(—w (2) ),

T\ 7 =1
0U Wy = 1/(5) hy™ , pourvu que

d+2

(@,9) €)di, [ x T4, c€]0,e0), |ul <bA(e?) lesr.

Le 5 qui apparait dans la définition de w. est exactement la distance de I'axe réel
aux premieres singularités rencontrées quand on suit le prolongement analytique par
rapport & u de qo (et par conséquent de F ou §%). Cette largeur de bande d’analyticité
intervenait déja dans le cas a 2 degrés de liberté (1.1), qui correspond a d = 1, w € R*,
7 = 1, v = 1. Le phénomeéne nouveau pour d > 2, déja discuté par P. Lochak a
propos de 'approximation de Poincaré-Melnikov [Lo90], est le role déterminant joué
par larithmétique de w et la largeur de bande d’analyticité hy dans les majorations
de l'écart. La méthode de Hamilton-Jacobi rend ce phénomene parfaitement clair.

2.3 Pour atteindre les résultats indiqués, on montre en fait qu’il existe un changement
de coordonnées f proche de I'identité, défini sur |q}, q1[ x T? et tel que AS o f s’écrive
pAS) + E, avec une fonction Z(g, ) dont le k-ieme coefficient de Fourier par rapport
a ¢ (k € Z%) est majoré par
const |2 efp5_1/2|k~w|7h|k|7
pour p > 0 arbitrairement proche de w/2 et h > 0 arbitrairement proche de hy. (En
fait, plus que =, ce sont ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2 qui nous intéressent, et
leurs coefficients de Fourier satisfont des inégalités analogues.)
Notre méthode utilise un outil géométrique nouveau, le “champ caractéristique”

1 1
D= 5aq(S+ + S*)a% + (w+ 5048@(5* +57))- %
de la paire de solutions (S~,S87) de I’équation de Hamilton-Jacobi (2.1), et un ou-
til analytique (le lemme 2.1 ci-dessous) qui généralise un lemme déja employé par
Lazutkin (et précédemment par Slutskin, ainsi que me ’a signalé A. I. Neishtadt).
Le champ D annule la fonction AS, d’aprés un calcul immédiat qui utilise la
dépendance quadratique de H par rapport aux actions p et I; (si cette dépendance
avait été plus générale, on aurait encore pu définir un champ de vecteurs possédant
cette propriété d’apres la formule de accroissements finis). Ce champ est connu avec
autant de précision que les fonctions S~ et ST elles-mémes ; en particulier, il dépend
analytiquement de pu, et pour p = 0 il se réduit a

dSy 0 0

= — w 5
0 dqg dq Op
ce qui donne le champ & coefficients constants Dy = !/ 26% + w - % introduit plus

haut quand on utilise la variable u. Pour |u| assez petit, D reste transverse & toute
section ¥ = {q = ¢.} x T? de l'espace de configuration (q. € ]¢},q1[); la fonction AS
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est donc déterminée par sa restriction a X, et posséde donc au moins d + 1 points
critiques, d’ou I'existence d’au moins d + 1 orbites homoclines.

Comme on a pris soin dans la preuve de existence de S~ et ST d’obtenir les
domaines d’analyticité les plus grands possibles, la relation DAS = 0 est valable
dans D x ']I‘z17 avec hy > 0 arbitrairement proche de hg, et D losange de sommets uq
(défini par ¢1 = qo(u1)), ip1 (avec p1 > 0 arbitrairement proche de 7/2), —u; et —ips.
Cette relation vaut pour || assez petit et € > 0 quelconque. Au premier ordre en u, on
trouve DoAS; = 0, ce qui permet d’appliquer & 'approximation de Poincaré-Melnikov
le lemme évoqué ci-dessus :

Lemme 2.1 Si une fonction X(u, ) analytique dans |—ip1,ip1[ % 'I['ﬁl vérifie DoX = 0
(pour un certain € > 0 fixé), elle se prolonge nécessairement a {| Smu| < p1} x Tﬁl
et ses coefficients de Fourier par rapport a ¢ satisfont les inégalités

Vk € 2%, Vu € R, |>zk<u>|s( sup |>2|) epe Pkl hIK] (2.4)
[—ip,ip] xT¢

dés que 0 < p<py et0<h<hy.

Cette conséquence élémentaire des inégalités de Cauchy pour les coefficients de Fou-
rier d’une fonction analytique est une adaptation au cas quasi-périodique d’un lemme
utilisé par Lazutkin; on en trouve déja un cas particulier avec d = 2 dans 'article
d’A. Delshams, V. G. Gelfreich, A. Jorba et T. M. Seara [DGJS97]. C’est d’ailleurs
lors de discussions avec A. Delshams a Barcelone en mai 1998 que 'idée est venue de
I'utiliser en conjonction avec I’équation de Hamilton-Jacobi.

Pour en déduire des majorations des dérivées partielles de AS, il suffit d’observer
que le champ de vecteurs D peut étre conjugué & Dy par une transformation O(u)-
proche de l'identité, de la forme f = Id +pld. 11 s’agit 1a d’un travail technique relégué
dans la section 6 de l'article (qui utilise comme la section 5 une méthode de point
fixe dans des espaces de Banach appropriés); la encore il faut veiller a définir une
transformation analytique dans un domaine complexe assez grand : on montre que f est
analytique dans un domaine du type D X ’]I“,f1 en utilisant la variable u. Les coefficients
de Fourier de AS o f d’indice k£ # 0 sont donc exponentiellement petits, de méme que
ceux de AS o f — puAS;.

Mais pour borner les fonctions elles-mémes et pas seulement leurs coefficients de
Fourier, il faut encore controler des sommes d’exponentielles comme celles qui appa-
raissent dans la majoration (2.4). Le probléme est que ces exponentielles renferment
le coefficient p|k - w| de taille tres variable, éventuellement trés petite si |k| est assez
grand. C’est ici que la condition diophantienne satisfaite par w permet de conclure,
car on peut vérifer que

- 1\ =~
Z epe P lk-wl—hlk] < id exp(—w(0, 0’)(—) ’ ), siop= g — 0, h="hg—o,
kezZ4\{0} g <
avec w(d,0) = v(§ — 8)7 (ho — 20)T_:1 et ¢ > 0 ne dépendant que de la dimension. Le
nombre w(d, o) est d’autant plus grand que 0 et o sont petits; on atteint w, = w(0, 0)
en choisissant § = o = £2= car alors w(s, 0)5_% > w,e" 2" — const .

2.4 La stratégie naturelle pour obtenir une borne inférieure de I’écart des variétés
invariantes est d’essayer de minorer I'approximation de Poincaré-Melnikov, puis de
montrer qu’elle a une part prépondérante dans cet écart, c’est-a-dire que AS s’écrit
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1AST + x avec un reste x négligeable devant uAS;. Bien que les majorations indiquées
jusqu’ici ne soient pas suffisantes pour cela, la méthode que nous venons d’esquisser
est susceptible d’étre affinée, au moins si d = 2.

On peut en effet utiliser alors le développement en fraction continue du rapport des
deux composantes de w pour optimiser la majoration de la somme d’exponentielles. Le
cas le plus simple se présente lorsque ce rapport est un nombre algébrique de degré 2 (on
alors 7 = 2). La section 4 de D'article reprend les calculs effectués pour w = (1, 1+2\/g)
dans l'article [DGJS97] précité, qui fait apparaitre & la place du nombre w, défini dans
le théoreme 2.2 ci-dessus une certaine fonction périodique W de loge ; le théoreme est
alors valable avec cette seule modification.

Cela permet d’atteindre notre objectif, a condition d’exclure la possibilité que
I’approximation de Poincaré-Melnikov soit “anormalement petite”. Nous devons par
exemple exclure le cas ou F serait un polyndéme trigonométrique par rapport a ¢,
puisqu’alors AS; et ses dérivées seraient bornées par exp(— const e~V 2). Mais si
au contraire on suppose F'(q,p) = (cosq — 1)M(¢1,¢2), les coefficients de Fourier
de M vérifiant ae "okl < |M| < Ke Ml* pour tout k € Z? (avec des constantes
a, K > 0), on peut montrer que I'approximation de Poincaré-Melnikov est effective-
ment prépondérante.

On montre en effet qu’alors

1
1

exp(—W(loge) (2) ).

_rotir[=1
max 4
peT?

107°0,A51(q, p)| > be

Dans notre variante du théoreme 2.2 ou la fonction W remplace le nombre w,, nous
disposons donc d’'un encadrement de pAS; qui fait apparaitre comme négligeable le
reste x = A — pAS; de I'écart, au moins pour || < const £7/2 (puisque A(§) <
const §% pour les fonctions F considérées ici).

En travaillant un peu plus, on prouve que, pour chaque g, € ]¢i,q[, la fonction
AS(qx, .) est une fonction de Morse sur T2, qui posséde exactement quatre points
critiques, et que son hessien en chacun de ces points est encadré par des nombres de
la forme L

1
g) 1 )7
ol s, est une certaine fonction périodique (strictement supérieure a 2W) ; mais il faut
pour cela exclure certaines valeurs de .

const |p)?e'/? exp(—s, (loge)(
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3 Stabilité et instabilité Gevrey

3.1 Les estimations de Nekhorochev ont été évoquées succintement a propos du
premier article; elles font l'objet du deuxieéme article, [H2], qui se place d’emblée
dans le cadre plus général des hamiltoniens proches de I'intégrable, c’est-a-dire de la
forme (1.3). Le théoréme classique vaut pour les hamiltoniens analytiques dont la par-
tie intégrable h satisfait la condition dite de raideur (une certaine propriété, générique,
de transversalité) et affirme que, pour toute solution du champ hamiltonien X, les
variables d’action 7; restent e’-proches de leur valeur initiale au moins pendant un
temps de l'ordre de exp( const (%)“) Les nombres a et b qui apparaissent dans cet
énoncé sont appelés exposants de stabilité et sont indépendants de la perturbation f ;
on les voudrait les plus grands possibles, puisque cela correspondrait a un résultat de
stabilité le plus fort possible. C’est surtout I’exposant a relatif au temps qui va nous
intéresser.

Quand la partie intégrable A du hamiltonien est quasi-convexe (c’est-a-dire que
ses niveaux sont des hypersurfaces strictement convexes de R™ — condition (3.1) ci-
dessous), la théoreme de Nekhorochev est valable avec des exposants aussi grands que
a =b= 5, daprés [LN92] ou [P593]. Mais on dispose alors d'un résultat meilleur
encore dans les régions résonantes : on appelle surface résonante la région de ’espace
des actions définie par un ensemble de relations linéaires a coefficients entiers imposées
au vecteur fréquence, soit

Sy ={r eR" | Vk € M, (k, Vh(r)) =0},

ot M est un sous-module de rang m de Z"™ (1 < m < n — 1; on parlera alors de
résonance de multiplicité m); d’aprés les auteurs précédents, le théoréme de Nekho-
rochev vaut pour les solutions passant & une distance < o+/¢ de Spq avec des expo-
sants a = a,, et b = b,,, qui peuvent étre choisis tous deux aussi grands que m
(le nombre o est arbitraire; naturellement, les diverses constantes intervenant dans
Iénoncé précis de stabilité en dépendront et elles dépendront aussi de M).

L’exposant a,, sera déclaré optimal, pour un hamiltonien intégrable h donné, si
I’'on peut exhiber un exemple de perturbation arbitrairement petite, c¢’est-a-dire une
suite (f;);>1 tendant vers 0, de sorte que le champ hamiltonien associé X, s, possede
au moins une solution (6(t),r(t)) presque m-résonante qui développe une instabilité
sensible (r(t) subit une variation non négligeable par rapport & ¢; = || f;||, disons
d’ordre 1) en un temps qui n’excede pas exp( const (Eij)“""). Un tel systéme instable
peut étre considéré comme un exemple de “diffusion d’Arnold”, en référence & [Arn64]
ou [AAGT], oll est évoquée une telle dérive des variables d’action pour certaines solu-
tions. Bien entendu, le probléme ne se pose que si n > 3, sans quoi la théorie KAM
garantit la stabilité perpétuelle de toutes les solutions.

L’article [H2] se compose de deux parties. La premiére généralise le résultat de
stabilité précédent dans la “catégorie Gevrey-a”, pour tout a > 1 (la catégorie analy-
tique correspond exactement & o = 1); les exposants obtenus sont a,, = m
et b, = m La seconde montre 'optimalité des exposants a,, obtenus avec
2 < m < n-—1, dans toutes les classes Gevrey non analytiques, c’est-a-dire pour o > 1.

On discernera un rapport profond entre les deux articles [H2] et [H1] : ils présentent
la méme dualité, avec d'un cété des temps de stabilité exponentiellement longs (resp.
des bornes supérieures exponentiellement petites de ’écart des variétés invariantes)
pour des perturbations assez générales, et de ’autre la recherche d’exemples de pertur-
bation donnant lieu & des temps d’instabilité aussi courts que possible (resp. des bornes
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inférieures aussi grandes que possible). Le “systéme d’Arnold” et sa généralisation (1.2)
ont d’ailleurs été introduits précisément dans le but de mettre en évidence des or-
bites de dérive a partir de I'existence d’intersections homoclines transverses pour tous
les tores d’une “chaine de transition”, par la méthode dite “géométrique” inspirée
de [Arn64]; et il semble que le temps nécessaire pour obtenir une dérive d’ordre 1 soit
en raison inverse de la mesure de ’écart des variétés invariantes.

En fait, dans [H2], nous n’avons pas cherché & résoudre les probléemes que pose
la mise en ceuvre du mécanisme d’Arnold dans des systémes plus généraux* ou a
plus de degrés de liberté que celui considéré dans [Arn64]; la contribution de cet
article a la théorie de la diffusion d’Arnold est plutot de proposer, dans un cadre
différent (hamiltoniens non analytiques) une autre stratégie pour obtenir Iinstabilité
sur un intervalle de temps exponentiel le plus court possible, et ce pour un nombre
quelconque > 3 de degrés de liberté. Mais cela n’empéchera pas d’observer a posteriori
un lien entre nos exemples et le mécanisme d’Arnold.

Dans le cas analytique (o = 1), la question de loptimalité des exposants a.,,
telle que nous l'avons formulée, peut étre considérée comme résolue pour n = 3 ou 4
et m > 2 grace aux résultats d’Ugo Bessi [Be96, Be97], qui utilisent d’ailleurs le systéme
d’Arnold et font appel a des techniques plus variationnelles que géométriques.

3.2 Soient n > 2 un entier et R > 0 un réel. Nous notons T le tore R/Z, B la boule
ouverte de R™ centrée & l'origine et de rayon R, et K le compact T" x Bg.

Des réels ae > 1 et L > 0 étant donnés, nous dirons qu’une fonction ¢ = (6, r) de
classe C sur K est Gevrey-(a, L), et nous écrirons ¢ € G*%(K), si le nombre

LIkl .
[ella,L = — 0%l cox)
k!
kenzn

est fini. Nous avons eu recours aux notations usuelles pour les multi-entiers : |k| = k1 +
ek, Kl =kl ko, OF = 85; .- -(“)’;;Z avec (1,...,Zopn) = (O1,...,0n,71,...,70).
L’espace G%(K) des fonctions Gevrey-a est défini comme 1'union des espaces G*L(K)
pour tous les L > 0.

L’espace des fonctions réelles analytiques sur K coincide avec G'(K) : si ¢ €
GYI(K), le nombre L indique la taille d’'un domaine complexe K = { z € (C/Z)" x
C™ | distoo(2, K) < L}, dans lequel ¢ admet un prolongement analytique (le sym-
bole « en indice signale qu’il s’agit de la distance associée a la norme du supremum
des coordonnées), de plus [|@] o,y < [l¢ll1,L; inversement, si ¢ est une fonction

holomorphe dans K dont la restriction & K est & valeurs réelles, les inégalités de
Cauchy montrent que |||, < e*F [llco,) pour tout A < L. Il n’y a donc guére
de différence entre || . ||1,z et les normes analytiques habituelles.

Sia > 1, il est facile d’exhiber des fonctions Gevrey-a qui ne soient pas analytiques.
Par exemple, se limitant & une variable, on peut poser o = 1+ et utiliser les fonctions
pe € GY([—1,1]) définies, pour ¢ > 0 quelconque, par p.(z) = exp(—c¢/zP) si x > 0
et p.(r) = 0 si # < 0, pour construire une fonction-plateau appartenant a G%,
s’annulant a ’extérieur d’un intervalle I donné et valant identiquement 1 sur un sous-
intervalle donné de 1.

Les fonctions Gevrey ont été utilisées largement en théorie des équations aux
dérivées partielles, mais aussi en rapport avec des problemes de systemes dynamiques.
La définition des normes ||. ||,z ne semble pas classique, mais elle présente le grand

4En particulier, nous ne traitons pas la difficile question de la généricité de l'instabilité hamil-
tonienne soulevée par Arnold, objet des travaux récents de John Mather ; notre but est ici d’atteindre
des exemples optimaux plutdt que des résultats génériques.
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intérét de faire des espaces G (K) des algébres de Banach, dans lesquelles on a
I'inégalité pour le produit

Vo, € GPHE),  lotlar < l@llaclvla.r,

mais aussi des inégalités de la forme ||poullq,r, < ||¢|la,r, moyennant des hypotheses
adéquates sur une application v d’un compact K; a valeurs dans K, dont les 2n com-
posantes sont supposées Gevrey-(«, L1). Le lecteur trouvera dans I'appendice de [H2]
les démonstrations de ces résultats, qui sont précieux dans un contexte non linéaire
comme le notre.

Quant aux inégalités de Cauchy, d'usage constant lorsque l'on travaille avec les
fonctions analytiques, elles admettent une généralisation immeédiate :

Vj >0, Z 10" @lla,L—x < 1A ¢lla,L

Im|=j

des que ¢ € GYE(K) et 0 < A < L.
Nous pouvons maintenant donner ’énoncé du premier résultat de [H2] :

Théoréme 3.1 Soient

" 2na’ :%'

Soient E,,m > 0 des réels et h € G*L(BR) une fonction vérifiant ||h|a. < E et,
pour tout r € Bpy,

1 1
b

w < jmax 0., h(r)| et, pour tout v € (Vh(r))*, mlv]|* < (V2h(r)v,v). (3.1)
<i<n
Pour tout Ry €]0,R[, il existe des réels €.,c,Cy1,Cy > 0, qui ne dépendent que
de n,a,R, Ry, L, E et w,m, tels que, pour tout hamiltonien H € G**(T" x Bg)
vérifiant
&= || — hlla <.,

une condition initiale quelconque (6y,m0) € T™ x Bp, donne naissance a une solu-
tion (0(t),7(t)), définie au moins pour [t| < Cyexp((£)®) et satisfaisant ||r(t) — rol| <
C5e® dans cet intervalle de temps.

De plus, ainsi que nous I’avons annoncé, le résultat peut étre renforcé si la condition
initiale est supposée presque résonante : étant donnés un entier m entre 1 et n — 1,

1
am = ;o bm = ! )
2(n—m)

2(n —m)a (32)

un sous-module M de rang m de Z™ et un réel o > 0, il existe €,,c,Cy,Co > 0 tels
que, pour tout H € G*E(T"™ x Bg) vérifiant ¢ := |H — h||o. < €, les conditions
initiales (0o,7m0) € T x Bpr, vérifiant dist(rg, Sp) < oel/? donnent naissance a des
solutions (6(t), r(t)), définies au moins pour |t| < C4 exp((g)a"") et satisfaisant ||r(t)—
ol < Coebm dans cet intervalle de temps.

Ce résultat amélioré au voisinage des surfaces résonantes peut surprendre, dans
la mesure ou les résonances sont souvent vues comme des obstructions a la stabilité,
a travers notamment les problemes de petits dénominateurs (cf. par exemple la sec-
tion 5), mais il ne s’agit pourtant que d’un sous-produit naturel de la méthode des
orbites périodiques, due a P. Lochak, que nous avons reprise en ’adaptant au cadre
Gevrey.
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Nous allons voir que ce n’est pas un artefact de la méthode et que, pour a > 1
et n > 3,1l y a vraiment une stabilité accrue au voisinage des résonances, du moins
en ce qui concerne les multiplicités > 2.

Nous ne donnerons pas davantage d’explication sur la preuve de ce théoreme, qui
est donnée en détail dans la section 2 de [H2], et dont les grandes lignes sont indiquées
dans [R3].

3.3 Nous supposons désormais n > 3 et a > 1 et considérons la fonction quasi-convexe
la plus élémentaire qui soit :

(rF{ 4+ +ra_y) + 7

Théoréme 3.2 Soient a* = m,
GE(T" x Br), pour laquelle £; = | ;|

L >0 et R > 1. Il existe une suite (f;);>o0 dans

o, — 0, et une suite strictement croissante
j—o0

d’entiers (7j)j>0 telles que, pour chaque j > 0, le systéme hamiltonien engendré par
1
Hi(0r) = (i + - 4o a) + 1+ f5(0,7)
admet une solution (6(t),r(t)) définie dans [0, 7;] et satisfaisant

Tl(O) = 0, 7"1(7']') = 1, 0< Tg(t) < 3\/5 (33)

1l existe de plus des constantes C1 < Cy, ne dépendant que de n,c, L et R, telles que
le temps de dérive T; vérifie les inégalités

f—gexpwl(gij)“*) << S—;GXP(Cb(%)a*)

pour chaque j.

La forme de I’application fréquence, Vh(r) = (rq,...,7n—1, 1), montre que 'hyper-
surface {r = 0}, dont notre solution instable reste voisine, doit étre vue comme une
résonance simple et que, pour chaque rationnel p/q, la condition r; = p/q définit
une résonance indépendante. En particulier, la condition initiale est ,/gj-proche de la
résonance double {r; = ry = 0}. L’exposant a* obtenu dans l'estimation du temps de
dérive était donc le plus petit possible pour une telle solution.

Pour m> 3, on déduit tres facilement de 1’énoncé précédent, en ajoutant & H;
m — 2 degrés de liberté supplémentaires qui n’interagissent pas avec les premiers, des
exemples de solutions instables dont la condition initiale est presque m-résonante et

dont Iexposant d’instabilité vaut a* = m

En d’autres termes, 'exposant a,, obtenu en (3.2) est optimal pour m > 2, a > 1
and n > 3.

Il est un peu dommage de se limiter & la partie compacte T™ x By de I’espace de
phase T" xIR™, alors qu’en fait nos hamiltoniens H; sont de classe C°° dans T" xR"™ tout
entier et y définissent des champs de vecteurs complets, et que les solutions instables
décrites dans le théoreme peuvent étre décrites au moins aussi bien sur tout R. Seul
nous y a contraints le désir de ne pas sortir du cadre des espaces de Banach G (K)
et de définir ¢; en utilisant les normes ||. ||q, -

Mais nous avons été amenés dans [A7] & définir un espace métrique G*L(T" x R™)
qui permet d’éviter cet inconvénient. On peut en effet considérer l'intersection des
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espaces G“’LV(KV), ou les compacts K, = T™ x Bs. recouvrent T" x R™ et L, =
37YT1L pour v € N*, munie de la distance induite par les semi-normes | . ||la.L, .k,
correspondantes. Le théoreme précédent est alors encore vrai si 'on remplace f; €
GE(T" x Bg) par H; € G4E(T" x R") et £; = || f;lla.z par la distance Gevrey-(a, L)
entre H; et h. Et il est alors possible de préciser 1'énoncé :

Le champ hamiltonien X4, est complet et, si l'on note ®t son flot et que l'on
pose q; = /T, on peut affirmer que l’action de ®*% sur la condition initale (0(0),r(0))
de la solution instable coincide pour tout k € Z avec celle de la translation de pas k/q;
le long de l’axe des ry.

Notre solution instable correspond donc a un point errant, dérivant entre —oo et
+00 le long de 'axe des r; en “sautant” de 1/¢; chaque fois qu'un temps g¢; s’est
écoulé.

Le récent article [A7] propose deux généralisations de cette construction : on peut
remplacer le point errant par un ouvert errant, transporté par une dynamique Gevrey
presque intégrable a peu pres de la méme fagon que ce que nous venons de décrire ; on
peut aussi s’en tenir a des points et remplacer la succession de translations ascendantes
de pas 1/g; par une suite de translations tantot ascendantes tantoét descendantes de
meéme pas, effectuées dans un ordre arbitraire, toujours aux instants multiples de ¢;,
c’est-a-dire trouver une dynamique Gevrey presque intégrable qui contient une marche
aléatoire le long de I’axe des ;. Malheureusement, dans les deux cas, ’estimation de g;
(et donc de la vitesse moyenne de dérive) est moins bonne que dans le théoréme 3.2,
puisque qu’elle est gouvernée par ’exposant m au lieu de a,.

En ce qui concerne les démonstrations, nous nous bornerons ici a signaler que
nos flots hamiltoniens instables sont obtenus par “suspension” a partir de systéemes
dynamiques discrets : toute la construction se fait avec des applications symplectiques
de Panneau T" ! x R"~! (d’ailleurs, les fonctions f; obtenues & la fin ne dépendent pas
de la derniere variable d’action, 7, ; le systeme engendré par H; est donc équivalent a
un systéme hamiltonien non autonome de T"~! x R"~! dépendant périodiquement du
temps). Les détails sont donnés dans la section 3 de [H2]; une démonstration abrégée
pour n = 3 se trouve dans [R3].
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4 Séparatrices de ’application de Hénon

4.1 Laissons le formalisme hamiltonien et passons & larticle [H3], consacré a I’applica-
tion symplectique (1.4). Il s’agit d’un cas particulier de 'application de Hénon, avec un
point fixe parabolique a l’origine ; motivés par les questions d’écart de séparatrices dans
le contexte hamiltonien, nous nous intéressons ici a des courbes paramétrées analogues
aux variétés stable et instable d’un point fixe hyperbolique, qui vérifient (1.5).

Nous pouvons reformuler (1.5) en disant que nous recherchons des courbes pa-
ramétrées (u(z),v(z)) qui

i) solent invariantes par F,

i1) verifient la condition asymptotique (u(z),v(z)) — 0,

Z— 00

et que nous renforgons la premieére condition en demandant que ces courbes soient
“bien paramétrées”, au sens ou

F(u(z),v(z)) = (u(z + 1),v(z+ 1)). (4.1)

La forme particuliere de F entraine I’équivalence entre 1’équation (ou plutét le systeme
d’équations) (4.1) et I’équation aux différences du second ordre

u(z +1) = 2u(z) +u(z — 1) = —u?(2), (4.2)

pourvu qu’on lui adjoigne I'équation v(z) = wu(z) — u(z — 1). En d’autres termes,
nous pouvons oublier la deuxieme composante et nous concentrer sur la recherche des
solutions u(z) de (4.2).

4.2 Cet article est I'occasion de contribuer a la théorie de la résurgence, en étudiant
léquation aux différences (4.2) dans l'esprit de [Eca81, Eca85].

Nous nous intéressons donc aux solutions formelles du probleme et essayons de
lire dans le “plan de Borel” des informations sur les solutions exactes que ’on peut
obtenir par ressommation. Nous notons C[[z7!]] I'anneau des séries formelles et B la
tranformation de Borel formelle, définie sur son idéal maximal 2 ~*C[[z~!]] par

3= as e BE@©) = p(0) = S an

—1)!
n>1 n>0 (’fl 1)

Appliquée & une série convergente, B donne la série de Taylor d’une fonction entiere
d’ordre 1, mais nous aurons le plus souvent affaire a des séries formelles dont I’image
est une série $(¢) qui possede un rayon de convergence non nul mais fini — la série
initiale ¢(z) sera donc divergente (et Gevrey d’ordre 1).

Théoréme 4.1 L’équation (4.2) admet une unique solution formelle paire non nulle

- o 15 _, 663 _4
Ug(z) = —62 —1—22 1072 +oy (4.3)
dont toutes les solutions formelles non nulles se déduisent par translation de la va-
riable z (elles s’écrivent Uo(z + a), avec a € C). Les coefficients de tg forment une
suite alternée de nombres rationnels.

La transformée de Borel formelle 1o(C) posséde un rayon de convergence non nul
et définit un germe analytique en 0, qui se prolonge analytiquement le long de tout

chemin issu de 0 et évitant 2mwiZ.
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La fonction holomorphe obtenue (encore notée 1) tend vers 0 exponentiellement
vite le long des demi-droites mon verticales évitant 2miZ ; on a méme, pour tous ¢ > 0
et Oy €10,7/2[, 10(¢) = O(e°ICl) uniformément dans les secteurs { |arg(| < 0o} et
{larg¢ —m| < 6o }.

Nous verrons que les points de 27iZ sont effectivement des points singuliers de ¢
et que ug est donc divergente. Le “calcul étranger”, qui repose sur les opérateurs A,
introduits par Jean Ecalle, a précisément pour objet I'analyse de telles singularités
dans le plan de Borel (c’est-a-dire le plan de la variable complexe ().

La démonstration du théoreme est assez longue et technique — en dehors bien
str des premieres assertions sur les solutions formelles (que 'on vérifie directement
par substitution dans (4.2)) —, mais il n’est pas difficile de comprendre l'origine des
singularités situées sur 2miZ. Ces points sont effet les zéros de la fonction

a(¢) = 4sinh? g,

et la série formelle 1 (¢) € C[[¢]] est I'unique solution impaire non nulle de I’équation

a(Q)a(¢) = —a**(¢). (4.4)

Cette derniere équation fait intervenir le carré de convolution de 'inconnue , la convo-
lution étant définie par

R ¢ .
(@ *9)(C) = / PCD(C — 1) dey (4.5)

(formule & interpréter dans C[[¢]] ou dans C{(} selon les cas). La convolution est
I'image par B de la multiplication des séries formelles, tandis que 'opérateur de trans-
lation @(2) + @(z+1) se transforme en multiplication de @(¢) par e ¢, d’ot1 ’apparition
du facteur e ¢ — 2 +e¢ = a(().

Pour résoudre (4.4), on peut utiliser une méthode perturbative pour faire ap-
paraitre 4y comme la limite d’une suite de séries formelles convergentes 11(()”), qui
possedent chacune les propriétés de prolongement analytique et de décroissance vou-
lues : on passe en effet de ﬁé") a ﬂ(()"H) par une fonctionnelle qui fait intervenir la
division par « et la convolution.

La convergence de cette méthode perturbative suppose un travail d’analyse, mais
le probleme le plus sérieux est posé par la nécessité de controler le prolongement
analytique des produits de convolution. On a recours pour cela aux chemins “symétri-
quement contractiles” d’Ecalle. Le lecteur pourra se reporter a la section 3 de l'article,
et particulierement a la sous-section 3.3. Il y constatera que le résultat de prolon-
gement analytique énoncé dans le théoreme 4.1 n’est pas obtenu en une seule fois.
Convenons d’appeler R la surface de Riemann obtenue comme ensemble des classes
d’homotopie de chemins issus de 0 et tracés sur C — 2miZ, c’est-a-dire un peu plus
que le revétement universel de C — 27iZ : on a une infinité dénombrable de “demi-
feuillets” se projetant sur les demi-plans {Re¢ > 0} ou {Re¢ < 0}, mais l'un des
demi-feuillets gauches a été raccordé a l'un des demi-feuillets droits par un disque
centré en 0, si bien que R est munie d’un “feuillet principal” R(® qui s’identifie au
plan coupé C — (—2mi[1,400[ U 2mi[1,+00[). La premiere étape consiste & établir
la convergence de 4y en 0 et & montrer que ce germe se prolonge analytiquement
dans R(®) (qui sera donc son étoile d’holomorphie). Dans une deuxiéme étape (qui fait
précisément ’objet de la sous-section 3.3 de ’article), on suit le prolongement analy-
tique dans la partie R de R obtenue & partir de R(?) en traversant au plus une fois
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F1G. 1 — La transformation de Laplace dans les directions 6 € [—0y, 8] conduit & une
asymptotique valable dans un domaine DT .

I'une des coupures | —27i(k + 1), —27wik[ ou |2mik, 2wi(k + 1)[, avec k € N*. On s’arréte
donc aux demi-feuillets contigus au feuillet principal, remettant a plus tard la fin de la
démonstration (on attendra de disposer des relations de résurgence décrites plus loin
pour explorer les autres demi-feuillets de R).

4.3 Avant de poursuivre par 'analyse des singularités de 4 et les relations de
résurgence, mentionnons une premiere conséquence pour le probléme initial :

Corollaire 4.1 Les formules

+00 -0
u(z) = e % 4 u (z) = e % 4 .
+z) / o(0) dc, (2) / o(Ode,  (46)

définissent des fonctions entiéres solutions de (4.2). La série formelle Gy en est le
développement asymptotique pour z € DV ou z € D, lensemble DT étant défini
comme 'extérieur d’un secteur ouvert bissecté par RT et contenant 0. En particulier,
lim  ut(z) =0.
Re z—+o0
Nous avons utilisé 1 une propriété classique de la transformation de Borel-Laplace.
Les intégrales de Laplace (4.6) convergent pour tout z et définissent des fonctions
entieres, en vertu de la derniere assertion du théoreme 4.1. Mais, s’agissant par exemple
de la fonction ut, on peut aussi la définir par une intégrale de Laplace sur e’ Rt avec
™ T

n’importe quel 6 € ]—5, 5 [, grace au théoreme de Cauchy ; cette écriture de u™(z)

fait apparaitre @g(z) comme son développement asymptotique dans le demi-plan
{Re(ze") > ¢},

ol c est est réel > 0 quelconque, et on obtient des estimations asymptotiques uniformes
dans un domaine DV en faisant varier 6 entre deux valeurs arbitraires —0g et 6y (voir
la figure 1 et consulter par exemple [CNP93], [Mal95] ou [Ra93]).

En posant v¥(z) = u*(z) — u*(z — 1), nous obtenons donc deux courbes inva-
riantes bien paramétrées satisfaisant (1.5), dont les composantes admettent le méme
développement asymptotique dans les deux composantes connexes de DT ND~, en par-
ticulier pour Smz — —oo et pour Smz — +oo. L’analyse des singularités de ()
nous permettra de mesurer “l’ambiguité de ressommation”, c’est-a-dire de comparer
les deux solutions du probleme.
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4.4 Les “fonctions résurgentes” qui interviennent dans notre contexte peuvent étre
définies, dans un premier temps tout au moins, comme les séries formelles @(z) dont la
transformée de Borel converge en 0 et jouit de la propriété de prolongement analytique
décrite dans le théoreme 4.1, c’est-a-dire que le germe analytique ¢(¢) obtenu se pro-
longe en une fonction holomorphe sur la surface de Riemann R définie plus haut. Une
telle fonction résurgente pourra donc étre indifféremment envisagée dans le “modele
formel,” comme un élément @ de 2~ 1C[[z71]], ou dans le “modele convolutif,” & travers
le germe ¢, appelé “mineur” de la fonction résurgente.

Mais il est nécessaire d’accepter une définition un peu plus générale, qui repose sur
la notion de “majeur”. On désigne ainsi un germe de fonction holomorphe é(() défini
pres de 0 sur la surface de Riemann du logarithme, disons dans un secteur de la forme
{re??; 0 <r <rgp, p—27—w < 0 < Oy +w} (nous resterons un peu vagues dans notre
résumé et renvoyons le lecteur a [Eca85], [CNP93], ou & la section 2.4.1 de [A6]). Une
singularité est définie comme une classe d’équivalence de majeurs modulo I'espace C{(}
des germes réguliers en 0; on utilisera la notation ¢ = sing(¢). L’application ¢(¢) —
0(¢) = ¢(¢) — p(e™2™(¢) passe au quotient par C{¢} et le germe ¢ obtenu, qui ne
dépend donc que de la singularité ¢, est appelé son mineur.

Une singularité est dite simplement ramifiée si elle admet un majeur de la forme

y S (=D)mnld, 1, | X
¢(¢) = ;W + 5 2(Q) log ¢ +7(C),
avec des nombres complexes Ao, ..., A,, et des germes ¢, 7 € C{(}. Nous utiliserons
alors les notations

Q= iA 6™ 4% 6 = sing M *¢ = sing Lcﬁ({) log ¢
= " ’ 2mi¢ntl )7 27 ’

et étendrons I’isomorphisme de Borel-Laplace en déclarant que
no
p=) A" +B7'¢
n=0

est 'antécédent de ¢ par B. Nous mettons ainsi en correspondance I'espace C[z][[z7!]]
des séries formelles contenant une partie polynomiale en z avec 1’espace des singularités
simplement ramifiées, d’'une maniere qui est compatible avec la définition antérieure
de B : le cas ou ¢ € 27 1C[[27}]], seul considéré jusque-la, correspondait en effet & une
singularité déterminée par un mineur régulier & origine, ¢ = "@.

Il existe bien stir des singularités qui ne sont pas simplement ramifiées (on peut
d’ailleurs continuer d’étendre 1’isomorphisme de Borel-Laplace dans une certaine me-
sure, en admettant des “transséries” dans le modele formel), mais nous n’en ren-
contrerons pas dans notre étude de 1’équation (4.2). On peut définir la convolution
des singularités simplement ramifiées comme l'image par B de la multiplication des
séries formelles dans C[z][[z71]], mais on peut aussi définir en toute généralité, a 1’aide
d’intégrales faisant intervenir les majeurs, une convolution dans tout ’espace des sin-
gularités, toujours de facon compatible avec ce qui précede. Nous parlerons donc de
I’algeébre des singularités et de la sous-algebre des singularités simplement ramifiées.

L’espace des fonctions résurgentes associé a 2mwiZ peut maintenant étre défini
comme l’ensemble des singularités dont le mineur se prolonge analytiquement au
revétement universel de C — 2miZ. 1l se trouve que cet espace est stable pour la loi de
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convolution que nous venons d’évoquer ; il constitue donc une sous-algebre de ’algebre
des singularités, c’est le modeéle convolutif de le l’algébre des fonctions résurgentes.

Ilustrons ces définitions sur le cas de la singularité qui apparait lorsque 1’on suit
le prolongement analytique de g le long de iR (il va de soi que ce qui se passe
dans la direction de iR~ s’en déduit par symétrie, puisque o est une fonction réelle
analytique). Comme g est holomorphe sur R™ | nous pouvons définir un majeur par
la formule

0(¢) = tip(2mi +¢) pour ¢ & iRT | (4.7)

en convenant d’utiliser la détermination principale de g, c’est-a-dire que “2mi 4 (”
désigne le point de R défini par la classe d’homotopie du segment [0, 27i+(] ; le mineur
correspondant, 9(¢), est défini par la monodromie de 4g en 27i.

Nous avons donc a notre disposition deux singularités,

U = "iig, ¥ = sing(io(27i + (),
dont nous savons déja que la premiere est simplement ramifiée. Nous allons voir que
c’est aussi le cas de la seconde. L’opérateur qui nous a fait passé de 'une a l'autre
est noté Aoy; en théorie de la résurgence. Plus généralement, si ¢ est une fonction
résurgente, on pose
A27ri(z7 = Slng(@(?ﬂ'l + C))v

avec les mémes conventions que précédemment et en désignant bien stir par ¢ le mineur
de ¢. L’opérateur As,; est une dérivation de I’algebre des fonctions résurgentes, ¢’est-a-
dire qu’il satisfait la régle de Leibniz pour la convolution. En fait, il n’est pas nécessaire
qu’une singularité soit une fonction résurgente pour qu’on puisse lui appliquer Aoy, : il
suffit pour cela que son mineur se prolonge analytiquement le long de ]0, 27i[ et autour
de 27i.

Théoréme 4.2 L’équation linéarisée

P(z+1) —2¢(2) + ¢z — 1) = —2ae@ (4.8)

admet deuz solutions particuliéres dans C[2][[z71]], dont la premiére est $1 = O,iio et
la seconde est l'unique solution paire $o(z) commencgant par 8—142'4 :

oo (oo}

b di 1 17,17
1= ; R kgz 2% 81 Taaoc oz O

La singularité © = Aorilig représentée par le majeur v(C) défini en (4.7) ci-dessus
est simplement ramifiée; c’est limage par B d’une série ©(z) qui est combinaison
linéaire de o1 et Py :

U= pp1 + Opa,
avec 1 € R et © € iR*™. De fagon équivalente, on peut écrire la détermination prin-
cipale de Uy au voisinage de 2mi sous la forme

S} (4!d_2 2ld_4 do>

v L Qg+ A0, (49)

G (2mi + () = 9

i\ ¢ @ ¢

pour ¢ & iRT de module assez petit, avec

2k—1

Y b +@de i < €10

k>1

et #(¢) € C{¢}.
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La premieére assertion ne présente pas de difficulté : p; = 9,1 est évidemment
solution de 1’équation obtenue en linéarisant (4.2) autour de sa solution g, et on
trouve aisément une solution indépendante de la forme indiquée par substitution di-
recte dans (4.8). Le choix d_s = 8%1, qui aura peut-étre étonné le lecteur, est seulement
motivé par le désir d’avoir un “wronskien discret” égal a 1 :

W¢17¢2 (Z) = 4P1EZ - 1) 90252 - 1) =1.
¢1(2) Pa(2)

Il y a en effet pour les équations aux différences linéaires une théorie analogue a celle des
équations différentielles linéaires, et cela permet aussi de trouver ¢, sous la forme 1¢;
en ne recourant qu’a une “quadrature” :

. ~ 1

Il en résulte que les mineurs correspondants, ¢1(¢) = —Cip(¢) et P2(¢) = di¢ +
do %—? +. .., satisfont les mémes propriétés de convergence et de prolongement analytique
que dig(¢) (on peut vérifier que ¥(¢) et donc Bo(¢) héritent cette propriété de p1(C)).
Nous pouvons donc légitimement considérer les singularités simplement ramifiées ¢; =
B~'@1 et 95 = By,

Il nous faut maintenant expliquer la relation entre 0 = sing(ﬂo(Qﬂ'i + C)) et ces
singularités ¢, et @5. Iy a ici une amélioration possible par rapport au raisonnement
contenu dans l'article [H3], si 'on s’inspire de Particle [A6] écrit par la suite et que
I’on exploite plus pleinement le formalisme des singularités, dont nous espérons que le
lecteur aura eu un apercu suffisant pour apprécier cette amélioration.

La méthode adoptée dans [H3] requiert en effet & ce stade une vérification un peu
fastidieuse, pour assurer que ¥ est une singularité simplement ramifiée,® ce qui permet
de considérer & = B~'0 € C[z][[z~!]]. Comme Ay, est une dérivation qui commute
avec les translations de pas entier, ¥ satisfait également 1’équation (4.8). Or il est facile
de vérifier que les solutions formelles de (4.8) sont les combinaisons linéaires ¢ $1+ca@s
(c1 = Wg.,5, et ca = Wy 5, doivent étre des constantes), d’otr la conclusion.

Mais en fait, sans savoir que la singularité v est simplement ramifiée, on peut
affirmer qu’elle est solution de I’équation

a(Q)V = —2ug * 0, (4.10)
parce que g = "y est elle-méme solution de I'équation a(¢)ty = —(’lvl,o)*Q (la multipli-
cation d’une singularité par un germe régulier comme «(() est définie en multipliant «
par n’importe quel majeur représentant la singularité) et que 'on peut appliquer Agy;
a cette équation (il se trouve que cet opérateur commute avec la multiplication par «).
Et 'ensemble des singularités solutions de (4.10) est déterminé sans plus de peine que
I'ensemble des solutions de I'’équation (4.8) correspondante dans C[2][[z~}]] : les solu-
tions sont les combinaisons linéaires de ¢, et ¢q, elles sont nécessairement simplement
ramifiées, ce qui nous dispense de la vérification contenue dans la section 4.1 de [H3].

La relation Aoyl = iy + Oy obtenue est la premiére des “relations de résur-
gence” que l'on peut écrire. Les autres supposent que ’on définissent toutes les dériva-
tions étrangeres Agrim, avec m € Z*, et les autres composantes @, (z) de “I'intégrale
formelle” @(z,b) = >, ~, 0" un(z) (la série 4, est proportionnelle & @, et les autres

511 y a d’ailleurs & cet endroit de I’article une petite erreur facile & corriger — cf. [A6], note en
bas de page au début de la section 2.4.
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4mi / DY ND N {Smz > 0}
\\ia %
=

0 C DYND N{Smz <0}

|
W

Fi1c. 2 — On déforme le chemin d’intégration en le faisant monter pour étudier
lasymptotique de ut — u~ dans la partie inférieure de D* N D~.

sont déterminées par récurrence de sorte que 4(z + a, b) soit une solution plus générale
de (4.2)). Un des intéréts qu'il y a & étudier toutes ces séries formelles en méme temps
est par exemple la possibilité de vérifier simultanément leur caractére résurgent, en
utilisant les relations de résurgence pour “propager” 'analyticité d’un feuillet de R
aux feuillets contigus et atteindre ainsi de proche en proche toute la surface de Riemann
A partir de R, C’est ainsi que 1’on achéve la démonstration du théoreme 4.1, tout en
en énoncant un résultat beaucoup plus complet (théoréme 3 dans [H3]), qui rassemble
les relations de résurgence sous une forme compacte : “I’équation du pont.”

4.5 Terminons en revenant brievement au probleme de “I’écart des séparatrices”.
Comme g est impaire, les solutions de 1'équation (4.2) définies dans le corollaire 4.1
sont relibes par u~(z) = u'(—2) (ceci correspond, au niveau de l'application de
Hénon F, & lexistence d’une involution qui échange les courbes stable et instable).
Evaluer la différence ut — u~ revient donc & mesurer le défaut de parité de chacune
des solutions, sachant que leur développement asymptotique commun est une série
formelle paire.

Corollaire 4.2 Ces solutions vérifient

ut —u™ ~ e 2™ Ay g

dans DT ND™N{Smz < 0}. En d’autres termes, on a dans ce domaine le développe-
ment asymptotique

¥ (0t —uT) ~ O(d_gz + d_12% + do) + h(z) = up1(2) + OPa(2),

dans lequel interviennent les constantes p et © du théoreme 4.2, d’ou en particulier
l’équivalent asymptotique
. 2;4
ut(2) —u=(2) = e_27”z8—4 (@+0(z7%)).
La preuve consiste a utiliser le théoreme de Cauchy dans la formule
+o0o
@) - ) = [ el de,

— 00

si z € iIR™ par exemple, pour remplacer le chemin d’intégration rectiligne par un che-
min v tournant autour de 27, suivi d’un chemin I' contenu tout entier dans le demi-
plan {Smz > a}, oll a est arbitrairement choisi dans |27, 47| : Uintégrale sur v fait
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apparaitre la contribution de la singularité de i en 27i, affectée du coefficient expo-
nentiellement petit e =27 = e~ 271972l tandis que l'intégrale sur I' est O (e~ 5721,
donc négligeable (cf. la figure 2).

En travaillant de facon analogue sur les fonctions v*(z) = u*(z) — u*(z — 1), on
obtient

pt(2) —p (2) ~ On(z) + M((ii_z(z)’ pour z€ DT ND N{Smz<0},
j: ~
. oy (ut(2)\ dp, ., ?1(2) i
avec les notations p*(z) = (Ui(z))’ e (z) = <¢1 (2) - (2 — 1) pour la compo

 a(?)
Pa(2) — pa(z = 1)
male” formelle (la valeur du wronskien discret W s’interprete d’ailleurs comme

sante “tangentielle” formelle, et n(z) = ( ) pour la composante “nor-

1,P2
une relation de normalisation Q(‘é—‘z’,n) = 1 pour la 2-forme symplectique standard
Q =du A dv).

On obtient des formules analogues dans DY N D~ N {3mz > 0} en utilisant la
dérivation étrangere A_o.; ou en exploitant les symétries du probléme.
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5 Equation cohomologique

5.1 L’étude de I’équation cohomologique (1.6) fait elle aussi apparaitre une structure
résurgente, quoique d’une nature assez différente de celle de ’équation (4.2) (plus
paramétrique qu’ équationnelle) et en fait beaucoup plus facile & analyser en raison du
caractere linéaire de ’équation.

Comme cela a été signalé dans l'introduction, étant donnée une fonction g ho-
lomorphe dans un disque ID,. et nulle en 0, I’équation admet une solution fg_ (q,2)
holomorphe dans D x D, et une solution f;‘ (¢, z) holomorphe dans E x D, (nous
désignons par D et E lintérieur et lextérieur du disque unité), toutes deux définies
par les formules (1.7) ou (1.8). Les “résidus” ap intervenant dans la seconde formule
se calculent a partir du cas g(z) = z/(1 — 2z) grace au produit de Hadamard, que nous
notons © :

(A(z) =Y A" B(z) =) an") — AOB(z) =Y A,B,z".

n>1 n>1 n>1

La fonction §(z) = z/(1 — 2) = 2 + 22 + 23 + - - - est en effet 'unité de ce produit, et
I’on peut vérifier que

A
fg:f5®gv ft;(Q1z): Z q_—A'Cm,(A)(Z)v

AER

avec L (z) = —=log(l — z™) et en désignant par m(A) ordre d’une racine A de
I'unité. Par conséquent, ay = Ag © Ly,(p)-

Si nous fixons une racine de I'unité Ag = exp(2mi;>) et laissons g tendre vers Ag
non tangentiellement au cercle unité, c’est-a-dire en ’astreignant a rester dans un cone

. . 7 . N a
dont Dintersection avec S! est réduite & Ay (localement), nous constatons que inXO

fournit un équivalent asymptotique de f;[. Le chapitre 4 de [H4] (particulierement
les sections 4.2 et 4.3) montre que les deux fonctions admettent en fait le méme
développement asymptotique

a
—0 4 A, (g — A", 5.1
P g (g —Ao) (5.1)

ou les A,, sont des fonctions holomorphes de z dépendant de Ag et de g. Il y a mieux :
f;r et f, s’obtiennent & partir de cette série par ressommation de Borel-Laplace.
Mais cette série ne saurait converger pour aucune valeur de ¢, puisque la singularité
présente en Ay n’est pas isolée : toutes les racines de I'unité doivent étre vues comme
des singularités, ne serait-ce que parce que f;t n’est pas bornée a leur voisinage; le
cercle unité est en fait une frontiere naturelle.

Pour étudier la série (5.1), il est commode d’effectuer le changement de variable
q = A e" et de régulariser nos fonctions en les multipliant par 7 ~ Aio — 1. Tous calculs
faits, on trouve alors

1 Foo .
NI D) = an () [ e (e 2)de, (5.2)
0
avec
mo—1 k 1 mo—1 e27ri T’ff‘ ¢
G9(¢,2) = L2 ) g(Aky) — ° [g(Akz ey — g(AR
©9= 3 (o —3) 949 3 G oo —otaf
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holomorphe pour | Sm¢| et |z| assez petits.

Ainsi qu’on I'a vu, il suffit de s’intéresser au cas ou g = 9, et c’est alors qu’on affaire
a une fonction résurgente, d’un type particulierement simple puisque la transformée
de Borel ¥ est méromorphe en . Ses poles sont les points

2 27h
ga,b(z):ﬂ (—ilogz—i—i), a€Z*, bel,
mo mo

ils sont simples, et les résidus correspondants valent
1

2miabny /m,
Ca b= ——€ o 07
mo

ou n{, + moZ désigne I'inverse multiplicatif de ng + moZ dans anneau Z/mgZ.

Retenons que la formule (5.2) exprime un lien de nature quasi-analytique entre
les fonctions f,~ et f;r : la connaissance du développement asymptotique d’une des
fonctions permet de reconstituer les deux fonctions (la donnée de ce développement
asymptotique équivaut en effet a celle de la série de Taylor a l’origine de {9 par rapport
a &, par transfomation de Borel formelle).

5.2 D’un autre coté, la série de Taylor (1.7) définissant fgi posséde un rayon de
convergence non nul (par rapport & z) pour certaines valeurs de ¢ de module 1 : si
q=e*™ avec x € ]0,1[NR\ Q, et si I'on note (ny(z)/my(z))k>1 la suite des réduites
obtenues & partir du développement en fraction continue z = [0;a1(z),az(x),.. ], la
condition nécessaire et suffisante pour la convergence de (1.7) s’écrit

I
lim sup 28R @)

k—oo my (1')

Comme fonctions de g, les fonctions f; et f, se prolongent donc naturellement a
un certain sous-ensemble du cercle unité, et nous pouvons nous poser la question de
la régularité de la fonction f, obtenue. Pour simplifier les énoncés, introduisons les
espaces de Banach B, = zH>(D,.) (fonctions de z holomorphes et bornées dans D,.,
nulles en 0) : nous supposerons g € B,, et considérerons f, comme une fonction de ¢
a valeurs dans B,.,, pour un certain ro < 7j.

Pour toute la suite, nous nous donnons des réels a,d > 0 et k € ]0,1[, ainsi
qu’une suite réelle (7;);en strictement décroissante et tendant vers 0. Pour chaque j,
I’ensemble

1
C; = {x € R\ Q(modZ) | Vk >0, myyi(z) < —e®™(®) }
Vi
est constitué de points “suffisamment éloignés” des rationnels, au sens ou

e*&m efam

n n
ﬂ{$||$—g|27j - }cqc ﬂ{33||3?—%|>7j o 2

On pout vérifier que les C; sont des ensembles de Cantor (fermés totalement discon-
nectés et parfaits), dont la mesure tend vers 1 pour j — oco. Nous allons étudier f,
dans le compact

K;j={e"" 2 € Cj,a},
ol Cjra = Uyec, {z € C/Z | k|Re(& — §)| < |SmE| < d}, T et § désignant des
relevés de x et y dans R (il s’agit de tracer dans C (mod Z) les cones de pente x dont
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les sommets sont les points de C; : les points = de ces cones sont suffisamment éloignés
des rationnels et les points ¢ = €™ ¢ K ;j correspondants sont suffisamment éloignés
des résonances). La structure des ensembles C; et K; est étudiée en détail dans la
section 2.3 de [H4].

Des que g € B,, et 7o < 11 e~ %, la fonction f; est bien définie (par la formule (1.7)
ou (1.8)) sur chaque compact K, & valeurs dans B,,. Dans la section 2.4 de [H4], il
est montré que cette fonction est monogéne au sens de Borel, pour peu que l'on se
restreigne a 7o < 11 e73%

fo € M((Kj), By,).

Cela signifie que f, € C} ,(K;, By,) pour chaque j, avec la définition suivante : Si K
est un sous-ensemble fermé de C' et B un espace de Banach, une fonction continue
[+ C — B est dite C'-holomorphe, et on écrit f € C}_,(C, B), s'il existe une fonction
continue f() : C' — B telle que

Vz2eC,Ve>0, 30>0/ Vz1,20€C, |21 —2| <9, |22 —2| <&
= || f(22) — f(z1) — f(l)(zl)(22 —21)|| < elz1 — 22

(autrement dit, la fonction f est différentiable au sens de Whitney dans C' et y vérifie
les équations de Cauchy-Riemann).

L’espace des fonctions monogenes M((K;), B) est en fait défini comme la limite
projective des espaces de Banach C} ,(K;, B). Les fonctions C*-holomorphes dans un
compact partagent certaines propriétés des fonctions holomorphes usuelles; on peut
notamment adapter le théoréme de Cauchy et la formule de Cauchy dans ce contexte.
L’un des intéréts de la définition de Borel est de permettre d’étudier les points de
la frontiere naturelle d’une fonction holomorphe : on peut parfois trouver parmi eux
des points en lesquels la fonction est Cl-holomorphe, ainsi que l'illustre I’exemple des
solutions de I’équation cohomologique. L’intention de Borel [Bol7] était apparemment
de remplacer la notion classique de prolongement analytique par une notion de “pro-
longement monogene”. Mais pour assurer 'unicité d’un tel prolongement (c’est-a-dire
une propriété de quasi-analyticité), Borel était obligé d’imposer des restrictions assez
fortes sur le compact considéré (qui ne peuvent pas étre vérifiées par des compacts olt
la solution f,; de I’équation cohomologique serait définie).

5.3 Une fonction C'-holomorphe au sens de Whitney dans un compact n’y est pas
nécessairement C*°-holomorphe (cf. la définition 2.2 dans [H4]). Mais dans notre cas,

Cilwl(Kij) - Cﬁgl(K;aB)

avec des compacts K7 C K qui sont définis dans la section 2.5 de [H4] (la mesure de
K;ﬁSl tend vers 1 pour j — oo et tous les points e2™* tels que #(I) logmp41(x) — 0
pour k — oo sont dans la réunion des K7).

En particulier, nos fonctions monogenes admettent en chaque point de K7 N S! un
développement asymptotique (& savoir leur série de Taylor en ce point). Nous obtenons
dans la section 3.2 de [H4] une asymptotique Gevrey en imposant de plus une condition
diophantienne & un tel point.

Plus précisément, nous définissons d’une part les diophantiens d’exposant T par

CD,={yeR\Q | Iy>0 tel que Vn/meQ, |[y—n/m|>~ym~"}
et CD, = {\ =¢e?™ gy € CD,} (il est bien connu que 7 doit étre > 2 et que CD, est

de mesure pleine pour 7 > 2). D’autre part, étant donnés un espace de Banach B, un
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point A du cercle unité et une suite {M,, },,> de réels > 0, nous définissons la classe de
Carleman C~(\,{M,}, B) comme Pensemble des fonctions f & valeurs dans B pour
lesquelles il existe un disque ouvert A C I tangent & S' en A, une série formelle
Y om0 Q™ € B[[Q]] et des réels cg,c1 > 0 tels que

YN >0,Yg€A, |fl9— D, anlg=N"[<coet Mylg—A".
0<n<N-1

Le développement asymptotique > a, Q" € B[[Q]] d’une telle fonction est noté J, (f).
L’espace G- (A, B) des fonctions holomorphes dans un petit disque intérieur & D et
admettant un développement asymptotique Gevrey-7 en A\ est obtenu en choisis-
sant la suite M,, = I'(1 + n7). Les espaces CT(\,{M,}, B) et G} (A, B) sont définis
symétriquement en utilisant des disques A C E. On définit enfin C(\, {M,,}, B) comme
I'espace des fonctions f pour lesquelles il existe des disques A~ C D et AT C E
tels que fia- € CT(AA{My,},B), fia+ € CT(A\{My},B) et Ji(f) = JS(f), et
G-(A\,B) =C(\{I'(1+n7)}, B).
Notre résultat peut alors s’énoncer ainsi :

sit>2etAeCD,., M((K;),B)CGr(\ B).

Cela vaut pour toutes les fonctions monogenes associées a la suite (K ;) définie plus
haut, donc aussi pour toutes les solutions de ’équation cohomologique.

5.4 Nous disposons donc de développements asymptotiques en de nombreux points
du cercle unité pour nos solutions f;t. Il est naturel de se poser la question de la quasi-
analyticité, qui consiste a demander si 'on peut reconstituer les fonctions f; et f, a
partir de la seule donnée de leur développement asymptotique en un point du cercle
unité, par exemple un point de CD...

De fagon légerement plus abstraite, un espace de fonctions F est dit quasi-analytique
en un point A si toute fonction de F admet un développement asymptotique en \ et si
deux fonctions différentes de F ont des développements asymptotiques différents. Dans
le cas des classes de Carleman C(X, {M,}, B), on dispose du critere de Carleman : la

quasi-analyticité équivaut a la divergence de la série Z —, ou (B, = nigfn{ Mi// ”'}.
n>1 """ -

On en déduit par exemple que Gi (A, B) est quasi-analytique en A, mais que les es-

paces G- (A, B) avec 7 > 1 ne le sont pas.

Dauns les sections 3.3-3.5 de [H4], la question est examinée en détail pour les points
A = e avec « irrationnel quadratique (c’est-a-dire algébrique de degré 2). 11 est
bien connu que nécessairement A € CD4 ; par conséquent la solution fondamentale fs
appartient & 'espace Ga(\, B,) (pour tout r € ]0,1[), qui n’est pas quasi-analytique.
Nous montrons qu’en fait il n’existe pas de classe de Carleman C(\,{M,}, B) qui soit
quasi-analytique en A et qui contienne fs.

Mais par ailleurs, dans la section 4.4 de [H4], nous utilisons le produit de Hadamard
et les particularités de notre probleme pour construire un sous-espace quasi-analytique
de Go(A\, B) qui contient les solutions pour A € CD, (mais ce n’est pas une classe de
Carleman).
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